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Homotopia étale de un topos

En esta tesis se extienden los invariantes homotdpicos desarrollados por M. Artin y B. Ma-
zur para topos localmente conexos al caso de un topos arbitrario. Dado un topos localmente
conexo & —> &, Artin y Mazur definen el tipo homotépico étale 7€ que es un pro-objeto en la
categoria homotdpica de los conjuntos simpliciales . La construccidn consiste esencialmente
en aplicarle el funtor de componentes conexas 7 al diagrama cofiltrante de los hipercubrimien-
tos del topos salvo homotopia simplicial. Dado un punto S 2. £ se obtienen pro-grupos de
homotopia. Este invariante determina la cohomologia con coeficientes constantes (grupo para
n = 1, grupo abeliano para n > 1) del topos y permite calcularla como un colimite filtrante.
Mis atn en el caso de un topos punteado conexo y localmente conexo, el pro-grupo fundamen-
tal representa torsores.

Debido a la ausencia del funtor de componentes conexas 7 en el caso general, se deben consi-
derar todas las indexaciones simpliciales posibles de un hipercubrimiento como parte del pro-
objeto. Esto nos lleva a estudiar las categorias de familias y familias simpliciales de un topos.
Mediante esta dltima se logra definir un pro-objeto que es isomorfo en el caso localmente cone-
xo al definido por Artin y Mazur. Se demuestra que en el caso general este invariante determina
la cohomologia con coeficientes constantes (grupo para n = 1, grupo abeliano para n > 1) del
topos y se tiene una férmula como un colimite filtrante. Luego se utiliza esta construccion para
estudiar el Grupoide Fundamental del topos. Considerando a las homotopias entre morfismos
de hipercubrimientos se construye un 2-pro-grupoide. Se demuestra que este 2-pro-grupoide
determina la categoria de proyecciones cubrientes (definidas por E. J. Dubuc en The fundamen-
tal progroupoid of a general topos, JPAA 212) como un 2-colimite y que representa torsores,
dando una nueva construccion del Grupoide Fundamental de un topos que generaliza el caso

localmente conexo.

Palabras Clave. hipercubrimientos, proyecciones cubrientes, tipo homotdpico étale, 2-pro-

objeto, grupoide fundamental de un topos.
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Etale homotopy of a topos

In this thesis we extend the homotopy invariants developed by M. Artin and B. Mazur
for locally connected topoi to the case of an arbitrary topos. Given a locally connected to-
pos £ —>S, Artin and Mazur define the étale homotopy type Ver(€) which is a pro-object in
the homotopy category of simplicial sets . The construction consist essentially of applying
the connected components functor 7, to the cofiltered diagram of hypercovers up to simplicial
homotopy. Given a point S L. & one gets homotopy pro-groups. This invariant determines
the cohomology with constant coefficients (group for n = 1, abelian group for n > 1) of the to-
pos, and gives a computation as a filtered colimit. Moreover, in the case of a pointed connected
locally connected topos, the fundamental pro-group represents torsors.

Due to the absence of the connected components functor v, in the general case, we have to con-
sider all posible simplicial indexations of a hypercover as part of the pro-object. This requires
an study of the categories of families and simplicial families of a topos, through which we are
able to define a pro-object that in the locally connected case is isomorphic to the one defined
by Artin and Mazur. We prove that in the general case this invariant determines the cohomo-
logy with constant coefficients (group for n = 1, abelian group for n > 1) of the topos, and
gives a computation as a filtered colimit. Then we use this construction to study the Fundamen-
tal Groupoid of the topos. Considering the homotopies between morphisms of hypercovers we
construct a 2-pro-groupoid. We prove that this 2-pro-groupoid determines the category of cove-
ring projections (as defined by E. J. Dubuc in The fundamental progroupoid of a general topos,
JPAA 212) as a 2-colimit and moreover represents torsors, which gives a new construction of

the Fundamental Groupoid of a topos which generalizes the locally connected case.

Key words. hypercovers, covering projections, étale homotopy type, 2-pro-object, funda-

mental groupoid of a topos.
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Introduccion

Homotopia Etale de Artin-Mazur. La teoria de topos surgié en el Séminaire de Géomé-
trie Algébrique du Bois Marie, dirigido por Alexander Grothendieck. El objetivo era extender la
cohomologia de haces en espacios topoldgicos al caso de la geometria algebraica y formalizar la
idea de una “cohomologia de Weil” para probar las conjeturas de Weil. Este trabajo monumen-
tal fue registrado en [SGA4-1,ISGA4-2] y posteriormente en un tercer volumen. Estos trabajos
fueron tremendamente influyentes en geometria algebraica, se introducen los Esquemas como
la estructura geométrica bésica generalizando las Variedades Algebraicas y la cohomologia éta-
le junto con varias otras teorias de cohomologia para esquemas y eventualmente condujo a una
solucion completa de las conjeturas de Weil.

Entonces se volvié de interés particular extender las ideas y técnicas de la teoria de homotopia
a la geometria algebraica. En [SGA1] A. Grothendieck generaliz6 la teoria de Galois a la teoria
categorias abstracta con un funtor fibra C L S satisfaciendo algunas condiciones de exac-
titud, llamadas categorias de Galois. El probd que una categoria de Galois es equivalente a la
categoria de acciones finitas del grupo de automorfismos del funtor fibra, que en este caso es
profinito. Esta teoria se puede aplicar al caso de la categoria de objetos localmente constantes
finitos de un topos conexo punteado y da lugar al grupo fundamental profinito. En el caso de
un espacio topoldgico bueno X esta teoria recupera la completacion profinita del grupo funda-
mental. Si uno quisiera recuperar el grupo fundamental tendria que considerar todos los objetos
localmente constantes (no necesariamente finitos) y esta teoria ya no se puede aplicar. Ya habia
sido afirmado en un ejercicio [SGA4-1, Exposé IV, Exercice 2.7.5] que para un topos conexo
localmente conexo punteado & -8, uno podria asociar un pro-grupo (€, p) llamado el
grupo fundamental de £ en p. En ese caso se considera la nocién de un topos de Galois y se afir-
ma que los topos de Galois se corresponden exactamente, como categorias, a las subcategorias
plenas generadas por objetos localmente constantes en un topos conexo localmente conexo.

En 1969, M. Artin y B. Mazur publicaron un trabajo muy influyente llamado Etale Homotopy
[AM]. En ese trabajo los autores asocian a un topos localmente conexo un “pro-tipo homo-
t6pico”. Este pro-objeto, llamado el tipo homotdpico étale o funtor de Verdier Ver(€), es por
definicién un pro-objeto en la categoria homotdpica de conjuntos simpliciales H = Ho(sS).

Muestran que el tipo homotdpico étale determina la cohomologia con coeficientes constantes
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del topos. Dado un punto S 2. & definen los pro-grupos de homotopia 7, (€, p) paran > 1.
También prueban que para un topos conexo localmente conexo punteado y un grupo G, las
clases de isomorfismo de GG-fibrados principales en £ (también llamados (G-torsores) se corres-
ponden a morfismos de pro-grupos (&, p) — G salvo conjugacion.

Algunos Preliminares. Expliquemos brevemente las ideas principales detras de estos desarro-
llos. En los inicios de la teoria de haces, la cohomologia de haces no era un funtor derivado, y
aun asi era posible calcular estos invariantes de alguna forma. Para un espacio topoldgico gene-
ral se tenia la resolucion de Godement usando haces flasque. También estaba la cohomologia de
Cech, la cual era de naturaleza combinatoria y mucho mas explicita. Dado U = S>U;—X

iel

un cubrimiento abierto de un espacio topolégico X uno puede construir un objeto simplicial

aumentado CU llamado el complejo de Cech:
X~—U—UxU<—UxUxU
= X —— X X

Aplicando un haz de grupos abelianos F'y tomando la suma alternada de las caras obtenemos

un complejo de co-cadenas de grupos abelianos:

F(U) -2~ (U§U)3_>F(U§U§U)_a>...

La cohomologia de este complejo se denota por H"(F'(CU)). Uno puede considerar esta cons-
truccion para todos los cubrimientos abiertos y es claramente funtorial en U. Ademas dos refi-
namientos distintos son simplicialmente homotépicos por lo tanto inducen el mismo morfismo
en la cohomologia. Identificando refinamientos obtenemos un poset cofiltrante de cubrimientos
Cov(X).., entonces la cohomologia de Cech se define como el colimite filtrante sobre todos los
cubrimientos H"(X, F) := Uecg)lvi(r)r(l)N H"(F(CU)). Por un teorema de H. Cartan, para espacios
topoldgicos buenos la cohomologia de Cech calcula la cohomologia de haces, pero en general
estas dos cohomologias no coinciden, aunque siempre se tiene una sucecion espectral que las
relaciona. Esto se traduce al caso general de un topos con pequeias modificaciones y produce
los mismos resultados. La razén por la cual estas teorias de cohomologia difieren en general es
que los espacios usualmente no tienen suficientes cubrimientos abiertos, respectivamente sufi-
cientes cubrimientos étales para esquemas, etc.

Con un profundo entendimiento de la teoria simplicial J.-L. Verdier tuvo una idea brillante cuan-

do descubri6 el concepto de hipercubrimientos [SGA4-2, Exposé V, 7.]. Estos son una genera-
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lizacién de los complejos de Cech asociados con cubrimientos, pero son mucho mas flexibles
mientras que también retienen las propiedades claves de los primeros. Un hipercubrimiento se

define como sigue: es un objeto simplicial U en el topos:

1 Uy Uy Us

tal que Uy — 1 es un cubrimiento, U; — Uy X U, es un cubrimiento y mas generalmente U,, —
(cosk,_1U),, es un cubrimiento para todo n > 0. El probd que los hipercubrimientos determinan
salvo homotopia simplicial una categoria cofiltrante HC(E)... En su celebrado teorema prob6
que si se toma el colimite sobre todos los hipercubrimientos se calcula la cohomologia de haces,

esto es:

H"(E,F) ~ colim H"(F(U))

UEHC(E) ~
Aunque esta construccion funciona perfectamente para la cohomologia, no da directamente in-
variantes homotdpicos. Un problema con la homotopia es que es covariante, no contravariante
como la cohomologia. Cuando se aplica la cohomologia convertimos un diagrama cofiltrante
de cubrimientos (o hipercubrimientos) en un diagram filtrante de grupos abelianos y como los
colimites filtrantes son exactos estos conmutan con la cohomologia. La solucién a este proble-
ma ya habia sido sugerida por A. Grothendieck; en vez de tomar el limite como el invariante el
cual no se comporta bien, tomar el diagrama completo como el invariante. Formalmente esto es
un pro-grupo y la teoria de pro-objetos ya habia sido desarrollada en [SGA4-1, Exposé I, 8.].
Ademas, ya se tenia unos resultados en topologia algebraica que sugerian que los invariantes
homotépicos buenos podian ser obtenidos en el contexto de la teoria de Cech. Por ejemplo el
teorema del nervio de Borsuk: dado un espacio topoldgico paracompacto X, con un buen cubri-
miento abierto U = »_ U; — X , i.e. un cubrimiento por abiertos contractiles tales que todas
iel

las intersecciones no vacias también son contrictiles (por ejemplo un cubrimiento por abiertos
convexos). Consideremos su nervio de Cech NU, este es un conjunto simplicial cuyo conjunto
de n-simplices N, estd dado por los indices (ig, . . ., i,) € I"! tales que Uy, N --- N U;, # 0.
Entonces su realizacién geométrica [NU | es homot6picamente equivalente a X .

M. Artin and B. Mazur encontraron una forma de definir tales invariantes homotdpicos para
topos localmente conexos. Recordemos que un topos &€ —- S es localmente conexo si ademés
tiene un adjunto a izquierda & 28 v = v* - 7. llamado el funtor de componentes cone-

xas. Por ejemplo el topos Sh(X) de haces en un espacio topolégico X es localmente conexo
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si y solo si X es un espacio localmente conexo. Con este funtor uno asocia a cualquier objeto
simplicial U en el topos un conjunto simplicial ¥ U. Observemos que para U un buen cubri-
miento, los abiertos del cubrimiento y todas las interseccidnes son conexas. Luego se sigue que
en este caso yCU coincide con su nervio de Cech NU. Ellos definen primero un pro-objeto en
Ver(€) = (mU)uence)., la categoria homotSpica H, su tipo homotépico étale o funtor de Ver-
dier. Como un corolario del teorema de hipercubrimiento de Verdier y la adjuncién v - v* se
sigue que la cohomologia de este pro-objeto calcula la cohomologia de haces con coeficientes
constantes, i.e. H"(£, A) ~ H"(Ver(€), A). Dado un punto S —> £ se tienen asociados pro-
grupos de homotopia dados por 7, (&, p) := (uvxgzgéicrgg)w Tn(1U, Z) donde el colimite es sobre
la categoria de hipercubrimientos punteados salvo homotopia simplicial. Prueban el ya men-
cionado teorema de representacion de GG-fibrados principales. También obtienen una generali-
zacion del teorema del nervio de Borsuk, ver [AM, Theorem 12.1]: para un espacio topolégico
paracompacto y localmente contractil X, el pro-tipo homotdpico es esencialmente constante y
es homotdpicamente equivalente al complejo singular S(X),.

La teorfa del grupo fundamental de topos localmente conexos fué formalizada por distintos
autores. Primero el caso de un topos localmente conexo localmente simplemente conexo fué
tratado por M. Barr y R. Diaconescu en [BD81]. El caso de un topos conexo localmente conexo
punteado fué desarrollado por I. Moerdijk en [Mo88, Mo89] usando la teoria de grupos locdlicos
en vez de pro-grupos. Dado un tal topos £, consideremos el topos SLC(E) de sumas de objetos
localmente constantes, entonces el prueba que SLC(E) es equivalente al topos clasificante de
un grupo localico pro-discreto 7 (&), esto es SLC(E) ~ B(m(£)) (dnico salvo isomorfismo).
Ademas, el morfismo geométrico & 5 B(m(€)) es universal en el sentido que representa tor-
sores, i.e. induce una equivalencia de categorias Topg(€, BG) ~ LGrp(m(€), G) para G un
grupo, donde el lado derecho denota el hom en grupos locélicos.

El caso de un topos no punteado y no necesariamente conexo pero localmente conexo sobre una
base arbitraria fué desarrollado por M. Bunge en [B92, IBOO] con grupoides localicos en vez de
grupos. También en [BOO] el caso de un topos localmente conexo localmente simplemente co-
nexo es tratado y es un caso particularmente bueno de la teoria donde el grupoide fundamental
es un grupoide discreto (i.e. ordinario).

La teoria del grupo fundamental de un topos general (i.e. no-localmente conexo) fué desarrolla-
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do por J. F. Kennison en [Ken83, [Ken92], primero el caso punteado y luego el caso no punteado,
usando el concepto de estructuras uniformes en un local. Es importante observar que [Ken92]|
introduce el concepto de una 2-categoria 2-filtrante, reformulada posteriormente en [DS06], la
cual es fundamental para nuestras construcciones. La teoria fué entonces desarrollada por E.
J. Dubuc [DO8] con un enfoque diferente. Inspirado por el trabajo de L. J. Herndndez-Paricio
[HP98]] en teoria de la forma, el concepto de una proyeccion cubriente se define, esta nocidn es
la generalizacion correcta del concepto de un objeto localmente constante al caso no-localmente
conexo. Se prueba que el topos G(&) de (sumas de) proyecciones cubrientes es el topos clasifi-
cante de un pro-grupoide locélico, y que este pro-grupoide locdlico representa torsores.
Resultados originales. En esta tesis extendemos los invariantes homotépicos de M. Artin y B.
Mazur al caso de un topos general (no-localmente conexo). La idea de E. J. Dubuc para esqui-
var la ausencia del funtor de componentes conexas, primero bosquejada en el preprint [D10],
es que aunque en un topos general un hipercubrimiento no viene con una indexacién candnica
como en el caso localmente conexo, uno puede considerar todas las indexaciones posibles de
este como parte del diagrama inverso. Un hipercubrimiento indexado en un topos £ es simple-
mente un morfismo simplicial U e ~v*J en el topos donde U es un hipercubrimiento y J es el
conjunto simplicial que indexa. Entonces U,, = > U, , y ademads la indexacion es reducida
en el sentido que U, , # () para todo o € I,. P;rillréstudiar la categoria de hipercubrimientos
indexados de un topos £ primero estudiamos en detalle el topos F(E) de familias del topos.
Luego estudiamos el topos sF (&) de familias simpliciales, este es el lugar natural donde los
hipercubrimientos indexados viven. Aqui obtuvimos algunos resultados sobre la categoria de
indexaciones de un hipercubrimiento fijo que son fundamentales para extender la teoria del
caso localmente conexo. Probamos que la categoria IHC(E).. de hipercubrimientos indexados
salvo homotopia simplicial es cofiltrante, por tanto definimos un funtor de Verdier generalizado
Ver(€) := (I)aug.e)emce). - Con la ayuda del teorema de hipercubrimiento de Verdier y nues-
tros resultados obtenemos que este pro-objeto calcula la cohomologia de haces con coeficientes
constantes, esto es H"(E, A) ~ H"(Ver(&), A).

Luego consideramos el grupoide fundamental de un topos general. Aqui tenemos éxito en desa-
rrollar las lineas de trabajo esbozadas en el preprint [D10] para mejorar los resultados de [DOS]]

con el uso de hipercubrimientos en lugar de cubrimientos. Un problema con la definicion naif
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de aplicar el grupoide fundamental al pro-objeto Ver(&) es que el grupoide fundamental de un
conjunto simplicial no esta bien definido como un funtor desde la categoria homotépica H, pues
su codominio no es la (2-)categoria de grupoides sino su categoria homotdpica donde inverti-
mos las equivalencias de categorias. Para remediar esto definimos en su lugar un 2-pro-objeto
(en el sentido de [DD14) [D15]]) manteniendo la informacién de las homotopias simpliciales, y
obtenemos un 2-pro-grupoide 7 (£). Mostramos que las proyecciones cubrientes estdn dadas
por un dato de descenso del conjunto simplicial de indexacién de un hipercubrimiento indexa-
do. De esto obtenemos que el topos G(€) de proyecciones cubrientes es el topos clasificante de
este 2-pro-grupoide. Esto mejora el resultado de [DO8|] mostrando que los grupoides ordinarios
son suficientes, dispensando de la necesidad de la nocién menos clésica de un grupoide localico.
Finalmente, mostramos que este 2-pro-grupoide representa torsores, i.e. se tiene una equivalen-
cia Tops (&, BG) ~ 2-Pro(Grpd) (7 (€), G) para G un grupo. Pasando a clases de isomorfismo
obtenemos una generalizacion del resultado de M. Artin y B. Mazur [AM, Corollary 10.7] para
topos localmente conexos, pero atin en este caso nuestro resultado es mds fino ya que establece

una equivalencia de categorias en lugar de una biyeccion entre clases de isomorfismo.
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Introduction

Artin-Mazur Etale Homotopy. Topos Theory was born in the Séminaire de Géométrie
Algébrique du Bois Marie, run by Alexander Grothendieck. The objective was to extend the
cohomology theory of sheaves on a topological space to algebraic geometry, and formalize the
idea of a “Weil cohomology” in order to solve the Weil Conjectures. This monumental work was
recorded in [SGA4-1, ISGA4-2]] and a further third volume. They were tremendously influential
in algebraic geometry, it introduced Schemes as the basic geometric sructure generalizing Al-
gebraic Varieties, and the étale cohomology along with several other cohomology theories for
schemes, and eventually led to a complete solution of the Weil Conjectures.

Then it became of particular interest to extend the ideas and techniques of homotopy theory to
algebraic geometry. In [SGA1] A. Grothendieck generalized Galois theory to an abstract theory
of categories with a fiber functor C £ S. o satisfying some exactness conditions, called Ga-
lois categories. He proves that a Galois category is equivalent to the category of finite actions
of the group of automorphisms of the fiber functor, which in this case is profinite. This theory
can be applied in the case of the category of finite locally constant objects of a pointed connec-
ted topos and yields its profinite fundamental group. In the case of a nice topological space X
this theory recovers the profinite completion of the fundamental group. If one wants to recover
the fundamental group one has to consider all locally constant objects (not necessarily finite)
and this theory is no longer applicable. It was already stated in an exercise [SGA4-1, Exposé
IV, Exercice 2.7.5] that for a pointed connected locally connected topos & - S, one could
associate a pro-group 7 (&, p) called the fundamental group of £ in p. There it is considered
the notion of a Galois topos and it is stated that Galois topoi correspond exactly, as categories,
to the full subcategories generated by locally constant objects in connected locally connected
topoi.

In 1969, M. Artin and B. Mazur published an influential book called Etale Homotopy [AM]. In
it they associate to a locally connected topos a “pro-homotopy type”. This pro-object, called the
étale homotopy type or Verdier functor Ver(£), is by definition a pro-object in the homotopy
category of simplicial sets H = Ho(sS). They show that the étale homotopy type determines
the cohomology with constant coefficients of the topos. Given a point S L they define ho-

motopy pro-groups m,(€,p) for n > 1. They also prove that for a pointed connected locally



connected topos and a group G, isomorphism classes of principal G-fibrations in £ (also known
as G-torsors) correspond to pro-group morphisms 7 (£, p) — G up to conjugacy. In this work
we generalize (or extend) these results of Artin-Mazur to general topoi (that is, not necessarily
locally connected topoi, see below).

Some preliminaries. Let us briefly explain the main ideas behind these developments. In
the firsts days of sheaf theory, sheaf cohomology wasn’t a derived functor, and still people
were able to compute these invariants in some ways. For a general topological space there was
the Godement resolution using flasque sheaves. There was also Cech cohomology, which was
combinatorial in nature and much more explicit. Given U = Z; U; — X an open cover of a

i€
topological space X, then one constructs an augmented simplicial object CU called the Cech
complex:
X<—U<£>U><U§U><U><U
X == X X
Applying a sheaf of abelian groups F' and taking the alternating sum of the faces we get a
co-chain complex of abelian groups:

F(U)LF(U§U)6_>F(U§U§U)—3>...

The cohomology of this complex is denoted H™(F'(CU)). One can consider this construction
for all open covers and it is clearly functorial in U. Moreover two different refinement maps
are simplicially homotopic hence they induce the same morphism on cohomology. By identif-
ying refinements we get a cofiltered poset of covers Cov(X ). and then the Cech cohomology
is defined as the filtered colimit over all coverings H"(X, F) := Uecccz)lvi(r)r(l)N H"(F(CU)).By a
theorem of H. Cartan, for nice topological spaces Cech cohomology computes sheaf cohomo-
logy, but in general they don’t coincide, although there is always a spectral sequence that relates
them. This translates to the general case of a topos with little modifications and yield the same
results. The reason why these cohomology theories differ in general is that spaces usually don’t
have enough open covers, respectively étale covers for schemes, etc.

Then J.-L. Verdier had a brilliant idea when with a deep understanding of simplicial theory he
discovered the concept of hypercovers in [SGA4-2, Exposé V, 7.]. These are a generalization of

the Cech complexes associated with covers, but are much more flexible while they still retain

the key properties of the former. A hypercover is defined as follows, it is a simplicial object U
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in the topos:

1 Uy Uy Us

such that Uy — 1 is a cover, U; — Uy x Uy is a cover, and more generally U,, — (cosk,,_;U),
is a cover for all n > 0. He proved that hypercovers up to simplicial homotopy determine a
cofiltered category HC(E) .. In his celebrated theorem he was able to prove that if we take the

colimit over all hypercovers we compute sheaf cohomology, that is:

H"(E,F)~ colim H"(F(U))

UeHC(E)~

While this construction works perfectly for cohomology, it does not yield directly homotopy
invariants. One problem with homotopy is that it is covariant, not contravariant as cohomology.
When we apply cohomology we turn a cofiltered diagram of covers (or hypercovers) into a
filtered diagram of abelian groups, and since filtered colimits are exact these commute with
cohomology. The solution to this problem was already suggested by A. Grothendieck, instead
of taking the limit as the invariant which is not well behaved, take the whole diagram as the
invariant. Formally this is a pro-group, and the theory of pro-objects was already worked out in
[SGA4-1, Exposé I, 8.].

Also, there were already some beautiful results in algebraic topology that suggested that good
homotopy invariants could be obtained within Cech theory. For example Borsuk’s nerve theo-
rem (due to A. Weil): given a paracompact topological space X, with a good open cover
U = > U,— X ,i.e. by contractible open subsets such that all non-empty finite intersections

iel

are also contractible (for example, a cover by convex open subsets). Consider its Cech nerve
NU, this is a simplicial set whose set of n-simplices /V,, is given by the indices (ig, ..., ,) in
I" such that U;, N - - - NU;, # 0. Then its geometric realization [NU | is homotopy equivalent
to X.

M. Artin and B. Mazur found a way to define such homotopy invariants for locally connected
topoi. Recall that a topos € —> & is locally connected if it has also a left adjoint £ —>S
= * = 7, called the connected components functor. For example the topos Sh(.X) of sheaves
on a topological space X is locally connected if and only if X is a locally connected space.
With this functor one associates to any simplicial object U in the topos a simplicial set yU.

Observe that for a topological space X and U = > U; — X a good cover (as above), the
i€l
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open subsets and all their intersections are connected. Hence it follows that in this case 1/CU
coincides with its Cech nerve NU. They define first a pro-object Ver(€) := (% U)yenc(e).. in the
homotopy category H, its étale homotopy type or Verdier functor. As a corollary of Verdier’s
hypercover theorem and the adjunction 7, 4 ~* it follows that the cohomology of this pro-
object computes sheaf cohomology with constant coefficients, i.e. H"(E, A) ~ H"(Ver(€), A).
Given a point S —> & then there are associated homotopy pro-groups given by 7, (€,p) =
(u’x%)}llicr?(g)w (71U, Z) where the colimit is over the category of pointed hypercovers up to
simplicial homotopy. They prove the already mentioned representation theorem of principal G-
fibrations. Also they obtain a generalization of Borsuk’s Nerve theorem, see [AM, Theorem
12.1]: for a paracompact and locally contractible topological space X, then this pro-homotopy
type is essentially constant and is homotopy equivalent to the singular complex S(.X)..

The theory of the fundamental group of locally connected topoi was formalized by several aut-
hors. First the case of a locally connected locally simply connected topos was treated by M.
Barr and R. Diaconescu in [BD81]. The case of a pointed connected locally connected topos
was developed by 1. Moerdijk in [Mo88, IMo89]| using the theory of localic groups instead of
pro-groups. Given such a topos &, consider the topos SLC(E) of sums of locally constant ob-
jects, then he proves that SLC(E) is equivalent to the classifying topos of a pro-discrete localic
group 71 (€), that is SLC(E) ~ B(m;(€)) (unique up to isomorphism). Moreover, the geometric
morphism &£ 5 B(m(€)) is universal in the sense that represent torsors, i.e. induces an equi-
valence of categories: Topg(E,BG) ~ LGrp(m(€),G) for G a group, where the right hand
side denotes hom in localic groups.

The case of an unpointed and not necessarily connected but still locally connected topos over
an arbitrary base was developed by M. Bunge in [B92, I BOO] with localic groupoids instead of
groups. Also in [BOO] the case of a locally connected locally simply connected topos is revisited
and is a particularly nice case of the theory where the fundamental groupoid is a discrete (i.e.
ordinary) groupoid.

The theory of the fundamental group of a general topos (i.e. non-locally connected) was deve-
loped by J. F. Kennison in [Ken83) [Ken92], first the pointed and then the unpointed case, using
the concept of uniform structures on a locale. It is important to remark that [Ken92|] introduces

the concept of a 2-filtered 2-category, later reformulated in [DS06], which is fundamental to our
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constructions. The theory was then developed by E. J. Dubuc [DO08] with a different approach.
Inspired by the work of L. J. Hernandez-Paricio [HP98]] on shape theory, the concept of a cove-
ring projection is defined which is the correct generalization of the concept of a locally constant
object to the non-locally connected case. It is proved that the topos G(€) of (sums of) covering
projections is the classifying topos of a localic pro-groupoid, and that this localic pro-groupoid
represents torsors.

Original results. In this thesis we extend the homotopy invariants of M. Artin and B. Ma-
zur to the case of a general (non-locally connected) topos. The idea on how to circumvent the
absence of a connected components functor by E. J. Dubuc, first sketched in the preprint [D10]],
is that even though in a general topos an hypercover doesn’t come with a canonical indexation
as in the locally connected case, one can consider all possible indexations of it as part of the
inverse diagram. An indexed hypercover in a topos £ is just a simplicial map U e ~v*J in the
topos where U is an hypercover and J is the index simplicial set. Hence U,, = > U, , and mo-
reover the indexation is reduced in the sense that U,, , # () for all o € I,,. In :)fé%r to study the
category of indexed hypercovers of a topos £ we first study in detail the topos F(E) of families
of the topos. Then we study the topos sF(€) of simplicial families, this is the natural habitat
where indexed hypercovers live. Here we get some results about the category of indexations of
a fixed hypercover which are fundamental to extend the theory of the locally connected case.
Then we prove that the category IHC(E)... of indexed hypercovers up to simplicial homotopy
is cofiltered, hence we define a generalized Verdier functor Ver(€) := (J)ag.e)emce). - Our
Verdier functor coincides with Artin-Mazur’s in the case of a locally connected topos.

With the aid of Verdier’s hypercover theorem and our results we get that this pro-object compu-
tes sheaf cohomology with constant coefficients, that is H"(E, A) ~ H"(Ver(£), A), generali-
zing the result by Artin-Mazur.

Then we consider the fundamental groupoid of a general topos. Here we succeed to develop
lines sketched in the preprint [D10] to improve over the results in [DO8] by the use of hyper-
covers in place of just covers. One problem with the naive definition by applying fundamental
groupoid to the pro-object Ver(€) is that the fundamental groupoid of a simplicial set is not well
defined as a functor from the homotopy category H, since its codomain is not the 2-category

of groupoids but its homotopy category where we invert equivalences of categories. To remedy
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this we instead define a 2-pro-object (in the sense of [DD14, [D15]]) by keeping the informa-
tion of the explicit simplicial homotopies, and we get a 2-pro-groupoid 7;(£). We show that
all covering projections are given by a descent data on the index simplicial set of an indexed
hypercover. From this result we get that the topos G(&) of covering projections is the inverse
limit classifying topos of this 2-pro-groupoid. This improves over the result in [DO8] showing
that ordinary groupoids are enough, dispensing the need of the less classical notion of a localic
groupoid. Finally, we show that this 2-pro-groupoid represents torsors, i.e. there is an equiva-
lence: Topg (&, BG) ~ 2-Pro(Grpd)(m (£), G) for G a group. Passing to isomorphism classes
we obtain a generalization of the result of M. Artin and B. Mazur for a locally connected topos,
but even in this case, our result is finer since establishes an equivalence of categories, rather

than a bijection between isomorphism classes.
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1. Teoria de categorias

1.1. Resultados basicos de Limites, Yoneda y Extensiones de Kan

En esta seccién recordamos algunos hechos cldsicos sobre la teoria de categorias que se-
rdn usados posteriormente. Para sus demostraciones referimos al lector a [CWM], para limites

pesados [CHT].

Notacion 1.1.1. Denotamos por S a la categoria de conjuntos. Dadas las categorias C y M con
C pequefia, denotamos MC la categoria de funtores de C a M. Dada una categoria C y objetos
¢,d € C denotamos el hom-set por C(c,c’) de morfismos de ¢ a . Esto define el bifuntor
hom C x C-*~S . En particular, si ¢ € C estd fijo tenemos funtores C(—,c) : C? — S
y C(c,—) : C — 8, los funtores representables contravariante y covariante respectivamente
asociados con ¢ € C. Podemos pensar a un funtor X € S®” como una accién a derecha de
C, esto motiva la siguiente notacién, dado x € X(c¢) y un morfismo f : ¢ — ¢ denotamos
x- f=X(f)(z) € X(¢). Dualmente, podemos pensar a un funtor X € S¢ como una accién a

izquierda y denotamos f -z = X (f)(z) € X(d)para f : c — yx € X(c).

Lema 1.1.2. (Lema de Yoneda) Dado un objeto ¢ € C y un funtor X € S®”, entonces hay
una biyeccién S¢(C(—,c), X) ~ X(c). Explicitamente la biyeccién es como sigue, dada
una transformacién natural C(—,c) = X asociamos a esta el elemento z.(1.) € X(c). Esta

asociacion es natural en cy en X.

Definicién 1.1.3. Dado un funtor contravariante X € S, definimos su categoria de elemen-
tos I" x como sigue. Sus objetos son los pares (z, ¢) conz € X (¢), un morfismo (z,c) — (y, )
estd dada por c ¢ en C tal que z = y - f. Por el Lema de Yoneda esto es lo mismo que
la categoria slice C/X donde vemos C como una subcategoria de la categoria de funtores S¢””
dada por los funtores representables.

Dualmente tenemos la categoria de elementos para un funtor covariante. Dado un funtor co-
variante X € S¢, definimos su categorfa de elementos I'x como sigue, sus objetos son pares
(z,c) with z € X (c), y un morfismo (z,c) — (y,c’) estd dada por un morfismo ¢ L en
Ctalque f -z =uy.

Mas generalmente, dado un funtor H : C? x C — &S definimos su categoria de elementos



[y con objetos pares (z,c) con x € H(c,c), y un morfismo (z,c) — (y, ) estd dada por un

morfismo f :c— dtalque f -z =y f.

Lema 1.1.4. (Lema de Yoneda II) Dado un funtor X € S¢”, entonces X es canénicamente un

colimite de representables, explicitamente X = (co)lim C(—,c).
z,c)el x

Definicién 1.1.5. Dado un funtor C x C > M un cono dinatural estd dado por un objeto
X € M con morfismos H(c,c) =~ X for ¢ € C tales que para cada et el siguiente

diagrama conmuta

H(e, c)

2N
H(d,c)
m%? Aj

H(d, )

ec . . . o
Su coend [“ H(c,c) € M es un cono dinatural universal, como se ilustra en el siguiente

) S Jla
F\

diagrama

H(e,e) 22X

El concepto dual es el de los ends, que denotaremos por f H(e,c).
ceC

Proposicion 1.1.6. Dados funtores X, Y € ME, el conjunto de transformaciones naturales es

elend MC(X,Y) = [ M(X(c),Y(c)).

ceC

Proposicion 1.1.7. Dado un funtor C” x C M conC pequefia y supongamos que M es
cocompleta, entonces su coend [ “CH (¢,c) € M existe y estd dado por el siguiente coegaliza-
dor

I H(,¢)—= [ H(c,c) —= [ H(c,¢)

fie—d ceC
Ejemplo 1.1.8. Supongamos ahora que M = &, entonces podemos exhibir el coend por la
construccién del colimite y sea I'y; su categoria de elementos de[I.1.3] Entonces el coend es el

conjunto 7o (I"y) de componentes conexas de la categoria.



Definicién 1.1.9. Dado un objeto X € M, y un conjunto .S, el tensor (o copower) S - X € M

tiene la propiedad universal
M(S-XY)~S(S,M(X,Y))
natural en Y € M. Dualmente el cotensor (o power) {S, Y} € M tiene la propiedad universal
M(X, {S,Y}) ~S(S,M(X,Y))
natural en X € M.
Proposicion 1.1.10. Si M tiene coproductos entonces es tensorizada y estd dada por el copower

S - X = > X.Dualmente si tiene productos es cotensorizada con {S, X} = [[ X.
seS s€S

Definicién 1.1.11. Dada C una categoria pequefia, y M una categoria. Dado un funtor X € M€

y un peso W € S su colimite pesado W @ X € M estd dado por la propiedad universal
c
MW 2 X, V)~ S (W, M(X,Y))

natural en Y € M. Dualmente, dado un funtor Y € M€ y un peso W € S¢ su limite pesado

{W,Y }¢ € M estd dado por la propiedad universal
natural en X € M.

Proposicion 1.1.12. Para X € MC y un objeto ¢ € C tenemos C(—, c)®X ~ X (c). Dualmente
¢
tenemos {C(c, —), X}e ~ X (c).

Ejemplo 1.1.13. Si W € S es el funtor constante en el conjunto de un elemento y X € M€

es un funtor, entonces W ® X ~ colicm X(c), i.e. los colimites son un caso especial de colimites
C ce

pesados.

Proposicion 1.1.14. Supongamos que M is cocompleta (respectivamente completa) y C peque-

fia, entonces el colimite pesado (resp. limite pesado) existe, ademads estd dado por la siguiente

construccién W @ X = fcec W(c) - X(c) (respectivamente {W, X }e = [ _.{W(c), X(c)}).
c



Lema 1.1.15. Dada M cocompleta (resp. completa), un funtor X € M°C y pesos W; € S

(resp. W; € S©), y definimos W = chiIm W; entonces
e

W®X~cohm(W ®X)

i€l

{W X}C hm {VVZ,X}C

Proposicion 1.1.16. Supongamos que M es completa (resp. cocompleta) y C es pequefia, en-

tonces el limite pesado es un limite (resp. el colimite pesado es un colimite), ademas:

W®X— colim X (c)

(z,c)elw

(W, X}e= lim X(c)

(z,c)elw

donde Iy denota la categoria de elementos de un funtor representable contravariante

(resp. covariante).

Demostracion. Probemos la férmula del colimite pesado. Recordemos que por [[.1.4 W ~

(co)lim C(—, c), entonces usando|1.1.15|y [1.1.12{tenemos
z,c)elw

W®X~ colim C(—, c) X ~ colim X(c)

(z,c)eTw (z,c)eTw

]

Definicién 1.1.17. Dado un funtor C -~D y un funtor C e , la extension de Kan a

izquierda de F' a lo largo de K es un funtor D LanicF

€ y una transformacién natural

F =L Lang F o K universal en el sentido que
EP(LangF,G) ~ EY(F,G o K)

es biyectivo para todo D S, & . Esto se puede ilustrar en diagramas como sigue,

C K D C K D
\9/ : 7
e - Lang F'

Dualmente, la extension de Kan a derecha de F' alo largo de K es un funtor D

Rang F'
_—

&
y una transformacién natural Rang F o ' = F universal en el sentido que

EP(G,Rang F) ~ EC(Go K, F)

es biyectivo para todo D Coe.



Teorema 1.1.18. Dada una categoria pequefia C, una categoria cocompleta £, un funtor C L))
y un funtor C £ &, entonces la extension de Kan a izquierda de F' a lo largo de K existe y

estd dada por la férmula
ceC
Lang F(d) = D(K -, d) & F — / D(Ke,d) - Fe
c

En este caso decimos que es una extensioén de Kan a izquierda punto a punto. Dualmente, si £

es completa la extension de Kan a derecha existe y estd dada por la férmula
Rang F(d) = {D(d, K—), F}c = / {D(d, Kc), Fc}
ceC

Proposicion 1.1.19. Si £ es cocompleta (resp. completa) y C LD es plenamente fiel, enton-

.2 n . .
ces la transformacién natural F' = Lany F'o K es un isomorfismo (resp. € es un isomorfismo).

Observacion 1.1.20. Si C y D son pequeiias y £ es cocompleta, entonces la extension de Kan a
izquierda a lo largo de K existe para todos los funtores, y entonces define un adjunto a izquierda

Lang(—) 41 K*=(—) o K,

Dualmente si £ es completa, K* tiene un adjunto a derecha K* < Rang (—).

Observacion 1.1.21. En el caso especial en que C es pequefia y consideramos una extension de

un funtor C > € alo largo de la inclusién de Yoneda C "> 8 entonces la férmula da

ceC

ceC
LanhF(G)z/ SCOP(C(—,C),G)-FCZ/ Ge-Fe~G®F
c
Observemos que por definicidn del colimite pesado, dado e € £

E(Lan, F(G),e) ~ E(G %) Fle)~S8“"(G,E(F,e)) ~ S (G, Re)

por tanto hemos mostrado que L = Lan, [’ tiene un adjunto a derecha R dado por Re(c) =
op L

E(Fc,e). Esta es la construccién estandar de obtener adjunciones S¢” —= &, todas las
R

adjunciones surgen de esta manera. Como la inclusién de Yoneda es plenamente fiel, Loh ~ F'.

Lema 1.1.22. Dados C —=>D , un funtor X € M? y un peso W € S (resp. W € S),
entonces

W(?(XoK) ~ LangW ®@ X
D
{W, X o K}¢ ~ {LangW, X }p

7



Lema 1.1.23. Dados C —~~D, M cocompleta (resp. completa), un funtor X € MC y un
peso W € SP” (resp. W € SP), entonces

W%)LanKX: (WoK)%)X

{W,Rang X }p ~ {W o K, X }¢
Definicién 1.1.24. Un funtor C 2~ D es final si y solo si para cada funtor D £ M el mor-

fismo candnico

coéim FK =~ colljim F
es un isomorfismo, ambos lados existen si uno de ellos existe. Dualmente, un funtor C )
es inicial (o cofinal) si y solo si para cada funtor D L M el morfismo canénico

l%n J— lign FK

es un isomorfismo, ambos lados existen si uno de ellos existe.
Definicién 1.1.25. Dada categorfas A, By C, y funtores .A->~C, B-~C, entonces la ca-
tegoria coma (S | 7T') se define como sigue: sus objetos son triplas (A, B, x) donde A € A,

B e Byax:S(A) — T(B) es un morfismo en C. Un morfismo (A, B,x) — (A', B, y) estd

dado por morfismos f : A — A’y g : B — B’ tales que el siguiente diagrama conmuta:

S(A) L s

x\l] \l/y

/
T(B) 5 T(B)
Proposicion 1.1.26. Un funtor C XD es final (resp. inicial) siy solo si paracadad € D la
categoria coma d | K (resp. K | d) es no vacia y conexa.

Definicién 1.1.27. Dado un funtor C —>D y un diagram 7 ~c, supongamos que tenemos

Ai ) .
un cono X; — C' in C, decimos que F’:
.. . Ai .. FA;
a) preserva colimites si X; — C' es un cono colimite , entonces F'X; — F'C' esun cono

colimite.

. . . FX .y by
b) refleja colimites si F.X; — F'C es un cono colimite, entonces X; — C' es un cono

colimite.

c¢) crea colimites si preserva y refleja colimites, i.e. X; —= C' es un cono colimite si y solo

) F); .
si FFX;— FC esun cono colimite.



1.2. Pro-Objetos

Ahora recordaremos algunos resultados bésicos de la teoria de pro-objetos. Algunas demos-
traciones y detalles son excluidas, el lector puede consultar las referencias [SGA4-1][Exposé I,

8], [AM][A.1-4] or [CP&9]|[2.3].
Definicion 1.2.1. Una categoria I es filtrante si es no vacia y satisface

(FO) Dados dos objetos 7,7’ € I existen j € I y morfismos ¢ — j, 7 — j, graficamente:

L,
(F1) Dados dos morfismos paralelos ::; J existen k € [ yun morfismo w : j — k tales que
wu = ww, 1.e. el siguiente diagrama conmuta:
i é ek
Dualmente, una categoria [ es cofiltrante si /°? es filtrante.

Proposicién 1.2.2. Si I —>J es un funtor e I es filtrante, entonces @ es final si y solo si

satisface:
a) Dado j € J, existen i € [ y un morfismo j — ¢(i).

b) (unicidad esencial) Dados dos morfismos paralelos j :;Z ©(1) existe un morfismo w :
i — i tal que p(w)u = p(w)v.

Ademads, si @ es final, entonces J is filtrante.

Teorema 1.2.3. [SGA4-1, Exposé I, Proposition 8.1.6.] (P. Deligne) Sea J una categoria pe-
quena filtrante, entonces existe un conjunto dirigido / (i.e. un poset filtrante) y un funtor final

1% 7.

Definicion 1.2.4. Dada C una categoria, un pro-objeto es un funtor X : I’ — C donde [ es

una categoria pequefia filtrante.

Notacion 1.2.5. Una notacién usual para los pro-objetos es X = (X;);c; aunque esta notacién

se olvida de los morfismos de transicion, que son parte del dato.

9



Dado un pro-objeto X, tenemos un funtor asociado X : C — &, dado por X Y) =
C?éizm C(X;,Y) for Y € C. Por la construccién de los colimites filtrantes en S, estd dado por
el conjunto de morfismos f : X; — Y mddulo la relacién de equivalencia que identifica dos
morfismos si ellos son iguales en un refinamiento comun. Estoes, f : X; - Y, g : X; = Y

son identificados si existen morfismos u : ¢ — k, v : j — k in [ tales que el siguiente diagrama

conmuta
/Xi f
X, Sy
™~ X /g/

Finalmente, dados dos pro-objetos X = (X;);cr, Y = (Y)),c, definimos

hom(X,Y) = lim colimC(X;,Y))

JEJoP el
por tanto tenemos una categoria Pro(C). Entonces se sigue casi automdaticamente que Pro(C)
es una subcategoria plena de (S¢)°, su imagen se llama la categoria (dual) de funtores pro-

representables. En efecto, calculemos:

(S9)7(X,Y) = (8)7(X, lim C(Y;, ) = lim (S°)?(X,C(Y}, —)) =

jeJop jeJjor

~ 1im 8(C(Y;,—), X) ~ lim X(Y;) ~ lim colimC(X;,Y;)

jeJop jEJoP jedor el
Mas importante ain es la descripcion explicita de los morfismos de pro-objetos, que tenemos
usando la construccién de los limites y colimites filtrantes de conjuntos. Primero, un morfis-
mo f : X — Y estd dado por una familia de morfismos compatibles [f;] € hom(X,Y;) =
cci)éi[mC (X;,Y;). La compatibilidad asegura que dada un morfismo v : j — j’ in .J, entonces
[uf;y] = [f;] in hom(X,Y}). Esto es, tomando representantes f; : X; — Y, f : Xy — Y},

entonces la compatibilidad dice que existen v : i — k, v’ : ¢/ — k in [ tales que el siguiente

diagrama conmuta:

T
S
’U/ X,L-/ TY]/

Decimos que un morfismo f; : X; — Y representa a [f;], si su imagen en el colimite
hom(XX, Y;) es [;].
Podemos tomar representantes de una forma funcional y agregar esto como parte del dato del

morfismo, aunque entonces tendriamos que introducir una relacién de equivalencia.

10



Definicién 1.2.6. Un pre-morfismo de pro-objetos estd dado por una funcién ¢ : J — I,y
para cada j € J un morfismo f; : X,y — Y que satisface la compatibilidad. Esto es, dado
w:j — j'in J, entonces existen ¢ € [ y morfismos v : p(j) — i, v' : ¢(j') — i tales que el
siguiente diagrama conmuta:
i
v Xo() — Y
>
v Xog 77 Y
J

Dos pre-morfismos (f;, ¢), (g;, ) se dicen equivalentes si para cada j € J existeuni € [ con

morfismos v : p(j) — i, v : ¥(j) — i tales que el siguiente diagrama conmuta
/U, X w(4) Q_\

v Xy ¥
Proposicién 1.2.7. Dado X = (X;);c; un pro-objetoy ¢ : J — I un funtor final, entonces

(Xs(j))jes es isomorfo a X.

Proposicion 1.2.8. Un funtor F' : C — S es pro-representable si y solo si existen una categoria
pequeiia filtrante / y un funtor final ¢ : I — 'Y donde I'r es la categoria de elementos de F’

de la Definicién [I.1.3]

Proposicion 1.2.9. Dada C una categoria pequefia con limites finitos y un funtor F' : C — S.

Entonces la categoria I'? es filtrante si y solo si F' es exacto a izquierda.

Corolario 1.2.10. Si C es pequefia y tiene limites finitos, entonces F' : C — & es pro-

representable si y solo si es exacto a izquierda.
Teorema 1.2.11. [AM, Proposition 4.4] Pro(C) es cerrada por limites cofiltrantes.

Definicién 1.2.12. Dado un funtor F' : C — D, entonces este induce un funtor Pro(F)) :
Pro(C) — Pro(D) de la manera obvia por post-composicién. Explicitamente, dado X = (X;);es
un pro-objeto en C, entonces Pro(F)X = (FX;);c; es un pro-objeto en D. Decimos que el

funtor F' admite un pro-adjunto si Pro(F') admite un adjunto a izquierda.

Proposicion 1.2.13. F': C — D admite un pro-adjunto si y solo si existe L : Pro(D) — Pro(C)

tal que existe un isomorfismo natural
PrO(C) (L()/i)i€]7 X) i~ PrO(D) ((Yi)ieh FX)
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para todo X € Ce (Y;);er € Pro(D).

Proposicion 1.2.14. Dado un funtor F' : C — D, entonces este admite un pro-adjunto si y solo
si para todo Y € D, existe un funtor inicial ¢ : Iy¥ — (Y | F') con Iy una categoria pequefia

filtrante.

1.3. 2-Categorias

Ahora repasamos algunos resultados de la teoria de 2-categorias, como referencia bésica ver

[LaclO].

Definicion 1.3.1. Una 2-categoria C consiste de una clase de objetos X,Y,Z,... € Ob(,y

para cada par de objetos X, Y, una categoria pequeiia C(X,Y"), tal que la composicion
C(X,Y) x C(Y,Z) = C(X, Z) (1)

es un funtor, es asociativo y satisface los axiomas obvios para identidades. Una morfismo f :

X — Y deCesunobjetode C(X,Y),yuna2-celdac : f = gesunmorfismode C(X,Y) que
f

N\
representamos como X | a Y . Denotamos la composicion vertical de 2-celdas o : f = gy
~_ 7

g
S : g = hcomo f o «, esta es la composicién de la categoria C(X,Y"), graficamente

f f
o N
X% 2y - x T Y goay
I~ ~2Po%
h h

También existe una composicién horizontal de 2-celdas dada por el funtor|[I] que denotamos por

yuxtaposicion Sa, graficamente

f h
PN M
X JaY B Z2 =X |BaZ
g k kg

Entonces se tiene la ley de intercambio (5'3)o(a/a) = (f'0d’)(Soa), i.e. el siguiente diagrama

es no ambiguo

12



Definicién 1.3.2. Un 2-funtor ' : C — D entre 2-categorias manda objetos en objetos y
para cada par X,Y € C tenemos un funtor ' : C(X,Y) — D(FX, FY) que conmuta con la

composicion horizontal e identidades.

F
Definicion 1.3.3. Dados 2-funtores C ? D , una transformaciéon pseudo-natural estd dada
por una familia de morfismos 7y : FX — GX for X € C,yparacada f : X — Y € C una

2-celda inversible
Ff

FX FY
nx ”Tlf ny
GX &7 GY
satisfaciendo:
(PNT1) niq, = id,,.
(PNT2) Dados morfismo f : X - Yyg:Y — Z,
Fx Y py Ty Fx "y
nx g’)”f ny g’)?g nz B nx ”ngf nz
Gy
GX T GY GZ GX Gof GZ
(PNT3) Dada una 2-celda o : f = g, entonces
Ff
— = Ff
FX | Fa FY FX FY
V
Fg g
nx gng ny nx %Uf ny
Gf
/\
GX g GY GX | Ga GY
g ~_ 7
Gg

Una 2-transformacion natural es una transformacién pseudo-natural tal que 7); es una

identidad para toda f, i.e. los cuadrados conmutan, no s6lamente salvo isomorfismo.

Definicién 1.3.4. Dadas dos transformaciones pseudo-naturales 7,6 : F' = (G, una modifica-
nx

— X\
cion estd dada por una familia de 2-celdas F'.X | ¢vx GX paracada X € C tal que
~—— 7

0x
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Fx—" L py FxX— _py
ox 200y | < |mv ox | <= |nxZ ny
Yy Vx
GX — > GY GX — > GY

Definicion 1.3.5. Dadas 2-categorias C y D con C pequeiia, existen 2-categorias:
a) Hom(C, D), dada por 2-funtores, 2-transformaciones naturales y modificaciones.
b) Hom,(C, D), dada por 2-funtores, transformaciones pseudo-naturales, y modificaciones.

En particular, dados dos 2-funtores paralelos F,G : C — D, tenemos la categoria de trans-
formaciones pseudo-naturales de F' a G 'y modificaciones. Por simplicidad la denotamos por

Nat,(F,G) = Hom,(C, D)(F, G).

Definicién 1.3.6. Dado un 2-funtor F' : C — D, un pseudo-cono es un objeto D € D con una
transformacion pseudo-natural A : F' = Ap donde Ap es el 2-funtor constante con valor D.
Explicitamente, consiste de lo siguiente, una familia de morfismos Ay : FX — Dfor X € Cy

foreach f : X — Y € C una 2-celda inversible

FY/

tal que
(PC1) Mg, =1id,,.

(PC2) dados morfismos f: X - Yyg:Y — Z,

FX
Ff % Ax

FY

D p—
Ag /
Fg 7 FzZ

Az

FZ
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(PC3) Dada una 2-celda « : f = g, entonces

Ff| = |Fe7\, D  Ff 7X D

- _/ /
FY 5 FY Ny

Y

Dados dos pseudo-conos 1,60 : F' = Ap, un morfismo es una modificacion, explicitamente,

consiste de una 2-celda ¢x : nx = 0x paracada X € C tal que

0x
— T~
FX 0 FX&X//D
= nx
Ff /jef Ff Zar
Y
Y ey D FY s
\//
ny

Entonces tenemos una categoria de pseudo-conos con codominio D para cada D € D, definido

por Cone,(F, D) = Nat,(F, Ap).

Definicién 1.3.7. El pseudo-colimite del funtor F' es un pseudo-cono universal, denotado por
A ) ) . L
FX = C)({)hcm F X,y es universal en el sentido que para todo D € D precomposicién con A
S
induce un isomorfismo de categorias:

D(Colim F X, D) =~ Cone,(F, D)
XeC

Denotamos el pseudo-colimite con letras mayusculas para distinguirlo del colimite. Si pedimos
que \* sea simplemente una equivalencia de categorias entonces tenemos la nocién de bicoli-
mite. Dualmente se tienen los pseudo-conos A : Ap = F'y su pseudo-cono universal se llama

el pseudo-limite, omitimos su descripcion explicita aqui.

Observacion 1.3.8. El hecho que \* es un isomorfismo de categorias significa que es biyec-
tivo en los objetos y plenamente fiel, en este caso esto significa que dado un pseudo-cono
6 : I' = Ap, entonces existe un dnico morfismo C)(()leicgrl FX-2-D tal que Ox = OAxy
0 = OX; paratodo X y f : X — Y un morfismo en C, y dado un morfismo de pseudo-conos
Yx :nx = Ox for X € C, existe una unica 2-celda ¢ : 7 = 6 tal que x = Y.

Para el bicolimite, que denotamos bigolcim F X, la propiedad universal significa que es esen-
S

cialmente suryectivo y plenamente fiel, por lo tanto dado un pseudo-cono 6 : F' = Ap, existe
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un morfismo bigggm FX%.p y 2-celdas inversibles ax : OAx = Ox que constituyen un
isomorfismo de pseudo-conos. La condicién para que \* sea plenamente fiel es la misma que
para los pseudo-colimites.

Obviamente un pseudo-colimite es un bicolimite pero el reciproco es evidentemente falso. Aun-
que los bicolimites parecen ser la nocidn correcta, pues caracterizan un objeto salvo equivalen-

cia, en la practica podemos mostrar la existencia de pseudo-colimites en muchas 2-categorias y

generalmente son mas faciles para trabajar que con bicolimites.
Definicién 1.3.9. Una 2-categoria es 2-filtrante si satisface lo siguiente:
(FO) Dados dos objetos X, Y, existe un objeto Z con morfismos X — ZyY — Z.

f
(F1) Dados dos morfismos X :g; Y , existe un morfismo v : Y — Z y una 2-celda inversible

v :uf ~ ug.

f

(F2) Dadas dos 2-celdas paralelas X W Y , hay un morfismo u : Y — Z tal que
~_ ' 7
g

ha = hp.
La nocién dual de una 2-categoria 2-cofiltrante C esta dada por los axiomas duales, i.e. si su

2-categoria opuesta C? es 2-filtrante.

Teorema 1.3.10. [DS06, Theorem 1.19] Dada una 2-categoria 2-filtrante C y dado un 2-funtor

F : C — Cat, entonces su pseudo-colimite C)(glicrn FX es la siguiente categoria L(F'):
S

a) Sus objetos son pares (z, X ) donde x € F X, i.e. es un objeto de la categoria F'X para

algin X € C.

b) Un morfismo (z, X) — (y,Y) estd representado por (u,c,v) donde u : X — Zy
v :Y — Z son morfismos en Cy ¢ : Fu(x) — Fu(y). Identificamos (uy,e1,vy) ~

(ug, €2,v9) si hay morfismos wy : Z; — Z wq : Zy — Z en C y 2-celdas inversibles

wiul w1Vl

X Ja ZyY |p Z enC tales que el siguiente diagrama conmuta en F'Z
A 4 N 7

WU wav2

Fwi(e1)

Fwyuy (z) —— Fwv(y)
Fazl lFﬁy

Fwgus(x) s Fwavs(y)
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Denotamos la clase de equivalencia médulo esta relacion por [u, €, v], entonces existe una com-
posicion bien definida. El pseudo-cono FX 2 L(F) manda un objeto z € F'X al par (z, X)
y un morfismo € :  — 2/ € FX alatripla [lx,¢, 1x]. Dado un morfismo v : X — Y € C,
entonces A\, : Ay F'u = Ax estd dada por la tripla [u, 1 pyy, 1y].

Dado un pseudo-cono F'X "X_D entonces el funtor asociado L(F) "D estd dado como
sigue: en los objetos h(z, X) = hx(z), y un morfismo [u,,v] : (z, X) — (y,Y) se manda a

la siguiente composicion:

huk hy(e o,y
hx () = hy Fu(z) 22 hy Foy) 2 hy ()

Lema 1.3.11. Dada una 2-categoria 2-filtrante C, un 2-funtor F' : C — Cat y un pseudo-cono

FX™. D tal que cada hy es fiel. Entonces el funtor C)?licm FX oD es fiel.
S

(u1,e1,v1) - -
Demostracion. Dados morfismos (z, X) —= (y,Y) tales que h(uy,e1,v1) = h(ug,es,vs),
(u2,62,v2)
tenemos que mostrar que (u1,£1,v1) ~ (ug,€2,v2). Como C is 2-filtrante entonces hay mor-

wiul w1v1

PN TN
fismos wy : Zy — Z wy : Zy — Z in C y 2-celdas inversibles X (o Z y Y |3 Z
A 4 A 4

w2u2 w2v2

en C. Observemos que fz(ul, £1,01) = B(wlul, F B, Fw(e),wyvy), para esto consideremos el

siguiente diagrama conmutativo:

hut o hz, (e) hoy,
hix (x) = hy, Fuy (x) ——= hz, Foy (y) — = hy (y)
n hﬁ;ll,zl Thwpy Th“72v2ﬂy
hwlul,x hz Fwi (E) w1vl,Y
hz Fwiuy(x) —— hz Fwiv(y) RS hz Fwyvs(y)

Los tridngulos exteriores superiores conmutan por (PC2), mientras que el cuadrado central con-
muta pues 5, es una transformacién natural y el tridngulo inferior de la derecha conmuta por
(PC3). Por un argumento similar obtenemos que ﬁ(uQ, E9,Uy) = ﬁ(wlul, Fwsy(ey)Fag, wavs).

Usando nuestra hipdtesis obtenemos la igualdad:
ﬁ(wlul, Fﬁyle (6), U}Q’UQ) = ;L(U)lul, F'LUQ(Z‘:Q)FQ{Z, UJQ’UQ)

Se sigue que el diagrama conmuta en D:
hZFw1u1 (x)hM)thwlvl (y)
hZFa:C‘L lth/By
hZFw2u2 (x)hM)thwQW@)
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Pero como hy es fiel, el diagrama:

Fwuy (x)FL(E;) Fwyv(y)

Fazl/ lFﬂy

ngug(x)m Fwyvs(y)

conmuta en F'Z, luego (uq,e1,v1) ~ (ug, €2, v2). Entonces el funtor h es fiel. O

Definicion 1.3.12. Dado F' : 7 — J un 2-funtor con Z una 2-categoria 2-filtrante, decimos que

F is 2-final si cumple las siguientes propiedades:
(FO) Dado j € J, existe un objeto ¢ € Z y un morfismo j — F'i.

(F1) Dados dos morfismos paralelos j :;Z Fi entonces hay un morfismo w : i — ¢/ € Ty
una 2-celda inversible 7 : F(w)u ~ F(w)v in J.

u

0 A . .
(F2) Dadas 2-celdas paralelas j M Fi , entonces hay un morfismo w : 7 — ¢ € 7 tal

v

que F(w)a = F(w)p.

Teorema 1.3.13. [D15, Theorem 1.3.9] Dado F' : 7 — J un 2-funtor 2-final con Z una 2-

categoria 2-filtrante y un 2-funtor GG : J — Cat, entonces el funtor canénico
Colim GF7 — Colim G
€T JeT
es una equivalencia de categorias.

Definicion 1.3.14. [DD14, Definition 2.1.1] Dada C una 2-categoria. Se define la 2-categoria

de 2-pro-objetos, que denotamos 2-Pro(C) de la siguiente forma:

1. Sus objetos son 2-funtores [ X, C donde I es una 2-categoria 2-filtrante pequeiia.

Denotamos a los objetos por X = (X )e;.
2. Dados X = (X;);er yY = (Y;)jes 2-pro-objetos en C, entonces:

2-Pro(C)(X,Y) = Lim ColimC(X,,Y;)

jeJor  gel

Observacion 1.3.15. Dada C una 2-categoria, entonces 2-Pro(C) tiene hom-categorias peque-
fias, i.e. es una 2-categoria legitima. Mds atn, hay un 2-funtor canonico C — 2-Pro(C) que

manda un objeto al 2-pro-objeto constante.
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Notacion 1.3.16. Para expresiones con 2-celdas ocasionalmente utilizamos el cdlculo de as-
censores. Esta es una notacién gréfica creada por Eduardo J. Dubuc. Los objetos se omiten,
las identidades horizontales se dejan como espacios en blanco, las 2-celdas se denotan como
celdas y las 2-celdas identidades por una doble linea. Es importante remarcar que cuando una
2-celda entre flechas distintas es la identidad, se escribe con el label “=". Las composiciones se
deben leer de arriba hacia abajo y de derecha a izquierda. Por ejemplo la siguiente ecuacion es

la igualdad bésica del cédlculo de ascensores:
ff ' f
1 A
Lo
o] e

g —
H g g
g g g g

Esto permite mover celdas hacia arriba o abajo cuando no hay obstaculos, como si fueran as-

censores. De esta forma movemos celdas para formar configuraciones que forman ecuaciones

vélidas para probar una nueva ecuacidn a partir de las ya conocidas.
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2. Conjuntos simpliciales y teoria de homotopia

En esta seccion revisamos la teorfa de conjuntos simpliciales y objetos simpliciales, inclui-
mos algunas demostraciones, particularmente para el esqueleto y coesqueleto y otros hechos
que son relevantes para el propodsito de esta tesis. La mayoria de estos contenidos estdn basa-
dos en [JTO8]| la cual creemos es la mejor exposicion del tema hasta ahora, una referencia muy

completa es [GJ99] ademads de las referencias clésicas [GZ67, May67]].

2.1. Ejemplos basicos y el Lema de Eilenberg-Zilber

Definicion 2.1.1. La categoria A es la categoria de ordinales finitos no vacios y morfismos
las funciones que preservan el orden. Denotamos sus objetos por [n] = {0 < 1 < ... < n},
n € N. Hay morfismos distinguidos, los monomorfismos [n — 1j=% [n] (las cocaras) y los

epimorfismos [n + 1] L [n] (las codegeneraciones) dados por:

, t si t<i , t st t<jg
d'(t) = s'(t) =
t+1 si t>1 t—1s1t>1
para 0 < i < n. Estos morfismos satisfacen las siguientes ecuaciones (las identidades cosim-
pliciales):
dd=dd, i<
slst = slsiT i<y

(

Li=g,5+1

sl = g, i< j

(ditsT, 0>+ 1

Lema 2.1.2. Todo morfismo [m] —— [n] se puede descomponer como o = d’sd’s~1...d" st...s72 571

conn >is>...>0 >0,0< 7, <...<j<myn=m —t+ s de forma tnica.

Demostracion. Los j’s son los elementos j € [m] para los cuales o(j) = «(j + 1) y los i’s son

los valores i € [n] que no son tomados por . O
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Observacion 2.1.3. Los epimorfismos en A son simplemente las funciones sobreyectivas que
preservan el orden y pueden ser escritas como composicién de codegeneraciones, por las iden-
tidades simpliciales cada epimorfismo tiene una seccién. Similarmente los monomorfismos son

funciones inyectivas que preservan el orden y estos tienen una retraccion.

Definicion 2.1.4. Un objeto simplicial en una categoria M es un funtor AP . M, un morfis-
mo de objetos simpliciales es una transformacion natural. Luego la categoria de objetos simpli-
ciales en M es la categoria de funtores M“" y es usualmente denotada por s M. En particular

sS es la categoria de conjuntos simpliciales.

Notacion 2.1.5. Vamos a usar el tipo de letra Eucal X, Y, Z, ... exclusivamente para objetos
simpliciales en una categoria M como una abreviatura que excluye el subindice “circulo séli-
do”, entonces X y X, son dos formas equivalentes de denotar el mismo objeto simplicial, y su

objeto de n-simplices es X,, € M.

Por el lema previo, dar un objeto simplicial X € s M es lo mismo que specificar un diagra-

ma:
do
do -~
do - _—
X0 X X X3
dq -~ —_—
da <_d
3

en M tal que las identidades simpliciales valen. Un morfismo de objetos simpliciales estd espe-
cificado por morfismos X, I Y, en M tales que f,_1d; = d;f. Y fnr1S; = S;fn para todo
0<:<n.

Dado un objeto simplicial X € sM, el objeto X,, se llama el objeto de n-simplices ( también
llamados vértices para n = 0 y lados para n = 1). Formulamos las indentidades simpliciales

explicitamente:

Corolario 2.1.6. Un objeto simplicial X en una categoria M estd dado por una sucesion de
objetos X,, paran > 0, con morfismos d; : X,, = X,,_1, s; : X, = X411 para 0 <1 < ntales

que las identidades simpliciales valen:
didj = d]‘_ldi, 1<

$iSj = Sj+18i, 1 <]
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(

disj - Sj—ldia 1<

\deifl, 1> j +1
Ejemplo 2.1.7. Para cada [n| € A existe un conjunto simplicial representable denotado A" €

sS, dado por los conjuntos A? = A([k], [n]). Los representamos grificamente de la siguiente

forma:
9 3
Al—=— 0 1 A2 = dﬁdo A3 = 2
0 1
d 0 1

Dado un conjunto simplicial X € sS, por Yoneda un n-simplex z € X,, es lo mismo que un

morfismo A" —— X . La naturalidad de Yoneda dice que:

An-14 An oy A+l S An By ArEe diy
di(z) si() f(=)

Esto justifica el uso de la notacién de Yoneda d;(z) = zd' y s;(z) = ws'.

Ejemplo 2.1.8. Sea Top la categoria de espacios topoldgicos. Existe un funtor A L Top

(i.e. un objeto cosimplicial) dado por:

A" = {(tg, ... tn) ER™™ | = t, = 1,¢; > 0}

Entonces hay una adjuncién sS :s Top , donde para un espacio topolégico X obtenemos
un conjunto simplicial llamado el conjunto simplicial singular de X, dado por S(X), =
Top(|A"|, X), i.e. un n-simplex estd dado por una funcién continua o : |A"| — X. Las caras y
degeraciones estan dadas por pre-composicién, donde d¢ incluye un 0 en la i-ésima coordenada

y s' suma la i-€sima e i + 1-ésima coordenadas, explicitamente:
di(O')(to, ceey tnfl) = O'(to, ceey tifl, O, ti, ceey tn)

Si(U)(tO, "'7tn+1) = O'(to, ...,tifl,ti —+ ti+17ti+27 ,tn)

El adjunto a izquierda da un espacio topoldégico asociado a cualquier conjunto simplicial,
es llamado la realizacion geométrica, existe y por la Observacion [1.1.21] tenemos la férmula
X = [ et x |A"|. Informalmente, |X| estd dado por asociar a cada n-simplex x € X, el

espacio |A™| y pegédndolos a lo largo de sus caras y degeneraciones.
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Ejemplo 2.1.9. Hay un funtor A —— Cat (i.e. un objeto cosimplicial) que asocia a cada

ordinal una categoria dada por el diagrama:
nj=0—-1—.—->n—-1—-n

i.e. cada ordinal es un poset y un poset determina una categoria. Esto determina una adjuncién
T1

sS —— Cat como antes. Dada C una categoria pequefia, hay un conjunto simplicial NC, el
N

nervio de la categoria C dado por NC, = Cat([n],C), i.e. un n-simplex estd dado por una

cadena de n morfismos componibles en C:

CO fl Cl f2 fn—l Cn_l fn Cn

Las caras y degeraciones estan dadas explicitamente por:

(farooos fn) sii =0

di(frs oo Jn) = (frs oo fimt, foerfio fivzs oo fu) 510 < i <m
| (frses fao1) sii =m0

Si(fis s fu) = (frs s fis Loy firas oos f)

El adjunto a izquierda T, da una categoria asociada a cualquier conjunto simplicial, llamada su

categoria fundamental, que calcularemos explicitamente luego.

Ejemplo 2.1.10. Un complejo simplicial abstracto estd dado por K = (V,S), donde V' es un
conjunto llamado el conjunto de vértices, y S C P-oo(V) es un conjunto de algunos subcon-
juntos finitos no vacios de vértices, llamados simplices, que satisfacen lo siguiente: sioc € S'y
T C oentonces 7 € S.

Supongamos que V' es totalmente ordenado. Entonces definamos un conjunto simplicial X co-
mo sigue, K, es el conjunto de cadenas de n + 1 vértices [vg, ..., v,],1.e. v9 < v; < - < v,
(posiblemente con repeticiones) tales que {vy,...,v,} € S. Las caras y degeneraciones estin

dadas por las férmulas:
di[vo, - ;U] = [Vos - Vit1, Vig1, -+ o5 Un)

Si[UOJ s 7Un] = [U(]? <oy Uiy Uiy Vi1 - - - 7Un]
Notar que estos morfismos dependen del orden total.
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Definicién 2.1.11. Dado X un conjunto simplicial. Un n-simplex x € X, es degenerado si hay

un m < n, un epimorfismo [n] == [m] ey € X,, tales que:

A" ==X

| A

Am

Equivalentemente si x = s;(y) para alginy € X,,_;.

Lema 2.1.12. (Eilenberg-Zilber lemma) Dado X un conjunto simplicial. Para cada n-simplex
r € X, hay un epimorfismo [n] —>=[m] yuny € X,, no degenerado tal que = ys, ademas

tal par (s, y) es tnico.

Ejemplo 2.1.13. Los k-simplices no degenerados de A™ estan dados por inclusiones (en parti-
cular k < n) A¥—%= A" donde d = ditd-1...d" conl = n—k ylosi’s son los n — k vértices
que no estdn en la imagen de d. Esto se sigue de la factorizacién y del hecho que si hubiese
un s’ entonces seria degenerado. Podemos denotar d como dji,....i;) Y son llamadas las caras
de A". En particular A" tiene solamente un n-simplex no-degenerado dado por A" N A"
Los (n — 1)-simplices no-degenerados en A™ estan dados por las caras A™™! A An para

0 < i < n.Ademds A} = A([0], [n]) estd dado por las n + 1 inclusiones, luego tiene n + 1

n+1

vértices. En general, hay ( N

) k-simplices no-degenerados en A",

Ejemplo 2.1.14. Dado P un poset, describimos su nervio NP, un n-simplex estd dado por una
cadena de longitud n + 1

ro<xp <<

— n

con x; € P. Ademads, es un n-simplex no degenerado si los elementos de la cadena son todos di-
ferentes, i.e. el morfismo de posets [n] =P es inyectivo. Como N preserva monomorfismos,
entonces A" > NP es también inyectivo. Consideremos el caso donde P es finito, enton-
ces hay un niimero finito de cadenas maximales ¢y, ..., ¢, y cada cadena estd contenida en una
cadena maximal. Si la cadena maximal ¢; es de longitud n; + 1, tenemos asociado un simplex
A" 2o NP . Ademds, estas cadenas se intersecan en cadenas ¢; N c; de longitud n; ; + 1, luego
tenemos una presentacion de NP como el siguiente coegalizador de su kernel pair:

S AM T Y AN — NP

1<i<j<r 1<i<r
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Por ejemplo consideremos el siguiente poset P:

1 5
3_n

2/ N

6

Entonces tenemos cuatro cadenas maximales de longitud 4 que corresponden a 3-simplices.
Estos simplices se pegan a lo largo de sus intersecciones, por ejemplo las cadenas [1,3,4,5] y
[1,3,4, 6] se pegan a lo largo de su cara comtn [1, 3, 4]. Todos los 3-simplices no-degenerados
se pegan por el lado [3, 4]. Si tomamos la realizacién geométrica del nervio de este poset, este

es BP = |NP|y se llama el espacio clasificante del poset, en este caso da como resultado la

siguiente subdivision del octahedro:

)
1 , 2
6
Un ejemplo importante es el dado por el poset P = [n| x [m]. Como el nervio es adjunto a

derecha, el nervio de este poset es A™ x A™. Una cadena maximal estd dada por un camino de
(0,0) a (n,m) en el lattice de puntos en el plano con coordenadas enteras, donde en cada punto
(i,7) del camino, el siguiente es (i + 1, 7) o (,j + 1), i.e. nos movemos un paso a la derecha o

hacia arriba. Por ejemplo, para n = 3, m = 2 tenemos la siguiente cadena maximal:

(0,2) (1,2) (2,2) (3,2)

T

(0,1) (1,1) (2,1)—(3,1)

T

(0,0) —(1,0) — (2,0) (3,0)
Todas las cadenas maximales son de longitud n + m + 1, luego estas son n + m-simplices
no-degenerados. Podemos identificar las cadenas maximales con shuffles, estas son particiones
del conjunto {1, 2, ..., n +m} en dos conjuntos disjuntos o = {oy,...,0,} yT={71,..., T}
de tamafos n y m respectivamente. La identificacion es como sigue, en una cadena maximal
empezamos en el (0,0) y hacemos n pasos a derecha y m pasos hacia arriba en algdn orden

finalizando en (n,m), si en el k-ésimo movimiento hacemos un paso a la derecha entonces
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k € o, si hacemos un paso hacia arriba entonces k € 7, esto determina la particion. Claramente

n+m

") cadenas maximales.

esto es biyectivo, luego hay (
Por ejemplo el poset P = [1] x [1] determina un conjunto simplicial con dos 2-simplices no-
degenerados que corresponden a las cadenas maximales de longitud 3. Estos se pegan a lo largo
de su interseccion la cual es un 1-simplex, su espacio clasifcante [A! x A'| nos da la siguiente

subdivisién de |A'] x |Al[:

(0,0) (1,0)

Otro ejemplo pequeno estd dado por P = [1] x [2], esto nos da un conjunto simplicial con
tres 3-simplices no degenerados, su espacio clasifcante [A! x A?| da la siguiente subdivision
de |Al] x |A?[:

(0,2)

-
-
-
P
-
- .
’
- ’
(0 1) g 5
Y N‘ v -
[
~

—~

1,2)

A\

-
.
v

(0,0) (1,0)
Un tltimo ejemplo es el poset P = [1] x [1] x [1], estd dada por el diagrama:

(1,0,0) —(1,1,0)

7 > ~
(0,0,0) — (0,1,0)  (1,0,1) — (1,1,1)

N > —
(0,0,1) —(0,1,1)

Su espacio clasificante es una subdivision del cubo por seis 3-simplices (observar que esta

subdivision es simétrica, luego el lector puede determinar el otro lado):

(0,1,1
(0,0,1) ﬂ (1.1.1)
(0,0,0) 47 (1,1,0)
(1,0,0)



El hecho que la realizaciéon geométrica conmute con productos de simplices no es particular

de estos casos, vale en general:

Proposicién 2.1.15. [GZ67][Chapter 3, 3.4] Dados n, m > 0, los espacios topoldgicos |A™ x

A™|y |A™| x |A™| son homeomorfos.

Esta conmutacién de productos de la realizacién geométrica se extiende a todos los con-
juntos simpliciales, siempre que trabajemos en una categoria de espacios conveniente, por
ejemplo en los espacios compactamente generados o los k-espacios. Sin embargo nos queda-
remos en el caso simplicial y no usaremos técnicas topologicas por lo que no daremos mds

detalles de este caso, pero el lector interesado puede consultar [CHT/|[Chapter 6, 6.1].

2.2. Esqueleto y Coesqueleto

Definicion 2.2.1. Denotemos A, 1a subcategoria plena de ordinales menores o iguales que n y
sea M completa y cocompleta, entonces la inclusién A~,, C A induce un funtor por restriccién
res, = i* : M2 — M2 el cual tiene adjuntos a izquierda y a derecha sk,, 4 res,, 4 cosk,

dados por las extensiones de Kan a izquierda y a derecha:
skn,
P
MAT I8 MBS
v

cosky,
Observacion 2.2.2. Supongamos que M es completa y cocompleta, entonces dado X € MA,

via el Teoremall.1.18 tenemos la férmula:

[kFleA<,
(s, ), = / AR X,

(cosk, X),, = / {AY, Xy}

[kl€eA<n
También por la Proposicion [1.1.19tenemos que (sk,X),, = X,, = (cosk,X),, para m < n.

Por la férmula de la Proposicion para coends podemos describir el n-esqueleto como el

coegalizador

S AR X == S AR X —— (sk, X))

a:[k’|=[kleA<y, k<n

Dualmente, el n-coesqueleto esta dada por el siguiente egalizador:

(cosk,X),, — [[{AY, Xk} —= I1 {A7 X}

k<n a:[k]—=[k]eA<,
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Observacion 2.2.3. En efecto de la férmula de la Observacion obtenemos que (cosk,X),,
es en verdad un limite finito y (sk,X),, es un colimite finito. Por tanto no necesitamos todas las
hipotesis de completitud para la existencia de estos adjuntos. Pero el hecho que (cosk,X),, es

un limite finito va a ser crucial mas adelante por sus propiedades de exactitud.

Observacion 2.2.4. Damos una descripcién explicita para un conjunto simplicial (truncado)
X € S*%. Sim > n entonces el coproducto estd dada por pares (z,0) para o : [m| —
[k], k < n. La relacion de equivalencia estd generada por (z,ao) ~ (ra,0) para x € X,
o:|m| = [K],a : [K] — [k]. Pero dado (z, o), entonces o = ds para s : [m] — [K'] epi,
luego (z,0) ~ (xd,s) donde y = xd es no degenerado. Entonces (sk,X),, son simplemente

m-simplices degenerados dados por k-simplices no degenerados con £ < n.

Ademis, usando el Lemma de Eilenberg-Zilber [2.1.12]se sigue que el n-esqueleto define un

subcomplejo:

Proposicion 2.2.5. Para cada conjunto simplicial X, el morfismo (sk,res,X),, — X, es inyec-

tivo para todo m.

Observacion 2.2.6. Damos una descripcion explicita de (cosk,,X),, para un conjunto simplicial
(truncado). Si m > n un m-simplex estd dada por una tupla (z,), con x, € X} para cada
o : [k] = [m],k < n sujeto a la compatibilidad que si 0 = o'« para o : [k] — [k'] con
k" < n, entonces x, = x, . Pero cualquier o : [k] — [m] se puede factorizar como o = da
donde d : [n] — [m] es mono entonces es suficiente definir (z4), compatibles para cada mono
d : [n] — [m]. En particular, describimos (cosk,, 1 X),, un n-simplex z estd dado por z; €
X,—1parai = 0,...,n, tal que z;d’~! = x;d" parai < j. Estas condiciones de compatibilidad
implican todas las otras, pues si d’a = d’ 3, entonces se factoriza como sigue o = ds, § = d's’.
Por unicidad se sigue que d'd = d’d' y s = s’. Como d'd no toma el valor i y d’d’ no toma
el valor j, tenemos factorizaciones d'd = d'd’ -14 y did = did'd. Como did’~! = d/d’ es
un monomorfismo se sigue que d = d. Asi, hemos reducido la descripcion del coesqueleto al

siguiente egalizador de conjuntos:

(COSknflx)n - Hanl : H Xn—2
=0 0<i<j<n

donde los morfismos paralelos son los obvios que definen la compatibilidad.
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Observacion 2.2.7. La misma descripcion vale para el coesqueleto en cualquier categoria fi-
nitamente completa M, simplemente hacemos el mismo argumento con los morfismos. Un
morfismo Z —% (cosk,_;X), estd dado por morfismos compatibles Z —-% X, para cada o :
[k] — [m], & < n — 1. Como antes, la compatibilidad se reduce a dar Z —% X,,_; para
i =0,..,ntal que z;d’ ' = z;d" para 0 < i < j < n donde abusamos de la notacién y segui-
mos usando la notacién de Yoneda i.e. z;d’~! = j_l(xi). Esto justifica que si interpretamos
los morfismos como variables la misma descripcién que en la Observacion [2.2.6] vale en una
categoria cualquiera M, pero donde los egalizadores y productos son los de la categoria M.

Asi, describimos el coesqueleto como el siguiente egalizador:

(COSknflx)n - Hanl : H Xn_2
i=0 0<i<j<n

Observacion 2.2.8. Equivalentemente, esto también se puede ver usando la férmula de limites
pesados como limites en la Proposicion[I.1.16]y observando que el cdlculo con las compatibili-
dades da un argumento de cofinalidad por la Proposicién Dualmente, se puede describir

(sk,—1X),, como el siguiente coegalizador:

Z Xn—2 :: Z Xn—l - (Skn—lx)n

[n]—~[n—2] [n]—[n—1]

Notacion 2.2.9. Dado X € sM abusamos de la notacién y escribimos sk, X (resp. cosk,, X) , en
vez de sk,res, X (resp. cosk,res, X). Observemos que como endofuntores de s M tenemos una

adjuncién sk,, 4 cosk,, pues
M7 (sko X, Y) = MBS0 (res, X, res,Y) ~ M2 (X, cosk,Y)

Observacion 2.2.10. En particular si aplicamos esta adjuncién en A" y un conjunto simplicial

X obtenemos que:
(cosk,X),, ~ sS(A™, cosk,X) ~ sS(sk,A™, X)

Luego (cosk,,_1X), ~ sS(sk,_1A", X). Pero el célculo anterior en las Observaciones y
2.2.7) muestran que un elemento de (cosk,_;X), estd dado por (g, ..., z,) tal que z;d"~! =

a:jdi para 0 < i < j < n. Por el lema de Yoneda, esto muestra que sk,,_; A" es el coegalizador

-2 -1
Z A" Z A" —sk, A"
0<i<y<n 0<i<n
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donde los morfismos estdn dados por coproductos de las cocaras. Para M general obtenemos

una férmula similar para el coesqueleto, por medio del Lema[I.1.22}
(cosk, X), > {sk, A" X} acw

Reciprocamente, si uno muestra primero la formula de sk, _;A™ como un coegalizador, se re-
cupera la férmula para cosk,,_; X,, por la cocontinuidad en los pesos de los limites pesados y

respectivamente colimites (ver Lema[I.1.T5).

Notacion 2.2.11. Denotamos 0A"™ = sk,,_1 A" pues por la férmula dada arriba, es el "borde’
del n-simplex. Esta formado por el pegado de sus caras, n — 1-simplices a lo largo del borde

n — 2-simplices.
No es para sorprenderse que tenemos la siguiente descripcion:

Observacion 2.2.12. Esto simplemente dice que un m-simplex o estd en sk, ;A" (como un
subcomplejo de A™) si y solo si tiene una factorizacion a través de una de sus caras:

A™ T A

A

An—l
Mas aun, la realizaciéon geométrica [0A"| es el borde geométrico de |A™| pues conmuta con

colimites. Por ejemplo |0A?| es el siguiente subespacio de |A?[:

N A A =|a%

Proposicion 2.2.13. Sea M una categoria finitamente completa y cocompleta, entonces dado
X € sM hay isomorfismos canénicos sk, sk, X =~ sk,X y cosk,,cosk, X ~ cosk, X si n < m.

Dualmente, si n > m entonces cosk,,cosk,, X ~ cosk,,X y sk,sk,, X ~ sk,,X.

Demostracion. Recordemos que de la Observacion m (sk,X)x ~ X para todo k < n. Por
tanto obtenemos un isomorfismo res,,sk,,,res,, X ~ res, X si n < m, entonces sk,,sk,,,X ~ sk, X
si n < m. El isomorfismo en el coesqueleto se tiene formalmente de la adjuncién sk,, - cosk,,.
Dada la adjuncion sk, sk,, - cosk,,cosk, se sigue que cosk,,cosk, X ~ cosk,, sin < m.

Para los duales, tenemos por la Observaciénque (cosk,X)r = X}, par k < n. Entonces te-
nemos un isomorfismo res,,,cosk,res,, X ~ res,, X si n > m. Entonces cosk,,,cosk,, X ~ cosk,,X

sin > m. O]
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La importancia del esqueleto y coesqueleto es que nos da una forma precisa de hacer cons-
trucciones inductivas de objetos simpliciales. Esto se expresa en el siguiente lema el cual es una

parafrasis de [RV14][Lemma 3.10] al caso particular de objetos simpliciales.

Lema 2.2.14. (Definicion inductiva de objetos simpliciales) Dado un objeto simplicial trun-

cado X € M> <1, un objeto X,, € M y una factorizacién:

(sk,_1X), e s (cosk,_1X),

Tn

donde 7 es el morfismo natural dado por la adjuncién sk,,_; - cosk,,_;. Entonces, estos datos
determinan de forma tinica un objeto simplicial truncado X & MAS cuya restriccion a grado

n — 1 es el diagrama original.

Demostracion. La idea es la siguiente, si X estuviera definido hasta grado n entonces el mat-
ching map X, Hn (cosk,,_1X), (respectivamente el latching map (sk, 1X), n X, ) es-
td dado por la unidad de la adjuncién res,_; -1 cosk,_; (resp. la counidad de la adjuncién
sk, 1 - res,_1) en grado n. Para extender X a un objeto simplicial truncado hasta grado n te-
nemos que definir las caras d; : X,, — X, 1 para0 < ¢ < ny degeneraciones s; : X,,_1 — X,
para 0 < ¢ < n — 1. Pero el matching map nos da una factorizacion del morfismo dada por
todas las caras como sigue:
o L2 ot T [

=0
(do,-...,dn)

op . ., .
Entonces, dado X € M*~=n-1 con la factorizacién definimos d; = pr, /i, donde pr; es la proyec-
ci6n en la i-ésima coordenada restringida a (cosk,,_1X),, (esta es la i-ésima cara of cosk,,_1X).
Dualmente, para el esqueleto el latching map nos da una factorizaciéon del morfismo dada por

todas las degeneraciones:

ann_l o (K1 ) = X,
por lo tanto dada la factorizacién, definimos s; = [,,\; donde ); es la inclusién de la i-ésima co-
pia de X,,_; proyectada al cociente (esta es la i-ésima degeneracion de sk,,_; X). Entonces usan-
do las identidades simpliciales de sk,,_; X, cosk,,_; X y la naturalidad de sk,,_;X — cosk,,_1 X,

las identidades simpliciales se siguen. [
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Corolario 2.2.15. Dados X,Y € sM, para extender un morfismo res, X —¢>resn,1‘é (es
decir, una transformacion natural entre objetos simpliciales n — 1-truncados) a un morfismo

%2 . $n . . .
res, X —res,Y , necesitamos un morfismo X,, —Y,, tal que conmute el siguiente diagrama:

(skp_1 ), —— X, —= (cosk,_1X),
(Sknl(P)nl L% l(COSknlSp)n
(skn_1Y), ——Y, — (cosk, 1Y),

Demostracion. Se sigue del Lema [2.2.14| aplicado al diagrama A<n | — M?* dado por la

asignacion [n| — @,,. O

2.3. Enriquecimiento simplicial y homotopias simpliciales
Ejemplo 2.3.1. Dado X un conjunto simplicial, entonces tenemos una adjuncion:
sS(K x X,Y) ~ sS(X, Hom(K, Y))

llamamos Hom(X,Y) € sS al hom interno. Podemos adivinar la férmula para el hom interno,

si es un adjunto a derecha entonces por el Lema de Yoneda:
Hom(XK,Y), ~ sS(A", Hom(X,Y)) ~ sS(A" x K,Y)

Tomemos el lado derecho como definicidn con las caras y degeneraciones definidas de 1a manera
obvia. Alternativamente, usemos la construccién estdndar de la Observacion [I.1.21] aplicada a

— x K : A — s8. Observamos también que tenemos una formula como un limite pesado:

Hom(X,Y), ~ sS(A" x K,Y) ~ / S(AT x K, Vi)

[m]eAop

/ (A" 5 Ky Y} o {A" x %, Y} aos
[m]eAop

Observacion 2.3.2. Dado que sS es una categoria monoidal (de hecho una categoria cartesiana-
mente cerrada) donde la estructura monoidal esta dada por el producto de conjuntos simpliciales
y launidad es el objeto final, podemos considerar categorias sS-enriquecidas también conocidas

como categorias simpliciales.

Definicion 2.3.3. Una sS-categoria M estd dada por una coleccion de objetos X, Y, 7, ... € M

y para cada par de objetos un conjunto simplicial M(X,Y") € sS tal que:
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a) Para cada X € M hay un morfismo identidad 1x : A - M(X, X).

b) Para cada tripla X, Y, Z € M se tiene un morfismo de composicién:

M(Y, Z) x M(X,Y) = M(X, Z)

¢) La composicidn es asociativa y unitaria.

Explicitamente, el morfismo 1x : AY — M (X, X) corresponde por Yoneda a un 0-simplex
lx € M(X, X)o. La composicion M(Y, Z) x M(X,Y) - M(X, Z) significa que tenemos
una funcién composicion M(Y, Z), x M(X,Y),, - M(X, Z),, para n-simplices para todo
n > 0, que conmuta con las caras y degeneraciones, i.e. dado f € M(X,Y),yg € M(Y, Z),

entonces d;(gf) = d;g d; f, etc.

Ejemplo 2.3.4. La categoria de conjuntos simpliciales sS estd canénicamente enriquecida sobre
si misma, donde el hom interno definido en el Ejemplo da el enriquecimiento sS(X,Y) =
Hom(X,Y) € sS.

Observacion 2.3.5. Una sS-categoria M tiene una categoria subyacente M cuyos objetos
son los de M y cuyos homs estdn dados por los 0-simplices del conjunto simplicial hom. Es
decir, dados X,Y € M, entonces M(X,Y) = M(X,Y). Cada vez que nos referimos a un
morfismo f : X — Y en M queremos decir un morfismo en la categoria subyacente, es decir

f € M(X7 Y)O
En cualquier sS-categoria hay una nocién canénica de homotopia entre morfismos.

Definicién 2.3.6. Dada M una sS-categoria, dados dos objetos X, Y € M y dados morfismos
/

X :g;Y , una homotopia simplicial de f a g estd dada por Al M (X,Y) tal que el

siguiente diagrama conmuta:

AO

N

Al M(X)Y)
doATO 7

Observacion 2.3.7. Una homotopia simplicial no define una relacién de equivalencia, en gene-

ral no es simétrica ni transitiva.
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Definicién 2.3.8. Dada un sS-categoria M, un objeto X € M y un conjunto simplicial K €

sS, el tensor (simplicial) K ® X € M estd definido por la propiedad universal:
MK @ X,Y) = s8(K, M(X,Y))

natural en Y. Decimos que M es (simplicialmente) tensorizada si el tensor existe para todo
K € sS ytodo X € M. Dualmente, dado Y € M, el cotensor (simplicial) {X,Y} € M esta

definido por la propiedad universal:
M(XAK,Y}) ~ sS(K,M(X,Y))
natural en X.

f )
Observacion 2.3.9. Dada M una sS-categoria y dados dos morfismos X —= Y en M, si M
g
es tensorizada entonces una homotopia simplicial de f a g se corresponde por adjuncién a un

morfismo A! ® X 2>~V en M tal que el siguiente diagrama conmuta:

0
INED o

d1®Xl \

Al X oy
d°®X T
Ao x ™7
Respectivamente si M es cotensorizada entonces una homotopia simplicial de f a g se corres-

ponde por adjuncién a un morfismo X M {A', Y} tal que el siguiente diagrama conmuta:

; {a%Yyy
fary-

X {Al Y}
| a0y

RSN

Observacion 2.3.10. Usualmente uno construye una sS-categoria M primero definiendo una
categoria M con un bifuntor “tensor” — ® — : s§ x M — M, tal que hay isomorfismos
naturales K @ (L @ X) ~ (K x L) ® X y A’ ® X ~ X y tal que es co-continuo en la primera
variable, i.e. — ® X : s§ — M preserva colimites. Entonces uno puede definir un enriquecie-

miento simplical por M(X,Y) = M(A"™ ® X,Y), las caras estdn dadas por precomposicién

con A" 1@ X doX_ A™® X . Por la Observacion|l.1.21{dado que — ® X preserva colimites
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obtenemos la adjuncién no enriquecida:
MEKXY) ~sS(K,M(X,Y))

ademds, hay una unica forma de hacerla natural en todas las variables X, X y Y. Entonces la

adjuncion enriquecida se sigue de esta por el siguiente calculo:
MEXX,Y), > MA"@K®X,Y) ~ M((A" xK) ® X,Y) ~
~ sS(A" x K, M(X,Y)) ~ sS(K,M(X,Y)),

Proposicion 2.3.11. Dada M una categoria con coproductos pequefios (0 simplemente tensori-
zada con conjuntos), entonces la categoria de objetos simpliciales sM tiene un enriquecimiento

simplicial canénico que ademds es tensorizado.

Demostracion. Dados X € sSy X € s M, definimos K ® X € sM como sigue:

(K@X)p =Ko Xn =) X,
Kn

Las caras d; : (K®X), — (KX ® X),,_; estan dadas por la siguiente férmula, para cada o € K,

el siguiente diagrama conmuta:
Z Xn """""" > Z Xn—l
Kn K'n,fl

)\g] dei(a)

n—1

Esto define un funtor tensor, es facil chequear que tiene todas las propiedades de la Observacién

2.3.10, Entonces obtenemos un enriquecimiento simplicial dado por:
SM(X,Y), =sMA"® X,Y)
Del célculo anterior se sigue que sM es tensorizada. 0

Definicion 2.3.12. Supongamos que M es completa. Dado X un conjunto simplicial y X €

sM., definimos el cotensor simplicial {, X} € s€ como el siguiente limite pesado (ver la
Definicion [I.1.TT):

(56,0 = {A" x 5, X} aer — / (A" x K, Xo)
[m]eAer

donde las caras y degeneraciones se siguen de la funtorialidad en los pesos del limite pesado.
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Teorema 2.3.13. Supongamos que M es completa y tiene coproductos. Tenemos adjunciones:
sSM(K @ X, Y) = sS(K, sM(X, Y)) = sM(X, {K,Y})

ademads, es natural en K € sSy X, Y € sM. Esto es, sM es una categoria simplicial tensori-

zada y cotensorizada.

Definicién 2.3.14. Un conjunto simplicial X se dice finito si tiene un conjunto finito de simpli-

ces no degenerados.

Proposicion 2.3.15. Dado X un conjunto simplicial, entonces la categoria de elementos 'y tiene

una subcategoria final dada por la subcategoria plena de caras de simplices no degenerados.

Demostracion. Primero escribamos explicitamente la categoria de elementos I'y para un con-
junto simplicial X € S2”. Un objeto es un n-simplex A" 2> X para algtin n > 0, equivalen-
temente un par (z, [n]) con x € X,,. Es por eso que en este caso ['y se llama la categoria de
simplices de ). Un morfismo (z, [n]) — (y, [m]) estd dado por un morfismo « : [n] — [m] tal

que T =y - a, 1.e. el siguiente diagrama conmuta:

A" 2o Am

N

X

Llamemos F{C”d C I'y a la subcategoria plena de caras de simplices no degenerados de X. Es
decir, un simplex A™ %=X estd en [ si & = yd parad : [n]>>[k] un mono ey € X, un
simplex no degenerado. En general, la cara de un simplex no degenerado no es necesariamente
no degenerado. Para mostrar que F{C”d C I'x es final por la Proposition necesitamos
chequear que para cada simplex A" =X, la categoria comma (x, [n]) | F?;C”d is no-vacia y
conexa. Pero el Lema Eilenberg-Zilber muestra que (z, [n]) | F&”d 1s no-vacia, hay un
tnico y € X,,, no degenerado tal que z = ys para s : [n| — [m] un epimorfismo. Dado otro
objeto de (z, [n]) | T{"%, i.e. una cara de un simplex no degenerado z € X, y o : [n] — [k] tal
que x = za, entonces descomponemos o = ds’ con s’ : [n] — [K'| epiy d : [k'] — [k] mono.
Tomemos 2z’ = zd, entonces 2’ is una cara de un simplex no degenerado, pues es un cara de una

cara de un simplex no degenerado. Tenemos que © = za = zds' = 2’s’. Luego, de nuevo por

la unicidad del Lema de Eilenberg-Zilber [2.1.12| hay un epimorfismo s” : [k'] — [m] tal que
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2 =ys"y s =s"s. Graficamente:

A™ X

Entonces (z, [n]) | T1"? es conexa luego I'{"* € I'y es final. O

Observacion 2.3.16. Notar que si X es finito, entonces F{C"d es una categoria finita, pues cada

simplex tiene un conjunto finito de caras.

Corolario 2.3.17. Dada M una categoria con limites finitos, X € sM un objeto simplicial y
K € sS un conjunto simplicial finito. Entonces el cotensor simplicial {XK, X} existe y ademds

{XK, X}, es un limite finito.
Demostracion. Calculemos el cotensor usando la co-continuidad de los pesos del Lemal[I.1.15}

{K, X}, ={A" x K, X}aer >~ {A" x colim A™ X} rop =

(z,[m])elx

~ { colim (A" xA™),X}aer >~ lim {A" x A" X}per

(Iv[m})erx (xv[m])ergf

Pero podemos calcular el limite exterior sobre las caras de simplices no degenerados, las cuales
por Proposicién nos da una subcategoria finita inicial de I'7”, por lo tanto un limite finito.
Luego redujimos el problema a mostrar que { A™ x A™, X} aop s un limite finito. Pero A™ x A™
es finito, esto se sigue del cédlculo de simplices no degenerados por shuffles en el Ejemplo
Abhora es suficiente mostrar que un limite pesado { £, X} ae» €s un limite finito si £ es un
conjunto simplicial finito. Pero si £ es finito, entonces es un colimite finito de representables,
luego por la co-continuidad de pesos del Lema y por Yoneda {£,X}acr es un limite
finito. [

Definicion 2.3.18. Dado un objeto simplicial en una categoria abeliana X € sA, entonces
uno define el complejo de Moore asociado (X,, 0). Este estd dada por los X, y el diferencial

d: X,, = X,,_; es la suma alternada de las caras, 9 = > (—1)’d;.
j=0

Por las identidades simpliciales se sigue que 9% = 0:

n—1 n
O = Y (~)Pdid; =Y (~1)Tdid; + Y (~1)"did; =
i=0 j=0 i<j 29
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= (~1)Md;_d; + Y (-1)Pdid; =0

i<j (2]
Esto es cero pues la primera suma es simplemente una reindexacion de la segunda suma con el

signo opuesto.

Ejemplo 2.3.19. Dado un conjunto simplicial X, entonces ZX € sAb denota el grupo abeliano
simplicial dado por aplicar el funtor grupo abeliano libre. El n-ésimo grupo de homologia de
un conjunto simplicial es la n-ésima homologia de su complejo de Moore asociado (ZX,, 0). En
particular, dado un espacio topoldgico X entonces el complejo de Moore asociado (ZS(X )., 0)

es el complejo de cadenas singular del espacio.

Ejemplo 2.3.20. Dado A un grupo abeliano y X un conjunto simplicial, entonces tomando el
producto tensorial grado a grado A ® Z X, obtenemos un complejo de cadenas y su homolo-
gia se llama la homologia de X con coeficientes en A. Similarmente obtenemos un complejo
de co-cadenas definido por aplicar el funtor hom(—, A) : Ab — Ab. A saber el complejo
hom(ZX,, A), su cohomologia se llama la cohomologia de X con coeficientes en A. Alterna-
tivamente, dado el conjunto simplicial X uno obtiene un grupo abeliano simplicial al aplicar el
funtor S(—, A) : S — Ab, esto da un grupo abeliano cosimplicial S(X, A) y por la construc-
cién de Moore obtenemos un complejo de co-cadenas. Estas dos construcciones son isomorfas

por la adjuncion libre-olvido entre grupos abelianos y conjuntos.

Ahora vamos a establecer el que hecho que para objetos simpliciales la nocién geométrica
de homotopia simplicial dada por la Definicion [2.3.6/ o en la Observacion [2.3.9] es equivalente
a la nocién combinatoria de homotopia dada por P. May en [May67]]. En general esto se toma
por sabido y el Unico bosquejo de demostracién que encontramos en la literatura para el caso

de conjuntos simpliciales estd en [Fdm12]]

Proposicion 2.3.21. Dada M una categoria con coproductos pequefios, dados X,Y € sMy
/
dados dos morfismos simpliciales X :g; Y, entonces el dato de una homotopia simplicial h de

f a g corresponde a dar morfismos h; : X,, = Y, para0 <7 < nytodon > 0 tal que:
doho = gn

dn+1hn = .fn
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hj1di, <]

dihj -
hjdi—l, 7> j +1
djtrh; = djtihj
hj+13i, 1< J
Sihj =
hjsi—1, 1> ]

Demostracién. Dada una homotopia simplicial A' ® X 1Y de f a g, por definicién tene-
mos que (A!' ® X),, = > X7. Podemos describir explicitamente los morfismos en Al =

oceAl
A([n], [1]) como sigue. Llamemos ¢ € Al al morfismo dado por:

‘ 0 sijg<uq
T\
a'(j) =
1 sij>i
para —1 < i < n. Se sigue que si 0 < i < n entonces 0! = s%. .. s 1. 71 Ademds
ol =d% .. 5"y o =d's®- . s"!. Llamemos h?' : X' — Y, alarestriccién de h,, a la

copia o? de X,,. Dado que h es un morfismo simplicial se sigue que d;h? = hiifq)di y sihy =

. dl
h;ﬁ)si para todo 0 < 7 < n. Recordemos que los dos morfismos A —= A! estdn dados por
d0
post-composicion, i.e. estos mandan el Gnico morfismo s € A([n],[0]), s = s%---s"tadlsy

d"s respectivamente. Definamos h; : X,, — Y, por h; = hZiHSi para 0 < ¢ < n. Se sigue
de la definicién de homotopia simplicial que h;fl = g,y h¢" = f,. Ahora calculemos las

identidades de la afirmacién:
doho = dOhZOﬂSO = hZO(UO)dOSO = hio(ao) = Gn

Donde para la dltima igualdad notar que dy(0°) = s'---s"d® = d°s%- .- 5" = o~ por las

identidades cosimpliciales. Similarmente:
" dn " — pdn ") —
dysrhy = dpi1hS 80 = heE +1(o )dann = hd y1(o™) _ fn
como d,y1(0") = 8- s" 1M = @ts - 5" = 6™ Sii < j calculemos:

dihj = d;h? 1 s; = W dis; = S s, yd; = hy_qd,
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como d;s; = s;_1d; y di(07) = s¥ -+ T I o gndl = g0 TR0 g = gd T i < g

Si¢ > j + 1 entonces:
dihj = hzi(aj)dei,1 = hjdi,1

pues di(07) = 0. .. g7 gi Tl o gndt = 0. 5i71gd L g"7h = T sii > j + 1 por las iden-
tidades cosimpliciales. También d;,1h; = d;j;1h;41 por un cdlculo similar, uno chequea que
dj+1(07) = dj1(07tt) = o7 Finalmente, calculemos:

Sihj = SihZ:_lsj = thSiSiSj
Sii < j entonces 0/s' = o9y s;5; = s;.15; mientras que si i > j entonces o?s’ = o7 y
s5i5; = 55,1 luego obtenemos todas las identidades.
Reciprocamente, dados los morfismos h; : X,, — Y,,.1 para 0 < ¢ < n satisfaciendo todas las

identidades, entonces definimos hfl =gny hgi = d; 1h; para0 < ¢ < n. Estas construcciones

son mutuamente inversas:

ot ot ot
di+1hn+15i = hn di+15i = hn

di+1hi5i = di+1hi+131‘ = di+15ihz’ =h;

Donde en el primer célculo recordemos que d; 1 (c*) = . Por tanto solo necesitamos chequear

que los morfismos h;i = d, 41 h; satisfacen las identidades simpliciales d;h{ = hii_(i)di y sihg =

hfjﬁ)si para todo 0 < i < n. Por ejemplo, si i < j entonces:

d:h? = didj 1 h; = djd;h; = djh;_yd; = b d; = h%)d,
El resto de las identidades se dejan como ejercicio. [

f
Proposicion 2.3.22. Dada una categoria abeliana A, morfismos simpliciales X —=Y y una

g
homotopia simplicial de f a g dada por h; : X,, — Y, .1 para0 < i < n. Entonces la homotopia
simplicial induce una homotopia de complejos entre los morfismos asociados de complejos de

cadenas.

2.4. El grupoide fundamental de un conjunto simplicial

En esta subseccion describimos la categoria fundamental y el grupoide fundamental de un

conjunto simplicial introducidos en [GZ67].
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Proposicion 2.4.1. El nervio de una categoria (ver Ejemplo[2.1.9) es 2-coesquelético, es decir

se tiene un isomorfismo NC ~ cosky NC.
Corolario 2.4.2. Dado un conjunto simplicial X, existe un isomorfismo t;X ~ T;skoX.

Ahora podemos calcular una presentacion de la categoria fundamental de un conjunto sim-

plicial.

Proposicion 2.4.3. Sea X un conjunto simplicial, entonces T;X es un cociente de la categoria

. do , .

libre en el grafo X; —= Xy mddulo las relaciones diz = dpx o dex parax € Xy y soxr = 1,
d

1

para x € X,.
Proposicion 2.4.4. El funtor nervio Cat NS es plenamente fiel.

Ahora podemos describir también el grupoide fundamental de un conjunto simplicial. Este
es por definicién el adjunto a izquierda al funtor nervio restringido a los grupoides es decir,

S—>Grpd .
5§ — Grp

Proposicion 2.4.5. Sea X un conjunto simplicial, entonces 7, X es el cociente del grupoide libre
d
en el grafo X, _>TO> Xy médulo las relaciones dyx = dyx o dox para x € X5y spx = 1, para
1
T € Xo.

Proposicion 2.4.6. Sean X e Y conjuntos simpliciales, entonces hay un isomorfismo canénico

T1(X x Y) = 11X x 11Y. Lo mismo vale para el grupoide fundamental.
Demostracion. Ver [[GZ67] o [JTOS]. O

Ahora probemos que el funtor grupoide fundamental es en realidad un 2-funtor cuando se

considera sS como una 2-categoria de forma natural.

Ty

Observacion 2.4.7. Recordemos que tenemos la adjuncién sS — Cat . El funtor categoria
N

fundamental Ty preserva productos por la Proposicién[2.4.6]y ambas categorias son monoidales

con el producto cartesiano, por lo tanto se induce una adjuncién de cambio de base:

(Tl)*

sS-Cat 2-Cat

*

i.e. toda categoria simplicial determina una 2-categoria (también conocida como una categoria

enriquecida en categorias) y viceversa. Mds aun, si C es una categoria simplicial, entonces la
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2-categoria asociada (13 ).C que para abreviar denotamos por C, tiene los mismos objetos y sus

homs estdn dados por C2(X,Y) = 71(C(X,Y)) donde C(X,Y) es el hom simplicial.
Proposicién 2.4.8. El grupoide fundamental determina un 2-funtor sS, — Grpd .

Demostracion. Recordemos que dado un morfismo simplicial X —f>H , entonces este indu-
ce un funtor mX iﬂrl‘é . Dado un 1-simplex -2y € X, entonces f.(c) estd repre-
sentado por f(x) 1) f(y) € mY, donde por abuso de notacion denotamos por f al mor-
fismo simplicial en todos los grados. Ahora supongamos que tenemos dos morfismos sim-
pliciales X #Y y una homotopia simplicial » : f = ¢. Entonces tenemos morfismos
h; + X, — Y, 11 para 0 < i < n que satisfacen las identidades de la Proposicién [2.3.21] Dado
x € Xy, definimos h, como hy(z) € Y;. Como d1hy = foy doho = go, esto da un 1-simplex

f(x) Lo g(x) . Tenemos que chequear que el siguiente diagrama conmuta en 7, Y:

Pero tenemos los siguientes 2-simplices en Y dados por la homotopia simplicial:

fz) Fo) fy)
ot N,
ho(o)

9(@) g(o) 9()

Estos 2-simplices muestran la conmutatividad del cuadrado en 7Y y obtenemos una transfor-
mation natural h, : f, = ¢,. Ahora dado un morfismo simplicial w : A? x X — Y tal que
dow = I, dyw = h" 'y dyw = h. Entonces por un argumento similar al de la Proposicién[2.3.21]
obtenemos un morfismo wy : Xy — Y5 tal que dowy = hy, dywy = hy y dawy = hy. Se sigue

que wy(z) € Y5 testifica que k), = h!, o h,, por lo tanto obtenemos un funtor:
T1(s8(X, §)) — Grpd(m X, mY)

La compatibilidad con la composicién horizontal es trivial y por lo tanto obtenemos un 2-

funtor. L]
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Observacion 2.4.9. La 2-categoria sS; tiene mucha informacién homotdpica, primero sus ob-
jetos y morfismos son los mismos que los de sS y observemos que una equivalencia simplicial
homotdpica, i.e. un par de morfismos simpliciales Y <—§_> X tales que gf ~ 1xy fg ~ 1y
(simplicialmente homotdpicos), es una equivalencia en esta 2-categoria. En efecto estas son
exactamente las equivalencias si X y Y son conjuntos simpliciales buenos (es decir, complejos

de Kan) como veremos después, pues en ese caso uno puede componer homotopias simpliciales.

Ahora damos otra caracterizaciéon del grupoide fundamental de un conjunto simplicial en
términos de su categoria de simplices. Mostraremos que la categoria de revestimientos simpli-
ciales es equivalente a la categoria de acciones (a derecha) del grupoide fundamental. Estos
resultados, aunque no serdn usados en este trabajo, estan en paralelo con las equivalencias de
revestimientos de un espacio topoldgico (bueno) y acciones de su grupoide fundamental (clasi-

co).

Teorema 2.4.10. Dado un conjunto simplicial X, consideremos 7 X su grupoide fundamental
y G 'y el grupoide libre sobre la categoria de elementos de X, entonces hay una equivalencia

de grupoides m; X ~ G T'y.

Definicién 2.4.11. Un morfismo de conjuntos simpliciales & —> X se llama un revestimiento

simplicial si cualquier cuadrado conmutativo tiene un dnico llenado:

A== ¢

Ell 7
kl P g Lp
Ve

o o2 . . .« . P . . .
Proposicion 2.4.12. Un morfismo de conjuntos simpliciales &€ — X es un revestimiento sim-

plicial si y solo si para todo « : [n] — [m] el siguiente cuadrado es un pullback:

E,*~E,

Pm \L \J/Pn

Recordemos que hay una equivalencia de categorias S&™ /X ~ ST « dada por mandar un

morfismo & —2> X al funtor definido por &(z) = {e € E, | pe = x} con A" 2= .

Teorema 2.4.13. Hay una equivalencia entre la categoria de revestimientos simpliciales y la

categoria de conjuntos con una accién a derecha del grupoide fundamental, i.e. S™ 9,
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2.5. La estructura de modelos de Quillen

Ejemplo 2.5.1. Definimos para 0 < k£ < n el cuerno simplicial como el coegalizador:

n—2 > n—1 n

I I
0<i<j<n 0<i<n
ik, 2k ik

Este es un subcomplejo de A™ generado por sus caras d' para i # k. Un morfismo A} == X
estd dado por (zg, ..., Tk 1,9, Ti1,...,Ty) conx; € X, tal que z;d’ 1 = z;d" sii < j. Por

ejemplo para n = 2 sus realizaciones geométricas son los siguientes subspaces of |A?|:

A31= L A1 A A31= A

Definicién 2.5.2. Un conjunto simplicial X es un complejo de Kan si cada cuerno tiene un

relleno, i.e. para todo 0 < k < n podemos llenar este diagrama con el morfismo punteado:

A} —X
\L" 4
/
s 3
AT’L
Esto es, dados (2o, Z1, ..., Tk—1, &, Tki1, -y Tn), T € X, tales que z;d? 1 = x;d" parai < j,

i,j # k, existe x € X, tal que z; = xd".

Ejemplo 2.5.3. Para cada espacio topoldgico X, S(X) es un complejo de Kan. Esto se sigue

por la adjuncion,

AP —= 5(X) ARl — X
7 ~— %
‘L" v /3 =

y dado que la realizacién geométrica preserva colimites, |A}| es el subespacio de |A™| dado
por el cuerno geométrico, este subespacio es claramente un retracto, luego existe un morfismo

punteado.

Definicion 2.5.4. Mas generalmente dados conjuntos simpliciales X, Y, entonces un morfismo
simplicial X S, Y es una fibracion de Kan si y solo si el morfismo tiene la propiedad de

levantamiento a derecha con respecto a las inclusiones A} < A", es decir:

il
A" —7
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Un morfismo simplicial X =N Y se dice una fibracion de Kan aciclica si y solo si el morfismo
tiene la propiedad de levantamiento a derecha con respecto a la inclusion OA"™ —= A" | es
decir:
OA" —X
7

ARy
Ay

Un complejo de Kan X se dice aciclico si y solo si el morfismo X — * es una fibracién de Kan

trivial.

Proposicion 2.5.5. Un morfismo simplicial X g Y es una fibracién de Kan aciclica si y solo
si el morfismo tiene la propiedad de levantamiento a derecha con respecto a todos monomorfis-

mo, i.e. para cada inclusién £ C X, tenemos:

L—:x
\L\//H ‘J/f
X—Y

Proposicion 2.5.6. Una fibracién de Kan aciclica X —f>1j es una equivalencia homotdpica

simplicial.

Ejemplo 2.5.7. Dada C una categoria, entonces cada cuerno interno de NC tiene un unico
relleno, i.e. para todos los cuernos A} con 0 < k < n. NC es un complejo de Kan si y solo si C

es un grupoide.

Proposicion 2.5.8. Sea X un complejo de Kan, entonces T;X ~ ;X y es el siguiente grupoide:
sus objetos son los vértices de X, un morfismo ¢ : x* — y es un 1-simplex ¢ € X; tal que
dio = x,dpoc = y mdbdulo la relaciéon de homotopia o ~ ¢’ si y solo si hay un 2-simplex

w € Xy tal que dyw = 0, dow = 0, dow = Soy.

Ejemplo 2.5.9. Dado un poset P, consideremos el poset nd P de cadenas finitas inyectivas
ordenadas por la inclusion, denotamos sus elementos [ag, . . ., a,], i.e. una cadena ay < a; <

- < ap, con a; # aj parai # j, a; € P. Esto es equivalente al poset de simplices no
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degenerados de N'P. Por ejemplo para P = [2], entonces nd|2] es el siguiente poset:
[0] —[0,1]

1]

AX

\
0,2] — 0,1, 2]
/

2] —[1,2]

Esta construccién es funtorial, es decir un morfismo de posets P — Q induce un morfismo
ndP — ndQ (precaucion: una cadena inyectiva debe ser mapeada a una cadena inyectiva).
También, hay un morfismo natural nd®P w_ 9 llamado el morfismo del tltimo vértice, estd
definido por lv[ag, . . ., a,] = ap.

Entonces, la subdivision baricéntrica de A" se define como el nervio del poset de simpli-
ces no degenerados de A", i.e. sd A" = Nnd [n]|. Tenemos un morfismo del dltimo vértice
sd Am 22 AR y es facil ver que es epimorfo. Por ejemplo, la realizacién geométrica de sd A2

es la siguiente subdivision:

2]

[0, 2] 1,2]

o o1 [

Entonces podemos extender la subdivision baricéntrica a conjuntos simpliciales por la construc-
cion estandar. Tenemos un objeto cosimplicial A .88, por lo tanto obtenemos una adjun-
.. sd 2 [nleA n . n
cién s§ —= sS . Tenemos férmulas sd X = [ X, -sdA™ = ctherlC sd A" y Ex(X),, =
Ex n—
hom(sd A", X). El morfismo del dltimo vértice se extiende a un morfismo natural sd X 2> X
para todos los conjuntos simpliciales y adjunto a éste tenemos un morfismo X s Ex(X) , estd

dado por precomposicion con el morfismo del dltimo vértice, por lo tanto 5 es mono. Dado un

conjunto simplicial X, consideremos el diagrama
2 —L Bx(X0) =% Bx3(X) L~ . .
Entonces definimos Ex*°(X) como el colimite del diagrama, luego
Ex*(X),, ~ co}ﬁim Ex"(X), ~ co}ﬁim hom(A™ Ex"(X)) ~ collim hom(sd*A", X)
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i.e. un n-simplex de Ex*°(X) estd dado por un morfismo simplicial de una subdivision baricén-
trica sucesiva de A™ a X. El funtor Ex* se llama el reemplazo fibrante de Kan. Por ejemplo

sd Al es el nervio de un poset:

0]
N
[0,1]
/
[1]
Por lo tanto dada una categoria C,

Ex(NC), = hom(sd A', NC) ~ Cat(nd [1],C)

entonces es el conjunto de spans de la categoria. Mas generalmente, Ex>(NC); esta dada por

el conjunto de zig-zags de morfismos en la categoria.

Teorema 2.5.10. Para cualquier conjunto simplicial X, Ex**(X) es un complejo de Kan y el
morfismo X LFEXOO(DC) es una equivalencia débil (natural en X). Mds atn, Ex*™ preserva

limites finitos y O-simplices.
Definicion 2.5.11. Dados X, Y conjuntos simpliciales, un morfismo simplicial X . Y sedice:

1. una cofibracion si es un monomorfismo.
2. una fibracion si es una fibracion de Kan.

3. una equivalencia débil si su realizacion geométrica |X| L |Y| es una equivalencia dé-
bil.
Observacion 2.5.12. De hecho uno puede definir las equivalencias débiles sin el uso de la

realizaciéon geométrica. Se pueden definir de forma “combinatoria” los grupos de homotopia de

un complejo de Kan y con los funtores de Kan Ex* extender a todos los conjuntos simpliciales.

Teorema 2.5.13. La categoria de conjuntos simpliciales sS junto con las clases especificadas
de cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles como en la Definicién [2.5.11| forman una

categoria de modelos en el sentido de [HA].

Observacion 2.5.14. La categoria homotdpica H = Ho(sS) estd dada por invertir formalmente
todas las equivalencias débiles. Por un teorema de Quillen, esta categoria tiene por objetos
conjuntos simpliciales y los hom-set H (X, Y) se pueden calcular como el conjunto de morfismos

sS(Ex*(X), Ex*°(Y)) médulo homotopia simplicial.
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3. Teoria de topos

En este capitulo recordamos algunos hechos bésicos de la teoria de topos, damos algunos
ejemplos y técnicas relevantes para capitulos posteriores. La referencia principal que seguimos

es [SGA4-1,SGL].

3.1. Sitios y haces

Notacion 3.1.1. En esta seccién hacemos el siguiente abuso de notacién dado por Grothendieck:
identificamos un funtor representable con el objeto que este representa, este abuso se justifica

por el Lema de Yoneda. Por lo tanto dado U € C, denotamos U = C(—,U) : C? — S.

Definicion 3.1.2. Dada C una categoria y U € C un objeto, una criba en U es un subfuntor

S C U donde U denota el representable por U de acuerdo a la notacién previa.

Observacion 3.1.3. Una criba en U puede ser caracterizada de forma explicita como una co-

lecciéon S de morfismos con codominio U que son cerrados por pre-composicién con cual-
. . . ! h .

quier morfismo, i.e talque si V——U € Sy W —=1V es cualquier morfismo, entonces

w- U es.

Definicion 3.1.4. Un sitio estd dado por una categoria C equipada con una topologia J. Una
topologia en una categoria consiste de un conjunto de cribas J(U) para cada U € C, llamadas

cribas cubrientes tal que se cumplen los siguientes axiomas:

(T1) U es una criba cubriente, i.e. la criba maximal U € J(U).

(T2) (estabilidad por cambio de base) si S C U es una criba cubriente y V' "o U es cual-
P y

quier morfismo, entonces h*(S) = S x V es una criba cubriente de V. Recordemos que
U

h*(S) es la siguiente criba h*(S)(W) = { W —L=V | hf € S}.

(T3) (caracter local) Si R C U es una criba cubriente, y S C U es una criba tal que para todo

v-2l.U ¢ R, f*(S) C V es una criba cubriente, entonces S es una criba cubriente.

Definiciéon 3.1.5. Dada C una categoriay U € C. Un conjunto de morfismos {f; : U; — U |i €

I'} con codominio U determina una criba generada:
SV)y={f:V —=U|f= fih paraalgin i}
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Si (C, J) es un sitio, decimos que un conjunto of morfismos {f; : U; — U |i € I} con codomi-

nio U es una familia cubriente si la criba generada es una criba cubriente.

Alternativamente, uno puede definir una topologia definiendo las familias cubrientes que

satisfacen algunos axiomas.

Definicion 3.1.6. Dada C una categoria, una pre-topologia consiste de conjuntos Cov(U) for
each U € C de familias (i.e. conjuntos indexados) de morfismos { f; : U; — U | i € I} llamadas

familias cubrientes tales que:

(PTI) S1 V I U esun isomorfismo, entonces { f : V' — U } es una familia cubriente of U.

(PT2) (Estabilidad por cambio de base) Si {f; : U; — U|i € I} es una familia cubriente y
V > U es cualquier morfismo, existe una familia cubriente {g; : V; — V| j € J} de
V, una funcién ¢ : J — I, y morfismos V; Ny U,(j) tales que el siguiente diagrama
conmuta
Vj X Usp(j)
gji |few
V—s=U
(PT3) (Caracter local) Si {f; : U; — U |i € I} es una familia cubriente, y para cada ¢ € [ tene-
mos una familia cubriente {g; ; : U; ; — U; | j € J; }, entonces lafamilia { fig; ; : U;; = U |j € J;, i € .

es cubriente.

Una pre-topologia es llamada una topologia si ademas satisface:

(R) (Cerrada por refinamientos) Si {f; : U; — U |i € I} es una familia tal que existe una
familia cubriente {g; : V; — U |j € J}, una funcién J > I y morfismos V; ] Uy ()

tales que g; = f,(j)h;, entonces { f; : U; — U |i € I} es una familia cubriente.

Ejemplo 3.1.7. Si C = O(B) es el poset de subconjuntos abiertos de un espacio topoldgico
B, entonces dado U abierto, una criba S C U es una coleccién de subconjuntos abiertos de
Utalquesi Vestaien Sy W C V entonces W estd en S, i.e. una coleccién de subconjuntos
abiertos cerrada por subconjuntos. En esta categoria la topologia se define de la siguiente forma.
Una criba S C U es una criba cubriente si y solo si U = VLéSV. Alternativamente, podemos

definir la topologia con familias cubrientes, una familia cubriente (U; — U); es una tal que

U= AU]Ui- Esta es llamada la topologia de los cubrimientos por abiertos en O(B).
1€
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Ejemplo 3.1.8. DadaC = Ringsjc’.’p. la categoria dual a la de los anillos finitamente presentados,
entonces definimos una familia ( R — R; ); como una cubriente si R; = R[f; '], el morfismo
es la localizacin canénica en f; € R, y también 1 = > a; f;. Esto define una pre-topologia y

el sitio asociado es el sitio Zariski.

Definicion 3.1.9. Dada una categoria C y dos topologias .J, J’, decimos que .J es mas fina que

J'si J' C J,i.e. cadacribaen J' estd en J (J tiene mas cribas que J').

Ejemplo 3.1.10. Dada C una categoria pequeiia, definimos una topologia, la topologia discreta,

declarando que cualquier criba es una criba cubriente, esta es la topologia mas fina.

Ejemplo 3.1.11. Dada C una categoria pequea, definimo la topologia cadtica, declarando

J(U) = {U}, esta es la topologia mds gruesa.
Proposicion 3.1.12. Vale lo siguiente:
1. Si R C S C Uy R es una criba cubriente entonces .S es cubriente.

2. Si tenemos una criba cubriente R C U y para todo V .U € R tenemos una criba
cubriente Sy C V/, entonces la composicién de cribas Ro S = {fog|f € S, g € Ss}es

una criba cubriente.

3. Si R, S C U son cribas cubrientes, entonces R x S C U es cubriente.
U

4. El conjunto J(U) de cribas cubrientes de un objeto U es una poset cofiltrante con respecto

de la inclusion.

Proposicion 3.1.13. Dada C con una pretopologia, definimos Covg(U) como las familias que
tienen un refinamiento en Cov(U). Entonces esto define una topologia, i.e. una pre-topologia

cerrada por refinamientos.

Teorema 3.1.14. Dado un sitio (C, J). Declaramos una famila como cubriente si la criba aso-
ciada es una criba cubriente. Esta definicién nos da una categoria con una pre-topologia (la cual
es en efecto una topologia, i.e. es cerrada por refinamientos).

Reciprocamente, dada una categoria C con una pre-topologia, uno obtiene una topologia al to-
mar como cribas cubrientes las que tienen un refinamiento por una familia cubriente. Las cribas

generadas por familias cubrientes Jcoy(U) son iniciales en J(U) para todo U € C.
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Denotamos by PSh(C) the categoria de prehaces para un sitio pequefio, i.e. la categoria S

de funtores contravariantes con valores en conjuntos.

Definicién 3.1.15. Dado un sitio (C,.J), un prehaz F' es un haz si para toda criba cubriente

R C U el morfismo natural
PSh(C)(U, F) —PSh(C)(R, F)
es una biyeccion.

Dado (C, J) un sitio pequefio, denotemos Sh(C, J) la categoria de haces, una subcategoria

plena de la categoria de prehaces PSh(C).

Proposicion 3.1.16. Dado un sitio definido por una pre-topologia, las siguientes son equivalen-

tes:
1. F esun haz.

2. El morfismo natural F'(U) — ; Vlin[} . F(V') esuna bijeccion para toda criba cubriente
V=Ue

RCU.
3. El siguiente diagrama es un egalizador para cada familia cubriente (U; Ty )i :
FU)— ]:[F(U,) —_= R[F(Uz >(; U,)
es decir, dadas secciones compatibles s; € F'(U;) parai € I, existe una tnica seccion
s € F(U) tal que f7(s) = s;.

En otras palabras, F' es un haz para una pre-topologia si y solo si es un haz para la topologia

generada.

Teorema 3.1.17. (Construccién de topologias) Dada C una categoria pequefia y F una familia

de prehaces, entonces existe una topologia donde S C U es una criba cubriente si y solo si para

toda V I U el morfismo

PSh(C)(V, F)) —=PSh(C)(f*(5), F)
es biyectivo para todo [’ € F. Esta es la topologia mas fina tal que todo F' € F es un haz.
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Corolario 3.1.18. Dada C una categoria pequefa, existe una topologia llamada la topologia

candnica, es la topologia mas fina tal que los representables son haces.

Definicién 3.1.19. Una topologia J se dice subcandnica si todos los representables son haces

para .J, o equivalentemente si J estd incluido en la topologia candnica.

Ahora queremos construir un haz asociado a un prehaz de forma universal, primero defini-

mos el siguiente funtor:

LF(U) = gg}l(%l) PSh(C)(R, F)

Este es un colimite filtrante de conjuntos y en el caso que tenemos una pre-topologia, recorde-
mos que Jo,, C J es cofinal, por tanto podemos tomar el colimite con respecto a las familias
cubrientes, luego una seccion s € LF(U) esta dada por una familia compatible de secciones
s; € F(U;) para una familia cubriente (U; — U); , médulo una relacién de equivalencia dada
por refinamiento. Se tiene un morfismo natural F' L LF.El prehaz LF' no es en general un

haz, sin embargo si aplicamos de nuevo esta construccion entonces L?F es un haz.

Teorema 3.1.20. Hay una adjuncién Sh(C, J) i PSh(C, J) , donde el adjunto a izquierda a
es llamado el haz asociado e 7 es la inclusién canénica. Mds adn el haz asociado es exacto a

izquierda (i.e. preserva limites finitos).

Usualmente se denota por F al haz asociado de un prehaz F'.

3.2. Propiedades de exactitud de los topos

Definicién 3.2.1. Un topos £ es una categoria equivalente a una categoria de haces sobre un

sitio pequeiio (C, J).

Ejemplo 3.2.2. 1. Si B esun espacio topoldgico , entonces £ = Sh(B) la categoria de haces

con respecto a la topologia de los cubrimientos por abiertos es un topos.
2. Si (C, J) es un sitio pequefio, entonces £ = Sh(C, J) es un topos por definicion.

3. Si C es cualquier categoria pequefia, entonces & = PSh(C) = S es un topos, llamado

un topos de prehaces.
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4. Si (C, J) es el sitio Zariski del Ejemplo [3.1.8} entonces £ = Sh(C, J) es un topos. Ade-

mds, la categoria de esquemas sobre Z es una subcategoria plena de este topos.
5. La categoria S de conjuntos es un topos.

6. Sea I' la categoria con dos objetos y dos morfismos paralelos V' :S; E', entonces la ca-
t

tegoria de grafos dirigidos Grph = S'™” es un topos de prehaces.

7. Sea 2 la categoria con dos objetos y un morfismo entre ellos, entonces la categoria de

funciones S* es un topos.

8. Sea A la categoria de los ordinals finitos no vacios y morfismos las funciones que preser-
van el orden, entonces la categorfa de conjuntos simpliciales sS = S»” es un topos de

prehaces.

9. Sea GG un grupo, consideremos la categoria GG con un objeto * y Hom(x, ) = G con la
multiplicacién del grupo como la composicién. Entonces la categoria S (resp. S%) i.e.
la categoria de conjuntos con una accién accién a derecha (resp. a izquierda) de G es un

topos de prehaces.

Observacion 3.2.3. En la definicién de un topos, es importante que el sitio sea pequefio, sin
embargo en la prictica uno puede trabajar con sitios grandes si estos tienen un conjunto de

"generadores topoldgicos’ [SGA4-1][Exposé 11, 3.0.1].

Definiciéon 3.2.4. Dado (C, J) un sitio (posiblemente grande), entonces una familia de genera-
dores topoldgicos de C es un conjunto de objetos G en C, tales que para todo U € C, existe una

familia cubriente (U; —U); con U; € G paratodoi € I.

Si tenemos una familia de generadores topoldgicos, entonces la categoria de haces es legi-
tima (i.e. tiene hom-sets pequefios) y uno puede construir el haz asociado. También podemos
tomar la subcategoria plena determinada por sus objetos como un sitio pequefio, y este serd un

sitio pequefio para el topos de haces.

Definicién 3.2.5. Dado C“—~D una subcategoria se dice reflectiva si es plena y si la in-
clusion tiene un adjunto a izquierda r - ¢. Esto es equivalente a tener una adjuncion tal que la

. . Ec . . . .
counidad 7i(c) —— ¢ es un isomorfismo natural. El adjunto a izquierda r se llama reflector.
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Ejemplo 3.2.6. Dado (C, J) un sitio pequeo, la adjuncién Sh(C, J) i PSh(C, J) haceala

categoria de haces una subcategoria reflectiva de la categoria de prehaces.

Lema 3.2.7. Dada C i D una subcategoria reflectiva y supongamos que D es completa y

cocompleta, entonces:
1. 7 crea los limites en C (ver Definicion [1.1.27)).

2. Los colimites en C se calculan como sigue. Tomamos el colimite en D y le aplicamos el

reflector r.

Definicion 3.2.8. Dada C una categoria cerrada por colimites pequefios y limites finitos, deci-
mos que los colimites son universales si dado un morfismo f : X — Y yun funtor Z : I — C
desde una categoria pequena / con un morfismo g : c?éilm Z; — Y, entonces el siguiente mor-
fismo candnico es un isomorfismo:

colim (X X Z;) — X X (colim Z;)
i€l 1% y el

Podemos restringir esta definicion de la manera obvia a los colimites de un tipo particular, por

ejemplo coproductos o coegalizadores.

Definicion 3.2.9. Dada C una categoria, un objeto inicial () € C es un objeto con un tnico
morfismo (¢ X para todo X € C. Un objeto inicial ()¢ es estricto si cualquier morfismo

X — (¢ es un isomorfismo.

Definicién 3.2.10. Dada C una categoria, y \; : X; — X con ¢ € [ un coproducto, es decir
X ~ > X;. Decimos que los coproductos son disjuntos si \; es un monomorfismo para todo
i€l
i € I, ydadoi # j, el pullback X; x X; es un objeto inicial.
X

Definicion 3.2.11. Dada C una categoria y X € C un objeto, una relacién de equivalencia en

X es un objeto R junto con dos morfismos R % X tal que para todo Z € C la funcién:

C(Z,R) —C(Z,X) x C(Z,X)

define una relacién de equivalencia en el conjunto de morfismos C(Z, X).
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Ejemplo 3.2.12. Dada C una categoriay f : X — Y un morfismo, y supongamos que el
siguiente pullback existe:

Ry X
n e

Ppo
Entonces Ry —= X es una relacion de equivalencia, llamada el kernel pair de f.
P

Definicion 3.2.13. Dada C una categoria y un morfismo X Ly , decimos quet f es un epi-
morfismo efectivo si el kernel pair Ry %; X existey f es el coegalizador de su kernel pair.
Decimos que un epimorfismo efectivo f es universal si su pullback a lo largo de cualquier
morfismo es un epimorfismo efectivo.

Decimos que f es un epimorfismo regular si f es un coegalizador de cualquier par de morfis-

mos.

Observacion 3.2.14. Trivialmente un epimorfismo efectivo es un epimorfismo regular y un
. . L. f : :
epimorfismo regular es un epimorfismo. Ademads, si un morfismo X — Y tiene un kernel pair

y es un epimorfismo regular entonces también es efectivo.

Po . . . .
Definiciéon 3.2.15. Dada C una categoria y R —= X una relacién de equivalencia, decimos
P

po
que es efectiva si R —= X is the kernel pair de un morfismo X Ty ,y f es un epimorfismo
jat

. . . Po . . . . .
efectivo, i.e. f es el coegalizador de R —= X . Decimos que la relacion es universal si ademas
p1

f es un epimorfismo efectivo universal.

Definicion 3.2.16. Dada C una categoria y un conjunto de objetos (X;);c; de C, decimos que es
un conjunto de generadores si para todo X € C, la familia de todos los morfismos x : X; — X
for ¢ € I es una familia epimorfa. En otras palabras, si dos morfismos X % Y son tales que
fr = gz para toda morfismo z : X; — X paratodot € I, entonces f = g.

Un conjunto de generadores se llama denso si dado X € C un objeto, entonces X =~ xc)cglgr}( X;

donde el colimite es sobre la categoria de todos los morfismos =z : X; — X parat € [ y un

morfismo (x;, X;) — (2, X;) en esta categoria es una flecha f : X; — X, tal que z; = fux;.

Teorema 3.2.17. (Propiedades de exactitud de un topos) Dado (C, J) un sitio pequefio, consi-

deremos la adjuncién del haz asociado Sh(C, J) <_L> PSh(C, J) , entonces:
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10.

11.

12

. a conmuta con colimites y con limites finitos.

Sh(C, J) tiene colimites y estos se calculan al hacificar el colimite de prehaces.
Sh(C, J) tiene limites y estos se calculan punto a punto como en el caso de los prehaces.

Para cada haz F, F' = (cgl)ir? U, en particular Sh(C, J) tiene un conjunto pequefio de
z,U)el'r

generadores densos.

. Todo morfismo tiene una factorizacién epi-mono, i.e. como un epimorfismo seguido por

un monomorfismo.

Si F—+ @G es mono y epi, entonces es iso.

Sh(C, J) tiene un objeto inicial estricto.

Los coproductos son disjuntos.

Los colimites son universales.

Toda familia epimorfa es efectiva y universal.

Toda relacion de equivalencia es efectiva y universal.

Los colimites filtrantes conmutan con los limites finitos.

Definicion 3.2.18. Dada una categoria £ y un objeto X € &, entonces un subobjeto de X esta

f p - . .
dado por un monomorfismo Y>— X mddulo la relacién de equivalencia donde dos monos

f ~ g siy solo si existe un isomorfismo h : Y — Z tal que f = gh. Esto forma una coleccién

posiblemente grande Subg(X). Ademds, existe un orden parcial donde [f] < [g] si y solo si

existe un morfismo h : Y — Z tal que f = gh (notar que si [f] < [g] y [g] < [f] entonces

/] =

[g]). Nos referimos a Subg(X) con este orden parcial como el poset de subobjetos

(posiblemente grande) de X.

Teorema 3.2.19. Dado £ un topos y X € £ un objeto, entonces Subg (X)) es un poset pequefio.

Proposicion 3.2.20. (Reconocimiento de cubrimientos) Dados (C, J) un sitioy (U; i U)i

. o . . . fi .
una familia en C. Entonces esta es una familia cubriente si y solo si (U; —— U); es una familia

epimorfa en los haces.
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Teorema 3.2.21. (Teorema de Giraud) Dada £ una categoria, entonces son equivalentes:
1. &€ es un topos.

2. Existe una categoria pequefia C y £ es una subcategoria reflectiva de S con reflector

exacto a izquierda.

3. a) & tiene limites finitos.
b) & tiene todos los coproductos pequefios, estos son disjuntos y universales.
¢) Toda relacién de equivalencia es efectiva y universal.

d) & tiene un conjunto de generadores.

Observacion 3.2.22. Observemos que para nosotros una categoria C tiene hom-sets pequefios
por definicion, una condicién que algunos autores excluyen y llaman una categoria localmente
pequeia si esto se cumple. Aca no adherimos a esta notacién. Esta condicidn es necesaria para
aplicar el Teorem de Giraud (y la mayoria de los teoremas en la teoria de categorias). Esto es,
si tenemos una categoria ilegitima (por ejemplo si sus hom-sets no son pequeiios) el teorema es

falso.

Teorema 3.2.23. Dados £ un topos y X € &, entonces la categoria slice £/ X es un topos.

3.3. Morfismos geométricos

Definicion 3.3.1. Dados &, F topos, entonces un morfismo geométrico & 1 F estidado
por un par de funtores adjuntos f* = f,
E=—=F
I+

tal que f* es exacto a izquierda. Notemos que la direccién estd dada por la imagen directa f,,
que va en la "direccion geométrica".

Dados f,g : &€ — F dos morfismos geométricos, una transformacién geométrican : f = ¢
estd dada por una transformacién natural n* : f* = ¢*. Denotemos por Topg la 2-categoria

(ilegitima) de topos.
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Observacion 3.3.2. Un funtor entre topos que preserva colimites siempre tiene un adjunto a
derecha, luego para definir un morfismo geométrico & J_ F es suficiente con dar un funtor
exacto a izquierda que preserve colimites F EAY (y luego elegir a un adjunto a derecha, unico

salvo isomorfismo).

Ejemplo 3.3.3. 1. Si X 7V es una funcién continua entre espacios topoldgicos enton-

ces obtenemos un morfismo geométrico Sh(X) J. Sh(Y') . De hecho el reciproco es
cierto al menos para espacios hausdorff (mds generalmente para espacios sobrios), un
morfismo geométrico entre espacios topologicos hausdorff proviene de una funcién con-
tinua (salvo isomorfismo natural). Para ver esto notar que los subobjetos del haz terminal
es el poset de abiertos y dado Sh(X) N Sh(Y’) un morfismo geométrico, entonces
f* preserva subobjetos pues es exacto. Definimos X Ty por f(x) = y siy solo si

xz € f*(V)paratodo V > y.

2. Si & = Sh(C, J) entonces la inclusién en los prehaces Sh(C,.J) —-PSh(C,J) es un

morfismo geométrico pues el haz asociado es exacto a izquierda.

3. Si & es un topos, tenemos un morfismo geométrico £ —> S , donde v, = £(1, —) es el
funtor de secciones globales. En efecto, como este es representable tiene un adjunto a
izquierda v* dado por v*(S) = > 1 = S - 1 el haz localmente constante en S. Para ser
mas explicitos supongamos £ :SEIS;(C ,J) donde C es un sitio con limites finitos, sea 1 el
objeto final de C, entonces nos da el objeto final en &, luego . (F) = F(1) por Yoneda.
Para el adjunto a izquierda, primero definamos el prehaz constante 17 (.S)(U) = S este nos
da el adjunto a izquierda en prehaces y es claramente exacto a izquierda, luego tomamos
el haz asociado v* = avP.

De hecho € —> S es esencialmente el Ginico morfismo geométrico a S, pues si & s
es un morfismo geométrico entonces [* preserva coproductos y el objeto final, y dado

que un conjunto es el coproducto de sus elementos entonces el par de adjuntos queda

determinado salvo isomorfismo.

4. Dado £ un topos y X € &, entonces el funtor £ X¢ /X tiene un adjunto a derecha.
Esto se sigue pues X* = (—) x X preserva todos los colimites pues estos son univer-

sales, entonces la existencia de X, se sigue formalmente del teorema del funtor adjunto.
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Ademds X* es exacto a izquierda pues tiene un adjunto a izquierda X, entonces tenemos

un morfismo geométrico £/X 2~ & .

5. Dado un funtor C —~D entre categorias pequefias, entonces se tiene un funtor inducido
SP 1 s¢ dado por pre-composicion con f. Este funtor tiene adjuntos a izquierda y

a derecha fy 4 f* - f,. dados respectivamente por la extension de Kan a izquierda y

derecha, ver Observacién|1.1.20} Por lo tanto define un morfismo geométrico S¢ . SP.

Esta construccion define un 2-funtor Cat — Topgs . Ademds, el siguiente funtor:
Cat(C, D) — Tops(S¢, SP)

es plenamente fiel. Para ver esto, dados funtores f,g : C — D y una transfomacién

natural 7 : f* = ¢*. Entonces dado un objeto ¢ € C, tenemos un isomorfismo natural

Nd,c

D<d7 fC) - D(d7 gC)

en d € D (que también es natural en ¢ € C). Por el Lema de Yoneda esto se corresponde
con un morfismo fc LN gc en D. Ademds define una transformacién natural 9 : f = ¢

y por tanto el funtor es pleno y fiel.

-1
Supongamos que tenemos sitios (C, J) y (D, J’) con pullbacks y un funtor D I (lo
llamamos f~! para sugerir que es como la preimagen entre los posets de abiertos de espacios

topoldgicos). Entonces tenemos un funtor de imagen directa:
PSh(C, J) —L*~ PSh(D, J')

por la férmula f,F(U) = F(f~'(U)). Si queremos que este funtor se restrinja propiamente a
los haces entonces necesitamos que f~* preserve familias cubrientes. En este caso tenemos un
funtor:

Sh(C, .J) —~ Sh(D, .J')

Ahora el funtor imagen directa entre prehaces tiene un adjunto a izquierda por la extension de
kan a izquierda como antes:

» _ :
fPG(V) Vc_}ofllrllgU)G(U)

Si f~!es exacto a izquierda entonces el colimite es filtrante, y por tanto f? es exacto a izquierda,

entonces obtenemos f* - f, con f* = af? y es exacto a izquierda.
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Definiciéon 3.3.4. Dados (C, J) y (D, J') sitios con pullbacks, entonces un morfismo de sitios

-1
es un funtor D~ tal que f~! preserves familias cubrientes y es exacto a izquierda.

Proposicién 3.3.5. Un morfismo de sitios (D, J) — ) (C J') induce un morfismo geométrico

Sh(C, .J) —~Sh(D, J')

Ejemplo 3.3.6. 1. Si X 7V es una funcién continua entre espacios topoldgicos enton-

ces tenemos un morfismo de sitios O(Y) T O(X).

2. Si (C,J) es un sitio y tomamos J' la topologl’a cadtica, entonces Sh(C, J') = S pues
la condicién de haz es trivial y (C, J') — ) (C,J) es un morfismo de sitios esto nos da

la adjuncién a — 7.

3. Mas generalmente si C es una categorfa y J, J' son topologias con J mas fina que J', i.e.
J' C J,entonces (C,J")—— ) (C,J) es un morfismo de sitios, y entonces tenemos un

morfismo geométrico inducido dado por la inclusién Sh(C, J) —— Sh(C,.J") .

4. Si tomamos D la categoria final (con un objeto * y el morfismo identidad) entonces
existe una tnica topologia en D, y el topos asociado es S. Definimos (D, J' ) (C J)
por v~ 1(x) = 1 € C el objeto final, esto da un morfismo de sitios que induce el tnico

morfismo geométrico .

5.8 X—L~Y es un morfismo de esquemas entonces tenemos un morfismo de sitios
-1
Zar(Y) g Zar(X) entre los sitios pequefios Zariski (resp. étale), dados por pullback

a lo largo de f. Esto nos da un morfismo geométrico

Sh(Zar(X)) —L~ Sh(Zar(Y))

6. Notar que en particular si x € X es un punto de un espacio topoldgico, tenemos una
funcién continua * ——= X . Como la categoria de haces del espacio singleton es la ca-
tegoria de conjuntos, obtenemos un morfismo geométrico S —~ Sh(X) . Dado S un

conjunto calculamos:

SsizelU
2.5(U) = S(z~'(V)) =

xsixz ¢ U
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Este es llamado el haz rascacielos en x con valor S. Por otra parte, si F' es un haz en X,
entonces

x*F = colim F(U)

zelU
Notar que este colimite es filtrante por tanto este funtor es exacto, esta es el stalk de F' en

x dado por los gérmenes de secciones locales.

Definicién 3.3.7. Dado & un topos, un punto de &£ es un morfismo geométrico S —> & .
Lema 3.3.8. Dado & —~ F un morfismo geométrico, entonces son equivalentes:

1. f*es fiel.

2. f* es conservativo (i.e refleja isos).

3. f* refleja epis.

4. f* refleja monos.
En tal caso f se dice un morfismo geométrico suryectivo.

Definicién 3.3.9. Un topos £ tiene suficientes puntos si existe un conjunto de puntos ( S —> & );¢;
tales que la familia de funtores (z}); es conjuntamente conservativa, o equivalentemente existe

un morfismo geométrico sobreyectivo S/; i E.

Ejemplo 3.3.10. Si £ = Sh(X)es el topos de haces sobre un espacio topolégico, entonces tiene
suficientes puntos, en efecto el conjunto de puntos del espacio nos da puntos tales que (x*),cx
es conjuntamente conservativa. Para esto si F’ —> @G estal que x*pesisosis € GU, entonces
tenemos s, € x*G, para cada x existe un tnico t,, € 2* F tal que z*p(t,) = s, este germen se
levanta a secciones locales t; € F'U; y son compatibles por unicidad, por tanto no da un Gnico

s € FU tal que p(t) = s.

Observacion 3.3.11. En el topos S/ que como categoria es simplemente un producto de
copias de la categoria de conjuntos, es claro que todo epimorfismo (i.e. una /-tupla de funciones
surjectivas) tiene una seccién. Notar que este es el topos Sh(2!) de haces sobre el algebra de

boole de los subconjuntos de 1.
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Observacion 3.3.12. (Sobre el teorema de Barr) Un profundo resultado de M. Barr dice que
todo topos € admite un morfismo geometrico suryectivo B —> & desde el topos B = Sh(B) de
haces de un algebra de boole completa 5. En este topos todo epimorfismo admite una seccion,
luego los funtores de evaluacién evy, : B — S dados por ev,(X) = X (b) = B(b, X) parab € B
mandan epimorfismos a funciones suryectivas. Luego un morfismo f : X — Y en B es un

epimorfismo si y solo si X (f) : X(b) — Y (b) es suryectiva para todo b € B.

Teorema 3.3.13. Dado un topos £ = Sh(C, J) entonces la categoria de puntos es equivalente a

la categoria de funtores playos C — S que manda familias cubrientes a epimorfismos.
Similarmente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.14. [SGA4-1, Exposé IV, Proposition 4.9.4.] Dado (C,J) un sitio y £ un to-
pos, entonces los morfismos geométricos & = Sh(C, J) se corresponden con funtores playos
cle que mandan cubrimientos a familias epimorfas, donde un funtor es playo si y solo si
su extension de kan a izquierda a lo largo de Yoneda preserva limites finitos (si C tiene limites
finitos entonces es playo si y solo si es exacto a izquierda). Ademds esto es una equivalencia de

categorias.

El siguiente resultado es una caracterizacion interesante de funtores playos debida a A. Joyal

la cual no requiere el embedding de Yoneda ni la nocién de extensiéon de Kan.

Proposicion 3.3.15. (A. Joyal) Dado £ un topos y C una categoria pequefia, entonces un funtor

F : C — & es playo si y solo si satisface las siguientes propiedades:
a) La familia de todos los morfismos F'(U) — 1 para todo U € C, es epimorfa.

b) Dados U,V € C, consideremos el conjunto de morfismos v : W — U, v : W — V en
C. Entonces la familia de todas las morfismos (Fu, Fv) : F(W) — F(U) x F(V) es

epimorfa.

¢) Dados dos morfismos V ::; U en C, consideremos el conjunto de todos los morfismos
w: W — V tales que uw = vw. Entonces la familia de morfismos inducidas F(W) — E

es epimorfa, donde E € & es el egalizador de F'uy Fv.
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3.4. Torsores

Definicién 3.4.1. Dado £ —>S un topos y G un grupo, entonces un G-torsor (a derecha) es

un objeto 7" € £ con una accién a derecha p : T' x v*G — T tal que:
a) T'— 1 es un epimorfismo.

b) El morfismo ¢ = (u,pr;) : T x v*G — T x T es un isomorfismo, donde pr; es la

proyeccion en su primera coordenada.

Un morfismo de G-torsores es simplemente un morfismo 7' — 7" en £ que es G-equivariante,

i.e. conmuta con la accién de G, estos determinan una categoria Tors(E, G) de G-torsores en E.

Observacion 3.4.2. La categoria Tors(€, G) depende funtorialmente en £. Esto es, dado un
morfismo geométrico F Joe y (T, i) un G-torsor, entonces f*T" define un G-torsor en F.
Recordemos que tenemos un isomorfismo natural 7% >~ f*yz y como f* es exacto a izquierda

entonces la accion a derecha en f*7" estd dada por:
PTx73G = fA(T x33G) 5 1

En otras palabras, el morfismo geométrico f define un funtor Tors(&,G) iTors(}" ,G) .

/
e ., s, . —A .,
Ademds, un transformacion geométrica F _yn_ & define una transformacion natural * : f* =
9
g* por restriccion a los torsores.

Observacion 3.4.3. Dado un G-torsor 7', entonces hay un morfismo 7" x T L ~v*G dada por

1

0 = pryc~ ', satisface y - (z,y) = x si z,y : X — T son morfismos o si los pensamos como

variables.

Ejemplo 3.4.4. Supongamos que £ es el topos de conjuntos S, entonces un G-torsor es un
conjunto no vacio " con una accion a derecha de G que es libre y transitiva, i.e. dados x,y € T’
existe un unico g € G tal que = - ¢ = y. En particular el conjunto 7" estd en biyeccion con
el conjunto subyacente de (&, simplemente elegimos un elemento x € 7', entonces la funcién

G — T dada por g — x - g establece una biyeccion.

Ejemplo 3.4.5. Hay un G-torsor a derecha Uy en el topos BG = S¢ de G-conjuntos a izquier-

da, U estd dado por el conjunto subyacente a GG con acciones a izquierda y a derecha dadas por
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la multiplicacién G x G 3 G, la accién a izquierda da la estructura de G-conjunto y la derecha

da la estructura de G-torsor a derecha. Este torsor se llama el GG-torsor universal.

Ejemplo 3.4.6. Dado £ —>S un topos y G un grupo, entonces hay un G-torsor dado por
T = ~*@G, este es llamado el G-torsor trivial, donde la estructura de G-torsor estd dada por la

multiplicacién a derecha de G.

Proposicién 3.4.7. Dados €& —>S un topos y T un G-torsor. Si existe una seccién global

s: 1 — T, entonces T es trivial, i.e. es isomordo al G-torsor trivial.

Proposicion 3.4.8. Dado & .S un topos, entonces un morfismo de G-torsores v : " — T”

es un isomorfismo.

Ejemplo 3.4.9. Dado un morfismo de grupos ¢ : G — H, entonces hay un H-torsor ¢*Ugy
en BG dado por precomposicion, explicitamente esta dado por el conjunto subyacente a H con
la accién de G dada por g - * = p(g)x para x € H,y la estructura de H-torsor dada por la
multiplicacién a derecha de H.

Reciprocamente, dado un H-torsor 7" en BG, elijamos un punto base z € T, entonces dado
g € G hay un tnico h, € H tal que g - © = x - h,, definimos ¢(g) = hy,. Esto da un morfismo,

para esto calculemos:

(99) v=g -(g-2) =g - (x-hy) = (g -2) hy =2 (hyhy)

luego ©(¢'g) = v(g')(g). Definimos un morfismo 7, : ¢*Uxg — T por h — x - h. Entonces

1. s H-equivariante pues:
no(hl) = 2 - (W) = (x - ) - W = na(h) - I
También es G-equivariante ya que:
129 - h) = n:((9)h) = - (p(9)h) = (x- (9)) -h=(g-2)-h=g-(x-h)=g-n:(h)

Entonces todo H-torsor es isomorfo a un torsor ¢*Uy para un morfismo ¢ : G — H. Notemos

que el morfismo ¢ y el isomorfismo 7, dependen de la eleccion del punto x € 7', no es canénico.
Teorema 3.4.10. Hay una equivalencia natural de categorias Tors(E, G) ~ Top(€, BG).

Proposicion 3.4.11. Dados G'y H grupoides pequefios, entonces hay una equivalencia de cate-

gorias Tops(BG,BH) ~ Grpd(G, H).
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3.5. Cohomologia

Definicién 3.5.1. Dado £ —>S un topos, entonces Ab(E) es la categoria de objetos grupo

abeliano de &.

Observacion 3.5.2. Podemos dar una descripcion mas explicita de esta categoria con la ayu-
da de un sitio. Supongamos que £ ~ Sh(C,.J), un prehaz de grupos abelianos es un funtor
F : C? — Ab, y es llamado un haz de grupos abelianos si para cada familia cubriente

(U; Ty ); el siguiente diagrama es un egalizador en Ab:
PU) —[IF(U) = TIF (U x 1))
[ 1,7

Llamemos Shay,(C, J) a la categoria de haces abelianos. Como el funtor conjunto subyacen-
te Ab-Z~S preserva limites, induce un funtor Sha,(C, J) b Sh(C, J) . Ademds, el funtor
U manda un haz abeliano a un objeto grupo abeliano en Sh(C, J), y da una equivalencia de
categorias:

Shap(C, J) =~ Ab(Sh(C, J))

Dados topos &£, F y un morfismo geométrico &£ L F , entonces su restricciéon induce una

adjuncién entre las categorias de objetos grupo abeliano Ab(E) == Ab(F) . Esto se sigue fa-
f*

cilmente del hecho que ambos f* y f,. son exactos a izquierda. En particular tenemos la cons-

truccion del haz asociado:

Ab(Sh(C, J)) =—= Ab(PSh(C, J))

1

Esto es, dado un prehaz abeliano F', el haz asociado aF' (de conjuntos) tiene una estructura de
grupo abeliano y es el adjunto a izquierda a la inclusion en prehaces. También dado un topos £
tenemos una adjuncién

Ab(E) == Ab(S)

Y
Es decir, dado un grupo abeliano A, tenemos un haz abeliano 7* A, el haz constante en A.

zZ
Consideremos ahora la adjuncién Ab <U_—> S donde ZX denota el grupo abeliano libre sobre

z
el conjunto X. Este induce una adjuncién Ab(E) <7—> & . Observemos que dado (C, J) un sitio,
entonces tenemos un isomorfismo Ab(€)(ZX, A) ~ A(X) para X € Cy A € Ab(E). Descri-

bimos el funtor Z explicitamente, dado X € &, entonces Z X se construye como sigue: primero
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nos olvidamos que X es un haz y tomamos el funtor grupo abeliano libre objeto a objeto, y

finalmente tomamos el haz asociado.

Histéricamente los topos surgen como una version no aditiva de las categorias abelianas
ABS (i.e. una categoria abeliana cerrada por colimites pequefios y tal que los colimites filtrantes
de sucesiones exactas son exactas) de A. Grothendieck (ver [GS7]), ahora podemos decir que

las categorias abelianas AB5 son la version aditiva de la nocién mds bésica de un topos (ver

Teorema de Giraud [3.2.21)). De hecho se tiene:

Teorema 3.5.3. Dado £ —> S un topos, entonces la categoria de objetos grupo abeliano Ab(€&)
es una categoria abeliana que satisface el axioma ABS5 y tiene un generador. En particular Ab(€&)

tiene suficientes inyectivos.
Demostracion. Ver [SGA4-1, Exposé 11, 6.7, 6.9]. O]

Definicién 3.5.4. Dado £ —>S un topos y dado un objeto grupo abeliano A € Ab(E), en-
tonces definimos H"(€, A) el n grupo de cohomologia de £ con coeficientes en A como
R"(7.)(A), i.e. los funtores derivados a derecha de 7. : Ab(E) — Ab evaluados en A. Mds ge-
neralmente, dado X € & definimos H"(X, A) = R"(E(X,—))(A), i.e. los funtores derivados
aderechade £(X,—) : Ab(E) — Ab.

Observacion 3.5.5. Notemos que de la adjuncion del grupo abeliano libre dado X € £y
A € Ab(E) entonces tenemos un isomorfismo natural £(X, A) ~ Ab(E)(ZX, A), luego estos

funtores derivados a derecha son los funtores Ext, i.e. H"(X, A) ~ Ext"(ZX, A).

Ejemplo 3.5.6. Dado un grupo G, consideremos el topos & = BG = S de conjuntos con
una accién de G a izquierda. El objeto final es el singleton * con la accion trivial, luego
V(M) = E(x, M) ~ Ab(E)(Z, M) donde Ab(E) es la categoria de G-mdbdulos. Por lo tan-
to la cohomologia del topos es el grupo de cohomologia definido por Eilenberg y Mac Lane,

ver [CES6].

Proposicién 3.5.7. Dado £ —>S un topos, A € Ab(£) y un morfismo X Ty , entonces se

induce un morfismo canénico H"(Y, A) Ayt "(X,A) paratodon > 0.

Proposicién 3.5.8. Dado £ —>S un topos, A € Ab(E),y X = 3 X ; € &€ un coproducto,
jer
entonces hay un isomorfismo canénico H"(X, A) ~ [[ H"(X;, A).
jeT
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Proposicién 3.5.9. Dado £ —> S un topos, y una clase de cohomologia [o] € H"(X, A) para
X € £y A € Ab(€). Entonces existe un objeto Y € £ y un epimorfismo Y - X tales que
[o] — 0 via H™(X, A) 2> H"(Y, A).

Proposicién 3.5.10. Dado £ —>S un topos, un objeto X € £y A € Ab(E), entonces
H™(X, A) ~ HYE/X, X*(A)).
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4. Homotopia Etale

4.1. Hipercubrimientos

Observacion 4.1.1. Dado £ = Sh(C, J) un topos, consideremos la categoria s€ = £2” de
objetos simpliciales de £, ver Definicién Se sigue del Teorema de Giraud [3.2.21| que s&
es a su vez un topos. En efecto, es facil ver que s&€ es una subcategoria reflectiva de la categoria

SCTHAT = (8€")A" = sPSh(C) de prehaces simpliciales con reflector exacto a izquierda.

Definicién 4.1.2. [AM, Definition 8.1] Dado un objeto simplicial X € sM, un splitting hasta
grado m consiste de subobjetos NV, C X, tales que para cada 0 < n < m el morfismo candnico

> Ny— X, es un isomorfismo donde N, = Ny y el coproducto estd indexado sobre
s:[n]—>[K]

todos los epimorfismos s : [n] — [k] para todo k& < n. Dado un epimorfismo s : [n| — [k],
el morfismo canénico se induce por N, C X, == X,, . El objeto N; se llama la parte no
degerada de X. Un objeto simplicial con un splitting para todos los grados serd llamado un

objeto simplicial split.

Ejemplo 4.1.3. Dado un conjunto simplicial X, entonces tiene un splitting donde N, C X, es el

conjunto de k-simplices no degenerados. El hechode que > N, X, sea una biyeccién
s:[n]—>[k

es exactamente el resultado del Lema de Eilenberg-Zilber[Q%i_Z}H

Observacion 4.1.4. Dado £ un topos y X € s& un objeto simplicial, luego si X es split los

subobjetos N, C X estdn determinados univocamente salvo isomorfismo dnico. Esto vale

pues en un topos el poset Subg (X)) de subobjetos de un objeto X (ver es de hecho un

reticulado distributivo, luego los complementos (si existen) son tnicos (i.e. estdn determinados

salvo isomorfismo tnico en el topos). Esto fuerza a que el objeto N, sea el complemento (si

n—1
existe) del subobjeto determinado por las degeneraciones [sy, ..., $,—1] : Y. X,,-1 — X,, . Este
i=0

subobjeto no es otro que el esqueleto (sk,,_1X),,.

Proposiciéon 4.1.5. [AM, Lemma 8.2] Dada M con coproductos finitos y X € sM con un

splitting hasta nivel m, entonces sk,, X existe y estd dada por (sk,,X), = > Ni.

si[nj—k]
k<m

Proposicion 4.1.6. [AM, Lemma 8.3] Dada M con coproductos finitos y X € sM un objeto

simplicial con un splitting hasta grado n — 1, entonces para extender este splitting a grado n es
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necesario y suficiente dar un subobjeto NV,, C X, tal que el morfismo natural
(skp—1X)n + N, — X,
sea un isomorfismo.
Recordemos la definicién de hipercubrimientos de Artin y Mazur [AMI|[Section 8].

Definicién 4.1.7. Dado £ —> S un topos, decimos que un objeto simplicial U = U, € s& es

un hipercubrimiento si para todo n > 0 el matching map
U, — (cosk,,_1U),
es un epimorfismo.

Observacion 4.1.8. Ahora veamos esta definicion de forma mas explicita. Recordemos primero
de la Observacion [2.2.10] que el coesqueleto tiene una férmula como un limite pesado (ver

Definicién[I.1.11)) dada por:
(cosk, W)y >~ {sk, A™ U} por
En particular tenemos que (cosk,,—1U),, ~ {OA™, U} acr donde por definicion OA™ = sk,,_; A",

1. Paran = 0 tenemos que (cosk_;U)y =~ 1 como OAY = (), esto dice que U —>~1 esun

epimorfismo.
2. Paran = 1 calculemos:

(coskoU); =~ {OAY, U pop ~ {A” + A%, U por =~ Uy x U

.. . L, . (d1,do) .
entonces la condicién dice que el morfismo canénico U; —— Uy x Uy es un epimor-

fismo.
3. Paran = 2 tenemos que (cosk;U), es el siguiente egalizador:

(coskiU)o— [[ Ut== I Us

0<i<2 0<i<yj<2

(z0,21,22)

Por lo tanto un morfismo X - (cosk;U), estd dada por X ——— U, x U; x Uy , tal
que doxg = dor1, dixg = doxo and dyxy = dyxo. Graficamente, los siguientes diagramas

conmutan:
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X LU, X220, X2

oAl s

U1—>U0 U1—>UU U171>U0
Luego la condicién de hipercubrimiento nos dice que el morfismo:
Uy — (cosk; U)o

dado por la férmula = +— (dy(z), d1(x), ds(z)) es un epimorfismo, donde usamos morfis-

mos como variables.

4. Dado un n-simplex X —= U, , el matching map U, — (cosk,_;U), lo manda a la
tupla (xg, 1, ..., z,) donde z; = d;z, este morfismo es un epimorfismo si U es un hiper-

cubrimiento.
Comparar con [D10, 4.1, 4.2].

Ejemplo 4.1.9. Un conjunto simplicial X es un hipercubrimiento si y solo si for all n > 0
podemos completar el diagrama
oA" —X
7
7
/3
An
i.e. cada borde tiene simplex que lo rellena. Esto muestra que X es un complejo de Kan aciclico.
En particular afirmamos que su homologia coincide con la del punto. Para esto observemos que
X —> x es una fibracién de Kan aciclica, luego es una equivalencia homotdpica simplicial por

la Proposition [2.5.6] y como una equivalencia homotdpica simplicial induce una equivalencia

homotdpica entre los complejos de Moore asociados, esto prueba la afirmacion.

Ejemplo 4.1.10. Dado U —= 1 un epimorfismo en un topos &£, entonces CU = coskgU € s&
es un hipercubrimiento, llamado el complejo de Cech del cubrimiento. Excluyendo algunas

degeneraciones el complejo empieza como sigue:

d
do do 0
d1

U—tUxU~tUxUxUT@UxUxUxU
- -~ ds

-

La cara d’ esta dada por la proyeccién en todas las coordenadas excepto la i-€sima coordenada,

s® estd dada por insertar una diagonal en la i-ésima coordenada. Para ver esto calculemos:
CU,, = (coskoU),, >~ {skgA", Ulpor ~U XU X -+ x U = [t
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Esto se sigue pues skgA™ es el coproducto de n + 1 0-simplices. En este caso el matching map

CU,, — (cosk,,_1CU),, es un isomorfismo para todo n > 0, pues de la Proposicion [2.2.13

tenemos que:

(cosk,_1CU),, = (cosk,,_icoskoU), ~ (coskoU), = CU,
Ver D10, 3.5].

Observacién 4.1.11. Un hipercubrimiento es un refinamiento del complejo de Cech, pero te-
nemos mucha mds flexibilidad en su construccién. Podemos construir hipercubrimientos induc-
tivamente usando el Lema Supongamos que tenemos un hipercubrimiento truncado U
hasta grado n — 1, entonces para extenderlo a grado n necesitamos un objeto U,, € £ con una
factorizacion

(sk,—1 W), —= U,, — (cosk,,_1U),
-—

tal que el matching map es un epimorfismo. El complejo de Cech corresponde al caso en el que

el matching map es un isomorfismo para todo n > 0.

Ahora damos algunos lemas elementales de [SGA4-2, Exposé V, 7.3] y [AM, Ch. 8] que

muestran la flexibilidad y utilidad de los hipercubrimientos.

Definicion 4.1.12. [SGA4-2, Exposé V, Définition 7.3.3.] Dado &£ .S un topos, un morfismo
VLU entre objetos simpliciales es especial si para todo n > 0 el morfismo punteado en el

siguiente diagrama es un epimorfismo:

\\

P, — (cosk,_1V),
l l(coskan)n
U, — (cosk,—1U),

donde el cuadrado es un pullback, i.e. P, = U, X (cosk,—1V),.
(cosky,—1U)n

Ejemplo 4.1.13. Dado £ —> S un topos y U un hipercubrimiento, entonces U —> cosk, U es

un morfismo especial. Para ver esto, dado m > 0 consideremos el pullback:

(cosky,—1U)pm

l l

(cosk, U),,, —= (cosk,,_1(cosk,U)),,
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Sin < m — 1 entonces por la Proposicion cosk,,,_icosk, U ~ cosk,U. Entonces
P, ~ (cosk,,_1U),, y por hipétesis U es un hipercubrimiento tal que el morfismo J?es un
epimorfismo. Si n > m, entonces tenemos un isomorfismo cosk,,_jcosk,U ~ cosk,, U, y
entonces P, ~ (cosk,U),, >~ U,,, luego el morfismo fes un isomorfismo.

Reciprocamente, si cosk,, U es un hipercubrimiento y U — cosk,, Ul es un morfismo especial,

entonces U es un hipercubrimiento.
Lema 4.1.14. [SGA4-2| Exposé V, Lemme 7.3.4.] Dado & 2. S un topos, entonces

a) U es un hipercubrimiento si y solo si U —~ 1 es un morfismo especial. Ademads todo

isomorfismo es un morfismo especial.
b) Los morfismos especiales son cerrados por composicion.

. . . g .
¢) Los morfismos especiales son universales, i.e. dado V — "W un morfismo especial y un

f .
morfismo U — W , entonces U x V—U es un morfismo especial.
w

d) Dado un morfismo U LW conUun hipercubrimiento y 'V —% W un morfismo espe-

cial, entonces U x 'V es un hipercubrimiento.
W
e) En particular, dados U y 'V hipercubrimientos, entonces U x V es un hipercubrimiento.
Demostracion. a) Trivial.

b) Dados morfismos especiales U Ty y V- W consideremos el pegado de pullbacks:

Un =

%78 X (cosk,_1U), — (cosk,,_1U),
(cosk,—1W)n

l/ j(COSknlf)n
W, X (cosk,,—1V),, — (cosk,,_1 V),

(coskp—1W)n,
l/ l(coskn_lg)n

W, [n (cosk,_1 W),
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Entonces se obtiene la factorizacién de ¢ f:

Vi, ] X (cosk,_1U),, — W, X (cosk,_1U), — (cosk,,_1U),

(coskp—1V)n (coskp,—1W)p,

l/ l/ l(coskn_lf)n

Vi, W, X (cosk,_1V),, — (cosk,,_1V),

(coskn—1W)n

Q)

Pero los morfismos f y g son epimorfismos por hipotésis, y como los epis son universales,

gf es una composicion de epis, luego un epimorfismo.

¢) Primero consideremos los siguientes pullbacks:

U, X (cosk,,—1V),, — (cosk,,_1U), X (cosk,—1V),, —= (cosk,_1V),

(coskp—1W)n (coskn—1W)n
| | |
U, (cosk,,—1U), (cosk,_1W),
Luego tenemos que mostrar que el morfismo U, x V,, — U, X (cosk,—1 V),
W (cosky,—1W)n

es un epimorfismo. Para esto consideremos los pullbacks:

U, x V,
W

Vi
| g
U, X (cosk, V), — W, X

(coskp,—1W)n, (coskp,—1W)n,

\1/ l/ \L(COSkn—lg)n

U, 7 W, (cosk,_1 W),

(cosk,,_1V),, — (cosk,_1V),

Dado que g es epimorfismo, se sigue que nuestro morfismo es epimorfismo, luego U x V— U
W

es un morfismo especial.
d) Se sigue de a), b) and c).

e) Esun caso particular de d).

]

El siguiente lema generaliza las técnicas de [SGA4-2, Exposé V, 7.3.7] desde la inclusion

OA'C s A! aunainclusién arbitraria K <~ L de conjuntos simpliciales finitos.
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Lema 4.1.15. Dados £ —> S un topos, un hipercubrimiento U € s€ y K < L una inclusién
de conjuntos simpliciales finitos. Entonces el morfismo inducido {L,U} — {K,U} es un

morfismo especial.

Demostracion. Probamos el lema primero para el caso de la inclusiéon A" A" .Sim =0
tenemos que mostrar que {A", U}y — {0A™, U}, es un epimorfismo. Pero {A" U}y ~ U,
y {0A™ U}o ~ (cosk,_1U), el morfismo es el matching map que es un epimorfismo pues U es

un hipercubrimiento. Ahora para m > 0 primero calculemos:
(coskp,—1{A", U})p >~ {OA™, {A", U} } aor >~ {OA™ x A" U} pop
Similarmente (cosk,,_1{0A™, U}),, >~ {O0A™ x OA™ U} aor, entonces:

{0A™, U}, X (cosky,,—1 {A™", U}),, ~
(coskm—1{0A™,U})m

~ {A™ x OA™, U} por x {OA™ x A" U} pop ~
{OA™M XA U} pop

~ {(A™ x A >aAm>;am (OA™ x A™), Ut aor = {O(A™ x A™), U} por

donde O(A™ x A"™) es solo notacion para indicar que el “borde” de A™ x A™. Entonces un k-
simplex (g, jo) < -+ < (ix, jr) de A™ x A" estden J(A™ x A™) siysolosiiy < --- < iy estd
en OA™ 0 jo < -+ < jp estd en OA"™. Luego se sigue del célculo con shuffles en el Ejemplo
que O(A™ x A™) C A™ x A™ es el subcomplejo generado por los k-simplices no

degenerados para k < n+m — 1. Tenemos que mostrar que el morfismo siguiente es epimorfo:
{A™ x A", U} por —= {O(A™ x A™), U} por
Sabemos que hay una sucesidn finita de inclusiones:
I(A™ x A") = Ky K1—— ..— K; = A™ x A"

tal que K, estd dado por adjuntar un n + m-simplex a K, i.e. el siguiente diagrama es un
pushout:

Ki(—> Ki—i—l

I !

aAner(é_ Aner
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Entonces tenemos el pullback:

{Ki+1, U}Aop - {Ki, u}Aop

! l

{An+m, u}Aop — {8A"+m, u}AoP

El morfismo horizontal de abajo es epimorfo pues U es un hipercubrimiento y como los epimor-
fismos son universales se sigue que {K;y1, U}aor — {K;, U} aor €s epimorfismo, por com-
posicién obtenemos el resultado.

Para el caso general de iK' - L una inclusién de conjuntos simpliciales finitos, hay una suce-

sion finita de inclusiones:
K=K~ K~ .“—-K, =1L

tal que K;; estd dado por adjuntar un n-simplex a K; para algin n, i.e. el siguiente diagrama

es un pushout:

K~ K.

T |

OA"—— A"

Entonces tenemos un pullback:

{Kiy1, U — {K;, U}

l |

{A" U} — {0A™, U}
Pero el morfismo horizontal de abajo es un morfismo especial, entonces por el Lema [4.1.14] b)

and c¢) obtenemos el resultado. ]

Teorema 4.1.16. Dado £ —>S un topos, entonces la categoria de hipercubrimientos médulo

equivalencia homotépica simplicial HC(E).. es cofiltrante.

Demostracion. La version dual a la Definicién (FO) se sigue del Lema e). Para
f
el dual de (F1) dados dos morfismos V _>—g> U donde U,V son hipercubrimientos, entonces

consideremos el siguiente pullback:
WL AL uY

]

V—UxU
(f.9)
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donde U x U ~ {OA!', U}. Del Lema4.1.15] el morfismo {A', U} — {0A! U} es un mor-

fismo especial. Entonces por el Lema [4.1.14{d) se sigue que W es un hipercubrimiento, y el

morfismo W —% {A', U} nos dala homotopia simplicial entre fu 'y gu. O

Definicién 4.1.17. Dados £ —>& un topos y U un objeto simplicial, decimos que U es un

hipercubrimiento split si es un hipercubrimiento y un objeto simplicial split.

Proposicion 4.1.18. Dado U = > U; — 1 un epimorfismo en un topos & tal que cada mor-
i€l

fismo U; — 1 es mono, entonces el complejo de Cech CU es un hipercubrimiento split.

Demostracion. Podemos describir CU,, como el coproducto CU, = > Ui, x---xU,.
(i07"'7i/€)€[k+1
Se define N, C QU como el sumando directo indexado por (ig,..., i) tales que i, # i

si r # s. Hay que mostrar que >, N, —>=CU, es un isomorfismo, donde N, = Ny
si[n] =[]

el coproducto estd indexado sobre todos los epimorfismos s : [n] — [k] for all £ < n. La
clave es que dado que U; — 1 is mono, se sigue que U; x U; ~ U,. Luego por ejemplo dado
s = s’ : [n] = [n— 1], el morfismo inducido en cada sumando directo de N, es el isomorfismo:

~

Uig X - XU, X oo XU,y — Uy X oo XU, XUy X2 XUy,

El caso de un epimorfismo general s : [n] — [k] es similar, solo que en este caso hay mds
repeticiones. Pero dado un indice cualquiera (i, . . ., %,) € I""! viene de un tnico epimorfismo
s : [n] = [k] y un indice (i, ..., 1)) sin repeticiones, por el lema de Eilenberg-Zilber [2.1.12

Luego el morfismo Y Ny, —= CU, es un isomorfismo. O
s:[n]—[k]

Lema 4.1.19. [AM, Lemma 8.6] Dados U € s& un hipercubrimiento, V € £ AZ) un hipercu-
brimiento truncado hasta grado n y un morfismo V . res,, U . Entonces existe un hipercubri-

miento V' € s€ y un morfismo V' LU tal que restringido hasta grado n es f.

Demostracion. Tomemos V' = (cosk,V) x  U. Por el Ejemplo 4.1.13] sabemos que el
(cosknU)

morfismo U — cosk, U es especial y ademas cosk,,V es un hipercubrimiento, entonces V' es

un hipercubrimiento por el Lema d). O

Lema 4.1.20. [AM, Lemma 8.7] Dados U € £ A%n un hipercubrimiento truncado hasta grado n
y split hasta grado n — 1. Entonces existe un hipercubrimiento V € £ AZw truncado hasta grado
n, con un morfismo V — U que induce un isomorfismo en el (n — 1)-esqueleto y tal que V es

split hasta grado n.
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Demostracion. Tomemos V = U hasta grado n — 1 y tomamos V,, = (sk,,_1V),, + U,, entonces

tenemos un diagrama conmutativo:

(skn—1V), L r.4] (cosk,_1V),

H [e,Un]l

(sk,—1 W)y, Un — (cosk,—1U),

4

donde 7 es el morfismo candnico del esqueleto al coesqueleto y p es el matching map definido
en el Lema [2.2.14] Por el Lema [2.2.14{ esto define un hipercubrimiento split V € & Adn hasta

grado n y un morfismo V—U . [l

Aplicando el lema anterior varias veces se sigue que podemos reemplazar un hipercubri-

miento por un hipercubrimiento split.

Lema 4.1.21. [AM| Lemma 8.8] Sea U € s& un hipercubrimiento que es split hasta grado
n, entonces existe un hipercubrimiento split V con un morfismo V — U tal que induce un

isomorfismo en el n-esqueleto.

. . . . op
Demostracion. Por el Lemal.1.20/tenemos un hipercubrimiento split truncado V € £ A<n+1 con

un morfismo V —> res,+1U que induce un isomorfismo en el n-esqueleto. Por el Lema}4.1.19

obtenemos un hipercubrimiento V' € s& split hasta grado n + 1, con un morfismo V'’ LU tal

que restringido hasta grado n + 1 es f. Ahora se aplica la misma construccién a V', y el lema

se sigue por induccion. O

Lema 4.1.22. Dado £ —>S un topos y dados U € &€ A% un hipercubrimiento split truncado
hasta grado n y un hipercubrimiento V &€ A8 split hasta grado n — 1 con un morfismo
A% —f>resn_1u . Dado un epimorfismo N’ £ N}f , entonces existe una extension de V a un
hipercubrimiento split truncado hasta grado n y una extensiéon V = U de f hasta grado n, tal

£ .. . . . . ..
que el morfismo V,, —= U,, restringido a NY se factoriza por p, i.e. existe una factorizacién de

p
fhlyv como N — N'— N}

Demostracién. Dadoelepi N’ —2> NY , tomemos un objeto N,” conunepi N,” — (cosk,,_1V),

y un morfismo N,” — N’ tal que el siguiente cuadrado conmuta:

N’ —5 N¥ — (cosk,_;U),

T T

NY (cosk, 1 V),
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Por ejemplo, tomemos N, el pullback pues los epimorfismos son universales y definamos a
Vi = (skp1V)n + N,\f con el morfismo obvio a U,,, entonces esto da un hipercubrimiento split

hasta grado n con una extension de f que satisface lo requerido. 0

Para definir un pro-objeto indexado por HC(E).., tenemos que mostrar que tiene una sub-
categoria inicial pequefia. Por esta razon vamos a introducir una clase mas pequefia de hipercu-

brimientos, con respecto a un sitio, dada por Verdier en [SGA4-2, Exposé V, 7.3.0.].

Definicién 4.1.23. Dada C una categoria pequefia, un prehaz U € S se dice semi-representable

si es un coproducto de objetos representables, i.e. U ~ > U; con U; € C. Definimos la categoria
iel

SR(C) de prehaces semi-representables como una subcategoria plena de S¢™.

Observacion 4.1.24. Dados U ~ > U, and V ~ > V; semi-representables, entonces:

el jeJ
STV U) =S VY U) = SV Y Uy = DSV U
jeJ el JjeJ el jeJ i€l

Luego un morfismo en SR(C) estd dado por una funcién o : J — I 'y morfismos f; : V; = Usy)
para j € J. Es decir, SR(C) es equivalente a la categoria de familias de C. Se sigue en particular
que un prehaz semi-representable admite una tinica descomposicion salvo una permutacion de

indices y salvo isomorfismo en cada componente.

Proposicién 4.1.25. Dada C una categoria pequeia cerrada por limites finitos, entonces SR(C)

es cerrada por limites finitos y la inclusién SR(C) < S los preserva.

Definicién 4.1.26. Dado £ —>S un topos y (C, J) un sitio pequeiio con & cerrado por limites

finitos. Un prehaz simplicial U € sS” se dice un hipercubrimiento semi-representable si:
1. Cada U, es semi-representable.
2. El haz simplicial asociado alU € s& es un hipercubrimiento.

Observacién 4.1.27. Dado U € sS°” un hipercubrimiento semi-representable, entonces eli-
jamos para cada n una indexaciéon U, ~ > U,,;. Como las caras (y las degeneraciones)
i€ly
d; : U, — U,_1 son morfismos de prehaces, estos inducen morfismos d{ . I, — I,,_; satis-

faciendo las identidades simpliciales, luego obtenemos un conjunto simplicial J “que indexa".

Definimos el tamafio de U como el cardinal de ) I,,.
neN
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Proposicion 4.1.28. Dado £ —>S un topos y (C, .J) un sitio pequefio con € cerrado por limi-
tes finitos y sea A un cardinal regular (estrictamente) mds grande que el cardinal de todos los
morfismos de C. Dado U € s&€ un hipercubrimiento, entonces existe un hipercubrimiento split

semi-representable V € sS¢” de tamafio menor que \ y un morfismo aV — U .

Demostracion. La observacion clave es que un epimorfismo X Y esun epimorfismo “lo-
cal”, i.e. dados U € Cy U —>-Y , entonces existe una familia cubriente {f; : U; — U |i € I}
of U, con morfismos {t; : U; — X | € I} tales que el siguiente diagrama conmuta para todo
1€ I:

Loy

tiT s

U, " U
Vamos a construir el hipercubrimiento split semi-representable inductivamente. Primero, co-
mo U es un hipercubrimiento, tenemos un epi Uy 2 , entonces existe una familia cubriente
{V; = 1]j € Jo} del objeto terminal (que por hipétesis estd en C) con morfismos ¢; : V; — Up.

Definamos V;, = )V}, entonces tenemos definido un hipercubrimiento split semi-representable
Jj€Jo

truncado 'V hasta grado 0, con un morfismo aV £ resoU . También su indice .J; es mas chico
que A pues es un conjunto de objetos de C. Supongamos que tenemos definido un hipercubri-
miento split semi-representable V truncado hasta grado n—1, con un morfismo a’V — res, U
en& A%pnfl, de tamafio menor que \. Dado que 'V es semi-representable entonces (cosk,,_1V),_1

siendo un limite finito es un objeto semi-representable (cosk,, 1V),1 = > Wy, luego dado
keEK

el epimorfismo U, — (cosk,,_1U),, , podemos elegir para cada IV}, € C una familia cubriente
{fi +V; = Wi|j € Ji} con un morfismo ¢; : V; — U, for j € J, tal que el siguiente
diagrama conmuta:

U, — (cosk,_1U),

oA )

Vi b Wi
También como V es split, entonces (sk,_1V), = > Nj, por tanto es semi-representable.
it
Entonces definamos V,, = (sk,—1V), + N,, donde N,, = > V. Esto define un hipercu-

jETpkEK
brimiento split semi-representable hasta grado n, el morfismo obvio N,, — U,, dado por ;

para j € Ji define un morfismo de prehaces simpliciales truncados V — res,, U hasta grado
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n, por adjuncién obtenemos un morfismo aV — res, U. Resta solo chequear que la descom-
posicion de V,, como coproducto de representables tiene cardinalidad menor que A. Pero dado
que res,,_;V tenia tamafio menor que A, entonces (sk,, V), y (cosk,_1V), tiene descomposi-
ciones de cardinalidad menor que \. Y para cada k£ € K solamente agregamos un conjunto de
objetos V; indexado por un conjunto de morfismos {f; : V; — Wy |j € Ji} en C. Como el
conjunto de todos los morfismos de C tiene cardinal menor que A y A es regular, se sigue que la

descomposicion de V,, como coproducto de representables tiene cardinalidad menor que A. [

Corolario 4.1.29. Dado £ —>S un topos, entonces la categoria de hipercubrimientos médulo

homotopia simplicial HC(E).. tiene una subcategoria inicial pequeia.

Demostracion. Tomemos (C, J) un sitio pequefo con & cerrado por limites finitos. Sea A un
cardinal regular mayor que el cardinal de todos los morfismos de C. Entonces consideremos
la subcategoria plena de HC(£).. cuyos objetos son hipercubrimientos aV con V € sS¢” un
hipercubrimiento semi-representable de tamafio menor que A\. Como HC(E).. es cofiltrante y
esta subcategoria es plena, entonces por la Proposicién .1.28]es inicial. Ademas esta categoria
es pequefia pues un célculo estdndar de conjuntos muestra que su conjunto de objetos tiene

cardinalidad acotada por 2*. [

4.2. Calculo de la Cohomologia con Hipercubrimientos

Definicién 4.2.1. Dado £ —>S untopos y U € s& un objeto simplicial, entonces aplicando el
funtor libre & —% Ab(E) obtenemos un grupo abeliano simplicial ZU y via la construccion de
Moore tenemos un complejo de cadenas (ZU, 0) € Ch,(Ab). Explicitamente, (ZU),, = ZU,, y

0 esta dado por la suma alternante de las caras inducidas.

Proposicién 4.2.2. [AM| Proposition 8.14] Dado £ —>S un topos y U un hipercubrimiento,

entonces el complejo asociado ZU — v*Z es una resolucion.

Demostracion. Observamos que en [AM] esto es probado bajo la hipétesis extra de que el
topos tiene suficientes puntos (ver Definicién [3.3.9). Sin embargo esta hipétesis no es necesa-
ria, fue primero notado por A. Joyal que se puede usar el Teorema de Barr (ver Observacion
3.3.12). Notar que el complejo ZU es aumentado con el morfismo inducido por el epimor-

fismo Uy—=1, como Z1 ~ ~*Z por construccién. Por el Teorema de Barr, existe un mor-
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fismo geométrico suryectivo B—> & donde B = Sh(B) para un édlgebra booleana completa
B. Pero entonces en B todo epimorfismo es split, luego un morfismo f : X — Y en B es
un epimorfismo si y solo si f, : B(b,X) — B(b,Y) es suryectivo para todo b € B. Dado
U € s€& el hipercubrimiento, entonces p*Ul € sB es un hipercubrimiento pues p* es exac-
to. Se sigue que B(b,p*U,) — B(b, (cosk,_1p*U),,) es suryectivo para todo b € B. Ademads
B(b, (cosk,_1p*U),,) =~ (cosk,_18(b, p*U)),, pues el coesqueleto es un limite finito. Entonces
el conjunto simplicial B(b, p*U) es un complejo de Kan aciclico para todo b € B. Se sigue del

Ejemplo[4.1.9que el complejo de Mooore asociado es una resolucién para todo b € B:
oo = ZB(b, p*Us) — ZB(b,p*Uy) — ZB(b, p*Uy) — Z — 0

Por lo tanto tenemos una resolucion en los prehaces PSh(B). Y como el haz asociado es exacto

tenemos una resolucion en B = Sh(B).

coo = Zp Uy — Zp*Uy — Zp* Uy — vgZ — 0

Recordemos de la Observacion |3.5.2) que Z denota el funtor B & Ab(B) el cual se obtiene

por aplicacion del haz asociado al grup abeliano libre en los prehaces. También notemos que
Zp* ~ p*Z'y p*v; ~ 5. Entonces el complejo p*ZU — 57 es una resolucién en Ab(B), y

dado que p es suryectiva ZU — y*Z es una resolucién en Ab(E) . [

Definicién 4.2.3. Dados £ —> S un topos, U € £ un objeto y F € Ab(E) un objeto grupo
abeliano entonces F'(U) € Ab es el grupo abeliano dado por F(U) = £(U, F') con la multi-
plicacién inducida por F. Entonces si U € s€ un objeto simplicial, F'(U) € Ab? es el grupo
abeliano co-simplicial dado por F(U),, = £(U,, F') y cuyas co-caras y co-degeneraciones estin
dadas por pre-composicién. Existe un complejo de co-cadenas asociado (F'(U),d) € Ch*(Ab)
dado por la variante co-simplicial de la construcién de Moore. En particular, dado A un gru-
po abeliano, tenemos un grupo abeliano co-simplicial v*A(U) y un complejo de co-cadenas

asociado.

Proposicién 4.2.4. [AM, Corollary 8.15] Dados £ —>S un topos, U un hipercubrimiento y

F € Ab(&), entonces existe una sucesion espectral convergente
Ipre = guU,, F) = HP™M(E, F)
donde H denota la cohomologia de haces.
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Demostracion. Esta es la sucesion espectral estindar del funtor Ext para una resolucidn, y se

sigue de la Proposicién 4.2.2] O

Teorema 4.2.5. (Teorema de Leray) Dados un topos & —>S, F € Ab(&), U un hipercu-
brimiento. Si HY(U,, F') = 0 para todo ¢ > 0, entonces H"(E, F') ~ H™(F(U)) para todo

n.

Demostracion. Tomemos la sucesion espectral de la Proposicion |4.2.41 Por hipotesis tenemos
que TEY? = HY(U,, F) = 0 para ¢ > 0 entonces la sucesi6n espectral colapsa en la segunda

pagina, luego ' B3 = H™(F(U)) ~ H"(E, F). O

Teorema 4.2.6. (Teorema del hipercubrimiento de Verdier)([SGA4-2, Exposé V, Théoreme
7.4.1.], [AM, Theorem 8.16]) Dados & 2. S un topos y F' € Ab(&), entonces
H"(E F) ~ lim H"(F(U
(€, F) (Solim,, (F(W))

donde el lado derecho es la cohomologia del complejo F'(U) como en la Definicién [4.2.3]

Demostracion. Pasamos al colimite la sucesién espectral de la Proposicién 4.2.4] sobre la cate-
goria de hipercubrimientos salvo equivalencia homotdpica simplicial. Sea U un hipercubrimien-
to splity [a] € H(U,, F’) una clase de cohomologfa para ¢ > 0. Descomponemos U, = ) | N,
donde s : [p] — [k]| para k < p, entonces [a] es un producto de clases o] € H?(Ng, F; por
la Proposicion Dado que la cohomologia se anula localmente por la Proposicion
hay epimorfismos N, — Nj tales que oy — 0 in HY(N!, F). Pero entonces usando el Lema
p-veces y el Lema podemos construir un hipercubrimiento V con un morfismo
V — U tal que o — 0 en H(V), F'). Entonces se sigue que colim H?(U,, F) = 0 para todo

UEHC(E)2P
q > 0.Luego colim EY?(U) = 0 para ¢ > 0. También dado que 'E5? = HY(HY(U, F)) y
UEHC(E)2P
para ¢ = 0 tenemos H°(U, F) = F(U), entonces ' Ey* ~ H™(F(U)). Dado que la sucesi6n

espectral colimite colapsa en la segunda pagina, obtenemos el resultado. [

Ahora por completitud introducimos la cohomologia de Cech de una forma mas o menos

directa y damos el teorema mds importante de comparacién con la cohomologia de haces.

Observacion 4.2.7. Recordemos que un objeto simplicial X se dice n-coesquelético si el mor-

L, . . Y -
fismo canénico X — cosk,X es un isomorfismo. Dado un topos £ — S, la categoria de
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hipercubrimientos n-coequeléticos salvo homotopia simplicial es cofiltrante, esencialmente por
los mismos argumentos que antes (hay una afirmacién analoga al Teorema[4.1.16|para hipercu-
brimientos n-coequeléticos, ver [SGA4-2, Théoreme 7.3.2.]). La categoria de hipercubrimientos
0-coesqueléticos es equivalente (por la adjuncién resy 1 coskg) a la categoria de epimorfismos

U — 1, i.e. simplemente cubrimientos del objeto final.

Definicién 4.2.8. Dado un topos £ —>S y F € Ab(E), definimos la cohomologia de Cech
como H"(E, F) = . goli(rgr; H™(F(CU)), donde C(&)? denota la categoria de hipercubrimien-
eC(€)n
tos 0-coesqueléticos (también conocidos como complejos de Cech) salvo homotopia simplicial.
Mas generalmente, dado X € & definimos H*(X,F) = colim H"(F(CU)) donde el
CUEC(E/X)2P
colimite estd en el complejo de Cech en el topos £/X, salvo homotopia simplicial.
Teorema 4.2.9. (Teorema de Cartan) Dado un topos £ —>S y F € Ab(&), supongamos que

hay un sitio subcanénico pequefio C C € cerrado por limites finitos, tal que H "(V, F) = 0 para

todo V' € C. Entonces hay un isomorfismo H"(X, F) ~ H"(X, F) para todo X € &.

Observacion 4.2.10. Bajo las hipétesis del Teorema de Cartan se sigue del Teorema de Leray

que podemos calcular la cohomologia H" (&, F') como la cohomologia del complejo H™(F(CV))

donde V' = X;VJ —=1 es cualquier epimorfismo con V; € C para todo j € J. En efecto, del
JE€

Teorema de Cartan H?(CV,, F) = H%(CV,,F) = 0 para ¢ > 0 luego el Teorema Leray se

puede aplicar.
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5. El Funtor de Verdier

5.1. Familias en un topos

Definicién 5.1.1. Dado £ —>S un topos, una familia es una tripla (U, [, &) donde U es un
objeto de &, I es un conjunto, y U £ ~*1 es un morfismo. Dado un objeto U, el morfismo
U-% ~*I es llamado una indexacion de U.

Un morfismo de familias (V) J, p) — (U, I, ) esta dada por un par (f,a) donde f : V — U

es un morfismo y « : J — [ es una funcion tal que el siguiente cuadrado conmuta:

V—U
i ¥
" JW*(Oﬂ)7 4

Las familias de un topos forman una categoria que denotamos F(&).
Observacion 5.1.2. La categoria F(&) es la categoria coma (Idg | v*).

Proposicién 5.1.3. Dado £ —>S un topos, entonces la categoria F (€) es equivalente a la
categoria cuyos objetos son colecciones de objetos de &£, (U;);c indexados por algin conjunto
I,y cuyos morfismos (V;);e; — (U;)ier estan dados por una funcién « : J — I y una familia

de morfismos f; : V; — Uyj) para j € J.

Demostracién. Dada la familia U —> ~v*I se define U; como la fibra sobre 7 € I:

Do ke

1 7—*@7*1

Como los colimites, y en particular los coproductos, son universales entonces U ~ Z; U;. Reci-
i€

procamente, dada (U;);c;, definimos U = Z U; y el morfismo U e ~v*I como el coproducto

de los morfismos U; —1 parai € I. <

Consideremos un morfismo de familias (f, «):

vl U

0 e

* *
—_—

J 1
L orreiti
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Dado un indice ¢ € I, consideremos los siguientes cuadrados pullback:

JU—U;—=1

| e

V—>f U—g’y[

Pero como (f, &) es un morfismo de familias, £ f = 7*(«)p el pullback de afuera es isomorfo a

el siguiente pullback:
> Vi—=7(a7i(i)) —=1

ica—1(s
/e i() l tm)
1% *J ‘I
VI —

p
Para esto usamos la universalidad de los coproductos y el hecho que v* es exacto. Por lo tanto

obtenemos un isomorfismo f*U; >~ > V. Luego, tenemos un morfismo V; = Ua(j) para
jea=t(i)
cada j € J. Para el reciproco, dada una familia de morfismos f; : V; — U, con j € J,

definimos f : V' — U via la propiedad universal del coproducto:

fi
Vi—Uay
y es facil chequear que (f, o) define un morfismo de familias. De esta forma construimos los

dos funtores y se chequea facilmente que éstos constituyen una equivalencia de categorias. [

Definicién 5.1.4. Dado £ —>S un topos y un objeto U € &, una indexacién U = v*I se
dice reducida si U; # () para todo i € I. En este caso también decimos que (U, I,&) es una

familia reducida.

Observacion 5.1.5. Esto es equivalente a la nocién de una particion reducida de £/U en
[SGA4-1, Exposé IV, Exercise 8.7]. Observar que dado un objeto U con una indexacién reduci-
da U % v*I , entonces los U; son disjuntos como subobjetos de U, es decir U; N U; = () para

i#jdondeUiﬂUj:UixUj.
U

Definicién 5.1.6. Dado £ —>S un topos y un objeto U € &, entonces la categoria de inde-
xaciones de U es la categoria coma F(&)y = (U | ~v*). Esto es, sus objetos son indexaciones

(1,€), donde £ es un morfismo U —£>7*] , 'y un morfismo (.J,p) — (1,€) es dado por una
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funcién o : J — [ tal que el siguiente diagrama conmuta.

U
/N
VI =

7*(a)

Proposicién 5.1.7. Dado £ —>S un topos y un objeto U € &, entonces la categoria de inde-

xaciones reducidas de U es esencialmente pequeia.

Demostracion. Primero recordemos que dado U € &, su poset de subobjetos Subg(U) es pe-
queiio, por el Teorema Por simplicidad llamemos .S al conjunto de subobjetos de U y
elegimos para cada subobjeto un representante de la clase gs : V; — U con s € S. Dada una
indexacion reducida U —> ~v*I , tenemos monomorfismos Ui>£> U paracada: € I, por lo
tanto [f;] = [gs] (como subobjetos) para un unico s € S. Esto define una funcién o : I — S,
mas aun esta es inyectiva pues los coproductos son disjuntos y la indexacién es reducida (ver la
Observacion [5.1.5)). Llamemos J = Im(«) C S, y definamos la indexacién (., p) donde p estd

definida via los siguientes cuadrados conmutativos

9;

V,—U .

!l lp

1—nt

7*(]’)7 J

Afirmamos que (1, &) ~ (J, p), para ver esto chequeamos que la biyeccién a : I — J define un
isomorfismo de indexaciones, i.e. el siguiente diagrama conmuta.
U
VAR
*I S *

J
Tl

Para ver esto, parai € [y j = a(¢) tenemos un isomorfismo h; : V; — U, tal que f;h; = g;,

pues [fi;] = [g;]. Consideremos el siguiente diagrama.




Ambos cuadrados son pullbacks y también el cuadrado curvo externo es un pullback por defi-

nicién de p, entonces calculamos

Y(a)ég; = v ()€ fihi = v () = v*(5)! = py;

Como ( V; v )jes es epimorfa, se sigue que p = y*(a)&. Ahora consideremos el conjun-
to de todas las indexaciones reducidas construidas como hicimos con (., p), i.e. usando como
sumandos los representantes elegidos de cada subobjeto, para J C .S un subconjunto de subob-
jetos disjuntos que generan U. Este es un conjunto pequefio, pues su cardinal estd acotado por
2151y recien mostramos que cada indexacién reducida es isomorfa a una indexacién de este

conjunto, por tanto esta categoria es esencialmente pequeiia. [

Lema 5.1.8. Dado £ —>S un topos, entonces existe un endofuntor F(£) —> F(£) junto con
una transformacién natural n : N = Id que manda una familia U 5 ~*1 a una indexacién
reducida can6nicamente asociada U —£>/7*N I,donde NI = {i € I|U; # (}}. Mas aun, si
denotamos F,.(€) ala subcategoria plena de familias reducidas, entonces NV es adjunto a derecha

alainclusion (&)~ F(E).

Demostracion. Dada una indexaciéon U —5>7*I llamemos 1y : NI — I a la inclusidn, y

definamos ¢’ por la propiedad universal del coproducto pues U = > Us.
iENT

U v

|l
1 7(.13}/*]\[ 1.
Entonces 7; define un morfismo de indexaciones de U, i.e. tenemos el siguiente tridngulo con-
mutativo.

o/
VNIl

Dado un morfismo de familias con (V, J, p) reducido:
vy
of e

J —~1
,y ,Y*(a)f)/
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Entonces tenemos f; : V; — Uy, if Ua;) = 0 luego V; = () pues los topos tienen objetos
iniciales estrictos. Por lo tanto « se restringe a /V /. Llamemos o’ a esta restriccion, entonces se

ve facilmente que el siguiente cuadrado conmuta

V_f>U

oh e
V'] =" NI

Ademads esta correspondencia es biyectiva y natural, por lo tanto tenemos la adjuncién deseada.

]

Las indexaciones reducidas tienen la propiedad que si un morfismo es indexado, entonces

existe una dnica forma de indexarlo.

Proposicién 5.1.9. Dado un morfismo V Lu y dos indexaciones (J, p), (I,£) de V' 'y U
respectivamente con (., p) reducida, entonces existe a lo sumo una funcién J -1 tal que

(f,«) es un morfismo de familias. En el lenguaje de las categorias, el funtor de olvido obvio

F.(E) — £ es fiel.

Demostracion. Dadas dos indexaciones del morfismo «, 5,y j € J tenemos una factorizacion

fi : V; = Uag) N Usj)- Dado que V; # () entonces U,y N Ug(jy # 0, luego a(j) = B(j). O

Proposicién 5.1.10. Dado £ —> S un topos y un objeto U € &, entonces la categoria F(E)v

de indexaciones reducidas de U es un poset (grande) cofiltrante.

Demostracion. Primero es claro que la categoria de indexaciones reducidas es no vacia, pues
. ., ! . ..
tenemos la indexacion U — 1 . Necesitamos chequear las condiciones duales a (FO) y (F1) de

Dadas(/, ¢), (/, p) dos indexaciones reducidas de U, consideremos su producto

3 v
Tv*(po)
U —E2 (1% )
lv*(pl)
P ’Y*J
Esto da una descomposicion U = > U; N V. Pero la mayoria de estas intersecciones son

(i.j)€lx ]
vacias en general, entonces consideremos (K, () la parte reducida de esta indexacion, luego el

dual de (FO) se sigue. El dual de (F1) se tiene autométicamente pues no hay morfismos paralelos

por/5.1.9 [
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Es facil ver que F,.(£) — £ en general no es pleno. Por otro lado, podemos convertir cual-

quier morfismo V — U en un morfismo de familias si refinamos la indexacién del dominio.

Lema 5.1.11. Dado un morfismo V —/> U e indexaciones U —> v,V 4 ~v*J , entonces
hay una indexacién reducida (K, ¢) de V, un morfismo de indexaciones (5 : (K,() — (J,p)y

un morfismo de familias (f, «) : (V, K,() — (U, I,§). Graficamente:

7K

7 (a)
Demostracion. Consideremos las indexaciones (J, p) y (I, f) de V, entonces construimos una

indexacidn reducida (K, ) como hicimos en|5.1.10 O

Lema 5.1.12. Dado £ —>S un topos y un objeto U € &, entonces existe un poset pequefio

filtrante .J; y un funtor inicial J¥ <> F(&)y .

Demostracion. Consideremos la categoria de indexaciones reducidas de U mddulo la relacion

de equivalencia dada por isomorfismos de indexaciones, i.e. [I,£] = [J, p] si y solo si hay una

biyeccion « : I — J tal que p = v*(a)&. Por|5.1.7,[5.1.9] [5.1.10| este es un poset cofiltrante,

llamemos su categoria dual .J;;. Definimos un funtor .J;7 “F (€)v eligiendo representantes.
Necesitamos chequear las condiciones duales a (a) y (b) de[I.2.2] pero (a) se sigue directamente
de [5.1.8] i.e. podemos refinar cualquier indexacion por su parte no vacia. La condition (b) se
sigue directamente de pues no hay morfismos paralelos desde una indexacién no vacia.

]

Lema 5.1.13. Dado £ —>S un topos, el funtor S 7L & tiene un pro adjunto a izquierda,
L 4 Pro(y*). Ademds, dado U € & entonces LU = (1)1 ¢)e., donde J;7 es un poset pequefio

cofiltrante de indexaciones reducidas y ¢ : J;7 — F(€)y es un funtor inicial.

Demostracion. Esto se sigue directamente del teorema del funtor pro-adjunto [1.2.14]y [5.1.12]
[

Lema 5.1.14. Dado £ —>S un topos, U € £ un objeto, A € S un conjunto, entonces hay un

isomorfismo natural £(U,v*A) ~ colim {/, A}.
(I7£)€JU
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Demostracion. Calculemos:

E(U,~*A) ~ Pro(S)(LU, A) = Pro(S)((I A) =~ colim S(I, A) ~ colim {I, A
(U,y*A) ~ Pro(S)(LU, A) = Pro(S)((1) 1,¢)e1y5 A) golim (I,A) (g%g}lU{ }

El morfismo canénico (?(5))111}’1 {I,A} ~— E(U,v*A) manda una funcién w : I — A con ([, §)
€Ju

una indexacion, al morfismo U 5 ~v*I 7*—@7*14 . ]
Teorema 5.1.15. Dado £ —>S un topos, entonces F(£) es un topos.

Demostracion. Chequeemos que F(&) es un topos usando el Teorema de Giraud Prime-
ro mostremos que F(&) tiene limites finitos y colimites pequefios. Dada una categoria pequefia
(respectivamente finita) I' y un funtor I' — F(&) dado por o — (U,, I, &), consideremos
(U,I1,€) donde U = C(a)leilm Ug, I = cgleilgn I,y & : U — ~*I esta dado por el colimite de los
., donde usamos que y*/ ~ c((l)leilgn ~v*1, pues v* preserva colimites (respectivamente limites
finitos). Entonces se sigue facilmente siguiendo elementos en el diagrama que (U, I,¢) es el
colimite de este diagrama, y el argumento dual funciona para limites finitos. Entonces las pro-
piedades (b) y (c) de [3.2.21] se siguen de los hechos correspondientes sobre £ y S. También
necesitamos chequear que F(€) es una categoria, y para esto requerimos que los hom-sets sean

pequeios, pero trivialmente se tiene la cota
FENV, J,p), (U, 1,§)) C E(V,U) x S(J, 1)

y entonces solamente tenemos que chequear la condicién (d), i.e. que F(€) tiene un conjunto
pequeiio de generadores. Para esto, consideremos un sitio C C & cerrado por limites finitos, y
para cada U € C, consideremos un pro-objeto de indexaciones ([}, &;);e, pro-representando
LU donde L es el pro-adjunto a izquierda de *. Entonces afirmamos que el conjunto de todas
las familias (U, I;,&;) paratodo U € C y todo j € Jy y la familia ((¢, 1s,!) es un conjunto
de generators de F(€). Dada una familia arbitraria X —£ ~4*S , tenemos que mostrar que la

coleccion de todas las familias de morfismos de este conjunto, i.e. de tipo

U—+X 0 —~ X
) l IR
LR L

donde U € Cy j € Jy, es conjuntamente epimorfa. De la caracterizacién que hicimos antes

sobre los colimites en F(&) se sigue que un morfismo de familias (f, «) : (V. J,p) — (U, I,§)
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es epimorfo si y solosi f : V — U es epimorfaen £y o : J — [ es sobreyectiva. Primero
dado que C C & es un sitio, el conjunto de todos los morfismos f : U — X donde U € C
es conjuntamente epimorfo. Pero dado un morfismo f : U — X, se tiene una indexacién
inducida en U, a saber £ = pf, y como las indexaciones (I, ;) e, eran iniciales, hay alguna
indexacion §; que refina £ a través de un morfismo o : I; — S, luego el par ( f, ) constituye un
morfismo de familias. Para ver que tenemos una suryeccion conjunta en S simplemente usamos
el conjunto de todos los morfismos de (¢, 1s,!). Esto muestra que tenemos un conjunto de

generadores y por el teorema de Giraud F(&) es un topos. ]

Observacion 5.1.16. El Teorema es un caso particular de un teorema mds general, el
“Théoreme de Recollement” también conocido como “Artin’s Gluing” de [SGA4-1][Exposé
IV, Proposition 9.5.4] el cual da condiciones bajo las cuales la categoria coma de un topos es
ella misma un topos. Este teorema es también un caso particular de un teorema mas general el
cual caracteriza cuando la categoria de codlgebras de una comoénada es un topos. Seguimos este

enfoque para estudiar la categoria de familias que serd crucial en este trabajo.

Observacion 5.1.17. Para nuestro propdsito, la clave del Teorema [5.1.15|es que en el topos
F(€) los limites finitos y los colimites pequefios se calculan como los limites (resp. colimites)

de los morfismos de indexacidn.
Comparemos ahora el caso localmente conexo con el caso general.

Proposicién 5.1.18. [SGA4-1, Exposé IV, Exercise 8.7.1] Dado £ —> & un topos, las siguien-

tes condiciones son equivalentes:

a) S 7. € tiene un adjunto a izquierda v, - 7*.

b) S L & preserva todos los productos pequefios.

c¢) Paracada U € &, la categoria F(&)y de indexaciones de U tiene un objeto inicial.
En este caso decimos que el topos £ es localmente conexo.

Demostracion. La equivalencia de (a) y (c) es elemental, v* tiene un adjunto a izquierda si
y solo si para todo U € & el funtor £(U,v*—) : S — S es representable y un funtor es

representable si y solo si su categoria de elementos, la cual en este caso es F(&)y, tiene un
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objeto inicial. Es claro que (a) implica (b), es suficiente mostrar que (b) implica (c). Dado

U € & consideremos el pro-objeto LU = (I;,&;);es, de[5.1.13] si v* preserva productos

consideremos la indexacion U —£>7*] donde (I,&) es la parte reducida de ( [] 1, (&5);)-
Jje€Ju

Como ¢ : J;P — F(€)y es un funtor inicial se sigue que cada indexacién tiene un morfismo de

(1,€), ademds de este morfismo es dnico, luego (I, ) es inicial. O

Observacién 5.1.19. Dado un topos & —> S supongamos que U € £ tiene una indexacién
inicial U7 —> ~v*1 , entonces esta debe ser reducida y ademds dado que esta indexacién no ad-
mite un refinamiento, ningtn objeto U; puede admitir una indexacion no trivial, estos objetos

son llamados conexos.

Definicién 5.1.20. Dado un topos £ —> S, un objeto U € £ es conexo si su categoria de
indexaciones reducidas es equivalente a la categoria terminal 1 (con un objeto y un morfismo),

. . ., . . !
i.e. toda indexacion reducida es isomorfaa U — 1.

Ejercicio 5.1.21. Dado un topos £ —> S, un objeto U € & es conexo si y sélo si para cada
familia (V, J, p) existe una biyeccion natural £(U, V') ~ F(E)((U, 1,1),(V, J, p)), i.e. si y solo

si el funtor £(U, —) preserva coproductos.

Observacién 5.1.22. Se sigue que un topos €& —>S es localmente conexo si y solo si cada
objeto U € £ admite una indexacién U = ~v*1 por objetos conexos, estos objetos se llaman

las componentes conexas de U.

5.2. Familias simpliciales en un topos

Definicién 5.2.1. Dado £ —>S un topos, una familia simplicial es un objeto simplicial en
F(E), esta dado por una tripla (U, J, &) donde U € s€ es un objeto simplicial en el topos, J
es un conjunto simplicial y un morfismo de indexaciéon U = ~v*J . Un morfismo de familias

simpliciales es un morfismo simplicial. Denotemos la categoria de familias simpliciales por

sF(E).
Observacién 5.2.2. La categorfa sF(£) de familias simpliciales es la categoria F(£)2” de

objetos simpliciales de F(€), o equivalentemente es la categoria coma (/dse | 7*) donde ~v* :

s§ — s& se define grado a grado.
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Definicién 5.2.3. Dados € —> S un topos y U € s&, la categoria de indexaciones de U es la
categoria coma sF(E)y = (U | v*). Una indexacién (7, ) se dice reducida si U, 5 v*I, es

reducida (ver ??) para todo n > 0.

Observacién 5.2.4. Siuntopos £ —> S es localmente conexo, entonces cada objeto simplicial
es candnicamente indexado por el funtor de componentes conexas. Recordemos que en este
caso tenemos un adjunto a izquierda v 4 v*, 1 : &€ — &, esto induce una adjuncién en
objetos simpliciales. Por lo tanto dado U € s& tenemos una indexacién via la unidad de la
adjuncién U e vY*ymU . Més ain dada otra indexaciéon U 2, ~v*J , por adjuncién existe un
unico morfismo U .7 de conjuntos simpliciales tal que el siguiente diagrama conmuta:
u
VN
* !u s *q
T 7 (&) K

Esto es, U —>~*yU es el objeto inicial de la categoria de indexaciones de U.

Ahora elevamos nuestros resultados[5.1.8] [5.1.9)y [5.1.10]de familias a familias simpliciales.

Lema 5.2.5. Dado £ —> S un topos, entonces existe un endofuntor sF(£) 2> sF(£) conuna
transformacion natural 7 : N = Id que manda una indexacién U e ~*J a una indexacion
reducida canénicamente asociada U —> v*N7J,donde NJ,, = {i € I,,| U,; # 0}. Més atin, el

funtor es adjunto a derecha de la inclusién de familias simpliciales reducidas en sF(E).

Demostracion. Dado que tenemos un funtor F(£) > F() de|5.1.8 este induce un funtor en

objetos simpliciales grado a grado y la transformacion natural  : N = Id induce la correspon-

diente transformacion natural en objetos simpliciales. U

Proposicién 5.2.6. Dados € —> S un topos y U € s&, entonces la categoria sF, (&) de inde-

xaciones reducidas de U es un poset cofiltrante esencialmente pequeio.

Demostracion. Primero probemos que hay a lo sumo un morfismo entre dos indexaciones re-
ducidas. Dadas dos indexaciones reducidas (J, €), (d, p) de U, un morfismo (J, p) — (J,&) estd

dado por un morfismo simplicial « : J — J tal que el siguiente diagrama conmuta para todo n.

Un

"/ N

én
*Jp —1,
gl 'y*(an)v
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Pero dado que J,, es una indexacién reducida de U, la funcién «, si existe, es dnica por|5.1.9
Por lo tanto hay a lo sumo un morfismo entre dos indexaciones reducidas.

Ahora mostremos que es cofiltrante, primero es una categoria no vacia pues tenemos una inde-
xacién canénica por (A%, !) donde ! denota el dnico morfismo al conjunto simplicial terminal

AP, Dadas dos indexaciones reducidas (J, &), (J, p) de U, consideremos su producto

3 ~v*J
TW*(PO)
U2 (9 % g)
LW*(ZH)

p ¥*d

La indexacion (J x g, (€, p)) no es reducida en general, pero podemos tomar su indexacién redu-
cida asociada (X, ¢), donde K,, = N(I,, x J,) por[5.2.5] esto determina una indexacién (X, ¢)
con un morfismo simplicial  : X — J x g tal que(§, p) = v*(n)¢. Por lo tanto la categoria es
cofiltrante.

Finalmente mostremos que es esencialmente pequeiia. Dada una indexacién reducida (J, &) de
U, entonces (/,,,&,) es una indexacion reducida de U,, para cada n > 0. Pero salvo isomor-
fismo existe un conjunto pequefio de indexaciones reducidas de U, por Los otros datos
que determinan la indexacion (J, &) son las caras y las degeneraciones, pero estas estdn uni-
vocamente determinadas por (1, &,) por pues d; : I, — I, 1 es una indexacion de la
cara d; : U, — U,_; (similarmente para degeneraciones). Afirmamos que las dos indexacio-
nes (J,€), (d, p) son isomorfas si y solo si para todo n > 0 las indexaciones (1,,,&,) (Jn, pn)
son isomorfas. Probaremos la implicacién no trivial, si (/,,,&,) ¥ (Jn, pn) son isomorfas para
todo n, entonces existe un isomorfismo «,, : J,, — I, tal que &, = v*(«,)p,. Afirmamos que
(cvn)n constituye un isomorfismo simplicial. Debemos mostrar que o, 1d; = d;cv, para todo
d; - I, — I, (similarmente para las degeneraciones). Pero las funciones o, 1d; y d;a, son

tales que el siguiente diagrama conmuta.

Un

Un—l

7* (anfldi)

Para esto calculemos:

Y (diow) pn = 7 (di) v (o) pn = 7 (di) & = En-1d;
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Y (an-1di) pn = ¥ (an-1)7"(di) pn = V" (n—1) pp—1di = &n—1d;
Por la unicidad de se sigue que o, 1d; = d;a,. Por lo tanto existe un conjunto pequeio

de indexaciones reducidas de U salvo isomorfismo. ]

Lema 5.2.7. Dados £ —> S un topos, un morfismo V LU de objetos simpliciales, e indexa-
ciones U 5 v,V 2 v*d , entonces hay una indexacion reducida (X, ¢) de V, un morfismo

de indexaciones (3 : (X, () — (3, p) y un morfismo de familias (f, ) : (V, X, () — (U,7,¢).

Graficamente:
v
¢ pl l&
v I
4 (8)
7K
7* ()

Demostracion. Consideremos las indexaciones (J,p) y (J,£f) de 'V, entonces construimos

(X, ¢) como la indexacion reducida asociada de la indexacion producto por el Lema 0

Ejemplo 5.2.8. Dados £ —> S un topos y U un objeto con una indexacién reducida U = 1
de U, entonces el complejo de Cech CU = coskoU € s& también tiene una indexacioén reduci-

da simplicial NU = N, € sS§, llamada el nervio de éech, dada por
N, = {(ig, ... in) € " | Ujy x ... x Us, # 0}

Esta es simplemente la indexacion reducida asociada (ver Lema del 0-coesqueleto de la
indexacion, i.e. N,, = N(coskgI),. Tenemos un morfismo simplicial CU e Y*NU , gréfica-
mente:

U—=UxU~——UxUxU

<~ -
6 e s

7 No = 7 Ny 7 Ny

Proposicién 5.2.9. Dados £ —>S un topos, y (U, T, &) familia simplicial reducida, entonces

hay un morfismo canénico de familias simpliciales:

U—"sCU

¢ le

* - *N
7 7*(77)7 u
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Demostracion. Esto se sigue directamente de la adjuncién resy - cosky y la adjuncién del Lema

5.2.5 ]

Ahora observemos el simple hecho de que siempre se puede extender una indexacién trun-

cada usando el funtor co-esqueleto. Mds precisamente:

Proposicién 5.2.10. Dados £ —>S un topos, U € s& un objeto simplicial y una indexacién
reducida res, U £ ~v*J hasta grado n,i.e.J € S2<n . Entonces existe una indexacién reducida

uU—% ~*J" tal que su restriccion hasta grado n es igual a €.

., op . . . o . . .,
emostracion. Dado <n, consideremos el conjunto simplicial cosk,J, por adjuncién
Demost Dado J € S°< d 1 t licial cosk,,d d
3
obtenemos un morfismo U —=~*cos onde usamos que 7* conmuta con el coesqueleto
bt fi u ~v*cosk,dJ dond y* t 1 let
pues es un limite finito. Esta indexacién puede tener componentes vacias, por tanto tomamos su

indexacién reducida asociada (J',¢') = (Ncosk,d, €) y esto sirve como nuestra extensién. [

Definicién 5.2.11. Dados £ —>S un topos y U € s&, entonces llamamos Ji¥ al poset de
indexaciones reducidas de U salvo isomorfismo. Para n > 0 existe un funtor de proyeccién

Ju—2 J;. que envia una indexacién (7, ¢) de U a la indexacion (I,,, &,) de U,,.

El siguiente lema es clave, muestra que las indexaciones son “suficientemente finas”, en el
sentido que ellas refinan cualquier indexacién en cualquier grado, simepre que nuestro objeto

simplicial sea split. Mds precisamente:

Lema 5.2.12. Dados £ —> S un topos y U € s& un objeto simplicial split, entonces el funtor

pr,, .
Jif —=J;i es inicial para todo n > 0.

Demostracion. Recordemos que si U es split entonces existen subobjetos N> U, tales

que el morfismo canénico >, Ny— U, es un isomorfismo, donde N,>— U, denota al

si[n]—[k]
k<n

subobjeto de U,, dado por la composicién N> U, —= U,, . Mas atin por [4.1.5|tenemos que

skl ~ 3 N,
{[n]—[k]
k<m

Dada una indexacién U, n v*I vamos a construir una indexacién (J, p) de U inductivamente
en 0 < k < n tal que para todo k, el morfismo canénico (sk;U), — U,, es indexado sobre

una funcién (skxd), — I . Para k = 0 tenemos (skoU),, = Uy y el map (skoU),, — U,, estd
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dado por el tnico morfismo s : [n] — [0]. Consideremos (.Jy, py) una indexacién reducida de
Uy tal que el morfismo Uy —>>U,, esta indexado por una funcién s : Jy — I, i.e. el siguiente
diagrama conmuta.

UO — Un

pol l&

Vo
Suppongamos que tenemos una indexacion (J, p) truncada hasta grado k& — 1 tal que el morfismo
canénico (ski_1U), — U,, estd indexado sobre (ski_1J), — I . Queremos extender esta
indexacion a grado £ manteniendo la propiedad invariante. Primero construimos una indexacién
reducida (N}, px) de N, C Uy, tal que para cada epimorfismo s : [n] — [k] tenemos el siguiente

cuadrado conmutativo

e e

VN v

Y también tal que el morfismo N, — Uy, — (cosky_;1U), sea indexado, i.e. tenemos el siguiente
cuadrado conmutativo

Nk(—> Uk —M> (COSkk_1U)k .

2 l

VN . v*(cosky,—1d)x

Entonces, definimos la indexacién en grado k por J, = (skx_1d)x + N, 7,y el morfismo de

indexacion estad dado por el siguiente coproducto de morfismos.

[(skr—19)k, pr) ¢ (skr—1 Wi, + N, ——=~v*(skp_1d)x + v* N/

La indexacién (skk,1U)k(m)%*(skk,13)k es reducida pues (sky_U), ~ > N, por

sifnj [0
<k

tanto su indexacién estd dada por el coproducto Y. N, las cuales son todas indexaciones

silnl—[4
<k

reducidas definidas en los pasos previos. Tenemos ahora el siguiente diagrama conmutativo

(Skk_1U)k (Skk_1U)k + Nk a (COSkk_1U)k .

l | l

v (skg—1d)k — 7" (skx—1d)x + 7N} v*(cosky_1d)

[T:7" pl
Por lo tanto hemos extendido nuestra indexacién hasta grado £ por[2.2.15| Ahora dada la des-

composicion (skxU), = (skx_1U), + > Ns, se sigue por construccién que el morfismo
s:[n]—[K]
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canénico (skiU),, — U,, es indexado. Supongamos que tenemos nuestra indexacion construi-
da por induccién hasta grado n. Cuando k = n tenemos que (sk,U),, — U,, es indexado sobre
Jy =~ (sk,d), — I . Entonces podemos extender esta indexacion a grados mayores que n por

la construccidon [5.2.10/hecha anteriormente. Esto finaliza la demostracion. O]

Lema 5.2.13. Dados £ —>S un topos, A un grupo (abeliano) y U € s€ un objeto simplicial

split, tenemos que:
1. Un isomorfismo de grupos (abelianos) co-simpliciales:

E(U,v*A) ~ colim S(J, A
(U7 4) = colim 5(3, 4)

2. Como un corolario, cuando A es abeliano tenemos el siguiente isomorfismo:

H"(E(U,~*A)) ~ colim H"(J, A
(EQU;y7A)) = colim H™(J, A)

donde H?(J, A) es la cohomologia con coeficientes en A del conjunto simplicial que

indexa, definida en|2.3.20

Demostracion. Recordemos que dado un conjunto simplicial J y A un grupo (abeliano), el gru-
po co-simplicial S(J, A) esta dado por S(J, A),, = S(I,,, A) y las co-caras y co-degeneraciones

dados por pre-composicién. Para cada n > 0 por[5.1.14]tenemos un isomorfismo candnico:

lim S(I, A) ~ E(U,,v*A
(1?86152”8(’ ) = E(Un, 7" A)

Dado que el funtor pr,, : Jy — Jy, es final por el Lema/5.2.12] entonces el morfismo candnico:

colimS(J, A) — E(U,v*A
(weJu( ) (U, y*A)

es un isomorfismo pues es un isomorfismo en cada grado. Para la segunda afirmacién, primero
observemos que la cohomologia H%(J, A) es definida como la cohomologia del complejo de
co-cadenas asociado a S(J, A) donde el morfismo de coborde estd dado por la suma alternante
de las co-caras. Entonces la afirmacion se sigue pues el colimite es filtrante y la cohomologia

conmuta con colimites filtrantes de complejos. [

Observacion 5.2.14. Observemos que el Lema [5.2.13| se generaliza a topos arbitrarios [[AM,

Lemma 9.2], esto es, las ecuaciones:
E(U"A) = S(n(U), A)
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H™(E(U, 7" A)) = H"(m(U), A)

en el caso de topos localmente conexos, pues en este caso Jy tiene una indexacion inicial, ver
Observaciéon La unica hipétesis extra que ponemos es que U debe ser un objeto simplicial
split, pero como los hipercubrimientos split son iniciales entre los hipercubrimientos, esto no es

un problema.

5.3. Hipercubrimientos indexados

Definicién 5.3.1. Dado £ —> S un topos, un hipercubrimiento indexado est4 dado por una
tripla (U,J,&), donde U = U, € s& es un hipercubrimiento, J = I, € sS es un conjunto

simplicial, y £ : U — *J es una indexacion reducida.

Observacion 5.3.2. Consideramos la categoria de hipercubrimientos indexados IHC(E) co-
mo una subcategoria plena de la categoria de familias simpliciales sF(€). Observemos que un
hipercubrimiento indexado es un objeto simplicial en el topos de familias F(&) (con ciertas pro-
piedades extra), sin embargo no es un hipercubrimiento en este topos, pues un hipercubrimiento
in F(€) estd dado por (U, J, £) con U un hipercubrimiento en s€ y J un hipercubrimiento en sS.
Esto fuerza J a ser un complejo de Kan aciclico por lo tanto todos sus grupos de homotopia are
trivial, notemos que en particular el complejo de Cech indexado no es en general un hipercubri-
miento en F(&). En nuestra definicidn la indexacion no es suryectiva en el coesqueleto, por lo

tanto tenemos grupos de homotopia no triviales.

Ejemplo 5.3.3. Dados £ —>S un topos y un cubrimiento U 5 ~v*I , entonces la familia

simplicial (CU, NU, ¢’) definida en el Ejemplo es un hipercubrimiento indexado.

Observacion 5.3.4. (Comparar con [D10, 4.1]) Ahora veamos en detalle que es un hipercubri-

miento indexado en grados bajos, como lo hicimos en #.1.§]

1. Paran = 0 tenemos que Uy = > U;—— 1 es epimorfo.
i€lp

2. Paran = 1 tenemos que el morfismo U; — Uy x U, es epimorfo. Pero este morfismo es
indexado luego esto dice que para cada (i, j) € Iy x I tal que U; x U; # () entonces el
siguiente morfismo es epimorfo:

Z ULg—)Ui X Uj (1)

L.
1—]
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3. Para valores de n superiores, podemos usar nuestra descripcion del coesqueleto como un
egalizador, tenemos:

(cosk, 1 W), —— [] Upoi—= [] Un-

l 0<i<n 0<i<j<n

l l

’Y*(COSknflj)n—> H ")/* n,1: H ’}/*[n,Q

0<i<n 0<i<j<n

Notemos quela indexacién (cosk,, _1U),, — v*(cosk,_17J),, no es reducida en general. Por

tanto para n = 2 podemos describir (cosk;U)s como el siguiente egalizador:
(COSk1U)2—>U1 X U1 X U1 ZZOUO X U() X Uo

donde uy = (d; pry, do pry, do pry) uy = (dy pry, dq pry, do pry) y pr; denota la proyeccion

en la i-esima componente para 0 < ¢ < 2. Se sigue que (cosk;U)s = > Py
(t,r,0)€(cosk1T)2
donde (¢, r, ¢) son tales que completan el siguiente diagrama:

k
ZK
iy J

y P, es el siguiente egalizador:
Ppy—=Uy x Uy x Uy —ZU; x Uy X U,

Alternativamente podemos describir P;,., como el limite del siguiente diagrama:

Uy Py U
do,r /do,z / do,r /do,t
Ul,r U, dit Ul,r l/ Uy, dit
do,e do,e
di,r Uiy ﬁUj di,r Uie éUj
R P4 A Pl
U, 1 U; 1

Entonces tenemos que para cada (¢, 7, £) € (cosk;J), tal que P, # () el siguiente morfis-

mo es un epimorfismo:

Z UQ,UJ - Ptr@ (2)

donde la suma es sobre w € I, tal que dow = t, dijw =71y dow = /.
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Proposicién 5.3.5. Dado £ —> S un topos, entonces la categoria IHC(E) ... de hipercubrimien-

tos indexados salvo homotopia simplicial es cofiltrante.

Demostracion. Dados (U,J,&) y (V,d, p) dos hipercubrimientos indexados, entonces por el

Teorema (4.1.16| existe un hipercubrimiento W con mofismos W T y W-L-V . Pero por

el Lema estos mofismos son mofismos de familias para las indexaciones reducidas res-
pectivas en W, como las indexaciones reducidas de W son cofiltrantes por la Proposicién
existe una indexacién reducida W —> ~v*XK tal que ambos morfismos se vuelven indexados.
Esto es, tenemos morfismos simpliciales o : KX — Jy g : K — [ tales que los siguientes

diagramas conmutan:

w—L.u W2y
C*l £§ *l lp
TG VK570

Por lo tanto el dual de la Definicién[I.2.1/(F1) se sigue

Ahora, dados dos mofismos paralelos (V,d, p) (U J,€) por el Teorema [4.1.16| existe un
(9.9)

hipercubrimiento W, con un mofismo ‘W —=V y una homotopia simplicial ‘W —h> {A, U}
de fu a gu. La indexacién en U induce una indexacién {A', U} il v*{A',J} , donde estamos
usando que tenemos un isomorismo {A! y*g} ~ v*{A! J} ya que este es un limite finito en
cada grado por el Corolario y v* es exacto a izquierda. Pero entonces nuevamente por
la Proposicién y el Lema existe una indexacion reducida (X, () en W tal que los
morfismos h y u se vuelven indexados, i.e. tenemos morfismos simpliciales / : K — {AL T}y

T : K — J tales que los siguientes diagramas conmutan:

WL AL U) WLV
cl e e} v
7K ?ﬁ*{Al,J} ’V*fKV*—(;) g

Entonces los morfismos fu y gu son también indexados por at y ST y por unicidad de las
indexaciones tenemos que aT = (dl)*ﬁ y BT = (do)*iz. Entonces tenemos una homotopia
simplicial indexada entre (fu,at) y (gu,3T), y obtenemos (F1) de la Definicién Se

sigue que THC(E).. es cofiltrante. O

Observacién 5.3.6. Dado £ —> S un topos y dado que sF (€) es una categoria simplicialmente

enriquecida, entonces la subcategoria plena IHC(E) C sF(€) es tmabién simplicialmente enri-
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quecida. Por lo tanto hay una 2-categoria asociada IHC(E), cuyos homs estdn dados por aplicar

la categorfa fundamental T; al hom simplicial, como en la Observacion
Proposicién 5.3.7. Dado £ —> & un topos, entonces la 2-categoria THC(E), es 2-cofiltrante.

Demostracion. Dada la prueba de la Proposicién solo tenemos que chequear (F2) de
la Definicion [[.3.9] La clave es usar de nuevo 4.1.15] de forma inteligente. Supongamos que

tenemos homotopias simpliciales indexadas paralelas como sigue:

(f,2)
//—\

(V.8,0) —_Uoun) 44 (W) (0,9,6)
(9.8)

Entonces hay un morfismo (so(g, 3), (W', 7'), (h,n)) : (V,d,p) — ({0A% U}, {0A2,T},¢)

donde syg denota la homotopia constante de g, graficamente esta es el borde del 2-simplex en

hﬁ“’

h

el hom simplicial:

Entonces por la Proposicion 4.1.14]y el Lema|4.1.15/hay un morfismo v : W — V y un relleno
w: W — {A% U} tales que dow = sogu, dyw = h'u'y dyw = hu en el hom simplicial. De
nuevo por la Proposicién y el Lema hay una indexacién (X, () en W tal que ambos

morfismos u y w se vuelven indexados, i.e. tenemos diagramas conmutativos como sigue:

W (A2} Wy
cl e Cl l”
v*UCT*a)W*{AQ,J} V*KWV*H

Entonces las 2-celdas (hu, ad) y (h'u, 3,0) son iguales en THC(E), por la relacion de homo-

topia en la categoria fundamental. Si tenemos dos 2-celdas paralelas dadas por homotopias de

complejos formales, por un argumento similar usando los Lemas 4.1.14] y 4.1.15| tenemos un

refinamiento donde podemos componer las homotopias, y lo reducimos al célculo previo, luego

la 2-categoria es 2-cofiltrante. [

Observacion 5.3.8. En esta seccién no necesitamos el hecho que IHC(E), es una 2-categoria
2-cofiltrante, solo la afirmacién més débil IHC(E).. es cofiltrante. Sin embargo el resultado

2-dimensional serd usado en la siguiente seccion.
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Teorema 5.3.9. Dados £ —> S un topos, A un grupo abeliano, entonces tenemos un isomor-

fismo:

H"(E,7v*A)~  colim H"(J,A)
(U,3,¢)eIHC(E)F

donde el colimite es indexado sobre la categoria de hipercubrimientos indexados salvo homo-

topia simplicial.

Demostracion. Del Teorema de Hypercubrimiento de Verdier [4.2.6] el hecho de que los hiper-
cubrimientos split son iniciales por el Lema4.1.21|y nuestro calculo del Lema obtenemos

el siguiente isomorfismo:

H"(&E,v*A) ~ colim H"(y*A(U)) ~ colim colim H"(J, A
( 7 ) UeHC(E)2F (7 ( )> UeHC(E)2P (7,8€)edu ( )

Dado un mofismo V =1 entre hipercubrimientos y una indexacién (J, £) on U, por el Lema

existe una indexacién reducida en 'V, con un cuadrado conmutativo:

vy
S
7 3“/*_(&))’y .
Si [w] € H™(J, A) es representada por una funciéon w : I, — A, entonces por precomposi-

., .« , (0% s .
ci6én obtenemos una funcién J, — I, == A . Esto define una clase cohomoldgica [way,] €

H™(J,A)y [wa,] representa f*[w] € H™(v*A(V)) pues el siguiente diagrama es conmutativo:

e

K | @
v (wan) >y A
7" (w)

De hecho, [w] como clase en H"(y*A(U)) es representada por el morfismo U, il v I, —

se sigue que f*[w] = [v*(w)&nfn] = [V (wan)pn] € HM(v*A(V)).

Por la construccién del colimite filtrante de grupos abelianos, se sigue que una clase de coho-

A,

mologia [w] € H™(E,~*A) se representa por algin [w] € H™(J, A) para un hipercubrimiento U
y una indexacién (J, £) of U. Dos clases cohomolégicas [w] € H"(J, A) y [t] € H"(J, A) para
hipercubrimientos U, V con indexations respectivas (J,£) y (d, p) son iguales en H™(E,~v*A) si

hay un hipercubrimiento W, con mofismos W Ju y W-2-V tales que f *lw] = g*[t] €
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H"(v*A(W)). Pero por el mismo argumento dado en la Proposicién se sigue que exis-
te una indexacién W —% ~*XK tal que ambos morfismos f y g se vuelven indexados, i.e. hay
morfismos simpliciales « : KX — Jy g : K — Jtales que {f = v*(a)Cy pg = v*(B)(. Tam-
bién, dado que f*[w| = ¢*[t] € H"(v*A(W)), refinando la indexacién en W si es necesario,
podemos suponer que [wa,,| = [t6,] € H"(X, A).

Por otra parte, describimos el colimite filtrante (u,gf)(é}]iqr&g)ng "(J, A). Un elemento es re-
presentado por una clase [w] € H™(J, A) para (U,J,£) un hipercubrimiento indexado, don-
de [w] € H"(J,A) y [t] € H"(,A) para (U,J,£),(V,d, p) respectivamente son identifica-
dos si existe un hipercubrimiento indexado (W, X, ¢) con mofismos (W, X, ¢ )(f—al (U, 7,¢),

(W, X, C)(ﬂ (V,d,p) tales que [wa,] = [t8,] € H" (K, A). Se sigue que tenemos un iso-

morfismo:
colim colim H"(J,A)~  colim H"(J, A)
UEHC(E)2P (9,£)eduy (U,J,6)ETHC(E) 2P
Esto completa la demostracion. 0

Definicién 5.3.10. Dado £ —>S un topos, entonces el pro-objeto Ver(£) = (J) (L7,€) ETHC(E)%P
en la categoria homotdpica de conjuntos simpliciales es llamado el tipo homotépico Etale or

funtor de Verdier del topos.

Observacion 5.3.11. Se sigue directamente de la Observacion [5.2.4] que nuestra definicién del
funtor de Verdier generaliza a la definicion para topos localmente conexos de M. Artin y B.
Mazur. Esto es, hay un isomorfismo de pro-objetos Ver(£) ~ [[ £ donde [ ] £ es el pro-objeto
definido en [AM, §9].

Observacion 5.3.12. Notemos que el Teorema dice que el tipo homotdpico étale determi-

na la cohomologia con coeficientes constantes del topos por la férmula:
H"(&E,v*A) ~ H"(n(€), A)
Esta ecuacion generaliza [AM, Corollary 9.3].

Observacién 5.3.13. Dado £ —>S un topos con un punto geométrico S —= & , recordemos
que un hipercubrimiento punteado es un hipercubrimiento U con una eleccién de un vértice
x € p*Uy. Observemos que dado un objeto U con una indexaciéon U —£>fy*[ , entonces un

elemento x € p*U determina un elemento &(x) € I, aplicando la funcién p*U e Pyl ~1T.
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Por lo tanto un hipercubrimiento indexado (U, J, {) que es ademas punteado por x € p*U, da
lugar a conjunto simplicial punteado (J, £(x)). Entonces el funtor de Verdier determina un pro-
objeto en la categoria homotdpica de conjuntos simpliciales punteados. Luego se pueden definir

los pro-grupos de homotopia:

7Tn<g> p) = (Tfn (jv 5(x)))(U,J,ﬁ,:p)GIHC*(S)DNP
donde THC, (&) denota la categoria de hipercubrimientos indexados punteados.

Ahora mostremos que el tipo homotdpico étale del topos determina el 7, del topos. Recor-

demos la siguiente definicién de [Exposé IV, Exercice 8.7][SGA4-1]].

Definicién 5.3.14. Dado £ —> S un topos, entonces 7o(&) se define como el pro-conjunto que

representa al funtor v,7* : S — S.

El funtor ~,7* es pro-representable si y solo si existe (S;);c; € Pro(S) tal que:

17 (1) = £(17°(T)) = Pro(8)(S))er. T) ~ colim (5. T)
natural en 7' € S. Pero en el Lema [5.1.13] vimos més generalmente que el funtor 7* tiene un
pro-adjunto a izquierda y en particular tenemos que 7o(£) = (I)(1,¢)cs donde J es el poset de

indexaciones reducidas del objeto terminal. Ahora mostremos quet 7y (&) puede ser calculado

del tipo homotépico étale Ver(&).

Proposicién 5.3.15. Dado £ —>S un topos, entonces 7((E) ~ (m0(7)) wg.6)emc(e)er donde
7o(J) es el conjunto de componentes conexas del conjunto simplicial que indexa, en otras pala-

bras, my(€) se calcula al aplicar 7y al tipo homotdpico étale, i.e. my(E) ~ m(Ver(E)).

Demostracion. Dado (U, J,¢) un hipercubrimiento indexado, consideremos 7,(J) el conjunto

de components conexas de J, este estd dado por el siguiente coegalizador:

do
Il — [0 — Wo(j)
dy

También, el siguiente diagrama es un coegalizador:

do |
Ulé.U()%l
di
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Esto vale pues U es un hipercubrimiento y entonces Uy — 1 es epimorfo, por lo tanto es el
. Pro . .
coegalizadr de Uy x Uy —= U, . Dado que U; — Uy x U, es epimorfismo, entonces el objeto
pry

terminal es el coegalizador de d y d;. Pero entonces tenemos el siguiente morfismo:

U —=Uy——1

d1 :
Elt Lfo EI'&A
Y

v I =y Iy —y*mo(J)

Entonces dado un hipercubrimiento indexado obtenemos una indexacién 5 : 1 — v*m(J). Mas
aun esta es reducida pues la funcion [y — my(J) es sobreyectiva. También, dada una indexacién
reducida del objeto terminal £ : 1 — ~*I tenemos un hipercubrimiento indexado al tomar U
el objeto simplicial constante en el objeto terminal, y J el conjunto simplicial constante en el
conjunto I. En efecto, esto es simplemente el complejo de Cech asociado con el cubrimien-
to disjunto 1 = Z U;. Entonces, definimos el funtor ¢ : THC(E). — J° como arriba, i.e.
o(U,J,€) es la inﬁéxaoi(’)n € :1 — v*m(J). Luego es suficiente mostrar que el funtor ¢ is ini-

cial, pero es suryectivo en los objetos pues cualquier indexacién del objeto terminal se obtiene

via ¢ por su complejo de Cech y como J es un poset esto es suficiente. [

Ejemplo 5.3.16. Dado X un espacio topoldgico punteado, consideremos £ = Sh(X) el topos
de haces asociado. Entonces tenemos una definiciéon de los pro-grupos de homotopia que son
denotados por 7vrn (X). Estos pro-grupos coinciden con los grupos de homotopia cuando el espa-
cio es paracompacto y localmente contréctil por [AM, Theorem 12.1]. Como nuestra definicién
no requiere que el espacio sea localmente conexo, estos pro-grupos son adecuados para nuevos
estudios en Teoria de la Forma (ver [[CP&89]] or [EH80]), donde la teoria de Artin-Mazur no era

aplicable.

Ejemplo 5.3.17. Dado X un esquema, consideremos £ = Sh(Et(X), .J) el topos de haces
en su sitio étale. Entonces por medio de la Definicion [5.3.10] se tiene un pro-objeto asociado
en la categoria homotopica que por simplicidad se denota en este caso como X.;. Como fué
observado en [AMI para que este topos sea localmente conexo es suficiente que X sea un

esquema localmente noetheriano, por tanto con nuestra teoria es posible sacar esta hipdtesis.
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6. El grupoide fundamental

6.1. Hipercubrimientos indexados y descenso

Proposicién 6.1.1. Dado € —>S un topos y U = ~*J un hipercubrimiento indexado. Su-

pongamos que nos dan 1-simplices (¢,r,¢) € (cosk;J)s que forman un diagrama como el si-

guiente:
k
A
iy

Si P,y # ) entonces [r] = [t][¢] como elementos de T,J (ver Proposicién 2.4.3), donde P,
es la componente de (cosk;U), indexada por (¢, 7, ) definida explicitamente en la Observacién

534

Demostracion. Vamos a mostrar que hay un 2-simplex w € I5 que llena este borde, i.e. tal que

(do,dy,dy)(w) = (t,r,¢). Recordemos que P, es el limite del diagrama dado por:

Ptrf Ul,t
/ do,r /dO,t
Ul,r l UO,k’ da.
do,¢
di,r d Ul’g — Uo’j
1? /

1

Pero dado que (U, J, &) es un hipercubrimiento indexado, se sigue que el morfismo:
Z UQ,w - Ptré

es un epimorfismo, donde la suma es sobre w € I tal que (dy, dy,ds)(w) = (¢,7,£). Como
Py.e # (0, entonces hay un U, ,, # () para algin w € I, que llena el borde (¢,, (). Luego por

definicién [r] = [t][¢] como elementos de T;J. O

Proposicién 6.1.2. Dado £ —>S untoposy U = ~*J un hipercubrimiento indexado. Dados

¢
dos 1-simplices paralelos ¢ :t; 7 en J, tales que el siguiente pullback es no vacio:

P——=U,
Uél l(d1,t7d0,t)

Ui p—Upy; x Uy ;
L£ (dy,¢,do,0) 0.0 0.7

Entonces [¢] = [t] como elementos de la categoria fundamental T, J.
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Demostracion. Consideremos r = so(i) € Iy (t,¢,r) € (cosk;J),, graficamente:

Afirmamos que Py, # (), donde P, es la componente de (cosk; U), indexada por (¢, ¢, r) defi-

nida explicitamente en la Observacion Para esto consideremos los siguientes morfismos:

Ut

P Uy,

e
do,e /dO,t
Ui 0, die
url
dO T
die Ui,y — Uy,
dly /

Up.i 1

donde u, = s¢;d; ue. Esto define un cono del diagrama, para ver esto recordemos que por
definicion de P tenemos que d; puy = dy zu; 'y do ety = do¢uy los cuales ya nos dan la conmuta-

tividad de la cara de arriba. Las otras caras son:
dl,rur = dl,rso,idl,éué = dl,eue

dO,Tur = dO,rSO,idl,EUZ = dl,tut

Como P # () entonces Py, # (. Luego por la Proposicién se sigue que [¢] = [t] in
le. O

Proposicién 6.1.3. Dados € —>S un toposy U —> ~*J un hipercubrimiento indexado. En-
p pos 'y P

tonces la categoria fundamental T,J es un grupoide.

Demostracion. Dado 1 —£>j un 1-simplex en J, entonces Uy ; x Uy j # (). Luego Uy j x Uy ; # 0,
y tenemos un epimorfismo:

Z Ul,t —>Uo,j X UO,i

Lt
J—1

Entonces hay un 1-simplex j —= i tal que el siguiente pullback is no vacio:

P = Uy
Wl/ l(do,ndl,t)

Uiy——=Uy; x Uy ;
7 (dy,¢,do,e) 0.4 J
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Ahora consideremos r = s¢(i) € I y (t,7,{) € (cosk,J),, graficamente:
)
A
1 v J

Definimos u, : P — U;, como u, = sg,d; us. Chequeemos que esto define un cono del

diagrama:

uy

P Uy
d() r dO,f
Ul,r 0, di¢
u[l
do,¢

di,r Uiy —Uy;
dly ” / ’

UOJ‘ 1

Para esto observemos que por definicién de P tenemos que d; juy = doue y do gty = dy 4u 1os

cuales ya nos dan la conmutatividad de la cara de atras. Las otras caras son:
dl,rur = dl,rso,idl,éue = dl,eue

dO,Tur = do,rso,idl,zue = do,tut
Como P # () entonces P, # (). Se sigue de la Proposicién que [t][¢] = 1 en T;J. Sien su
lugar consideramos (¢, so(j),t) € (cosk;J)s, por el mismo argumento [¢][{] = 1 en T;J, luego

T1J es un grupoide. 0

Definicion 6.1.4. [S87, p. 54] Un diagrama pseudo-cosimplicial truncado de categorias X
consiste de un diagrama de funtores

; %
dy
con isomorfismos naturales d;d; = did;_y parai < jy lx, —% std* parai = 1,2. Esto es
lo mismo que un pseudo-funtor A_, X CAT donde A4 es la subcategoria de A<, con todos
los objetos y todos los morfismos excepto las codegeneraciones s* : [2] — [1] i =0, 1.
Un X-dato de descenso esta dado por (X, ¢) donde X € Xy di X 2 d$ X un isomorfismo

en X; que satisface la condicién de cociclo y la identidad

dy(9) T0,2,X d5(¢) = T1,2,x di(¢) To1,x  en Xy, so(9) = T1,XT6}( en X

Graficamente, los siguientes diagramas conmutan:
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i
dide X 8% gran x
/ x . 7 s*¢ .
dsdi X dids X spdi X ———— sy X

. & ™~

dydi X — didi X

Estos objetos forman la categoria de datos de descenso Dy, donde una flecha (X, ¢) — (Y, %)
estd dada por un morfismo f : X — Y € X, tal que el siguiente diagrama conmuta
v P g«
ds fl ld;j f
&Y - 4y
y tenemos un funtor obvio Dy 2 Xy que se olvida del dato de descenso. Esto es una especie
de “egalizador” de dj y dj, en efecto la categoria Dy es equivalente al pseudo-limite del dia-
grama pseudo-cosimplicial (es el bilimite de este diagrama). Dada una categoria Y y un funtor
Y —% X, con un isomorfismo natural d*p =2 die satisfaciendo la condicién de cociclo y la

) . . @ . . .
identidad, entonces se induce un funtor Y — Dy y un diagrama conmutativo como sigue:

d
5 dy N,
_—
Dy —2> Xy =5 Xy —di~ X,

% “ ds
©

Y
Decimos que ¢ es de descenso si © es plenamente fiel y es de descenso efectivo si  es una

equivalencia.

Esta definicion general puede parecer engorrosa, pero en la practica la mayoria de los casos
estan dados por categorias fibradas y un objeto simplicial en la categoria de base donde todos

los isomorfismos T’s provienen de la pseudo-funtorialidad.

Definicién 6.1.5. Dados una categoria fibrada F L.c y un objeto simplicial (truncado) U €
sC, entonces tenemos un diagrama pseudo-cosimplicial truncado de categorias

dg

s R
— *

]:Uo ~—so— JFuy, —di— Fu,
: dr L
1 dx

2
: : dO :
: do e
Uo —s— Uy dy Us
d1 -~
da



En este caso hablamos de U-datos de descenso para F, y denotamos la categoria D ¢ (cuando
sea claro por el contexto podriamos simplemente llamarla Dy(). Usualmente se tiene un objeto
simplicial aumentado, i.e. tenemos un objeto U y un morfismo U LU tal que fdy = fdy y
estamos interesados en saber si f* es de descenso (efectivo) .

Reciprocamente, dado un morfismo U J_U en C se tiene asociado un complejo de Cech
aumentado, decimos que F —>C es de descenso (resp. descenso efectivo) para U Ui

f* es de descenso (resp. descenso efectivo) con respecto al complejo de Cech.

Ejemplo 6.1.6. Dada una categoria C con pullbacks, consideremos la categoria C* de morfismos
en C, entonces el funtor codominio ¢ : C* — C define una categoria fibrada. En particular, dado
E~S un topos y un cubrimiento U — 1, consideremos su complejo de Cech asociado
CU e s&, entonces tenemos el siguiente diagrama:

dg

dy

Doy 2> EJU=HE/(U x U)ai=E/(U x U x U)

* —_—
TGUT % 4 s

&

Es bien sabido que los epimorfismos son de descenso efectivo para esta fibracion, i.e. el funtor

rey €S una equivalencia de categorias. Podemos describir explicitament un dato de descenso

en este caso, supongamos que U = ) U;, entonces un dato de descenso (X, ¢) esta dado por
i€l

X; € EJU; parai € I, e isomorfismos X; x U; —= X; x U; tales que el siguiente diagrama

conmuta:

Xi X UJ&X] X UZ

N

UiXUj—T>UjXUi

La condicién de cociclo dice que el siguiente diagrama conmuta:

ixXUj
XZ‘XU]CXU]'&X]CXUZ'XUJ‘

X x U; x Uy X xU; x U

XjXUiXUkWXjXUkXUi

Ejemplo 6.1.7. Otro ejemplo es el dado por considerar la categoria fibrante sobre conjuntos

F £~ S donde la fibra sobre un conjunto I es F(I) = S/I, i.e. la categoria de familias
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I-indexadas. Dado un conjunto simplicial J € sS, entonces se obtiene un diagrama pseudo-
cosimplicial:
dg
3 _fo
S/[O <—56—S/[1 —dT—>S/[Q
—_—

dy d

Por tanto, un J-dato de descenso estd dado por una familia S — I y unabiyeccion d;.S 2. dyS
en S/1 satisfaciendo la condicion de cociclo y la identidad. Esto es lo mismo que conjuntos
S; para i € Iy biyecciones S; 2 S; para cada 1-simplex it J sujeto a ¢y ;) = 1 para

i € Iy y dado un 2-simplex w con (dy, dy, ds)(w) = (t,r, {) entonces ¢, = Py, graficamente:

vay

1 Y J

Luego se sigue que la categoria de datos de descenso D; es isomorfa a la categoria (topos)

B(mJ) de acciones del grupoide fundamental de J.

La siguiente Proposicion de [AM] nos dice que bajo hipotésis razonables la categoria de

datos de descenso para un hipercubrimiento y su 0-coesquelo son equivalentes.

Proposicién 6.1.8. [AM][Proposition 10.3] Dado € —> S un topos, U un hipercubrimiento y
F-2L~& una categoria fibrada la cual es una categoria de descenso respecto a los epimorfis-
mos, entonces el morfismo U — coskyU induce una equivalencia entre U-datos de descenso y

coskyU-datos de descenso para F, esto es

Df,u = Df,coskou

. . p .
Demostracion. Como Uy — (cosk;U), es un epimorfismo y F — & es una categoria de
descenso, entonces la condicién de cociclo vale en U si y solo si vale en cosk;U. Entonces
podemos reemplazar U por cosk; U.

(z0,x1,22)
_——

Recordemos que un elemento X —* (cosk;U), es una tupla X U x U, xU; ,tal
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que doxg = dox1, dixg = doo y dyx1 = dixo. Consideremos el siguiente diagrama,

U1 X U1
(U0><U0) u
do| |61
do do
Uy S0 Uy dy U, U
m | -
(dl,do) [ &
do l _#
-
U(] S0—> U() X UO <~——d1— UO X U() X U(] COSkou
d1 ds

Notemos que un elemento X &y Uy x Up,estadado por (x,y) € Uy x Uy tal que d;x =
(UoxUp)

d;y con i = 0, 1. El morfismo u estd definido como sigue: u(z,y) = (y, z, spd1z), esto estd

bien definido por las identidades simpliciales y la descripcion de (cosk;U),. Los morfismos dy

y 97 estdn definidos por dy(z,y) = y, d1(x,y) = x. El morfismo ¢ estd dado por la férmula:
5($0,5U1,$2) = (d1952,d0962,d0$1) = (d1$1,d19€07d0$0)

Dado un dato de descenso (X, ¢) en cosk,U, entonces esta induce un dato de descenso en U via
£*. Ademds, ¢ estd univocamente determinada por su pullback en U; pues U, (.do) Uy x Uy
es un epimorfismo y F L. & es una categoria de descenso. Reciprocamente, dado un da-
to de descenso (X, ¢) en U, tenemos que descender ¢ de U; a Uy x Uy, luego tenemos que

mostrar que dp¢p = 9;1¢. Por otro lado si ¢ desciende la condicién de cociclo va a valer pues

Uy, —== Uy x Uy x Uy es un epimorfismo, esto se sigue por el Lema 4.1.15| cuando se con-

sidera la inclusién skoA? & sk;A? para U ya que en grado cero la definicién de morfismo
especial nos dice que (cosk;U)s 5 (coskoU)y es un epimorfismo. Ahora provemos que ¢ des-
ciende, primero observemos que &y = dou, 0; = diu 'y sod16; = dou. pero de la condicion de

cociclo di¢ = dj(¢) d5(¢), aplicando u* tenemos:
019 = u'di¢ = u'dy(¢) u”ds(d) = dp¢ (67d7s00)

Es suficiente ver que djs;¢ = 1, pero de nuevo por la condicién de cociclo y las identidades

simpliciales calculamos

¢ = (d180)* ¢ = spdid = s4dy(9) spds (@) = (doso)* (@) (d250)"(9) = ¢ (s0d1)"(9)
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y como ¢ es inversible djs;¢ = 1. Entonces ¢ desciende a U, x U, y tenemos la equivalencia.

]

Ahora recordaremos algunas propiedades de funtorialidad de la categoria de datos de des-

Ccenso.

Lema 6.1.9. Dada F -*~C una categoria fibrada y dado V LU un morfismo de objetos

simpliciales en C, entonces hay un funtor inducido Dr y i Dry .

Demostracion. Dado (X, ¢) € Dxy un dato de descenso, definimos f*(.X, ¢) como el objeto
X = fi X € Fy, con el isomorfismo dj f*X ~ fidiX fi;b fids X ~ di f*X que denotamos
f*¢. Un morfismo (X, ¢) A (Y,4) € Dy induce un morfismo f*X g Y € Fy,, esun

morfismo de datos de descenso pues el siguiente diagrama conmuta:

;16

& X d Y
prazx T pegry
oo ff% » lfl*w £
Frex D00 pegry
/ dsf*g \
& f* X dif*Y

Alternativamente, esto también se sigue de forma abstracta de la propiedad universal del bili-
mite. ]

f
Lema 6.1.10. Dada F 2~ C una categoria fibrada y dada una homotopia simplicial V _y»_ U
g

entre morfismos de objetos simpliciales en C, entonces hay una transformacion natural inducida
f*

Dry wh_Dry .
g*

Demostracion. Supongamos dada la homotopia simplicial &; : V,, — U, 1 como en la Propo-
sicion 2.3.21} Dado (X, ¢) € Dzy, como hy : Vo — Uj es tal que dihg = fo 'y doho = 9o,

obtenemos el siguiente isomorfismo:
hio
X ~hidiX 25 hidiX ~ g* X

Tenemos que mostrar que esto define un isomorfismo natural h* entre los funtores f* y g*.

Primero veamos que este mapa define un morfismo en Dr y. Por simplicidad excluimos los
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isomorfismos de pseudo funtorialidad T del cédlculo. Queremos ver que el siguiente diagrama
conmuta:

dif X L g x

re| oo

dyf*X Frere dsg* X

Para ver esto, dado h; : V| — U, recordemos las identidades:
doho = g1, d2ho = hody, dohy = hody, d2hy = f1, diho = di1hy
Entonces calculamos:
Al £ = hidi Wi = hidio = Widio = hidio hiydso = 576 dih"o

Dado que f* < hydiy g* ~ hidg y dado un morfismo (X, ¢) 2, (Y,4) € Dy la naturalidad

de h* se debe al siguiente diagrama conmutativo:

hd;6
hidi X ——>hidiY
e s
hisd30
hyds X —— hidiY
O
/
Lema 6.1.11. Dada F -2~ C una categoria fibrada y dadas homotopias simpliciales V yn_ U ,
fl

’

V Uy V g7 U entre morfismos de objetos simpliciales en C. Si existe un morfismo
f// f//
wo : Vo — Us tal que dowy = hy, dywy = ho y dewy = hy, entonces la transformacién natural

inducida h* es igual a la composicién vertical (h”)* o (h)*.

Demostracion. Excluyendo los isomorfismos de pseudo funtorialidad la transformacién natural
h* estd dada en un objeto de descenso (X, ¢) € Dz por hi¢. But dado (X, ¢) tenemos di¢ =
di¢ o dis¢. Entonces obtenemos que widip = widyd o widsp, por lo tanto hip = (hg)*¢ o

(ho)*¢. 0

Proposicién 6.1.12. Dada F -2~ C una categoria fibrada, entonces la asignacién (sC); —= CAT?

dada por U — Dy define un 2-funtor, donde (sC), es la 2-categoria definida en la Observacién
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Demostracion. Se sigue directamente de los Lemas [6.1.9] [6.1.10] y [6.1.11] que este es un 2-

funtor. =

Notacién 6.1.13. De ahora en mas dado & —> S un topos y (U, J, &) un hipercubrimiento in-
dexado, denotamos por Dy a la categoria de datos de descenso para el complejo U y la fibracién
codominio, i.e. el dato de descenso de la categoria cosimplicial £/U. También denotamos Dy a

la categoria de datos de descenso para la categoria cosimplicial S/J.

Lema 6.1.14. Dado £ —>S untoposy (V,d,p) v (U,J,&) un morfismo entre hipercubri-

mientos indexados. Entonces el siguiente diagrama conmuta salvo isomorfismo candnico:

Dy ——~ Dy
g*T R*T Tp*
Dy > D,

donde las categorias Dy, Dj, etc., estan definidas como en la Notacién [6.1.13] Ademads, dada

(f,2)
una homotopia simplicial (V,d, p) u(rn) (U,7,€) , tenemos:
(9.8)

*

g *
DUWDV DULDV

i S

(e}
Dy D3 Dy . Dg
a*

Demostracion. Los funtores horizontales f* y a* son inducidos por f y « respectivamente
por el Lema Los morfismos verticales £* (resp. p*) estan definidos como sigue: dado
(S — Iy, 0) € Dy un dato de descenso para el diagrama cosimplicial S/J, entonces aplicando
~* obtenemos un dato de descenso en £/v*J, explicitamente dado por el morfismo v*S —

~v*Iy y el isomorfismo v*(o) : djy*S — djy*S sobre v*I;. Luego el funtor £* resulta de

aplicar el Lema |6.1.9| al morfismo simplical U—gwy*f] . Explicitamente, el objeto {*(S —

Iy, 0) estd dado por v*S x Uy — Uy € £/Uy con el cociclo v*(o) x Uy. El isomorfismo
v*Io 7o

L, . T . . ., .
canénico f*¢* ~ p*a* simplemente se sigue de la ecuacién £ f = py*(«), es un isomorfismo

de pseudo-funtorialidad dado por un isomorfismo de pullbacks. Ahora, dada una homotopia
(f.0)

simplicial (V,d,p) un) (U,T,&) chequeamos que los isomorfismos naturales de p*a* a g*¢*
(9.8)

de la afirmacidn son iguales. Dado que (h, 1) es una homotopia simplicial el siguiente diagrama
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conmuta para todo n > 0:

h;
Vn - Un+1

pnl l§n+1

v I *—(>)7 “Ini1

donde los h;’s y los 7;’s son como en la Proposicién [2.3.21] Dado un dato de descenso (S —

Iy, 0) € D;y, el lado izquierdo esta dado por la siguiente composicion:
prarS L e s L nrdiers " prdsers Lo grers
Mientras que el lado derecho estd dado por la composicidn:
a’S & pmpd;iS T pruigdsS & pr8S & g€

Abhora, este es el mismo isomorfismo por la ecuacién & hg = 7*(19)po y pseudo-funtorialidad.

]

Observacion 6.1.15. Dado £ —> S un topos y U un hipercubrimiento, entonces es bien sabido
que el funtor de localizacion £ — £ /U, dado por X +— X x Uj es de descenso efectivo para la
fibracién codominio. Entonces tenemos una equivalencia de categorias & =~ s Du que llama-
mos pegado y restriccién, donde Dy es como en la Notacién[6.1.13] El funtor de restriccion ry
es candnico, dado por pullback a lo largo del morfismo Uy — 1y el dato de descenso dado por
pseudo-funtorialidad. Ademads, elegimos isomorfismos naturales gly 7y 2T dey Idp, LY rugly
tales que ellos dan una adjuncién gly -1 m que es también una equivalencia. Dado otro hiper-

.. f . T
cubrimiento con un morfismo V — U , entonces hay un isomorfismo natural f*ry ~ ry, dado

f

por pseudo-funtorialidad. Més atin, dada una homotopia simplicial V _y»_ U el siguiente dia-
g9

grama conmuta:

Para ver esto recordemos que el isomorfismo natural ~2* definido en el Lema [6.1.10] estd dado
por los isomorfismos de pseudo funtorialidad y hj¢, donde hy : Vj — Uj. Pero en el caso
de un dato de descenso dado para ryX = X x Uy con X € £y el cociclo ¢ dado por un

isomorfismo de pseudo funtorialidad, entonces por coherencia el isomorfismo h*ry es el mismo

T T
que f*ry ~ ry =~ gry.
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Proposicién 6.1.16. Dado £ —>S un topos, hay un 2-funtor HC(E) 2>Top s dado por

U, J, &) — Dy. Ademas, el topos £ define un pseudo-cono & A Dy para el funtor.
P P P

Demostracion. Dado un hipercubrimiento indexado (U, J, £) el 2-funtor D lo mapea a la catego-
ria Dy. Observemos que esto es simplemente una composicién de la proyecciéon IHC(E)y — sSs
dada por (U, J, &) — Jy entonces tenemos el 2-funtor de descenso sS, — CAT” asociado con
la fibracion codominio de la Proposicion Ahora mostremos que esta construccion cae en
topos y funtores imagen inversa de morfismos geométricos. Recordemos del Ejemplo[6.1.7]que
esto es simplemente el topos clasificante B(7J) de familias de conjuntos /y-indexadas con una

accion a izquierda del grupoide fundamental 7;J. Dado un morfismo (V,J, p) V) (U, 9,¢),

entonces este induce un funtor Dy -*> Dy dado por el Lema |6.1.9] o equivalentemente por

pre-composicion con el funtor 7;J — m;J . El funtor o* tiene adjuntos a izquierda y a derecha

o) 1 o* - a, dados respectivamente por las extensiones de Kan a izquierda y a derecha, ver

Ejemplo [3.3.3|5, luego define un morfismo geométrico Dy —= Dy . Se sigue que tenemos un

2-funtor THC(E); 2> Topg .

Recordemos el funtor Dy £ Dy definido en la demostracion del Lema|6.1.14, Vamos a mos-

trar que la composicién A} := gly&* : Dy — £ define un pseudo-cono. Para ver que los funtores
o . I3 . .

Ag son morfismos geométricos es suficiente chequear que Dj — Dy es la imagen inversa de

un morfismo geométrico. Pero esto se sigue ya que tenemos un morfismo de topos simpliciales

¢:E/U— §/7, graficamente:

do _do
’Duég/Uo—S(J*g/Ul'édl—g/Uz u
I dy T
3 50‘ 51‘ ‘52 l&
¥ do <L
Dj<—8/10—3098/11+d1—8/12 ’7*3
d1 do

Ademais el topos de datos de descenso es el colimite en Topg del diagrama simplicial de topos,
ver [Mo88, 3.2] para mas detalles. Luego £* es la imagen inversa de un morfismo geométrico.
Dado un morfismo (V, 4, p) v (U,3,€) necesitamos definir un isomorfismo natural A, que

completa el diagram como sigue:



o . . gl L .
Recordemos la adjuncién equivalencia £ = Dy de la Observacion [6.1.15} entonces el iso-
™u

morfismo A\ estard dado por la siguiente composicion:
ko k * %k * ¢k l f* * * *
Mot = glypa® = gly f€ LGl frrygh&” & glyry); 2N

En el cédlculo de ascensores es el siguiente diagrama:

*

glv p*

|
/

gly f*
A

gly " rugly &

Ve

gly v glu f

\/ glu 5

Chequeamos que esto define un pseudo-cono, ver Para chequear (PC1) necesitamos ver

que el morfismo identidad de un hipercubrimiento indexado (U,J, &) es tal que A7, = Idy;.

Pero en este caso el isomorfismo es:

A = gh&" —= S glurugluf

glu&™ = Ay
que es la identidad por las equaciones de la adjuncién de gly = ry. Para chequear (PC2) dados
morfismos

W, %, 0“2 (,3,p) L 0,3, ¢)

tenemos que probar la siguiente ecuacion:

Dy A AL
T v Dy
B* %i B — *
D, tg M*[ wE
d
. AX DU“A/*
[o% T & @ J

Para esto calculamos usando el calculo de ascensores:
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glw ¢* B o glw ¢* g o glw ¢ B o

RN - T

glw g* P a* glw g* P ar glw g* p*
|1 /=\]

el T -

glw g* Tvglvp ar glw g* I ' glwg I* '
u | 1\ n
glw’f’w gly p* ar glw g* frrugh & glwg frrugh &
Al = || 10 =1 1171 |
glv p a glw g* vy ghe & glw g* rv gl &
/ PN T 1
glv f glw g* rvglyry gl & glwrw'  gh &
/] RN
gly frrygly & glwyg* v gly & gy &
72 I ||
gly rv gl & glew ghy &
o i |

gl & gl &

donde el lado izquierdo es el pegado de A y A}, y el lado derecho es A7 ;. La segunda ecuacion

se sigue de las identidades de la adjuncién de gly = ry.

Para chequear (PC3) para un una homotopia simplicial (V,, p) ﬁ (U,J,€) tenemos que
(9.8)
probar la siguiente ecuacion: )
A A
Dg”\ _ Dg—\
Q*T NG a*]” B P €
D34 DJ-%
J J
Para esto calculamos usando el célculo de ascensores:
glv p* ar gy p* ar gy p* o
|| I / H \ i /
glv  p* 5 glv I gly
|V TR T
glv g - glv IForugle & = glv 7 Tugluf
| /n u Wl
glv g Tuglu f glv g Tuglu 5 gly 1y glu

glv Ty glu * glv Ty glu f*

donde la primera igualdad es debida al Lemal6.1.14]y a la naturalidad y la segunda igualdad se

oLl
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debe a la Observacion [6.1.15] El lado izquierdo es el pegado de v* y A mientras que el lado

derecho es )\, entonces tenemos un pseudo-cono. O]

A*
Lema 6.1.17. Dado £ —> S un topos, entonces los funtores del pseudo-cono Dy —> & defi-

nido en la Proposicién [6.1.16|son fieles para cada hipercubrimiento indexado (U, J, £).

Demostracion. Recordemos que Aj estd dado por la composicién gly&* y como gly es una
equivalencia, es suficiente ver que £* es fiel. Dado un dato de descenso (S — Iy, 0) € Dgel
funtor £* le asigna el objeto v*S x Uy = > ~*S; x U; sobre Uy con el cociclo v*(o) x Uj.

v*Io i€ly v* 1o
Un morfismo « : (S,0) — (T, <) en Dy, i.e. funciones «; : S; — T; parai € Iy que conmutan

*(a)xU;
con los cociclos, es mapeada al morfismo dado por 7*S; x Ui7i> v

x U; cont € I.
Supongamos que nos dan otro morfismo (5 : (S,0) — (7, <) en Dy tal que £*(a) = £*(5), i.e.
() x U; = v*(B;) x Uj;. Pero entonces dado que U; # () como la indexacién es reducida,

obtenemos que «; = 3; for i € I, entonces el funtor es fiel. O

A*
Corolario 6.1.18. Dado £ —>S un topos, entonces los funtores del pseudo-cono Dy —> &

definen un funtor fiel ColimD; 2> & donde the pseudo-colimite es sobre IHC(&)s.

737

Demostracion. Esto se sigue del Lemal6.1.17)y el Lema[I.3.11] O

Ahora queremos caracterizar este pseudo-colimite, mostraremos que este pseudo-colimite
es equivalente a ¢G (&), la categoria de proyecciones cubrientes que fué construida en [DO8]] por

diferentes métodos.

Definicién 6.1.19. Dado un topos € —> S y un cubrimiento U =y ~*I , una trivialization de

un objeto X € &£ es una familia de conjuntos S — [ junto con un isomorfismo 6 : v*S x U —
v*I

X x U sobre U. Esto es, una familia (.5;);c; con isomorfismos v*S; x U; X« U, sobre

U,. Decimos que X es trivializado por U e v I .

Definicién 6.1.20. Dado un topos £ —> S , un objeto X es localmente constante si es trivia-

lizado por algin cubrimiento U 5 ~v*I en&.

En [B92] y [BOO] M. Bunge introduce un pushout de topos cuya categoria subyacente es la
categoria de objetos localmente constantes trivializados por un cubrimiento y cuyos morfismos
son los mapa que preservan las trivializaciones. Esta definicidn es s6lo para el caso localmente

conexo, sin embargo aplica al caso general como en [DO8].
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Definicién 6.1.21. (M. Bunge) Dado un topos £ —>S y un cubrimiento U 5 ~*I , la cate-
goria Py de objetos localmente constantes trivializados por (U, I, £) estd dada por el siguiente
pushout de topos:

E)ULSE

4 b

donde o*(X) =X x Uy & (S = I)=~*S x U.
v*I

Por la construccion de pushouts de topos, Py tiene por objetos (X, S — I,6),con X € &,
S—1e€8/Iyf:~+*S x U— X x U unisomorfismo sobre U.
v
A morfismo (X, S — [,0) — (Y, T — I,9) estadadopor X - YenEya:S — T sobre I,
tal que el siguiente diagrama conmuta:

’Y*(Oéi)XUil l/fXUi
VT x Uy 2V x U,

Observemos que « si existe, es Unica, es decir f determina completamente el morfismo. El

funtor imagen inversa Py 2> & dado por (X,S — 1,0) — X es fiel pero no pleno en general.
Comparar con el Lema

Observacién 6.1.22. Cuando el topos £ —>S es localmente conexo, entonces se puede to-
mar un cubrimiento donde U; es conexo para todo ¢ € I. Se sigue que S/I 2>~ Py es una
suryeccion localmente conexa y por tanto de descenso efectivo. Asi, es el topos clasificante del
grupoide de automorfismos de o. También se sigue que en este caso Py via v* es una subcate-

goria plena de £. Esto se prueba de forma elemental en el apéndice de [D04]].

6.2. La categoriay el topos de proyecciones cubrientes

Proposiciéon 6.2.1. [DO8, Prop. 1.8] El topos pushout Py de objetos localmente constantes
trivializados por U 5 ~v*I es equivalente a la siguiente categoria: Un objeto es un par (S —
I,¢),donde S — I enS/Iy ¢ esun cociclo que nos da un CU-dato de descenso en v*S x U —
I
U € £/U. Un morfismo (S — I,¢) — (T' — I,1) estd dado por o : S — T sobre I tal que
Ve Ss X Uy x Uy 25 4785 % Uy x U

"/*OéiXUiXUj\l/ ‘l/’y*anUjXUi
")/*T; X UZ X U]l>"}/*7—‘z X U] X Ul

122



Demostracion. Esto se sigue pues el CU-dato de descenso (7*S x U — U, ¢) determina
eI
por descenso un objeto X € & con un isomorfismo 0 : v*S x U — X x U sobre U. La
v
equivalencia & ~ Dey del Ejemplo se restringe a una equivalencia entre Py y la categoria

recién descripta. O

Notacion 6.2.2. Observemos que un cociclo 7*S; x U; x U; iﬂ%v*Sj x Uj x U; esté deter-
minado por su proyeccion a la primera variable pr, ¢;; que denotamos *S; x U; x U; b, v*S;
por simplicidad.

.2 i8]
Observacion 6.2.3. De nuevo en el caso de un topos localmente conexo £ —S y un cu-

brimiento U —£>7*I with U; conexo para todo ¢ € I, el cociclo v*S; x U; x U; %7*53-

corresponde por adjuncién a una funcién S; x y(U; x U;) L S; , que es biyectiva como una
funcién de la primera variable, para cada ¢ € (U; x U;) fijo. Entonces el topos Py es equi-
valente al topos clasificante del grupoide (discreto) w1 (1 CU) donde v, CU es la indexacién por
componentes conexas del complejo de Cech de U.

En el caso no-localmente conexo los cociclos no estdn dados generalmente por biyecciones en
un cubrimiento de las intersecciones U; x Uj;. Esta el la propiedad que un objeto localmente

constante carece para ser considerado una proyeccion cubriente.

Definicién 6.2.4. [D08| Def. 2.1] Dado un topos £ —>S y un objeto localmente constante
X = (S — I, ¢) trivializado por un cubrimiento U s ~v*I . Una action triple para X estd
dada por (u,v,0) con V—=U;, V—U;,conV # () y una biyeccién o : S; — S; tal que el

siguiente diagrama conmuta:

’}/*SZ X Ul X Ujﬂ’y*Sj X Uj X UZ

W*Six(u,v)T T'y*SjX(fu,u)
~v*S; X VWT“S]- xV
Observacion 6.2.5. Observemos que como V' = (), para un par dado (u, v) si existe una biyec-
cién o que se completa a una action triple, esta biyeccion es tnica. Para probar esto observemos
que siempre hay un morfismo 7*S; x V —=~*S; x V' que hace conmutar el cuadrado, a sa-
ber el dado por la férmula (s,2) — (¢;i(s, u(x), v(x)), z). Pero entonces si V # () el funtor

S — &£/V dado por S — v*S x V es fiel, luego si hay una biyeccién es tnica.
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Definicién 6.2.6. [DO8| Def. 2.12] Dado un topos € —> & , decimos que un objeto localmente
constante X = (S — I, ¢) trivializado por un cubrimiento U —£>7*] es una proyeccion
cubriente si para cada (i, j) tal que U; x U; # 0, la familia (u, v) : V' — U; x U, es epimorfa,
donde (u,v) recorre todas las action triple (u, v, o). La categoria de proyecciones cubrientes
trivializada por un cubrimiento £ : U — ~*I se define como una subcategoria plena Gy C

Py S E.

Definicién 6.2.7. [DO8] Dado un topos £ —> S definimos la categoria de proyecciones cu-
brientes cG(E), cuyos objetos son pares (X, U, I,£) donde X = (S — I, ¢) es una proyeccién
cubriente trivializada por el cubrimiento U & ~v*I , un morfismo (X, U, 1,£) — (Y, V., J,p)
estd dado por f : X — Y € & tal que hay morfismos (u,«) : (W, K,() — (U,1,£),
(v,8) : (W,K,¢) — (V,J,p) y una funcién n : o*S — [*T sobre K tal que (f,n) define

un morfismo en Gy, Hay un funtor fiel obvio ¢G(£) -2~ € .

Observacion 6.2.8. En [DO§]] se prueba que la asignacién (U, I,€) — Gy es funtorial y de-
termina un cono Gy —2> &€ . Ademés la categoria ¢G(E) es el colimite de este diagrama, i.e.

cG(€) ~ C(?olirgl Gu, pero no usaremos este hecho en este trabajo.
UL

Teorema 6.2.9. (Comparar con [D10, Th. 7.7]) Un objeto localmente constante X = (S —
I, ¢) trivializado por un cubrimiento U 5 ~v*I es una proyeccion cubriente si y solo si hay

un hipercubrimiento indexado U = ~v*J cuyo O-truncamiento es U = ~v*I y un J-dato de

descenso (S — I,0) talque £*(S — I,0) ~ (S — I, ¢) via ,Dji,Du ~ Dey .

Demostracion. Si X = (S — I,¢) es una proyeccion cubriente, U; x U; # () para cada
(1,7), tomemos cualquier familia epimorfa (uy, vy, 0,) de action triples, entonces definimos el
objeto U; como el coproducto de (skoU ), = Z U, y todo V; para todo 7, j, ¢, con el epimorfismo
obvio U; — (coskoU), estoes dy o = uy, do;eI: vy para cada action triple y las identidades para
(skoU);. Entonces tenemos definido un hipercubrimiento indexado split hasta grado 1, podemos

extenderlo tomando el 1-coesqueleto, i.e. tomamos U = cosk; U, indexado por la indexacion

reducida asociada con cosk;J. Dada una tripla (¢, 7, ¢) € (coskyJ)s tal que el limite P, es no
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vacio:

.. L - iy
De la Proposicién |5.2.9| tenemos un morfismo canénico P, U, x U; x Uy dado por la

ecuacion:

hire = (hz‘, hj, hk) = (Uzdmvedmutdo) = (Urdh udp, Urdl)
Como (ug, vy, 0¢) s una action triple el siguiente diagrama conmuta:

@i x Uy

VS X Uy x Uj x Uy —=7v*S; x U;j x U; x Uy,
'Y*Szx(hzvh])hk)T T"{*ij(hj,hi,hk)
7*52 X Ptrﬁ fY*Sj X Ptrﬁ

v (o) % Pire
De la identidad de cociclo ¢y; = ¢p;¢ 5 (mddulo T’s), junto con el mismo argumento de unicidad
que en la Observacion pegando diagramas obtenemos que oy0y = 0,.. Luego (S — I,0)
define un dato de descenso en Dy, ademas es tal que £*(S — [,0) ~ (S — I, ¢).

Para el reciproco, dado un hipercubrimiento indexado U —€>7*J tal que su O-truncamiento
es U —§>7*I y dado (S — I,0) € Dy, entonces el funtor D; f—*>Du ~ D¢y lo mapea a
(v*S 7>*<] U — U, ¢). Ademas el cociclo ¢ es tal que para i j € I, el siguiente diagrama
conmuta:

’}/*SZ X Uz X Ujﬂ’y*SJ X Uj X UZ

7*5¢X(d1,e,do,4)T T’Y*ij(do,z,du)
7S X U s 1755 < Ue
Como el morfismo Y, U;, — U; x U; es epimorfo se sigue que £*(S — 1, 0) es una proyec-
Lii—j
cién cubriente trivializada por el cubrimiento U & v . [

Teorema 6.2.10. Dado un topos &€ .S , entonces el funtor ((21%131 Dy N, € se factoriza por

la categoria de proyecciones cubrientes y da una equivalencia de categorias Colim Dy ~ c¢G(E).

"y

Demostracion. Recordemos que el funtor ((:&)glgl Dy 2 € de la Proposicién |6.1.16) mapea

(S — I,0) € Dg para un hipercubrimiento indexado (U, J,{) a un objeto X € & con un
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isomorfismo *S x U P X x U sobre U = Uy tal que el siguiente diagrama conmuta:
v

v*S; x U; X UfiX—UiX x U; x U;
d’jz’l/ l/XXT
’}/*SJ X U] X U?]X—>X X U] X Uz

Llamemos U £ ~*1 el O-truncamiento del hipercubrimiento indexado, entonces en el Teo-
rema hemos mostrado que (X, U, 1,£) con X = (S — I,¢) determina un objeto en
cG(€). Entonces podemos levantar el funtor en los objetos, tenemos que ver que en los morfis-
mos también se levanta a través del funtor fiel (pero no pleno) c¢G(&) Y. £ . Dado otro dato
de descenso (I — J,¢) € Dy para un hipercubrimiento indexado (V,d, p) y un morfismo
[(u, @), v, (v, 8)] donde (u,a) : (W, K,¢) — (U,T,E), (v,5) : (W, K,() = (V,d,p) y una

funcién o*S —> 5*T sobre K son tal que el siguiente diagrama conmuta:

Ta(e)

Sa(k) = Sa(k)

Wkl/ l/?k’
SB(£)

Tak) — Tk

paratodo ¢ : k — k' € K;.Llamemos Y = \*(T" — J,¢) conel isomorfismo 7*1T" x V Yoy xV
g

entonces via \* el morfismo [(u, ), n, (v, 5)] define un morfismo X Ly ecl que el si-

guiente diagrama conmuta:

V*Sa(k) X Wy 9—k>X X Wi
’Y*(le)xwkl leWk
i

P)/*TB(k) X Wk —k>Y X Wk
donde abusamos de la notacién y llamamos 6 (resp. ) a los isomorfismos dados por el pullback
de f através de u : W — U (resp. v : W — V). Entonces esto define un morfismo en cG ().
Reciprocamente si nos dan un morfismo de proyecciones cubrientes dadaspor f : X — Y € &£
con un refinamiento comin (u, «) : (W, K, () — (U, I,§), (v,8) : (W, K,¢) — (V, J, p) y una

funcién n : a*S — [*T sobre K tal que el siguiente diagrama conmuta:
V*Sa(k) X Wk 6?L-AX X Wk

’Y*(ka)XWkl l/fXWk
’y*Tﬁ(k) X Wk ﬁ—k>Y X Wk
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Entonces, hay un hipercubrimiento indexado (W, X, ¢) con morfismos (u,«) : (W, XK, () —
(U,3,¢), (v,8) : (W, X,() = (V,d, p) tal que cuando se restringe a su O-truncamiento coin-
cide con el refinamiento previo de cubrimientos. Esto se sigue de aplicar el Lema 4.1.19| al
morfismo W — reso(U x V), el hipercubrimiento W tiene una indexacién canénica reducida
dada por su construccién. Pero entonces la conmutativity del dltimo diagrama es equivalente a

la conmutatividad del siguiente diagrama para todo k, k' tales que Wy, x Wy # ():

’Y*Sa(k) X Wi X Wi My*Sa(k/) X Wy x W,
7*(nk)kaka/l \L’Y*(nk/)XWk/XWk
Vik

”)/*Tg(k) X Wk X Wk/ —>”)/*T5(k/) X Wk/ X Wk
Esto vale si y solo si el siguiente diagrama conmuta paratodo £ : k — k' € K;:

Ta(f)

Sa(k) = Sa(k')

nkl/ lnk'
SB(£)

Tak) — Tp(r

Entonces el funtor ((Zoliril Dy —=cG(E) es plenamente fiel. Finalmente, la otra direccién en el
U,J,€

u u i u ivo, lu u uiv i ias.
Teorema muestra que es esencialmente suryectivo, luego una equivalencia de categorias

]

Observacion 6.2.11. Este resultado mejora la Obervacion ?? en el sentido que Gy es el to-
pos clasificante de un grupoide locélico, mientras los topos Dj; son los topos clasificantes de

grupoides discretos (ordinarios).

Observacion 6.2.12. Consideremos en la categoria cG(€) la topologia de Grothendieck gene-
rada por todas las familias epimorfas en Gy, para todos los cubrimientos U = ~v*I . Como es
observado en [DOS] esta topologia es subcandnica y tiene una familia de generadores topoldgi-
cos. Se sigue que la categoria de haces es legitima y que es un topos (ver [SGA4-1, Exposé 1,
4.11]), llamado el topos de proyecciones cubrientes de £, denotado por G(£). Hay un funtor
fiel y pleno c¢G(E) 2.g (€) . La composicion D; A cG(E) —G(€) es la imagen inversa
de un morfismo geométrico y determina un pseudo-cono para el diagram (Dj) . g,¢) de topos y

morfismos geométricos indexados definidos en la Proposicion [6.1.16]

Teorema 6.2.13. El pseudo-cono G(€&) A—3>D3 es el bilimite 2-cofiltrante en la 2-categoria

Top;.
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Demostracion. Se sigue directamente del Teorema[6.2.10]y de la construccién de bilimites 2-

cofiltrante de topos dada en [DY 11, Theorem 2.5]. O

6.3. El 2-pro-grupoide fundamental de un topos

Observacion 6.3.1. Denotemos por Kan a la categoria simplicial de complejos Kan, entonces
f

hay una 2-categoria asociada Kan,. En esta categoria una 2-celda X /J\_@ Y es representada
g9

por una homotopia simplicial de f a g. Esto es lo mismo que un 1-simplex Al Iy 58 (X, Y)
tal que di(h) = fy do(h) = g. Pero s§(X,Y) es también un complejo de Kan (ver [JTOS),
Corollary 3.2.1.] para una prueba de esto), luego por la Proposicién dos tales 1-simplices
de f a g representan la misma 2-celda si y solo si existe un 2-simplex A2 “= sS(X,Y) con h

y h/ como sus caras y una degeneracion para la tercera cara, graficamente todos los casos son:

g 9 g g

N AN N
f f

=9 fso(f)f

f . o . . .
Observar que un morfismo X —Y en Kan, es una equivalencia si y solo si es una equivalencia
homotdpica simplicial, si y solo si es una equivalencia débil por el teorema de Whitehead (ver

[HAL).

Definicion 6.3.2. Definimos la 2-categoria homotépica, denotada por H,, cuyos objetos son
conjuntos simpliciales y dados X, Y conjutnos simpliciales definimos H2(X, Y) := Kany(RX, RY)
donde R = Ex* denota el reemplazo fibrante funtorial definido por D. Kan (ver Ejemplo[2.5.9).
Observar que el funtor sS £ Kan induce un 2-funtor sS, 2> #, . Dada una homotopia sim-

plicial A! x X 1oy de f a g, esta induce una homotopia simplicial:

R(h)

TR RAY x R(X) ~ R(A! x X) " Rj(y)

Al x R(X)
entre R(f)y R(g).

Definicion 6.3.3. Dado £ —~S un topos, entonces definimos el 2-funtor de Verdier del to-
pos como sigue 2-Ver(€) := (J)age)emc(e)yr € 2-Pro(Hz), un 2-pro-objeto en la 2-categoria

homotdpica de conjuntos simpliciales.
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Definicién 6.3.4. Dado £ un topos, entonces su pro-grupoide fundamental estd definido por el
2-pro-grupoide 71 (&) := m(2-Ver(€)) = (mI) e € 2-Pro(Grpd) donde el indice (U, T, )
estd en IHC(E)s.

Observacion 6.3.5. La introduccion de la 2-categoria homotdpica Hs se debe al hecho que
queremos “levantar” el funtor de Verdier Ver(€) : IHC(E). — H de la categoria homotdpica.
Observemos que la adjunciéon Cat W—<OT> S induce una adjuncién 2-Cat(ﬂo<—7>): Cat al aplicar 7
(resp. d) en los hom-categories. La propiedad clave es que si aplicamos 7, en el hom-categories
de H,, i.e. identificamos morfismos simplicialmente homotdpicos, del teorema de Whitehead
obtenemos el hom en la categoria homotdpica. Observemos que esto no es cierto si tomamos

sSs en vez. El 2-Ver(€) da un levantamiento del funtor de Verdier ya que tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:
2-Ver(€)

HC(E), H,
|
IHC(E)N Ver(€) ,]\JT
|| .
(o)« (THC(E)2) ™) (7). (M)

6.4. La representacion de los torsores

Ahora mostremos que el pro-grupoide fundamental 7 (€) representa torsores. Para esto

primero estudiemos la relacidn cercana entre torsores y cociclos para un grupo cosimplicial.

Observacién 6.4.1. Observemos que dado G* € Grp“ un grupo cosimplicial, un 1-cociclo (no
abeliano) es simplemente un dato de descenso, cuando consideramos los grupos como catego-
rias con un objeto. Explicitamente, es un elemento g € G tal que dig = djg - d5g en Gy tal
que shg = e in G°. Un morfismo de 1-cociclos f : g — ¢’ estd dado por un elemento i € G°

talque dih - g = ¢ - djh en G.

Proposicién 6.4.2. Dado £ —>S un topos, G un grupo y un cubrimiento U/ — 1 . Entonces
dado (S, 1) un G-torsor a derecha con una seccién s : U — S, hay un 1-cociclo para el grupo
cosimplicial £(CU, v*G).

Ademds, dado otro G-torsor (7', i) con una seccién t : U — T y dado un morfismo G-

equivariante h : S — T, entonces hay un morfismo inducido entre los 1-cociclos asociados.
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Demostracion. Recordemos que un G-torsor es un objeto S € € conuna accién S x 7*G £~ §
tal que el morfismo S x v*G =S x S es un isomorfismo , donde ¢ = (u,pr,) y tal que
S—~1 esun epimorfismo. Usamos como variables a los morfismos y denotamos con un pun-

[

to tanto a la accién como al producto del grupo, entonces ¢(x,g9) = (x - g, x). Dado el
G-torsor con la seccién s : U — S, definimos un 1-cociclo U x U g—>7*G como la siguiente
composicion:

S x SE'S x 4G

s></ Nig

UxU G

Asi, dado X Yy v U , entonces g es el dnico morfismo que satisface s(y) - g(x,y) = s(x).
La identidad de cociclo dig = djjg - d5g se sigue pues (dig)(z,y, z) = gpry(x,y, 2) = g(z, 2)
y el resto son similares, entonces tenemos g(z, z) = g(y, z) - g(x,y) y g(z, x) = e por unicidad.
Dado un morfismo G-equivariante h : S — T y dadot : U — T, entonces definimos

h __ .
U — ~v*G como la siguiente composicién:

TxT5ST x 4G

wﬁ/ or

U - G

4

Estos es, / es el tnico morfismo que satisface ¢(z) - h(z) = hs(z). Llamemos U x U N G
al 1-cociclo asociado a (7, i’) luego se sigue que dz‘)ﬁ cg=4 - d{fz, i.e. para X &f)U x U,

hy) - g(x,y) = ¢'(x,y) - h(z) . Para esto calculemos:

t(y)-g'(x,y)h(x) = t(z)-h(z) = hs(x) = h(s(y)-g(x,y)) = hs(y)-g(x,y) = t(y)-h(y)-g(, y)
Entonces por unicidad A(y) - g(z,y) = ¢'(z,y) - h(z). O

Proposicién 6.4.3. Dado £ —>S un topos, G un grupo y un cubrimiento U/ — 1 . Entonces
dado un 1-cociclo en £(CU,~v*G), hay un G-torsor (S, ;1) en £ con una seccién s : U — S.
Ademas, dado un morfismo de 1-cociclos, este define un morfismo entre los torsores asociados.

Mas aun, esto define un funtor plenamente fiel.

Demostracién. Dado el 1-cociclo U x U -2~ ~v*G definimos un dato de descenso para la fibra-

cién codominio sobre el complejo de Cech CU del cubrimiento como el objeto 7*G' x U U
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junto con un isomorfismo v*G x U x U—¢>7*G x U x U dado por la formula (u,z,y) —

(9(x,y) - u,y,x). La identidad de cociclo se sigue del siguiente cdlculo:

(u7x7z7y) - (g(x, Z) ' uvzaxay)

/ e (9(x,2) - u, z,y, 1)

(u7 x? y? Z)

H
\\\\ /Jﬂ%@ﬂ@w%wa%@

(g(x, y) ‘Y, T, Z) - (g(:c, y) U, Y, 2, x)
La accién obvia v*G x U x v*G — v*G x U dada por la férmula (u, z,v) — (u - v, z) define

una estructura de G-torsor compatible con ¢, el el sentido que el siguiente diagrama conmuta:

YVGEXxUXUX~*G—~*"GxUxU (u,,y,v) ———— (u - v, z,y)
i I J !
VG xUXUXYGE—vGxUxU (9(x,y) - u,y,x) — (g(x,y) - u-v,y,z)

Luego por descenso define un G-torsor a derecha (.S, i) en € ~ Deyy. Eliso v*G x U fosxU

dado por descenso nos permite definir una seccién s : U — S via la siguiente composicion:

7*G><U6—>S><U

U S

s

Dado otro 1-cociclo U x U LW*G y un morfismo U —h>7*G from g a ¢/, definimos un
morfismo 7*G X U—B>7*G x U dado por (u,x) — (h(z) - u, ). Entonces el siguiente dia-

grama conmuta:

VG XU XU~2>7GxUxU (u, 2, y) ———— (9(z, y) - u,y,2)

BXUl JBXU (h( ) ( I) )
cg(z,y) - u,y,x
v*G x U ><l/‘—>¢ G x U x U yI-9 ”y Y

(h(z) - u, 2, y) —(¢'(z,y) - h(x) - u, y, )
donde v es el isomorfismo del dato de descenso asociado a U x U 7 ~v*G . Entonces define
un morfismo que es claramente G-equivariante en Dy ~ £.

Reciprocamente dado cualquier morfismo GG-equivariante v*G x U N v*G x U sobre U com-

patible con el dato de descenso asociado a g y ¢’, entonces este determina un morfismo U e v'G
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como la siguiente composicion:

Py*GxU—};*y*GXU

(e’IdU/)f Q1
U - G

Como f es un morfismo sobre U y este es (G-equivariant entonces:

f(u,;z:) = (fl(uvx)vx) = (fl(evx) 'U,QZ) = }Nl<u7x)

Ademas el morfismo f es compatible con el dato de descenso si y solo si h es un morfismo de

1-cociclos. Entonces el funtor es plenamente fiel. 0

Observacion 6.4.4. Observemos que el isomorfismo v*G x U P 8% U dela proposicion

anterior implica en particular que S es un objeto localmente constante trivializado por U.

Definicién 6.4.5. Dado £ —>S un topos, G un grupo y un cubrimiento U/ —= 1 . Definimos
la categoria de G-torsores split por U, denotada Tors(&, G)Y, como la subcategoria plena de

Tors(€, G) cuyos objetos son G-torsores (.5, ;1) que admiten una seccién s : U — S.

Observacién 6.4.6. Serd conveniente trabajar con una categoria equivalente a Tors(€, G)Y,
una categoria cuyos objetos son triplas (.5, y, s), donde (.S, ;1) es un G-torsor con una seccién
especifica s : U — S y cuyos morfismos son morfismos GG-equivariantes, no necesariamente

compatibles con las secciones.

Teorema 6.4.7. Dado £ —>S un topos, G un grupo y un cubrimiento U —= 1, entonces

Tors(€, G)Y es equivalente a la categoria de 1-cociclos de £(CU, v*G).

Demostracion. Por la Proposicion tenemos un funtor de la categoria de 1-cociclos en
E(CU,~*@) ala categoria de G-torsores trivializados por U y ademas, es plenamente fiel. Aho-
ra usando la Proposicion [6.4.2) mostramos que este funtor es esencialmente suryectivo. Dado
un G-torsor (S, 1) con una seccién especificada s : U — S, este determina un isomorfismo
v*G x UL~ 5 x U dado por la formula 8(u, z) = (s(z) - u, 7). Ademds este conmuta con el

dato de descenso:

vGxUx UL 8xU xU (u, z,y) ————— (s(z) - u, x,y)

¢l lSXT I
VEXUXUpmrSXUXU (S(x)'”%?/aff)

(9(z,y) - w,y, ) —=(s(y) - g(x,y) - u,y, x)
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Mais atin 6 es claramente G-equivariante. Luego el funtor es esencialmente suryectivo. [

Proposicion 6.4.8. Dado un conjunto simplicial J € sS y G un grupo, entonces la categoria de

1-cociclos del grupo cosimplicial S(J, G) es isomorfa a la categoria Grpd(m,J, G).

Demostracion. Es claro que cualquier accion de un grupoide es por isomorfismos, asi por ad-
juncién tenemos que Grpd(mJ, G) ~ Cat(t,J, G) donde pensamos a G como una categoria
con un solo objeto. Ahora un funtor t;J 2. G estd dado por g, € G para cada ¢ € I, tal que
dado w € I entonces gq, (w) = Gdy(w) " Jda(w) Y Yso(i) = € parai € Iy. Una transformacion natural
g LY ¢’ estd dada por h; € G paracada i € I, tal que h; - g, = g, - h; con i i>j € I;. Entonces

esto es lo mismo que la categoria de 1-cociclos para el grupo cosimplicial S(J, ). [

Proposicion 6.4.9. Dado £ —>S un topos, G un grupo y un cubrimiento U — 1. Dado U
un hipercubrimiento split con Uy = U, entonces la categoria de 1-cociclos de £(CU,v*G) es
equivalente al colimite filtrante de categorias (c’olierrqll Grpd(mJ, G) donde Jy es la categoria de
indexaciones de U.

Demostracion. Primero observemos que por la Proposicion hay una equivalencia de ca-
tegorias de 1-cociclos de £(U,v*G) y 1-cociclos de £(CU, v*(G). Necesitamos chequear sola-
mente que esta categoria fibrante es de descenso, pero esto se sigue pues los epimorfismos son
efectivos. También, por el Corolario[5.2.13]|tenemos un isomorfismo de grupos cosimpliciales:

E(U,v*G) ~ (?,(g))lg}ls(j’ G)

donde el colimite es sobre el poset (dual) filtrante de indexaciones de U. Como el descenso es

un bilimite finito conmuta con colimites filtrantes (ver por ejempleo [Canl6, Theorem 7.24.] o

[DDS16, Theorem 3.2.] para resultados mds generales). Entonces el resultado se sigue por la

Proposicion [6.4.8, En los objetos la equivalencia es como sigue, dado un 1-cociclo [; e

en una indexation (J, £) entonces determina un 1-cociclo U e v 1 gl v*G para E(U,v*G)

luego por descenso un 1-cociclo para £(CU, v*G):

pr di,d
U1 X U130U1(1_£2 UO X Uo

UgxUp pry |
131!

Y
G
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Teorema 6.4.10. Dado £ —>S un topos y GG un grupo, entonces hay una equivalencia de

categorias Topg(€, BG) ~ 2-Pro(Grpd)(m (&), G).
Demostracion. Recordemos que por definicion

2-P ~ li
ro(Grpd)(m(€),G) (w%%hrg(g)g Grpd(mJ, G)

y por el Teorema [3.4.10] hay una equivalencia Topg(€,BG) ~ Tors(&, G). Consideremos el

pseudo-cono de topos &£ X D; definido en la Proposicion |6.1.16, donde el indice corre en

)\*
(U, 3,€) € THC(E),. Entonces obtenemos un pseudocono de categorfas Tors(Dy, G) —= Tors(E, G) .

Por la Proposicion [3.4.11]y por el Teorema [3.4.10/ hay equivalencias candnicas de categorias:
Grpd(mJ,G) ~ Topg(Dy, BG) ~ Tors(D;y, )

Entonces mostremos que este pseudo-cono nos da la equivalencia deseada. Dado un hipercubri-
miento indexado (U, J, ¢) y un funtor 7,72~ G , entonces el G-torsor asociado en D; estd dado
por S =G x I LW y el cociclo diS —Z=d;S sobre un 1-simplex i A J esta dado por la
biyeccién G —> G que mapea u — ¢, - u. La estructura de G-torsor estd dada por multipli-
caci6n a derecha por GG. Entonces determina un dato de descenso (7v*G x Uy — Uy, ¢) € Dey,
tal que el siguiente diagrama conmuta para cada 1-simplex ¢ A J:

7Gx Up; x Uy &yy*G x Up,; x Uy,

v*Gx(dl,g,do,e)T Tw*cx(do,g,dl,e)
7Gx Uy 7Gx Uy

Y (o0)xUy e

Por otra lado, por la Proposicion|6.4.9|se asocia a un funtor m,J 2+ G un1-cociclo Uy x Uy A G

tal que el siguiente diagrama conmuta:

U() X UQ —§>’}/*G
(dhdo)T Tv*(g)
Uy T)”Y L

Se sigue por unicidad que el isomorfismo v*G x Uy x U —¢>7*G x Uy x Uy estd dado por
la formula (u, z,y) — (g(x,y) - u,y, z) como en la Proposicién[6.4.3]
A*
Entonces el funtor  Colim  Grpd(mJ,G) — Tors(E,G) es fiel pues Dy —= & es fiel
(U,3,6)ETHC(E)2

para cada hipercubrimiento indexado (U, J, £) por el Lema|6.1.17} entonces su restriccién a G-

A*
torsores Tors(Dy, G) —= Tors(£,G) es también fiel. Como cualquier G-torsor (S, i) admite
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una seccion por algiin cubrimiento U —= 1, se sigue que este funtor es pleno y esencialmente

suryectivo por el Teorema y por la Proposicion [6.4.9] O

Observacion 6.4.11. M. Artin y B. Mazur muestran en [AM, Corollary 10.7] que para un
topos punteado conexo localmente conexo hay una biyeccion entra las clases de isomorfismo
de G-torsores (llamados G-fibrados principales) y morfismos de pro-grupos m(&,p) — G
salvo conjugacion. Nuestro resultado en el Teorema [6.4.10] es mds fino incluso en el caso de
topos localmente conexos pues da una equivalencia de categorias en lugar de simplemente una
biyeccion entre las clases de isomorfismos.

Aplicando el funtor de componentes conexas en el Teorema [6.4.10] obtenemos una biyeccion:
7o(Topg(E,BG)) ~ mo(2-Pro(Grpd) (71 (€), G))

El lado izquierdo es por definicién H'(€,G), la cohomologia no-abeliana con coeficientes en
G, i.e. el conjunto de clases de isomorfismo de G-torsores. En el lado derecho, tenemos primero

una biyeccion:

7o(2-Pro(Grpd)(m(€),G)) ~ WO((UJ%%I&{HCl(g)Q Grpd(mJ,G))

Entonces tenemos una biyeccion:

To{ oSO o, CTPA(MI, G)) = | colim | moGrpd(mJ, &)

donde el lado derecho es un colimite filtrante de conjuntos. Esto se sigue de la adjuncién

o . . , .
Cat — S donde consideramos a los conjuntos como una 2-categoria discreta.
d

Pero moGrpd(mJ, G) es simplemente el hom en la categoria homotdpica de grupoides, luego

el lado derecho es por definicién Pro(Ho(Grpd))(m Ver(E), G). Asi obtenemos la biyeccion:
H'(&,G) ~ Pro(Ho(Grpd))(m; Ver(€), G)

Luego esto generaliza [AM, Corollary 10.7] al caso no-localmente conexo.
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