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Resumen

Esta tesis tiene como objeto contribuir al estudio de algunos problemas
de análisis geométrico asintótico relativos a aproximaciones volumétricas de
un cuerpo convexo mediante imágenes afines de otro.

Dado un cuerpo convexo K Ă Rn con baricentro en el origen, mostramos
que existe un śımplice S Ă K que tiene también baricentro en el origen tal

que
´

|S|
|K|

¯1{n
ě c?

n
, donde c ą 0 es una constante absoluta y | ¨ | deno-

ta la medida de Lebesgue. Conseguimos esto usando técnicas de geometŕıa
estocástica. Más precisamente, si K está en posición isotrópica, presenta-
mos un método para encontrar śımplices centrados verificando la cota antes
mencionada que funciona con probabilidad extremadamente alta.

Por dualidad, dado un cuerpo convexo K Ă Rn mostramos que existe

un śımplice S que contiene a K con el mismo baricentro tal que
´

|S|
|K|

¯1{n
ď

d
?
n, para alguna constante absoluta d ą 0. Salvo por la constante la esti-

mación no puede ser mejorada.
Defimos la máxima razón de volumen de un cuerpo convexo K Ă Rn

como lvrpKq :“ supLĂRn vrpK,Lq, donde el supremo se toma sobre todos
los cuerpos convexos L. Probamos la siguiente cota que resulta ajustada en
general: c

?
n ď lvrpKq, para todo cuerpo K (donde c ą 0 es una constante

absoluta). Este resultado mejora la cota anteriormente conocida que es del

orden de
b

n
log logpnq .

Estudiamos el comportamiento asintótico exacto para algunas clases na-
turales de cuerpos convexos. En particular, si K es la bola unitaria de una
norma unitariamente invariante en Rdˆd (e.g., la bola unidad de la clase
p-Schatten para 1 ď p ď 8), la bola unidad de una norma tensorial en el
producto de espacios `p o K un cuerpo incondicional, probamos que lvrpKq
se comporta como la ráız cuadrada de la dimensión del espacio ambiente

También analizamos el problema de estimar la razón de volumen entre
proyecciones de dos cuerpos convexos en Rn en subespacios de dimensión
proporcional a n.

Palabras clave: Razón de volumen, simplices, cuerpos convexos, poli-
topos aleatorios.
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Abstract

This thesis aims to contribute to the study of some problems of asympto-
tic geometrical analysis concerning volumetric approximations of a convex
body by an affine image of another one. For a convex body K Ă Rn with
barycenter at the origin, we show that there is a simplex S Ă K having also

barycenter at the origin such that
´

|S|
|K|

¯1{n
ě c?

n
, where c ą 0 is an absolute

constant and | ¨ | stands for the Lebesgue measure. This is achieved using
stochastic geometric techniques. More precisely, if K is in isotropic position,
we present a method to find centered simplices verifying the above bound
that works with extremely high probability. By duality, given a convex body
K Ă Rn we show that there is a simplex S enclosing K with the same bary-

center such that
´

|S|
|K|

¯1{n
ď d

?
n, for some absolute constant d ą 0. Up to

the constant, the estimate cannot be lessened.
We define the largest volume ratio of given convex body K Ă Rn as

lvrpKq :“ supLĂRn vrpK,Lq, where the sup runs over all the convex bodies
L. We prove the following sharp lower bound: c

?
n ď lvrpKq, for every body

K (where c ą 0 is an absolute constant). This result improves the former

best known lower bound, of order
b

n
log logpnq .

We study the exact asymptotic behaviour of the largest volume ratio for
some natural classes of convex bodies. In particular, if K is the unit ball of
an unitary invariant norm in Rdˆd (e.g., the unit ball of the p-Schatten class
Sdp for any 1 ď p ď 8), the unit ball of a tensor norm on the product of
`p spaces or K is unconditional, we show that lvrpKq behaves as the square
root of the dimension of the ambient space.

We also analyse the problem of estimating the volume ratio between
projections of two bodies in Rn onto subspaces of dimension proportional to
n.

Keywords: Volume ratio, simplices, convex bodies, random polytopes.
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gers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3. Cotas generales 37
3.1. Razón de volumen general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1.1. Propiedades elementales . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.2. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.2.1. Politopos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2.2. Cuerpos incondicionales . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.3. Cotas para algunas clases naturales de cuerpos convexos . . . 47
3.3.1. Posición de Rudelson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.3.2. Normas unitariamente invariantes . . . . . . . . . . . 50
3.3.3. Normas tensoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.4. Procesos Gaussianos y la desigualdad de Chevet . . . . . . . 56

4. Cotas inferiores 61
4.1. Cotas inferiror para la razón de volumen . . . . . . . . . . . . 61
4.2. Politopos de Gluskin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

v
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Introducción

Dado un espacio vectorial real de dimensión finita equipado con una nor-
ma, su bola unitaria es un conjunto convexo, compacto con interior no vaćıo
(lo que llamamos un cuerpo convexo). Por otro lado, mediante el funcional
de Minkowski, todo cuerpo convexo centralmente simétrico resulta la bola
unitaria de alguna norma. Por lo tanto hay una fuerte conexión entre la
geometŕıa de un espacio de Banach y su estructura métrica.

Clásicamente la geometŕıa era estudiada en dimensiones bajas, usual-
mente dos o tres. El estudio de propiedades geométricas de espacios de
Banach de dimensiones altas tuvo un gran desarrollo durante las últimas
décadas, como herramienta para el estudio de espacios de dimensión infi-
nita. Más adelante, la geometŕıa de espacios de dimensiones altas despertó
interés en si misma. En este contexto se estudian familias de objetos de dife-
rentes dimensiones haciendo foco en el comportamiento asintótico de ciertas
cantidades. Usualmente la dependencia es con respecto a la dimensión del
espacio ambiente.

Para muchas aplicaciones en análisis geométrico asintótico, geometŕıa
convexa o incluso optimización es útil aproximar un cuerpo convexo dado
por otro. Por ejemplo, la desigualdad clásica de Rogers-Shephard [AAGM15,
Teorema 1.5.2] establece que, para un cuerpo convexo K Ă Rn, el volumen
del cuerpo de diferencias K´K es “comparable” con el volumen de K. Más
precisamente, |K ´ K|

1
n ď 4|K|

1
n . Rogers y Shephard también probaron

que, con la condición adicional de que K tenga baricentro en el origen, el
cuerpo de intersección K X p´Kq tiene volumen “grande”. Es decir, |K X

p´Kq|
1
n ě 1

2 |K|
1
n . Estas desigualdades implican que un cuerpo convexo

está incluido (o contiene) un cuerpo centralmente simétrico cuyo volumen
es lo suficientemente “chico” (o “grande”). En muchos casos esto permite
aprovechar la simetŕıa de estos cuerpos para concluir algo sobre K.

Otro ejemplo interesante de Milman y Pajor [MP89, Sección 3] muestra
que

LK ď c ı́nf

#

ˆ

|W |

|K|

˙
1
n

: W es incondiconal y contiene a K

+

,

donde LK denota la constante de isotroṕıa de K Ă Rn (ver [BGVV14,

1



2 Introducción

Sección 2.3.1]) y c ą 0 es una constante absoluta. Por lo tanto, tener una
buena aproximación volumétrica de K por un cuerpo incondicional provee
información geométrica estructural de K.

Quizás la aplicación más notable de este tipo de aproximaciones se pue-
de ver estudiando el elipsoide de John/Löwner (elipsoide de volumen ma-
ximal/minimal respectivamente). John probó que, si la bola eucĺıdea es el
elipsoide de volumen maximal dentro de K, podemos descomponer la iden-
tidad como combinación lineal de operadores de rango uno definidos por
puntos de contacto [AAGM15, Teorema 2.1.10]. Este resultado fue com-
plementado por Ball [Bal92] quien mostró que esta propiedad caracteriza
al elipsoide de John. La distribución de los puntos de contacto entre un
cuerpo convexo y su elipsoide de volumen maximal también fue usada por
Dvoretzky y Rogers [DR50] para probar que todo espacio de Banach de
dimensión infinita admite una serie que converge incondicional pero no ab-
solutamente. También juega un rol clave en el estudio de distancias entre
cuerpos, ver [TJ89] para un desarrollo completo sobre este tema. Referimos
a [Mat02, Gru07, GPT01, Las92, Las98, Pel83] para diversos resultados y
aplicaciones que involucran estos elipsoides extremales.

Una cantidad natural que relaciona un cuerpo K con sus elipsoides de
volumen maximal viene dada por la razón de volumen “estándar”, que fue
introducida por Szarek y Tomczak-Jaegermann en [STJ80],

vrpKq “ ı́nf

#

ˆ

|K|

|E |

˙
1
n

: E es un elipsoide contenido enK

+

. (1)

Usando la desigualdad de Brascamp-Lieb, Ball mostró que vrpKq es ma-
ximal cuando K es un śımplice. El caso extremo, sobre todos los cuerpos
centralmente simétricos, viene dado por el cubo (see [AAGM15, Teorema
2.4.8]).

Una generalización de la razón de volumen “estándar” fue presentada
por Giannopoulos y Hartzoulaki [GH02] y también desarrollada por Gordon,
Litvak, Meyer y Pajor [GLMP04]: dados dos cuerpos convexos K y L en Rn
la razón de volumen del par pK,Lq se define como

vrpK,Lq :“ ı́nf

#

ˆ

|K|

|T pLq|

˙
1
n

: T pLq está contenido en K

+

, (2)

dónde el ı́nfimo (en realidad un mı́nimo) es tomado sobre todas las trans-
formaciones afines T .

En otras palabras, vrpK,Lq mide cuán bien puede aproximarse K por
una imagen af́ın de L. Notar que la cantidad clásica vrpKq es simplemente
vrpK,Bn

2 q, donde Bn
2 es la bola eucĺıdea de Rn. Es fácil ver que la razón de

volumen es invariante por transformaciones afines, lo que significa que de-
pende sólo de la clase af́ın de K y L. Este invariante ya se puede encontrar en
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el trabajo de MacBeath [Mac51a]. La razón de volumen cúbica, vrpBn
8,Kq,

fue estudiada por Ball [Bal89] quien probó que para todo cuerpo convexo
K Ă Rn,

vrpBn
8,KqvrpK,Bn

2 q „ vrpBn
8, B

n
2 q.

También aparece en el trabajo de Babenko [Bab88] (bajo el nombre de vo-
lumen de soporte) y fue estudiada por Pe lczynski y Szarek en [PS91]. De
hecho, una cota para la razón de volumen cúbica ya puede encontrarse en
[DR50].

Tratamos el problema de acotar la razón simplicial externa para un cuer-
po convexo K. Es decir,

SoutpKq :“ vrpS,Kq

donde S es un śımplice (la cápsula convexa de n ` 1 puntos afinmente in-
dependientes en Rn). Dado K Ă Rn buscamos śımplices que lo contengan
de volumen “chico”. Todo esto generaliza, para dimensiones altas, un pro-
blema de geometŕıa clásico: dado un conjunto convexo K Ă R2 encontrar
el triángulo de área minimal que lo contenga. En [Gro18], Gross probó que
para todo cuerpo convexo K Ă R2 hay un triángulo de a lo sumo el doble
de área conteniéndolo. Para dimensiones mayores el problema de encontrar
el valor exacto de la razón simplicial sigue abierto.

Macbeath, en [Mac51a], mostró cómo construir un śımplice que contiene
a un cuerpo convexo K Ă Rn tal que |S| ď nn|K|, obteniendo aśı que
SoutpKq ď n. Chakerian [Cha73, Corollary 5] mejoró esta cota mostrando
que

SoutpKq ď n
n´1
n « n.

La mejor estimación hasta ahora se puede obtener aplicando una cota
general para razones de volumen de Giannopoulos y Hartzoulaki [GH02],

SoutpKq ĺ
?
n logpnq. (3)

En este trabajo mostramos la siguiente cota que resulta asintóticamente
ajustada,

SoutpKq ĺ
?
n.

De hecho, exhibimos algo más fuerte (Teorema 2.3.4): dado K Ă Rn hay un
śımplice que lo contiene con el mismo baricentro tal que

ˆ

|S|

|K|

˙
1
n

ĺ
?
n.
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Trabajamos con una versión dual de este problema y probamos que, dado un
cuerpo K Ă Rn, existe un śımplice contenido en él con el mismo baricentro
tal que

ˆ

|K|

|S|

˙
1
n

ĺ
?
n.

Las técnicas que utilizamos nos permiten obtener un resultado de naturaleza
probabiĺıstica, el Teorema 2.4.6, que puede ser visto como un algoritmo
aleatorio para encontrar dichos śımplices.

Para encarar el problema para otras clases de cuerpos convexo definimos
la máxima relación de volumen (lvr por sus siglas en inglés) de un cuerpo
convexo K como

lvrpKq :“ sup
LĂRn

vrpK,Lq,

donde el supremo se toma sobre todos los cuerpos convexos L Ă Rn.

La cota (3) puede ser escrita como

lvrpKq ĺ
?
n logpnq, (4)

para todo cuerpo convexo K Ă Rn. En muchos casos, la máxima razón de
volumen de un cuerpo puede ser acotada por la ráız cuadrada de la dimensión
del espacio ambiente. De hecho conjeturamos que el factor logaŕıtmico en
(4) puede ser removido. Mostramos esto para muchas clases naturales de
cuerpos convexos.

Estudiamos el caso en el que K Ă Rdˆd es la bola unitaria de las
normas p-Schatten. Estas normas son generalizaciones de la norma clásica
de Hilbert-Schmidt para operadores. Referimos a [KMP98, GP07, BCE13,
RV16, KPT18] donde pueden encontrarse muchas propiedades de ellas. Estos
ejemplos surgen de normas unitariamente invariantes. En el Teorema 3.3.6
probamos que si K Ă Rdˆd es la bola unitaria de una norma unitariamente
invariante, entonces

lvrpKq ĺ d.

Otra clase natural de cuerpos convexos que tratamos son las bolas unita-
rias de normas tensoriales en productos de espacios `np . Estas normas fueron
largamente estudiadas ya que pueden ser relacionadas con espacios de for-
mas multilineales o polinomios homogéneos (ver por ejemplo[DF92, Din99,
Flo97]). Estudiamos el caso de las normas inyectiva y proyectiva y sus versio-
nes análogas simétricas. Más precisamente, probamos que si E es cualquiera
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de los espacios
Âm

ε `
n
p ,
Âm,s

εs
`np ,

Âm
π `

n
p o

Âm,s
πs

`np , entonces

lvrpBEq ĺ
a

dimpEq.

Adicionalmente, mostramos que si K Ă Rn es incondicional, entonces

lvrpKq ĺ
?
n.

También tratamos el problema de encontrar una cota inferior para la
razón de volumen. Khrabrov [Khr01], usando una construcción de Gluskin
[Glu81], probó que para todo cuerpo convexo K Ă Rn

lvrpKq ľ

c

n

log logpnq
. (5)

Para quitar el doble logaŕıtmo en (5) refinamos las técnicas de Khrabrov.
Probamos en el Teorema 4.2.9 que para todo cuerpo convexo K Ă Rn

lvrpKq ľ
?
n.

Si combinamos esta cota con las cotas superiores que mencionamos anterior-
mente vemos que esta es la mejor cota asintótica general posible.

En [Rud04], Rudelson estudió el diámetro del compacto de Banach-
Mazur para distancias relacionadas con proyecciones o secciones de cuerpos
convexos.

Basados en el enfoque de Rudelson analizamos el problema de estimar la
razón de volumen entre proyecciones de dos cuerpos en Rn en subespacios
de dimensión proporcional a n. Probamos en el Teorema 5.1.1 que para todo
cuerpo convexo K Ă Rn y k „ n hay un cuerpo convexo Z tal que

vrpQK,QZq ě d

d

k

log log k
,

para toda proyección ortogonal Q : Rn Ñ Rn de rango k. Mediante un
argumento de polaridad, obtenemos una versión dual del resultado: para
todo cuerpo convexo K Ă Rn y k „ n existe un cuerpo convexo Z tal que

vrpZ X E,K X Eq ě d

d

k

log log k
,

para todo subespacio E Ă Rn de dimensión k.

El trabajo está organizado en cinco caṕıtulos.

En el Caṕıtulo 1 presentamos la notación y algunas definiciones básicas
de geometŕıa convexa. También repasamos algunas desigualdades que in-
volucran el volumen de un cuerpo convexo y serán de utilidad. Finalmente,
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introducimos algunas posiciones (imágenes afines) clásicas de cuerpos conve-
xos como la posición de John/Löwner, la `-posición o la posición isotrópica.
También presentamos las propiedades principales de estas posiciones que
son de nuestro interés.

En el Caṕıtulo 2 encaramos el problema de acotar la razón simplicial
exterior. Para eso establecemos una versión dual del mismo: para un cuer-
po convexo K buscamos śımplices “grandes” contenidos en él. Para poder
establecer adecuadamente la correspondencia entre estas dos versiones ne-
cesitamos aplicar la desigualdad de Blaschke-Santaló [AAGM15, Theorem
1.5.10], que relaciona el volumen de un cuerpo convexo con el de su polar.
Para eso necesitamos que los śımplices verifiquen una condición adicional:
que compartan el baricentro con el cuerpo convexo involucrado.

Para probar que vrpK,Sq ĺ
?
n y vrpS,Kq ĺ

?
n, para K,S Ă Rn un

cuerpo arbitrario y un śımplice respectivamente, usamos el método proba-
biĺıstico. La idea es ver que si uno elige aleatoriamente elementos de un
conjunto espećıfico, con probabilidad positiva el resultado pertenece a una
clase preestablecida. Esto es lo que nos permite obtener el Teorema 2.4.6.

También presentamos una versión no probabiĺıstica del mismo resulta-
dos basada en una construcción de Dvoretzky y Rogers [DR50], que tiene
la desventaja de requerir un cálculo expĺıcito de algunos puntos de contac-
to. Basados en un resultado de Pivovarov [Piv10] mostramos una versión
probabiĺıstica de esta construcción.

El Caṕıtulo 3 está dedicado a acotar la máxima razón de volumen pa-
ra algunas clases naturales de cuerpos convexos. Primero probamos algunas
propiedades elementales de este invariante y mostramos algunos ejemplos
para los que pueden obtenerse cotas ajustadas. Repasamos la demostración
de Giannopoulos y Hartzoulaki de la mejor cota general conocida [GH02],
que está basada en una combinación de una posición particular introduci-
da por Rudelson [Rud00] junto con la desigualdad de Chevet [AAGM15,
Theorem 9.4.1]. Aprovechamos propiedades geométricas de algunas clases
de cuerpos convexos y usamos las técnicas mencionadas para ver que, pa-
ra estas clases, la máxima razón de volumen puede ser acotada por la ráız
cuadrada de la dimensión del espacio ambiente.

En el Caṕıtulo 4 probamos una cota inferior para lvrpKq, mejorando la
mejor cota conocida hasta ahora debida a Krabrov [Khr01]. Presentamos la
definición de los politopos aleatorios introducidos por Gluskin [Glu81] y tam-

bién usados por Khrabrov para probar que lvrpKq ľ
b

n
log logpnq . Hacemos

algunos cambios sutiles pero importantes en los argumentos de Khrabrov
que nos permiten probar que lvrpKq ľ

?
n en el caso en el que K Ă Rn

tiene algunas propiedades geométricas especiales. Para extender la cota a
todo cuerpo convexo explotamos dos resultados significativos. El primero es
sobre concentración de masa en cuerpos isotrópicos y es debido a Paouris
[Pao06], mientras que el segundo es la solución de Klartag a una versión
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isomorfa de la conjetura del hiperplano.
En el Caṕıtulo 5 estudiamos la razón de volumen entre proyecciones

de dos cuerpos convexos. Dado K Ă Rn y k proporcional a n, probamos
la existencia de un cuerpo Z tal que, para toda proyección ortogonal Q
de rango k, la razón de volumen entre QK y QZ es “grande”. Superamos
algunos tecnicismos para poder lidiar con cualquier proyección usando un
argumento de ε-redes y una versión Gaussiana de los politopos aleatorios.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo presentamos el material necesario sobre la teoŕıa de
cuerpos convexos y el análisis geométrico asintótico que usaremos a lo largo
del trabajo. Introducimos algunas definiciones básicas de convexidad clásica
y establecemos la notación correspondiente. También enunciamos algunas
desigualdades importantes que tendrán un rol clave para obtener nuestros
resultados principales. En la Sección 1.3 discutimos posiciones particulares
de cuerpos convexos que mostraron ser especialmente útiles. En [AAGM15,
Pis99, BGVV14, TJ89] puede encontrarse un desarrollo completo de los
temas expuestos en este caṕıtulo.

1.1. Conceptos básicos

Con un cuerpo convexo (o śımplemente un cuerpo) K Ă Rn nos referimos
a un conjunto compacto, convexo con interior no vaćıo. Un cuerpo K es
centralmente simétrico si x P K implica ´x P K. Dada una norma } ¨ } en
Rn escribimos

BX :“ tx P Rn | }x} ď 1u,

la bola unitaria del espacio X :“ pRn, } ¨ }q. Las bolas unitarias son, obvia-
mente, centralmente simétricas. En el otro sentido, mediante el funcional de
Mikowski podemos definir una norma en Rn asociada a un cuerpo central-
mente simétrico:

}x}K :“ ı́nftλ ą 0 | x P λKu.

Escribimos XK “ pRn, } ¨ }Kq y tenemos que BXK “ K. Por lo tanto,
el estudio de cuerpos centralmente simétricos se corresponde al estudio de
diferentes estructuras de Rn como espacio normado. Luego de fijar una es-
tructura eucĺıdea en Rn podemos asociar a cada cuerpo convexo K Ă Rn,

9
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con el origen como punto interior, su cuerpo polar,

K˝ :“ ty P Rn | sup
xPK
xx, yy ď 1u.

La condición de que el origen sea un punto interior de K es necesaria para
que K˝ sea un conjunto acotado. Notar que, por definición, cuando K es
centralmente simétrico, K˝ es la bola unitaria del espacio dual X˚K . Un
propiedad importante de la polaridad es que revierte inclusiones, es decir, si
L Ă K, K˝ Ă L˝. También se sigue directamente de la definición que, para
todo operador invertible T ,

pT pKqq˝ “ pT´1q˚pK˝q. (1.1)

Una familia importante de cuerpos convexos son los politopos, la cápsula
convexa de algunos puntos v1, . . . , vk, esto es, el conjunto

convtv1, . . . , vku :“ t
k
ÿ

i“1

tivi | ti ě 0 and
k
ÿ

i“1

ti “ 1u.

escribiremos absconvtv1, . . . , vku para una cápsula convexa absoluta, o sea,
convt˘v1, . . . ,˘vku. El polar de un politopo puede computarse fácilmente
de la siguiente forma.

Ejemplo 1.1.1. Sea K “ convtv1 . . . vku, entonces

K˝ “ tx P Rn | xx,
k
ÿ

i“1

tiviy ď 1 for all
k
ÿ

i“1

ti “ 1u

y por lo tanto, x P K˝ si y sólo si xx, viy ď 1 para todo 1 ď i ď k. En otras
palabras, K˝ es la intersección de los hiperplanos Pi “ tx P Rn | xx, viy ď 1u.

Durante este trabajo analizaremos algunos parámetros geométricos aso-
ciados a cuerpos convexos en Rn. Estamos interesados en estimar el com-
portamiento asintótico de estos parámetros como funciones de la dimensión
del espacio ambiente y no de computar su valor exacto. Para dos sucesiones
de números reales an y bn escribimos an ĺ bn cuando existe una constante
C ą 0 (independiente de n) tal que an ď Cbn para todo n P N. Escribimos
an „ bn si an ĺ bn y bn ĺ an. Probablemente una de las fórmulas asintóticas
más famosa es la fórmula de aproximación de Stirling para n!. La usaremos
una y otra vez. Afirma que:

n! „
?

2πn
´n

e

¯n
. (1.2)

También se puede generalizar para aproximar a la función Gamma,

Γpxq “

ż 8

0
tx´1e´tdx,
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como sigue

Γpx` 1q „
?

2πx
´x

e

¯x
.

Nos concentraremos en propiedades volumétricas de cuerpos convexos. Por
volumen de K Ă Rn nos referimos a su medida de Lebesgue que denotaremos
con |K|.

Ejemplo 1.1.2 (Volumen de las Bolas p). Una aplicación directa de la
fórmula de Stirling es estimar el comportamiento asintótico del volumen de
las bolas unitarias de espacios `np “ pRn, } ¨ }pq que escribimos como Bn

p . Un
cálculo estándar (ver por ejemplo [Pis99, ecuación (1.17)]) muestra que

|Bn
p | “

´

2Γp1` 1
pq

¯n

Γp1` n
p q

,

que aplicando la fórmula de Stirling se comporta como

|Bn
p |

1
n „ n

´ 1
p .

1.2. Desigualdades de volumen

Ahora enunciaremos algunas desigualdades que involucran el volumen
de cuerpos convexos. La primera es la consabida desigualdad de Blaschke-
Santaló que acota el producto entre el volumen de un cuerpo convexo y el
de su polar. Esta cantidad recibe el nombre de producto de Mahler de K, y
por la ecuación (1.1), es invariante por transformaciones afines. El siguiente
teorema muestra que, entre todos los cuerpos convexos centralmente simétri-
cos, el producto de Mahler se maximiza en elipsoides. Balschke [Bla17] la
probó para n “ 3 y Santaló [San49] probó el caso general. Meyer y Pajor, en
[MP90], dieron una prueba más simple usando el proceso de simetrización
de Steiner.

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Blaschke-Santaló). Sea K Ă Rn un cuerpo
convexo centralmente simétrico, entonces

|K||K˝| ď |Bn
2 |

2.

Mahler conjeturó que, entre todos los cuerpos con el origen en su interior,
el śımplice minimiza el producto de Mahler. Él lo probó para n “ 2 [Mah39].
El siguiente teorema es una forma reversa del anterior y muestra que vale
una versión asintótica de la conjetura de Mahler. Fue dada por Bourgain y
Milman [BM87]. Una prueba simplificada puede encontrarse en [AAGM15,
Teorema 8.2.2].
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Teorema 1.2.2. Sea K Ă Rn un cuerpo centralmente simétrico, entonces

p|K||K˝|q
1
n ľ |Bn

2 |
2
n .

Las siguientes desigualdades son de Rogers y Shephard [RS57] (ver tam-
bién [AAGM15, Teorema 1.5.2]). Nos permitirán reducir varios problemas al
caso de cuerpos centralmente simétricos. Dado K, el cuerpo de diferencias de
K se define como el cuerpo convexo centralmente simétrico DpKq “ K´K.
Éste es el menor cuerpo centralmente simétrico que contiene a K. Por otro
lado, el mayor cuerpo centralmente simétrico contenido en K es K X p´Kq.
Con barpKq nos referimos al baricentro (o centroide) de K que se define
como

barpKq “
1

|K|

ż

K
x dx “ 0.

El siguiente teorema afirma que, en el caso en el que barpKq “ 0, los tres
cuerpos mencionados anteriormente tienen volumen comparable.

Teorema 1.2.3. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo, entonces

|K ´K| ď

ˆ

2n

n

˙

|K|.

En el caso en que barpKq “ 0 también tenemos que

|K X p´Kq| ě 2´n|K|.

1.3. Algunas posiciones especiales

Decimos que K 1 es una posición de K si existe una transformación af́ın
invertible T : Rn Ñ Rn tal que T pKq “ K 1. A continuación presentamos
algunas posiciones clásicas de cuerpos convexos.

1.3.1. Posiciones de John y Löwner

Unas de las posiciones clásicas más conocidas son las posiciones de John
y Löwner. Un cuerpo convexo K Ă Rn está en posición de John si la bola
eucĺıdea es el elipsoide de volumen maximal contenido en K y se dice que
está en posición de Löwner si Bn

2 es el elipsoide de volumen minimal que
contiene a K. Todo cuerpo convexo admite una única (salvo transforma-
ciones ortogonales) posición de John y de Löwner. La existencia de dichas
posiciones se puede deducir fácilmente de un argumento estándar de com-
pacidad. Según Busemann [Bus50, Bus55], Löwner descubrió la unicidad del
elipsoide de volumen minimal pero comunicó el resultado oralmente. John,
en [Joh48], extendió la regla de multiplicadores de Lagrange al caso en el
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que las condiciones adicionales son inecuaciones (en lugar de ecuaciones).
Como consecuencia de esto probó que, cuando Bn

2 es el elipsoide de volumen
maximal en K tenemos que

Bn
2 Ă K Ă nBn

2 . (1.3)

También señaló que cuando K es centralmente simétrico n puede ser reem-
plazado por

?
n, es decir,

Bn
2 Ă K Ă

?
nBn

2 . (1.4)

De hecho, John también dio una descripción de los puntos de contacto entre
K y Bn

2 en el caso en el que K está en posición de John. Con un punto
de contacto entre Bn

2 y K nos referimos a un punto x, que está en BBn
2 X

BK X BK˝. Notar que, si B2 Ă K y x P BBn
2 X BK, también se tiene que

x P BK˝. Escribimos x1 b x2 para referirnos al operador de rango uno,
x1 b x2pyq “ xx1, yyx2. En el caso en que x tiene norma uno, x b x es la
proyección ortogonal en la recta generada por x. El siguiente teorema es de
John y fue complementado por Ball [Bal92].

Teorema 1.3.1. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo. La bola eucĺıdea Bn
2 es el

elipsoide de volumen maximal contenido en K si y sólo si Bn
2 Ă K y existen

puntos de contacto pxjq
m
j“1 y números positivos pcjq

m
j“1 tales que

m
ÿ

j“1

cjxj “ 0

y

Id “
m
ÿ

j“1

cjxj b xj . (1.5)

Nos referimos a (1.5) como una descomposición de la identidad. No es
dif́ıcil verificar que cualquier descomposición de la identidad debe satisfacer
que

ř

ci “ n. Observar que, si E “ T pBn
2 q es un elipsoide centralmente

simétrico contendio en K, E˝ es un elipsoide que contiene a K˝. Además,
por la ecuación (1.1),

|E ||E˝| “ |Bn
2 |

2.

Por lo tanto, si E es el elipsoide centralmente simétrico de volumen maximal
dentro de K, E˝ debe ser el elipsoide de volumen minimal que contiene
a K˝. Entonces, si K está en posición de John, K˝ está en posición de
Löwner. Como, por definición, los puntos de contacto en ambos casos son
los mismos, podemos formar también una descomposición de la identidad
con estos puntos en el caso en el que K está en posición de Löwner.

Como una aplicación de la descomposición de la identidad presentamos
una caracterizacion de la posición de John para el caso del śımplice.
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Ejemplo 1.3.2. Decimos que un n-śımplice, la capsula convexa de n ` 1
puntos afinmente independientes, es un śımplice regular si todos sus vértices
son equidistantes. Mostraremos que el śımplice en posición de Löwner es un
śımplice regular. Supongamos que S :“ convtv1, . . . , vn`1u está en posición
de Löwner. Notar que, n`1 es la cantidad mı́nima de vértices que se necesita
para formar una descomposición de la identidad. Entonces, existen números
positivos pcjq

n`1
j“1 tal que Id “

řn`1
j“1 cjvj b vj . Luego, tenemos que

vk “
n`1
ÿ

j“1

cjxvj , vkyvj “ ckvk `
ÿ

j‰k

cjxvj , vkyvj . (1.6)

Por otro lado, como
řn`1
j“1 cjvj “ 0,

vk “ ´
1

ck

ÿ

j‰k

cjvj . (1.7)

Combinando (1.6) y (1.7) obtenemos,

0 “ pck ´ 1q

¨

˝´
1

ck

ÿ

j‰k

cjvj

˛

‚`
ÿ

j‰k

cjxvj , vkyvj

0 “
ÿ

j‰k

cj

ˆ

xvj , vky ´
ck ´ 1

ck

˙

vj .

Como cualquier elección de n vértices debe ser linealmente independiente,
tenemos,

xvj , vky “
ck ´ 1

ck
,

para todo 1 ď j, k ď n ` 1. Lo que muestra que todos los ck son iguales, y
entonces ck “

n
n`1 . Además, el ángulo entre todos los vértices es el mismo, lo

que implica que son equidistantes. El polar de S es un śımplice en posición
de John con caras dadas por Fk “ tx P Rn | xx, vky “ 1u. Sus vértices se
pueden computar como

wk “
č

i‰k

Fi.

Entonces,

wk “
n

n` 1

n`1
ÿ

i“1

xwk, viyvi “
n

n` 1

ÿ

i‰k

vi ` xwk, vkyvk

“
n

n` 1
p´vk ` xwk, vkyvkq “

n

n` 1
pxwk, vky ´ 1qvk. (1.8)
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S

S˝

Figura 1.1: Un śımplice regular y su polar como en el Ejemplo 1.3.2.

Luego,

xwk, vky “
n

n` 1
pxwk, vky ´ 1qxvk, vky.

Por lo tanto tenemos que,

xwk, vky “ ´n.

De (1.8) deducimos que S˝ “ ´nS.

1.3.2. Posición isotrópica

Otra posición útil surge de la mecánica clásica y es llamada la posición
isotrópica. Decimos que un cuerpo convexo está en posición isotrópica (o
simplemente que es isotrópico) si tiene volumen uno y satisface las siguientes
condiciones:

barpKq “ 0,
ż

K
xx, θy2 dx “ L2

K @θ P Sn´1,

donde LK is una constante independiente de θ, que se llama la constan-
te isotrópica de K. Notar que, la posición isotrópica puede ser entendida
en terminos de la medida uniforme sobre K. Si K es isotrópico, esta es
una medida de probabilidad con esperanza cero y matriz de covarianza un
múltiplo de la identidad. Es sabido que todo cuerpo convexo admite una úni-
ca (salvo transformaciones ortogonales) posición isotrópica (ver por ejemplo
[BGVV14, Proposición 2.3.3.]). Luego, podemos definir la constante isotrópi-
ca de un cuerpo convexo K como la constante isotrópica de la imagen af́ın
isotrópica de K. La siguiente proposición muestra que LK siempre está aco-
tada inferiormente. Su demostración es simple y puede ser encontrada, por
ejemplo, en [AAGM15, Proposición 10.1.8].



16 Preliminares

Proposición 1.3.3. Para todo cuerpo convexo K Ă Rn,

LK ě LBn2 ľ 1.

Vale mencionar que no se sabe si la constante isotrópica esta acotada
superiormente por una constante absoluta. Esta es quizás la principal pre-
gunta abierta en el área y tiene muchas formulaciones equivalentes. El origen
de esta pregunta es la llamada conjetura del hiperplano, que pregunta si to-
do cuerpo centrado de volumen uno tiene una sección determinada por la
intersección con un hiperplano por el origen cuyo volumen es mayor que
alguna constante absoluta c ą 0. La conjetura del hiperplano aparece por
primera vez en el trabajo de Bourgain [Bou86], pero fue enunciada de esta
forma en un art́ıculo de Milman y Pajor [MP89], donde se prueban distin-
tas formas equivalentes de la conjetura. La mejor cota general conocida es
LK ď cn

1
4 , que fue dada por Klartag [Kla06] y mejoró la estimación anterior

LK ď cn
1
4 log n que es de Bourgain [Bou91].

A continuación enunciamos dos propiedades de los cuerpos isotrópicos
que usaremos más adelante. El primero es un resultado conocido de Kan-
nan, Lovász y Simonovits [KLS95, Teorema 4.1], que afirma que los cuerpos
isotrópicos contienen una bola eucĺıdea “grande”.

Lema 1.3.4. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo isotrópico, entonces
c

n` 2

n
LKB

n
2 Ă K. (1.9)

El segundo está relacionado con un buen comportamiento de las mar-
ginales. Antes de enunciarlo necesitamos una definción. Sea pΩ,Σ, µq un
espacio de probabilidad y f : Ω Ñ R una función medible. Decimos que f
es ψ1 si existe λ ą 0 tal que

ż

Ω
e
|fpωq|
λ dµ ă 8.

en ese caso la norma ψ1(o norma subexponencial) se define como sigue,

}f}ψ1 :“ ı́nftλ ą 0 |

ż

Ω
e
|fpωq|
λ dµ ď 2u.

La norma ψ1 es un caso particular de las normas de Orlicz. Para más infor-
mación de este marco general ver por ejemplo [AAGM15, Subsección 3.5.2]

El siguiente lema da una cota para la norma ψ1 de las marginales de
un cuerpo isotrópico. Una prueba de él se puede encontrar en [BGVV14,
Proposición 3.1.2].

Lema 1.3.5. Existe una constante absoluta C ą 0 tal que para todo cuerpo
isotrópico K Ă Rn y todo θ P Sn´1 se tiene que

}x¨, θy}Lψ1 ď CLK . (1.10)
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1.3.3. `-posición

Ahora introduciremos otra posición especial. Primero necesitamos algu-
nas definiciones. Dado un cuerpo centralmente simétrico K el ancho prome-
dio de K se define como

ωpKq “

ż

Sn´1

}θ}K˝dσpθq,

donde σ es la medida de Haar normalizada en Sn´1. El promedio esférico
de una norma (en realidad de cualquier función homogénea) se relaciona
con su promedio Gaussiano. Si G es un vector con coordenadas Gaussianas
idependientes, G

}G}2
está distribuido uniformemente en la esfera, más aún,

}G}2 y G
}G}2

son independientes. Entonces, los promedios esférico y Gaussiano

difieren en el factor Ep}G}2q. Un cálculo estándar junto con la fórmula de
Stirling muestra que

Ep}G}2q “
?

2Γpn`1
2 q

Γpn2 q
„
?
n.

Entonces, si γn es la medida Gaussiana estándar en Rn, vale lo siguiente,

?
n

ż

Sn´1

}θ}K˝dσpθq „

ż

Rn
}x}K˝dγnpxq. (1.11)

Dado un cuerpo convexo K definimos,

`pKq :“

ż

Rn
}x}Kdγnpxq.

Con esta definición, la ecuación (1.11) toma la forma

`pKq „
?
nωpK˝q. (1.12)

La definición más usual del parámetro ` es usando el segundo momento en
lugar del primer momento, o sea

ˆ
ż

Rn
}x}2Kdγnpxq

˙
1
2

.

Aplicando una desigualdad del tipo Kahane-Khinchine para seminormas (ver
por ejemplo [TJ89, ecuación (4.5)]) vemos que

ˆ
ż

Rn
}x}2Kdγnpxq

˙
1
2

„

ż

Rn
}x}Kdγnpxq. (1.13)

Por lo tanto, desde un punto de vista asintótico, ambas definiciones de ` son
equivalente. Usamos el primer momento para que la relación con el ancho
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promedio resulte más transparente. El parámetro ` fue introducido por Figiel
y Tomczak-Jaegermann en [FTJ79] en el contexto de normas de operadores.
Ellos probaron que todo cuerpo convexo K Ă Rn admite una posición K̄ tal
que

`pK̄q`pK̄˝q ĺ nRadpK̄q,

donde RadpKq es la norma de la proyección de Rademacher Rn : L2pXKq Ñ

L2pXKq. Omitimos las definiciones del caso porque no haremos uso de ellas,
más información sobre este tema puede encontrarse en [TJ89] y [Pis99].
Por otro lado, Pisier [Pis79] probó que para todo espacio de Banach X de
dimensión n, con BX “ K, se tiene,

RadpKq ď c logpdpK,Bn
2 q ` 1q,

donde dpK, `n2 q es la distancia de Banach-Mazur entre K y Bn
2 ,

dpK, `n2 q “ ı́nfta ¨ b |
1

a
K Ă TBn

2 Ă bKu,

que por el teorema de John está siempre acotado por
?
n. Juntando todo

esto obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.6. Dado un cuerpo convexo K Ă Rn existe una posición de
K, K̃ tal que `pK̃q`pK̃˝q ĺ n logpn` 1q.

Terminamos este caṕıtulo con una desigualdad clásica de Urysohn, que
relaciona el ancho promedio de un cuerpo convexo con su volumen. Diversas
pruebas de ella pueden ser encontradas en [AAGM15, Teorema 1.5.11].

Lema 1.3.7 (Urysohn). Sea K Ă Rn un cuerpo convexo. Entonces,

ωpKq ě

ˆ

|K|

|Bn
2 |

˙
1
n

.

Aplicando la fórmula de Stirling, la ecuación (1.12), y la desigualdad
de Bourgain-Milman Teorema 1.2.2, la desigualdad de Urysohn toma la si-
guiente forma,

`pKq ľ
1

|K|
1
n

. (1.14)



Caṕıtulo 2

Razón simplicial

En este capitulo tratamos el problema de aproximar un cuerpo convexo
en Rn por un śımplice n-dimensional de volumen similar. Esto es una gene-
ralización de una pregunta de geometŕıa clásica relacionada con encontrar
triángulos de área mı́nima que contengan un conjunto convexo plano. En
la Sección 2.2 repasamos la rica historia detrás de este problema. Aborda-
mos dos versiones duales de él, es decir, dado un cuerpo convexo K Ă Rn
aproximarlo por un śımplice contenido en él o que lo contenga. Para que
estas dos formulaciones sean equivalentes debemos pedirle una propiedad
adicional al śımplice: que tenga el mismo baricentro que K. Formulamos el
problema y probamos la equivalencia entre ambas versiones en la Sección
2.3. En la Sección 2.4 usamos el método probabiĺıstico para probar la exis-
tencia de śımplices que satisfacen las propiedades deseadas. Obtenemos aśı
nuestro resultado pŕıncipal, el Teorema 2.4.6, que consiste en un algoritmo
probabiĺıstico para encontrar dichos śımplices. Finalmente en la Sección 2.5
presentamos una prueba no probabiĺıstica del problema usando una cons-
trucción clásica de Dvoretzky y Rogers sobre paraleleṕıpedos y cuerpos con-
vexos. Si bien su construcción provee la existencia de un paraleleṕıdedo con
las propiedades deseadas puede ser dif́ıcil de encontrar expĺıcitamente. Tam-
bién presentamos una versión aleatoria del mismo resultado que nos permite
evitar esto.

2.1. Introducción

Con un śımplice S Ă Rn nos refermimos siempre a un śımplice n-
dimensional, la cápsula convexa de n` 1 puntos afinmente independientes.

Dado un cuerpo convexo K Ă Rn definimos la razón simplicial exterior
de K,

SoutpKq :“ mı́n

ˆ

|S|

|K|

˙1{n

,

donde el mı́nimo se toma sobre todos los śımplices S en Rn que contienen a

19
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K. Nuestro objetivo es dar una cota asintótica de la razón simplicial exterior
para un cuerpo convexo K cualquiera. Primero observemos que, como todos
los śımplices pertenecen a la misma clase afin, Sout resulta ser un invarante
af́ın de K. De hecho,

SoutpTKq “ mı́n
TKĂS

ˆ

|S|

|TK|

˙1{n

“ mı́n
TKĂS

ˆ

|T´1pSq|

|K|

˙1{n

“ mı́n
KĂS̃

˜

|S̃|

|K|

¸1{n

.

Comencemos con algunos ejemplos para ilustrar el problema.

Ejemplo 2.1.1 (El śımplice de volumen minimal para la bola eucĺıdea).
Sea K :“ Bn

2 , la bola eucĺıdea, y S Ą Bn
2 el śımplice regular definido en el

Ejemplo 1.3.2. Veamos que S es el śımplice de volumen minimal que contiene
a K. Si no, entonces existe un śımplice T Ă Rn conteniendo a la bola con
volpT q ă volpSq. Consideremos la transformación lineal A P GLpnq tal que
ApSq “ T ; entonces, |detpAq| ă 1. Por lo tanto A´1pBn

2 q es un elipsoide con
volumen mayor o igual que |Bn

2 | dentro de S, lo que contradice el hecho de
que S está en posición de John.

Para computar el volumen del śımplice es más fácil trabajar en Rn`1,
en el hiperplano

ř

i xi “ 1. De esta manera el śımplice esta representado
como el śımplice n-dimensional convte1, . . . , en`1u, que contiene a la esfera
n-dimensional centrada en el punto p 1

n`1 , . . . ,
1

n`1q y de radio

r “

›

›

›

›

p
1

n` 1
, . . . ,

1

n` 1
q ´ p

1

n
, . . . ,

1

n
, 0q

›

›

›

›

“
1

a

npn` 1q
. (2.1)

Notar que, mediante esta identificación, S es una cara del śımplice ∆ :“
convt0, e1, . . . , en`1u que tiene volumen 1

pn`1q! . Si pensamos a este śımplice
como un cono con base S, el volumen puede ser calculado como

|∆| “
1

n` 1
|S|n}p

1

n` 1
, . . . ,

1

n` 1
q} “

1

n` 1
|S|n

1
?
n` 1

.

Si ahora reescalamos por el radio computado en la ecuación (2.1) obtenemos:

|S| “
pn` 1q

n`1
2 n

n
2

n!
. (2.2)

Por otro lado, el volumen de la bola eucĺıdea fue calculado en el Ejem-
plo 1.1.2,

|K| “
π
n
2

Γpn2 ` 1q
.
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Usando la fórmula de Stirling (ecuación (1.2)) obtenemos entonces

ˆ

|S|

|K|

˙
1
n

„
?
n.

Concluimos que SoutpBn
2 q „

?
n.

Figura 2.1: El śımplice de volumen minimal que contiene a la bola eucĺıdea
es el śımplice regular que la circunscribe.

Ejemplo 2.1.2 (El cubo). Sea K el cubo r0, 1sn Ă Rn y consideremos el
śımplice S :“ convt0, ne1, . . . , nenu. Tenemos que K Ă S y

ˆ

|S|

|K|

˙
1
n

„ 1.

De hecho, como la suma de las coordenadas de todos los puntos en el cubo
es menor o igual a n, tenemos que K Ă S. El volumen del cubo es 1 y el
volumen del śımplice es det |ne1,...,nen|

n! “ nn

n! . Aplicando la fórmula de Stirling,
como siempre se tiene que SoutpKq ě 1, tenemos SoutpKq „ 1.

2.2. Contexto histórico

Antes de enunciar nuestro resultado principal vamos a repasar la historia
detrás de este problema. Para el plano, i.e. n “ 2, fue completamente re-
suelto por Gross [Gro18] (y generalizado de diferentes formas por Kuperberg
[Kup83]): todo cuerpo convexo K Ă R2 puede ser inscripto en un triángulo
de área a lo sumo 2|K| (ver Figura 2.3). Esta razón se corresponde (exclusi-
vamente) al caso en el que K es un paralelogramo. En general no se conoce
la medida del tetraedro (no necesariamente regular) de menor volumen que
contiene a un cuerpo convexo K Ă R3. Si K Ă R3 es un paraleleṕıpedo
de volumen uno, entonces el tetraedro de volumen minimal que lo contiene
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tiene volumen 9{2. Es una pregunta abierta si este es el peor caso general.
Hasta donde sabemos, para dimensiones mayores (n ě 4) ni siquiera hay
cotas conjeturadas.

Una cota n-dimensional para la razón simplicial fue dada por Macbeath
en [Mac51a] donde construye un śımplice conteniendo a un cuerpo convexo
K tal que |S| ď nn|K|, lo que implica la cota SoutpKq ď n. Esta cota fue
mejorada (pero con el mismo orden asintótico) en los setenta por Chakerian
[Cha73, Corolario 5]. La misma estimación fue recientemente redescubierta
por Kanazawa [Kan14, Teorema 1] usando argumentos diferentes. En parti-
cular, ambos autores mostraron que

SoutpKq ď n
n´1
n « n. (2.3)

Notar que cuando n “ 2 esta es la cota de Gross.

Es posible mejorar la cota anterior aplicando una desigualdad general pa-
ra razones de volumen de Giannopoulos y Hartzoulaki [GH02], donde ellos
reducen el problema al caso centralmente simétrico y aplican la desigualdad
de Chevet (Teorema 3.3.2) para una posición particular de los cuerpos re-
lacionada con la `-posición (Teorema 1.3.6). Discutiremos su construcción
con más detalle en el Caṕıtulo 3. Como una consecuencia de su resultado
tenemos que

SoutpKq ĺ
?
n logpnq. (2.4)

Hasta donde sabemos, esta es la mejor cota obtenida hasta ahora; ver tam-
bién el reciente trabajo de Paouris y Pivovarov [PP17, Corolario 5.4], acerca
de una versión aleatoria de la desigualdad de Urysohn, donde obtienen la
misma cota pero con un método diferente.

Por dualidad, acotar la razón simplicial exterior está relacionado con
encontrar śımplices de volumen grande dentro de un cuerpo convexo. La
búsqueda de śımplices de volumen grande contenidos en un cuerpo convexo

Figura 2.2: El śımplice convt0, 3e1, 3e2, 3e3u que contiene al cubo r0, 1s3 Ă R3

como en el Ejemplo 2.1.2.
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Figura 2.3: Triángulo de área mı́nima conteniendo al cubo.

tiene una extensa e interesante historia en geometŕıa. Por ejemplo, el estu-
dio de el área máxima de triángulos en un cuerpo plano fue abordado por
Blaschke [Bla17] a comienzos del siglo XX.

Sas [Sas39] y Macbeath [Mac51b] también consideraron el problema
de aproximar un cuerpo convexo por politopos inscriptos en él. McKinney
[McK74] estudió ciertas propieades de estos śımplices de volumen máximo
dentro un cuerpo centralmente simétrico. En [HKL96] se trata el caso de
śımplices de volumen grande dentro de cubos.

En [Syl65] Sylvester plantea una pregunta clásica relacionada con śımpli-
ces dentro de cuerpos convexos: dados 4 puntos distribuidos uniformemente
en un cuerpo plano K, ¿cuál es la probabilidad de que su cápsula convexa sea
un triángulo? Esto está directamente relacionado con estimar la esperanza
del volumen de un śımplice aleatorio con vértices tomados uniformemente
en un cuerpo convexo. Dado K Ă Rn de volumen 1, sea

SppKq :“

ˆ
ż

K
. . .

ż

K
|convtx1 . . . xn`1u|

pdx1 . . . dxn`1

˙
1
p

. (2.5)

El llamado problema de Sylvester es describir la clase af́ın de cuerpos con-
vexos para los que SppKq es maximizado o minimizado. Para n “ 2 Blashke
[Bla17] estableció que los minimizadores y maximizadores son elipsoides y
śımplices respectivamente. Groemer [Gro73] probó que para cualquier cuerpo
convexo K se tiene que SppKq ě SppB

n
2 q (desigualdad de Blashke-Groemer)

y la igualdad se alcanza si y sólo si K es un elipsoide. En la otra dirección
el problema está abierto para n ě 3. Se conjetura que el śımplice maximiza
esta cantitad, esto se conoce como la conjetura del śımplice. Milman y Pajor
[MP89] establecieron una relación entre S1pKq y la constante de isotroṕıa
de K, probaron que

S1pKq „
Lk
?
n
. (2.6)

Como una consecuencia de esta relación se tiene que la conjetura del
śımplice implica una respuesta afirmativa a la conjetura del hiperplano.

Busemann [Bus53] introdujo la siguiente variante del funcional de Syl-
vester,
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BppKq :“

ˆ
ż

K
. . .

ż

K
|convt0, x1, . . . , xnu|

pdx1 . . . dxn

˙
1
p

. (2.7)

Como antes, el mı́nimo de BppKq entre todos los cuerpos convexos se obtiene
cuando K es un elipsoide. Esto lleva a la siguiente desigualdad, conocida
como la desigualdad del śımplice aleatorio de Busemann. [Bus53],

B1pKq ě

ˆ

|Bn´1
2 |

pn` 1q|Bn
2 |

˙n

|K|n`1 ě

ˆ

c
?
n

˙n

|K|n`1, (2.8)

con c ą 0 una constante absoluta.

2.3. Razón simplicial interna y dualidad

Para obtener una cota general para SoutpKq vamos a trabajar con un en-
foque dual del problema: encontrar śımplices de volumen grande contenidos
en K.

Dado un cuerpo convexo K Ă Rn definimos la razón simplicial interior
de K como

SinnpKq :“ mı́n

ˆ

|K|

|S|

˙1{n

,

donde el mı́nimo se toma entre todos los śımplices S Ă K.

Ejemplo 2.3.1. Sean K :“ Bn
2 y S el śımplice regular en posición de

Löwner. El mismo argumento que fue utilizado en el Ejemplo 2.1.1 muestra
que S es el śımplice de volumen maximal dentro de K. Como S puede ser
obtenido contrayendo el śımplce regular que contiene a la bola por un factor
n, por la ecuación (2.2) tenemos que,

|S| “
pn` 1q

n`1
2 n

n
2

n!nn
„

1

n
, (2.9)

y entonces SinnpBn
2 q „

?
n.

Hay muchas maneras de mostrar que para todo cuerpo K, SinnpKq ĺ
?
n. Se puede encontrar en el trabajo de Macbeath [Mac51a]. También fue

mostrado por Giannopoulos, Perissinaki y Tsolomitis en [GPT01]. Mostra-
remos como probarlo usando un lema clásico, el Lema de Dvoretzky-Rogers,
que afirma que es posible extraer de una descomposición de la identidad una
base “casi” ortogonal.

Lema 2.3.2 (Dvoretzky-Rogers). Sean w1, . . . , wm P Sn´1 y c1, . . . , cm
tales que Id “

ř

ciwi b wi, entonces existe un subconjunto de vectores

tv1, . . . , vnu Ă tw1, . . . , wmu tal que }Pkpvk`1q}2 ě
`

n´k
n

˘

1
2 para 1 ď k ď

n´ 1, donde Pk es la proyección ortogonal sobre spantv1, . . . , vku
K.
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Demostración. Primero observemos que para toda transformación lineal T :
Rn Ñ Rn debe existir wi tal que xwi, Twiy ě

trpT q
n . De hecho,

trpT q

n
“

1

n

n
ÿ

i“1

cixT,wi b wiy “
1

n

n
ÿ

i“1

cixTwi, wiy,

y para algún vector wi, xTwi, wiy debe ser mayor que el promedio aritmético.
La prueba sigue por inducción. Fijemos v1 “ w1 y supongamos que ya
tenemos v1 . . . vk. Si Pk es la proyección ortogonal sobre spantv1 . . . vku

K,
trpPkq “ n´ k. Tomemos wi tal que xwi, Pkwiy ě

n´k
n , tenemos

}Pkpwiq}2 “ xwi, Pkwiy
1
2 ě

ˆ

n´ k

n

˙
1
2

,

lo que concluye la demostración

Ahora, consideremos tv1, . . . , vnu dados por el Lemma de Dvoretzky-
Rogers y definamos el śımplice S :“ convt0, v1, . . . , vnu. Podemos pensar a
este śımplice como el cono con base convt0, v1, . . . , vn´1u. Su volumen se
puede calcular como

1

n
}Pn´1pvnq}2|convt0, v1, . . . , vn´1u|n´1.

Ya que convt0, v1, . . . , vn´1u es a su vez un cono con base convt0, v1, . . . , vn´2u,
iterando el argumento obtenemos

|S| “
1

n!
}Pn´1pvnq}2}Pn´2pvn´1q}2 . . . }v1}2 ě

a

pn´ 1q!

n!
?
n!

„
1

n
. (2.10)

Como una consecuencia de esto tenemos la siguiente proposición sobre la
razón de volumen interior para un cuerpo convexo cualquiera

Proposición 2.3.3. Dado K Ă Rn un cuerpo convexo hay un śımplice

S Ă K tal que
´

|K|
|S|

¯
1
n

ĺ
?
n.

Demostración. Supongamos que K es en posición de Löwner y consideremos
una descomposición de la identidad formada por puntos de contacto entre
K y Bn

2 como en el Teorema 1.3.1. Extraemos, de los puntos de contactos,
los vectores dados por el Lemma 2.3.2 y consideramos el śımplice S :“
convt0, v1, . . . , vnu. Como K Ă Bn

2 tenemos

ˆ

|K|

|S|

˙
1
n

ď

ˆ

|Bn
2 |

|S|

˙
1
n

.

El resultado se sigue de la ecuación (2.10) y la fórmula de Stirling.
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Una cota del mismo orden asintótico se puede obtener también consi-
derando śımplices aleatorios formados por vértices uniformemente distribui-
dos dentro de K. Aplicando las ecuaciones (2.7) o (2.6) podemos probar la
existencia de śımplices dentro de K con volumen del mismo orden que el
mostrado anteriormente.

Para poder deducir una cota para la razón exterior a partir de la interior
es necesario pedirle al śımplice una propiedad adicional, que comparta el
baricentro con el cuerpo convexo dado. La razón principal detrás de esto es
que hacemos uso de la polaridad para pasar de una forma a la otra. Dado
un cuerpo convexo K Ă Rn y un śımplice S Ă K tenemos que S˝ Ą K˝, y
necesitamos la desigualdad de Blaschke-Santaló (Teorema 1.2.1) para poder
relacionar el volumen de S y S˝.

Para un cuerpo no centralmente simétrico L, la desigualdad de Blaschke-
Santaló toma la siguiente forma:

mı́n
xPL

|L||pL´ xq˝| ď |Bn
2 |

2.

El punto donde se alcanza el mı́nimo recibe el nombre de punto de San-
taló de L. Entonces, sólo podemos relacionar el volumen de L con el volu-
men del cuerpo polar de una traslación de L. Luego, para que se mantenga
la inclusión entre S y K, debeŕıamos trasladar a K también, pero en ese
caso perdemos control sobre el volumen del polar de K. Es sabido (ver por
ejemplo [Sch14, ecuación (10.23)]) que si barpL0q “ 0 entonces el punto de
Santaló de L es en el origen y, como veremos en el Lema 2.3.7, ese es el caso
de un śımplice centrado. Esto induce una versión más fuerte del problema
mencionado anteriormente. Dado un cuerpo convexo K Ă Rn, definimos

Sout˝ pKq :“ mı́n

ˆ

|S|

|K|

˙
1
n

,

donde el mı́nimo se toma sobre todos los śımplices S que contienen a K y
tienen el mismo baricentro.

Similarmente,

Sinn˝ pKq :“ mı́n

ˆ

|S|

|K|

˙
1
n

,

donde el mı́nimo se toma sobre todos los śımplices S incluidos en K y tienen
el mismo baricentro. El problema ahora es obtener una cota general para
ambos, Sout˝ pKq y Sinn˝ pKq.

Teorema 2.3.4. Dado un cuerpo convexo K Ă Rn existe un śımplice S con

el mismo baricentro tal que K Ă S y
´

|S|
|K|

¯
1
n

ĺ
?
n.

Teorema 2.3.5 (Version dual). Dado un cuerpo convexo K Ă Rn existe un

śımplice S con el mismo baricentro tal que S Ă K y
´

|K|
|S|

¯
1
n

ĺ
?
n.
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Antes de probarlos vamos a mostrar cómo deducir el Teorema 2.3.4 a
partir del Teorema 2.3.5.

Comenzamos con dos lemas acerca del baricentro de un śımplice y de su
cuerpo polar.

Lema 2.3.6. El baricentro de un śımplice S “ convtv1, . . . , vn`1u está dado
por el promedio aritmético de sus vértices,

barpSq “
1

n` 1

n`1
ÿ

i“1

vi.

Demostración. Primero observemos que si f : Rn Ñ Rn es una transfor-
mación af́ın, fpxq “ Ax ` v, y K Ă Rn es un cuerpo convexo se tiene que
fpbarpKqq “ barpfpKqq, de hecho,

barpfpKqqi “
1

|fpKq|

ż

fpKq
xidx1 . . . dxn

“
1

detpAq|K|

ż

K
fpxqi detpAqdx1 . . . dxn “ barpfpKqq.

Luego, como todo śımplice es una imagen af́ın de ∆ “ convt0, e1, . . . , enu
sólo necesitamos probar la afirmación para este último śımplice. Notemos
que ∆ es invariante por permutaciones de coordenadas y también debe serlo
su baricentro. Entonces, tenemos que barp∆q “ pb, . . . , bq y el único punto
de esa forma dentro de ∆ es p 1

n`1 , . . . ,
1

n`1q.

Lema 2.3.7. Sea S Ă Rn un śımplice con baricentro en el origen, entonces
S˝ también es un śımplice centrado.

Demostración. Sea ∆0 :“ convte1, . . . , en,´
ř

eiu. Por el lema anterior sa-
bemos que el baricentro del śımplice convtv0, . . . , vnu viene dado por el pro-
medio aritmético de sus vértices,

barpconvtv0, . . . , vnuq “
1

pn` 1q

n
ÿ

i“0

vi. (2.11)

Sabemos que existe una transformación af́ın T tal que S “ T∆0. Como S
y ∆0 tienen baricentro en el origen, T debe ser lineal. Sabiendo que S˝ “
pT ˚q´1∆˝

0, para mostrar barpS˝q “ 0 alcanza con hacerlo para ∆˝
0.

El cuerpo polar de un politopo es la intersección de los hiperplanos de-
terminados por sus vértices (Ejemplo 1.1.1), tenemos entonces que ∆˝

0 “
Ş

tx : xx, eiy ď 1u
Ş

tx : xx,´
ř

eiy ď 1u y sus n ` 1 vértices vienen da-
dos por todas las posibles intersecciones de n de estos hiperplanos. Luego,
∆˝

0 “ tv1, . . . , vn`1u con

vn`1 “

n
č

i“1

tx : xx, eiy “ 1u “
n
ÿ

i“1

ei
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y

vk “
č

i‰k

tx : xx, eiy “ 1u
č

tx : xx,´
n
ÿ

i“1

eiy “ 1u “ p1, 1, . . . ,´n, . . . , 1q.

El resultado se sigue del hecho de que
řn`1
i“1 vi “ 0.

Demostración del Teorema 2.3.4. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo cualquie-
ra con baricentro en el origen. Por la desigualdad de Rogers-Shephard, Teo-
rema 1.2.3, el cuerpo central mente simétrico de diferencias DpKq “ K´K
contiene a K y cumple

ˆ

|DpKq|

|K|

˙1{n

ď 4. (2.12)

Por el Teorema 2.3.5 aplicado al cuerpo DpKq˝ existe un śımplice con
baricentro en el origen T Ă DpKq˝ tal que

ˆ

|DpKq˝|

|T |

˙
1
n

ĺ
?
n. (2.13)

Consideremos el śımplice S “ T ˝. Por el Lema 2.3.7, S también tiene
baricentro en el origen y obviamente S Ą DpKq. Ahora,

|S|

|DpKq|
“

|S||T |

|DpKq||DpKq˝|
¨
|DpKq|˝

|T |
. (2.14)

Por las desigualdades de Blaschke-Santaló, Bourgain-Milman y la fórmu-
la de Stirling se tiene

ˆ

|S||T |

|DpKq||DpKq˝|

˙1{n

ĺ 1. (2.15)

El resultado se sigue inmediatamente de las ecuaciones (2.12), (2.13),
(2.14), (2.15) y del hecho de que DpKq Ą K y entonces S Ą K, lo que
concluye la demostración.

Observación 2.3.8. En la demostración anterior pasamos por el cuerpo de
diferencias de K porque el polar de un cuerpo centrado puede no necesaria-
mente serlo (ver [MSW10]).

Los Ejemplos 2.1.1 y 2.3.1 muestran que las cotas obtenidas son asintóti-
camente ajustadas.
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2.4. Un enfoque probabiĺıstico

El método probabiĺıstico es un método usual para probar la existencia
de un determinado tipo de objeto matemático. La filosof́ıa es mostrar que si
uno elige objetos de forma aleatoria de una clase espećıfica, la probabilidad
de que el resultado sea un tipo preestablecido es positiva. En esta sección
usaremos este método para dar una prueba de una versión más fuerte del
Teorema 2.3.5. Para esto necesitamos dos proposiciones que esencialmente
afirman que, con probabilidad muy alta, ciertos śımplices aleatorios tienen
“buenas propiedades”.

Supongamos que K Ă Rn es un cuerpo convexo isotrópico y elegimos
aleatoriamente X1, . . . , Xn en K. El siguiente enunciado asegura que t́ıpica-
mente el baricentro del śımplice aleatorio convt0, X1, . . . , Xnu tiene norma
“chica”.

Proposición 2.4.1. Existe una constante absoluta c1 ą 0 tal que para todo
cuerpo convexo isotrópico K Ă Rn y tXiu

n
i“1 vectores aleatorios indepen-

dientes distribuidos uniformemente sobre K entonces

P t}barpT q} ď c1LKu ą 1´
1

2
e´n,

donde T es el śımplice aleatorio convt0, X1, . . . , Xnu.

Los argumentos que usamos para probar esta proposición están basados
en las pruebas de [AG08, Theorem 3.1.] y [KK09, Theorem 1.1.].

Necesitamos enunciar un lema técnico. Dado un espacio métrico M , una
δ-red para M es un conjunto N ĂM tal que para todo x PM existe η P N
tal que dpx, ηq ď δ.

Lema 2.4.2. Sea δ ą 0 y n P N. Existe una δ-red N para Sn´1 con cardinal
# pN q ď p1` 2

δ q
n.

Demostración. La prueba se obtiene mediante un argumento volumétri-
co estándar. Sea txiu un conjunto δ-separado maximal en Sn´1. Entonces
txiu

N
i“1 es una δ-red para Sn´1. Como los conjuntos xi`

1
2δB

n
2 son disjuntos

y están todos incluidos en Bn
2 `

δ
2B

n
2 , tomando volumen obtenemos,

#pN qpδ
2
qn|Bn

2 | ď p1`
δ

2
qn|Bn

2 |, (2.16)

que nos da la cota deseada.

También necesitamos una desigualda clásica de Bernstein sobre sumas
de variables aleatorias independientes (ver, por ejemplo [AAGM15, Teorema
3.5.16]) junto con el “buen comportamiento” de las marginales x¨, θy, para
cualquier dirección θ P Sn´1 (Lemma 1.3.5).
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Teorema 2.4.3 (Desigualdad de Bernstein). Sean tYiu
n
i“1 variables con

esperanza 0 en algún espacio de probabilidad. Supongamos que Yi pertenece
a Lψ1 y que }Yi}Lψ1 ď M para todo i “ 1, . . . , n. Sea σ2 “ 1

n

řn
i“1 }Yi}

2
Lψ1

.

Entonces, para todo t ą 0,

P

#ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

Yi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą tn

+

ď e´D nmı́nt t
2

σ2
, t
M
u, (2.17)

para alguna constante absoluta D ą 0.

Ahora podemos dar la demostración de la Proposición 2.4.1.

Demostración de la Proposición 2.4.1. Sean tXiu
n
i“1 vectores aleatorios in-

dependientes distribuidos uniformemente sobre K y sea θ una dirección fija
en Sn´1.

Combinando el Lema 1.3.5 y el Teorema 2.4.3 para las variables aleatorias
Yj :“ xXj , θy tenemos, para todo t ą CLK ,

P

#ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

n
ÿ

i“1

Xi, θy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą tn

+

ď e
´n t D

C LK .

Sea N una 1
2 -red en la esfera de cardinal menor o igual que 5n dada por

el Lema 2.4.2. Entonces

P

#ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

n
ÿ

i“1

Xi, θy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą tn para algún θ P N

+

ď e
´np t D

C LK
´logp5qq

,

y por ende

P

#
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

n
ÿ

i“1

Xi, θy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď tn para todo θ P N

+

ě 1´ e
´np t D

C LK
´logp5qq

.

Todo vector ϑ P Sn´1 se puede escribir de la forma ϑ “
ř

j“1 δjxj ,

con θj P N y 0 ď δj ď 21´j . En efecto, comenzamos con x0 P N tal que
}ϑ ´ x0}2 “ δ1 ď 1. Luego, ϑ´x0

δ1
P Sn´1 y entonces existe x1 P N con

}ϑ´x0δ1
´ x1}2 “ δ2 ď

1
2 . Por lo tanto, tenemos

}ϑ´ x0 ´ δ1x1}2 ď δ1δ2.

Inductivamente encontramos x0, . . . , xn P N y δ1, . . . , δn tales que

}ϑ´
n
ÿ

i“0

p

i
ź

j“0

δjqxi}2 ď 2j´1.
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Entonces ϑ “
ř8
i“0p

śi
j“0 δjqxi. Observemos que

č

θPN

#ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

n
ÿ

i“1

Xi, θy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď tn

+

Ă

#›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

Xi

›

›

›

›

›

2

ď 2tn

+

“

#

máx
ϑPSn´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

n
ÿ

i“1

Xi, ϑy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2tn

+

.

En efecto, sea ϑ un vector unitario arbitrario y supongamos que |x
řn
i“1Xi, θy| ď

tn para todo θ P N , entonces

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

n
ÿ

i“1

Xi, ϑy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

n
ÿ

i“1

Xi,
8
ÿ

j“1

δjθjy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

j“1

δj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

n
ÿ

i“1

Xi, θjy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2tn.

Aśı, para todo t ą CLK tenemos

P

#›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

Xi

›

›

›

›

›

2

ď 2tn

+

ě 1´ e
´np t D

C LK
´logp5qq

.

El resultado se obtiene tomando t :“ c1pn`1qLK
2n , para c1 ą 0 lo suficiente-

mente grande.

La segunda proposición que necesitamos asegura que, t́ıpicamente, el
śımplice aleatorio convt0, X1, . . . , Xnu tiene volumen “grande”.

Proposición 2.4.4. Existe una constante absoluta c2 ą 0 tal que para todo
cuerpo convexo isotrópico K Ă Rn y tXiu

n
i“1 vectores aleatorios indepen-

dientes uniformemente distribuidos sobre K entonces

P
"

|cot0, X1 . . . , Xnu| ě
cn2L

n
K

n
n
2

*

ą 1´
1

2
e´n.

Una demostración de ella se puede encontrar esencialmetne en el trabajo
de Pivovarov [Piv10, Proposition 1]. Incluimos los detalles por completitud.

Lema 2.4.5. [Piv10, Lemma 2] Sea K Ă Rn un cuerpo convexo isotrópico
y X un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre K. Sea E Ă Rn un
subespacio de dimensión k y PE la proyección ortogonal sobre E. Entonces,
la variable aleatoria

Y :“
|PEpXq|

LK
?
k

satisface

E |Y |´
1
2 ď C 1,

donde C 1 ą 0 is una constante absoulta.
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Demostración de la Proposición 2.4.4. Sea A : Rn Ñ Rn la transformación
linear que manda la base canónica teiu

n
i“1 a tXiu

n
i“1. En este caso,

convt0, X1, . . . , Xnu “ A pconvt0, e1, . . . , enuq

y entonces tenemos

|convt0, X1, . . . , Xnu| “
|detpAq|

n!
.

Sean Vk :“ spantX1, . . . , Xku y Yk “
|P
Vk´1

KXk|

LK
?
n´k`1

. Por el Lema 2.4.5 si

X1, . . . , Xk´1 están fijos tenemos que Er|Yk|´
1
2 s ď C 1.

Calculando el volumen de convt0, X1, . . . , Xnu como en la equación (2.10),

| detpAq| “ }X1}2}PV1KpX2q
}2 . . . }PVn´1

KpXnq
}2 (2.18)

y aplicando el teorema de Fubbini iterativamente obtenemos

Er
n
ź

i

Y
´ 1

2
k s ď pC 1qn. (2.19)

Sea α ą 0 una constante a determinar. Entonces, por la desigualdad de
Markov y la ecuación (2.19) tenemos

Pp|detpAq| ă αnLnK
?
n!q “ Pp

n
ź

i

Yk ă αnq

“ Pp
n
ź

i

Y
´n

2
k ą α´

n
2 q

ď Er
n
ź

i

Y
´ 1

2
k sα

n
2 .

Tomando α “ peC 1q´2 se obtiene que

Pp|convt0, X1, . . . , Xnu| ă
αnLnK?
n!
q ď

1

2
e´n.

Para obtener el resultado basta aplicar la fórmula de Stirling.

El siguiente teorema es una versión más fuerte del Teorema 2.3.5. Si
el cuerpo convexo K está en posición isotrópica, provee un método proba-
biĺıstico para encontrar śımplices dentro de K (con baricentro en el origen)
con volumen lo suficientemente grande. Creemos que este resultado es in-
teresante en śı mismo. Aqúı Sn0 denota al conjunto de śımplices centrados
de Rn.
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K

barpT q

w

T

S “ ϕpT q

0

Figura 2.4: Construction involved in the proof of Theorem 2.4.6.

Teorema 2.4.6. Existe una función fn : Rn ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Rn
looooooomooooooon

n

Ñ Sn0 tal que para

todo cuerpo convexo isotrópico K Ă Rn y X1, . . . , Xn vectores aleatorios
independientes uniformemente distribuidos sobre K, con probabilidad mayor
o igual a 1´ e´n tenemos que fnpX1, . . . , Xnq es un śımplice con baricentro
en el origen contenido en K tal que

|fnpX1, . . . , Xnq| ě
cnLnK
nn{2

, (2.20)

donde c ą 0 es una constante absoluta.

Los siguientes argumentos están basados en el trabajo reciente de Naszódi
[Nas16]. Con las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.4 a mano, podemos dar una prue-
ba del Teorema 2.4.6.

Proof of Theorem 2.4.6. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo isotrópico y sean
X1, . . . , Xn vectores aleatorios independientes distribuidos uniformemente
sobre K. Notamos con T al śımplice convt0, X1, . . . , Xnu y con u a su bari-
centro; i.e., u “ 1

n`1

řn
i“1Xi. Por la Proposición 2.4.1 existe una constante

absoluta c1 ą 0 tal que

P t}u}2 ď c1LKu ą 1´
1

2
e´n. (2.21)

Por otro lado, por la Proposición 2.4.4, sabemos que existe una constante
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absoluta c2 ą 0 tal que

P
"

|T | ě
cn2L

n
K

n
n
2

*

ą 1´
1

2
e´n. (2.22)

Por el resultado de Kannan, Lovász and Simonovits, Lema 1.3.4, tenemos
c

n` 2

n
LKB

n
2 Ă K

Por lo tanto, el vector w :“ ´ 1
c1
u pertenece K con probabilidad mayor que

1´ 1
2e
´n.

Es fácil verificar que si aplicamos la transformación homotética con cen-
tro w y razón

λ “
}w}

}w ´ u}
“

}w}

}w} ` }u}
“

1

1` c1
ą 0

al śımplice T , obtenemos otro śımplice S con baricentro en el origen (ver
Figura 2.4) tal que

|S| ě λn|T | ě λn ¨
cn2L

n
K

n
n
2

.

Notemos X̄ :“ 1
n`1

řn
i“1Xi. Entonces, la función fn : Rn ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Rn

looooooomooooooon

n

Ñ Sn0

que buscamos se puede definir como

fnpX1, . . . , Xnq :“ ϕpconvt0, X1, . . . , Xnuq

“
1

1` c1
convt´X̄,X1 ´ X̄, . . . , Xn ´ X̄u.

Esto concluye la demostración.

Podemos deducir dos corolarios del Teorema 2.4.6 que son leves varian-
tes de los Teoremas 2.3.5 y 2.3.4. El primero es una aplicación directa del
teorema.

Corolario 2.4.7. Sea K Ă Rn, entonces

Sinn˝ pKq ĺ

?
n

LK
. (2.23)

La prueba del segundo requiere el mismo uso de polaridad que en la
deducción del Teorema 2.3.4 a partir del Teorema 2.3.5. Esta es la razón de
la presencia de LDpKq˝ en lugar de LK˝ .

Corolario 2.4.8. Sea K Ă Rn, entonces

Sout˝ pKq ĺ c

?
n

LDpKq˝
. (2.24)
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´3
21

´1
21

1
21

Figura 2.5: El śımplice convt´3
21, 3e1´

1
21, 3e2´

1
21, 3e3´

1
21u que contiene

al cubo r´1
2 ,

1
2 s

3 Ă R3 como en la Proposición 2.5.1.

2.5. El caso del cubo y el paraleleṕıpedo de Dvo-
retzky y Rogers

Como mencionamos, para n “ 2 el cubo tiene la mayor razón de vo-
lumen simplicial exterior; para n “ 3 se conjetura lo mismo. Uno podŕıa
esperar un fenómeno similar en dimensiones más altas pero, como vimos en
el Ejemplo 2.1.2, la razón de volumen simplicial del cubo está acotada uni-
formemente. Más aún, veremos que el śımplice se puede tomar con el mismo
baricentro que el cubo.

Proposición 2.5.1. Sea K :“ r´1
2 ,

1
2 s
n el cubo centrado de volumen uno,

entonces Sout˝ pKq „ 1.

Demostración. Para construir un śımplice adecuado tenemos que estirar un
poco el involucrado en el Ejemplo 2.1.2 para centrarlo. Notamos con 1 al
vector en Rn definido como

řn
j“1 ej . Consideremos el śımplice

S :“ convt´
n

2
1, ne1 ´

1

2
1, ne2 ´

1

2
1, . . . , nen ´

1

2
1u.

Como K es centralmente simétrico, barpKq “ 0. Computando el pro-
medio de los vértices (Lema 2.3.6) vemos que lo mismo vale para barpSq.
Observemos también que el cubo r´1

2 ,
1
2 s
n está incluido en el śımplice T :“

convt´1
21, ne1´

1
21, ne2´

1
21, . . . , nen´

1
21u. En efecto, todos los puntos del

cubo tienen coordenadas mayores o iguales a ´1
2 y su suma es menor o igual

a n
2 . Resta ver que el punto ´1

21 pertenece a S, pero ´1
21 es exactamente

tp´n
2 q1 ` p1 ´ tq1

21 para t “ 2
n`1 . Calculando un determinante y aplican-

do la fórmula de Stirling probamos que el volumen de S es exactamente
nnpn`1q

2n! „ 1.

Ahora probaremos el Teorema 2.3.4 de forma no probabiĺıstica. El argu-
mento es el siguiente: primero usamos el Teorema 2.3.2 (ver también [PS91])



36 Razón simplicial

de la misma forma que en [DR50] para probar que todo cuerpo convexo K
puede ser encerrado por un paraleleṕıpedo de volumen adecuado. Luego
hacemos uso de la razón simplicial del cubo para concluir la cota deseada.

Proof of Theorem 2.3.5. Nuevamente, aplicando la desigualdad de Rogers-
Shephard, Teorema 1.2.3, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
K es centralmente simétrico. Supongamos también que K está en posición
de John y, como en la prueba de la Proposición 2.3.3, tomemos los puntos
de contacto tv1, . . . , vnu dados por el Teorema 2.3.2. Sea P el paraleleṕıpedo

P :“
n
č

i“1

tx P Rn : |xx, viy| ď 1u.

Notemos que para todo 1 ď i ď n, tx P Rn : |xx, viy| “ 1u es un hiperplano
de soporte de K y luego, P Ą K. El volumen de P está dado por |P | “

2n

det|v1,...,vn|
. Computando el determinante como en las ecuaciones (2.18) y

(2.10) tenemos que |P |
1
n „ 1. Usando el hecho de que Bn

2 Ă K obtenemos

ˆ

|P |

|K|

˙
1
n

ď

ˆ

|P |

|Bn
2 |

˙
1
n

ĺ
?
n. (2.25)

El resultado se sigue de combinar las ecuaciones (2.25) y la cota dada en la
Proposición 2.5.1 para el śımplice que contiene al paraleleṕıpedo P (usando
también, por supuesto, el hecho de que la razón de volumen es un invariante
af́ın).

Comparando el resultado obtenido con esta técnica con (2.23) y (2.24),
se puede notar la ausencia de la constante isotrópica (quizás en el caso en el
que la conjetura de la constante isotrópica sea falsa, (2.23) o (2.23) podŕıan
dar mejores cotas para ciertas clases de cuerpos convexos).

2.5.1. Versión aleatoria del paraleleṕıpedo de Dvoretzy y Ro-
gers

Observemos que, en general, entender cómo es el paraleleṕıpedo P en
la ecuación (2.25) parece dif́ıcil (su construcción depende de ciertos puntos
de contacto cuando L está en posición de John, que no son necesariamente
fáciles de encontrar de forma expĺıcita), entonces, el Teorema 2.4.6 parece
mucho más fuerte ya que provee un algoritmo aleatorio que funciona con
probabilidad alta.

Por lo tanto enunciamos la siguiente versión probabiĺıstica del parale-
leṕıpedo de Dvoretzky y Rogers que se puede deducir de un resultado de
Pivovarov.
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Teorema 2.5.2. Sea L Ă Rn un cuerpo centralmente simétrico tal que
L˝ está en posición isotrópica y consideremos la matriz aleatoria T :“
řn
j“1Xj b ej, donde X1, . . . , Xn son tomados independientemente según la

medida uniforme del cuerpo isotrópico L˝. Con probabilidad mayor o igual
a 1´ e´n, el paraleleṕıpedo P “ T´1pBn

8q contiene a L y

ˆ

|P |

|L|

˙
1
n

ĺ

?
n

LL˝
.

Demostración. Primero observemos qeu |cot0, X1, . . . , Xnu| “
detp

řn
i“1Xibeiq
n!

y entonces el Lema 2.4.5 afirma que

P

#

|det
`

n
ÿ

j“1

Xj b ej
˘

|1{n ě c
?
nLL˝

+

ą 1´ e´n, (2.26)

para alguna constante absoluta c ą 0.
Por otro lado, como |xXi, yy| ď 1 para todo y P L y 1 ď i ď n tenemos

que }T : XL Ñ `n8} ď 1, donde T :“
řn
j“1Xj b ej .

Entonces, T pLq Ă Bn
8, o equivalentemente L Ă T´1pBn

8q :“ P y la
razón

ˆ

|P |

|L|

˙
1
n

“
|Bn
8|

1
n

| detT |
1
n |L|

1
n

. (2.27)

Entonces, por las ecuaciones (2.27) y (2.26) y teniendo en cuenta que

|L|
1
n „ 1

n (que se obtiene aplicando las desigualdades de Blaschke-Santaló
y Bourgain-Milman, ya que |L˝| “ 1) tenemos, con probabilidad mayor o
igual que 1´ e´n,

ˆ

|P |

|L|

˙
1
n

ď c

?
n

LL˝
, (2.28)

lo que concluye la demostración.
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Caṕıtulo 3

Cotas generales

En este caṕıtulo tratamos el problema de aproximar un cuerpo convexo
por otro en un contexto más general. Definimos la razón de volumen de un
par de cuerpos convexos, que mide cuán bien puede ser aproximado uno de
ellos por una imagen af́ın del otro. En la Sección 3.1 presentamos las de-
finiciones básicas y las propiedades elementales de esta cantidad. También
definimos la máxima razón de volumen de un cuerpo convexo y mostramos
las mejores cotas conocidas hasta ahora. En la Sección 3.2 presentamos una
serie de ejemplos para los cuales esta cota puede ser mejorada. En la Sec-
ción 3.3 introducimos algunas herramientas estocásticas que nos permiten
extender nuestro resultado a algunas clases naturales de cuerpos convexos
como bolas de normas unitariamente invariantes o productos tensoriales de
espacios `p.

3.1. Razón de volumen general

Discutiremos una generalización natural de los problemas tratados en el
caṕıtulo anterior: reemplazar el śımplice por otra clase af́ın de cuerpos conve-
xos. Para K,L Ă Rn nos preguntamos si L puede encerrado por una imagen
af́ın de K de volumen similar. Este tipo de aproximaciones fueron aborda-
das por MacBeath [Mac51a] en el estudio de distancias de Banach-Mazur
modificadas. Trabajaremos con la siguiente definición que fue introducida
por Giannopoulos y Hartzoulaki [GH02] y también estudiada por Gordon,
Litvak, Meyer y Pajor [GLMP04]: dados K y L dos cuerpos convexos en Rn
la razón de volumen del par pK,Lq se define como

vrpK,Lq :“ ı́nf

#

ˆ

|K|

|T pLq|

˙
1
n

: T pLq está contenido en K

+

, (3.1)

donde el ı́nfimo (en realidad un mı́nimo) se toma sobre todas las trans-
formaciones afines T . En otras palabras, vrpK,Lq mide cuán bien puede ser

39



40 Cotas generales

aproximado K por una imagen af́ın de L. Notar que el valor clásico vrpKq
es simplemente vrpK,Bn

2 q, donde Bn
2 es la bola eucĺıdea en Rn

Dado un cuerpo convexo K es natural preguntarse cuán “buena” puede
ser una aproximación de este tipo (en términos de la dimensión del espacio
ambiente). Es decir, queremos saber cuán grande es el valor vrpK,Lq (para
cuerpos convexos arbitrarios L Ă Rn). Entonces, resulta importante calcular
la máxima razón de volumen de K (que abreviaremos como lvr por sus siglas
en inglés), definida como

lvrpKq :“ sup
LĂRn

vrpK,Lq,

donde el supremo se toma sobre todos los cuerpos convexos L. La mejor
cota general para esta cantidad conocida hasta ahora es de Giannopoulos y
Hartzoulaki [GH02]. Ellos probaron que, para todo cuerpo convexo K Ă Rn,

lvrpKq ĺ logpnq
?
n. (3.2)

Retomaremos su resultado en la Sección 3.3. Primero observemos que
para muchos cuerpos convexos K Ă Rn, el factor logaŕıtmico en (3.2) puede
ser removido, obteniendo que

lvrpKq ĺ
?
n. (3.3)

De hecho, no se conocen ejemplos de cuerpos convexos parar los que
la máxima razón de volumen sea asintóticamente mayor estricta que la ráız
cuadrada de la dimensión del espacio ambiente. Mostraremos varios ejemplos
de clases naturales de cuerpos convexos para las que podemos obtener la
cota (3.3). En todos los casos esta cota es ajustada, ya que, como veremos
en el caṕıtulo 4, siempre se tiene que

lvrpKq ľ
?
n.

3.1.1. Propiedades elementales

Ahora repasamos algunas propiedades elementales de la razón de volu-
men que se obtienen directamente a partir de la definición. Primero obser-
vemos que, como en el caso del śımplice, la razón de volumen es invariante
por transformaciones afines. En otras palabras, la razón de volumen entre K
y L depende exclusivamente de las clases afines de los cuerpos involucrados.
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Es decir, dadas dos transformaciones afines A,B P GLpn,Rq,

vrpAK,BLq “ mı́n
TBLĂAK

ˆ

|AK|

|TBL|

˙1{n

“ mı́n
TBLĂK

ˆ

detpAq|K|

|TBL|

˙1{n

“ mı́n
TBLĂK

ˆ

|K|

detpAq´1|TBL|

˙1{n

“ mı́n
TBLĂK

ˆ

|K|

|A´1TBL|

˙1{n

“ mı́n
T̃LĂK

ˆ

|K|

|T̃L|

˙1{n

“ vrpK,Lq.

Otra propiedad útil de la razón de volumen es la siguiente desigualdad que
puede entenderse como desigualdad triangular multiplicativa.

Proposición 3.1.1. Dados K,L Ă Rn, tenemos que

vrpK,Lq ď vrpK,Zq ¨ vrpZ,Lq

para todo cuerpo convexo Z en Rn.

Demostración. Supongamos que TZ Ă K y SL Ă Z, entonces se tiene que
TSL Ă K y

vrpK,Lq ď

ˆ

|K|

|TSL|

˙
1
n

“

ˆ

|K|

|TZ|

˙
1
n
ˆ

|Z|

|SL|

˙
1
n

.

tomando ı́nfimo del lado derecho obtenemos,

vrpK,Lq ď vrpK,ZqvrpZ,Lq,

lo que concluye la demostración.

En el caso en el que K y L son centralmente simétricos podemos rela-
cionar su razón de volumen con la norma de operadores entre los espacios
XK y XL. También podemos, mediante la aplicación de las desigualdades de
Blaschke-Santaló y Bourgain-Milman (Teoremas 1.2.1 y 1.2.2), relacionarla
con la razón de volumen de sus cuerpos polares.

Proposición 3.1.2. Para todo par de cuerpos centralmente simétricos pK,Lq
en Rn vale lo siguiente:

1.

vrpK,Lq “

ˆ

|K|

|L|

˙
1
n

¨ ı́nf
TPSLpn,Rq

}T : XL Ñ XK},

donde el ı́nfimo se toma entre todas las transformaciones T en el grupo
lineal especial de grado n (matrices de determinante uno).
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2. Si T : XL Ñ XK es un operador lineal tenemos que 1
}T :XLÑXK}

¨

T pLq Ă K y entonces

vrpK,Lq ď
}T : XL Ñ XK}|K|

1
n

| detT |
1
n |L|

1
n

.

3. vrpK,Lq „ vrpL˝,Kf˝q.

Demostración. Para (1) primero observemos que, si f : Rn Ñ Rn es una
transformación af́ın, digamos f “ T ` v con T lineal y v P Rn, se tiene
que fpLq Ă K y entonces T pLq Ă K. En efecto, como L es centralmente
simétrico, fpLq es simétrico con respecto a v. Entonces, dado x P L, tanto
Tx ` v como v ´ T pxq pertenecen a fpLq Ă K. Luego, como K es a su
vez centralmente simétrico, tenemos que T pxq ´ v P K y entonces, por
convexidad, T pxq P K. Como |fpLq| “ |TL| podemos computar la razón
de volumen considerando sólo operadores lineales. En ese caso, la condición
de que T pLq Ă K se puede escribir como }T : XL Ñ XK} ď 1, donde
}T : XL Ñ XK} es la norma de T como operador entre los espacios XL y
XK .

vrpK,Lq “ ı́nf
}T :XLÑXK}ď1

ˆ

|K|

|TL|

˙
1
n

“ ı́nf
TPGLpn,Rq

˜

|K|

| T
}T :XLÑXK}

L|

¸
1
n

“ ı́nf
TPGLpn,Rq

ˆ

|K|

|L|

˙
1
n }T : XL Ñ XK}

pdetT q
1
n

“ ı́nf
TPGLpn,Rq

ˆ

|K|

|L|

˙
1
n

›

›

›

›

›

T

pdetT q
1
n

: XL Ñ XK

›

›

›

›

›

“

ˆ

|K|

|L|

˙
1
n

ı́nf
TPSLpn,Rq

}T : XL Ñ XK}.

La ecuación (2) se sigue directamente de la definición de la norma de
operadores.

La propiedad (3) es una consecuencia directa de las desigualdades de
Blaschke-Santaló y Bourgain-Milman (Teoremas 1.2.1 y 1.2.2) y el hecho de
que TL Ă K, T ˚K˝ Ă L˝. De hecho,

vrpK,Lq “ ı́nf
TLĂK

ˆ

|K|

|TL|

˙
1
n
ˆ

|K˝|

|K˝|

˙
1
n
ˆ

|L˝|

|L˝|

˙
1
n

“ ı́nf
TLĂK

ˆ

|L˝|

|T ˚K˝|

˙
1
n
ˆ

|K||K˝|

|L||L˝|

˙
1
n

„ vrpL˝,K˝q,

como queŕıamos.
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Notar que por la desigualdad de Rogers-Shephard, Teorema 1.2.3, para
todo cuerpo convexo L Ă Rn se tiene que vrpL ´ L,Lq ď 4. Por lo tanto,
por la Proposición 3.1.1

vrpK,Lq ď vrpK,L´ Lq ¨ 4. (3.4)

Luego, la máxima razón de volumen del cuerpo K se puede estimar consi-
derando cuerpos centralmente simétricos. Más precisamente,

lvrpKq ď 4 sup
LĂRn

vrpK,Lq, (3.5)

donde el supremo se toma sobre todos los cuerpos centralmente simétricos
L. Esto resulta útil porque nos permite tratar solamente con cuerpos cen-
tralmente simétricos

3.2. Ejemplos

Para obtener cotas superiores de la máxima razón de volumen para al-
gunas clases naturales de cuerpos convexos necesitamos primero introducir
nuevas herramientas. Antes de hacer esto vamos a repasar algunos ejemplos
donde puede ser acotada fácilmente.

Recordemos que si un cuerpo centralmente simétrico K Ă Rn está en
posición de John se tiene que

Bn
2 Ă K Ă

?
nBn

2

y luego vrpBn
2 ,Kq ĺ

?
n. El Ejemplo 2.3.1 muestra que vrpBn

2 , Sq „
?
n

para S un śımplice . Entonces,

lvrpBn
2 q „

?
n.

En el capitulo anterior probamos que para todo śımplice S Ă Rn se
tiene vrpS,Kq ĺ

?
n para todo cuerpo convexo K Ă Rn. Entonces, por el

Ejemplo 2.1.1, vrpS,Bn
2 q „

?
nq concluimos que

lvrpSq „
?
n.

Dado K Ă Rn, el paraleleṕıpedo de Dvoretzky y Rogers (ver la ecua-
ción (2.25)) satisface que K Ă P y vrpP,Kq ď

?
n. Como todo paraleleṕıpe-

do es una imagen af́ın del cubo Bn
8, se tiene que lvrpBn

8q ĺ
?
n. Como

vrpBn
8, B

n
2 q „

?
n obtenemos que

lvrpBn
8q „

?
n.
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3.2.1. Politopos

La siguiente proposición fue obtenida por Bárány y Füredi [BF88], Carl
y Pajor [CP88] y Gluskin [Glu89] aplicando técnicas diferentes (todos en
1988), acota el volumen de un politopo contenido en la bola eucĺıdea.

Lema 3.2.1. Sean v1, . . . , vN P B
n
2 , entonces, para P :“ convtv1, . . . , vNu,

se tiene,

|P |
1
n ĺ

b

logp1` N
n q

n
. (3.6)

Para probar el lema vamos a usar un resultado de Sidák sobre la medida
Gaussiana de intersecciónes de bandas simétricas, que son conjuntos de la
forma

P “ tx P Rn | |xx, vy| ď αu,

para α ą 0 y v P Rn. Una prueba de este resultado se puede encontrar en
[AAGM15, Teorema 4.4.5].

Proposición 3.2.2 (Sidák). Si P1, . . . , PN son bandas simétricas en Rn
entonces

γn

˜

N
č

i“1

Pi

¸

ě

N
ź

i“1

γnpPiq,

donde γn es la medida Gaussiana en Rn.

Demostración del Lema 3.2.1. probaremos que si

K “ tx P Rn | |xx, viy| ď 1,para todo 1 ď i ď Nu,

entonces

|K|
1
n ľ

1
b

logp1` N
n q

. (3.7)

Luego el resultado se obtiene por polaridad y aplicando la desigualdad de
Balschke-Santaló (Teorema 1.2.1). En efecto, P Ă K˝ y entonces

|P |
1
n ď |K˝|

1
n ĺ

1

n|K|
1
n

.

Para probar (3.7) consideremos las bandas simétricas

Pi “ tx P Rn | |xx, viy| ď αu,
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con α ą 0 a determinar. El ancho de cada Pi esta dado por 2α
}vi}2

ě 2α.
entonces, si γn es la medida Gaussiana en Rn,

γnpPiq ě
1
?

2π

ż α

´α
e
´t2

2 dt ě 1´ e
´α2

2 .

Ahora, notemos que αK “
ŞN
i“1 Pi y entonces

γnpαKq “ γn

˜

N
č

i“1

Pi

¸

ě

ˆ

1´ e
´α2

2

˙N

.

Como |αK| ě p2πq
n
2 γnpαKq, si elegimos α “ 2

b

logp1` N
n q y tomamos la

ráız n-ésima

2

c

logp1`
N

n
q|K|

1
n ě

?
2π

´

1´ e´2 logp1`N
n
q
¯N{n

“
?

2π

˜

1´
1

p1` N
n q

2

¸N{n

ě c

lo que concluye la demostración.

Notar que el resultado de Sidák es en realidad una consecuencia de la, re-
cientemente probada, desigualdad Gaussiana [Roy14] (ver también [LM17]),
que afirma que para todo par de cuerpos centralmente simétricos C1 y C2

se tiene que γnpC1 X C2q ě γnpC1qγnpC2q.
Podemos usar el lema anterior para acotar la máxima razón de volumen

para politopos con pocos vértices.

Proposición 3.2.3. Sea c ą 0 y v1, . . . , vN P Rn con N “ rcns. Si P :“
convtv1, . . . , vNu entonces lvrpP q ĺ

?
n.

Demostración. Supongamos que P está en posición de Löwner y conside-
remos el śımplice S cuyos vértices son los puntos de contacto dados por el
Teorema 2.3.2. Tenemos que S Ă P . Usando la ecuación (2.10) obtenemos

que |S|
1
n ĺ 1

n y luego, aplicando el Lema 3.2.1,

ˆ

|P |

|S|

˙
1
n

ĺ

c

logp1`
n

cn
q „ 1. (3.8)

Ahora bien, dado un cuerpo convexo K Ă Rn, aplicando el Teorema 2.3.4
sabemos que vrpS,Kq ĺ

?
n. Entonces, por la Proposición 3.1.1,

vrpP,Kq ď vrpP, SqvrpS,Kq ĺ
?
n.
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Figura 3.1: Śımplice formado por algunos vértices de un politopo como en
la prueba de la Proposición 3.2.3.

3.2.2. Cuerpos incondicionales

Decimos que un cuerpo convexo K es incondicional si px1, . . . , xnq P K
implica pεix1, . . . , εnxnq P K para cualquier elección de signos εi P t´1, 1u.
Notar que un cuerpo incondicional es necesariamente centralmente simétrico
y }px1, . . . , xnq}K “ }pεix1, . . . , εnxnq}K . También decimos que } ¨ }K es una
norma incondicional .

Decimos que un cuerpo es permutacionalmente simétrico si px1, . . . , xnq P
K implica pεixσp1q, . . . , εnxσpnqq P K para toda elección de signos εi P t´1, 1u
y cualquier permutación σ. También decimos que } ¨ }K es una norma per-
mutacionalmente simétrica (comunmente se usa el término norma simétrica,
pero queremos evitar cualquier confusión con cuerpos centralmente simétri-
cos). El siguiente lema, que es una consecuencia de un resultado más general
de Lozanovskii [Loz69] (ver también [TJ89, Lemma 39.3]), nos permite aco-
tar la razón de volumen para cuerpos incondicionales.

Lema 3.2.4. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo centralmente simétrico, exis-
ten números positivos a1, . . . , an tales que

}pa1, . . . , anq}K “ 1 and }pa´1
1 , . . . , a´1

n q}K˝ “ n. (3.9)

Más aún, si K is permutacionalmente simétrico, a1 “ ¨ ¨ ¨ “ an “
1

}p1,...,1q}K
.

Demostración. Consideremos la función Φpt1, . . . , tnq :“ p
śn
i“1 tiq

1
n en el

ortante positivo. Como es estrictamente cóncava y 1-homogénea tiene un
único máximo sobre BK. Sea,

Φ0 “ Φpa1, . . . , anq “ máxtΦpt1, . . . , tnq|}pt1, . . . , tnq}K “ 1u,
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y A “ tpt1 . . . , tnq|Φppt1 . . . , tnq ě Φ0u. Como A is estrictamente conve-
xo y K es convexo, existe pv1, . . . , vnq que separa ambos conjuntos, i.e.
}pv1, . . . , vnq}K˝ “ 1 y xpv1, . . . , vnq, pt1, . . . , tnqy ą 1 para pt1, . . . , tnq P A,
pt1, . . . , tnq ‰ pa1, . . . , anq. Ya que Φ es diferenciable, si calculamos ∇Φ,
tenemos que,

x∇Φpa1, . . . , anq, pa1, . . . , anqy “ Φ0.

La última igualdad implica que

x∇Φpa1, . . . , anq, pt1, . . . , tnq ă Φ0

para todo pt1, . . . , tnq P K, entonces,

pv1, . . . , vnq “
∇Φpa1, . . . , anq

Φ
“

1

n
pa´1

1 , . . . , a´1
n q.

Luego, }pa´1
1 , . . . , a´1

n q}K˝ “ n.
Si K es permutacionalmente simétrico, como Φ es invariante por per-

mutaciones, por la unicidad del máximo, debe ser a1 “ ¨ ¨ ¨ “ an, lo que
concluye la demostración.

pa1, a2q

0

K

pa1, a2q

φ “ φ0

Figura 3.2: Curvas de nivel de φ como en la demostración del Lema 3.2.4.

Observación 3.2.5. El último resultado puede ser interpretado geométri-
camente. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo incondicional, consideremos los
números a1, . . . , an dados por el Lema 3.2.4 y definamos DK como el opera-
dor diagonal con entradas taiu1ďiďn, entonces la ecuación (3.9) y la incon-
dicionalidad significan que DKB

n
8 Ă K y D´1

K Bn
8 Ă nK˝, lo que implica,

DKB
n
8 Ă K Ă nDKB

n
1 . (3.10)
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Tomando volumen en la ecuación (3.10), tenemos que,

detpDKq|B
n
8|

1
n ď |K|

1
n ď detpDKqn|B

n
1 |

1
n .

Como, |Bn
8|

1
n „ n|Bn

1 |
1
n , concluimos que vrpK,Bn

8q „ 1.

Si combinamos este hecho con el Teorema 2.5.2 obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario 3.2.6. Dado K un cuerpo incondicional, sea DK el operador
diagonal como en la Observación 3.2.5. Sea L Ă Rn un cuerpo centralmente
simétrico tal que L˝ está en posición isotrópica y consideremos la matriz
aleatoria

T :“
n
ÿ

j“1

Xj b ej ,

donde X1, . . . , Xn son tomados de forma independiente de acuerdo a la me-
dida uniforme en el cuerpo isotrópico L˝. Con probabilidad mayor o igual a
1´ e´n, para todo cuerpo incondicional K Ă Rn, la posición L̃ :“ DKT pLq
Está incluida en K y

ˆ

|K|

|L̃|

˙
1
n

ĺ

?
n

LL˝
. (3.11)

Demostración. Por el Teorema 2.5.2 sabemos que con probabilidad mayor
o igual a 1´ e´n, T pLq Ă Bn

8 y

ˆ

|P |

|L|

˙
1
n

ĺ

?
n

LL˝
.

Claramente DKT pLq Ă DKpB
n
8q Ă K y el resultado se obtiene a partir del

hecho de que
´

|K|
|DKpB

n
8q|

¯
1
n
„ 1.

Vale observar que si K es un cuerpo convexo isotrópico incondicional po-
demos asegurar la existencia de un cubo “grande” dentro de K. La siguiente
proposición es de Bobkov y Nazarov [BN03].

Proposición 3.2.7. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo isotrópico incondicio-
nal. Entonces, r´LK?

2
, LK?

2
sn Ă K.

Demostración. DefinimosK` “ 2KXRn`. Como el baricentro v “ pv1, . . . , vnq
de K` pertenece a K`, el rectángulo r0, v1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ r0, vns Ă K`. Ya que K
es incondicional, aplicando la desigualdad de Hölder, tenemos que

4L2
K “

ż

K`
x2
i dx ď 2

ˆ
ż

K`
xidx

˙2

.
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Entonces, si calculamos las coordenadas de v obtenemos

vi “

ż

K`
xidx ě

?
2Lk,

lo que implica la inclusión deseada.

Notar que, como LK?
2
ě 1

2
?
eπ

(ver Proposición 1.3.3), tenemos

„

´
1

2
?
eπ
,

1

2
?
eπ

n

Ă K.

Obtenemos entonces el siguiente corolario.

Corolario 3.2.8. Sea L Ă Rn un cuerpo convexo centralmente simétrico
tal que L˝ está en posición isotrópica y consideremos la matriz aleatoria

T :“
n
ÿ

j“1

Xj b ej ,

donde X1, . . . , Xn son tomados de forma independiente de acuerdo a la me-
dida uniforme sobre el cuerpo isotrópico L˝. Con probabilidad mayor o igual
a 1 ´ e´n, para todo cuerpo incondicional isotrópico K Ă Rn, la posición
L̃ :“ 1

2
?
πe
¨ T pLq está incluida en K y

ˆ

|K|

|L̃|

˙
1
n

ĺ

?
n

LL˝
. (3.12)

Observar que en el Corolario 3.2.8 evitamos el operador diagonal DK

con la condición adicional de que K sea isotrópico. La posición isotrópica
de un cuerpo convexo incondicional se puede encontrar calculando

ş

K x
2
i dx

para 1 ď i ď n. Entonces, en los casos en los que uno puede computar esa
cantidad, el Corolario 3.2.8 pareciera ser más útil que el Corolario 3.2.6.

3.3. Cotas para algunas clases naturales de cuer-
pos convexos

3.3.1. Posición de Rudelson

Dado un cuerpo convexo W Ă Rn necesitamos introducir una posición
W̃ altamente relacionada con la `-posición (ver Teorema 1.3.6). Fue intro-
ducida por Rudelson en [Rud00] y su existencia también puede deducirse de
la demostración del teorema principal del trabajo de Giannopoulos y Har-
tzoulaki [GH02]. Ellos utilizaron esta posición junto con la desigualdad de
Chevet para acotar la razón de volumen. Probaron que para todo cuerpo
convexo K Ă Rn, lvrpKq ĺ logpnq

?
n. Hasta ahora, esta es la mejor cota
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general conocida. Sin embargo no se sabe si es óptima y, de hecho, para una
amplia clase de cuerpos convexos (muchos de los cuales ya vimos) la máxima
razón de volumen se puede acotar por la ráız cuadrada de la dimensión del
espacio ambiente.

Proposición 3.3.1. Dado W Ă Rn un cuerpo convexo, existe una posición
de W , W̃ que satisface:

`pW̃ q ĺ
?
n logpnq,

`pW̃ ˝q ĺ
?
n,

}id : `n2 Ñ XW̃ ˝} ĺ
?
n

logpnq .

En particular,
1

|W̃ |
1
n

ď `pW̃ q ĺ
?
n logpnq.

Cuando un cuerpo convexo en Rn satisface lo anterior decimos que está
en posición de Rudelson.

Demostración. Por el Teorema 1.3.6 podemos asumir que W satisface

`pW q`pW ˝q ĺ n logpnq.

Como esta cantidad es invariante por reescalamientos supongamos que `pW q ĺ
?
n logpnq y `pW ˝q ĺ

?
n.

Elegimos S : Rn Ñ Rn tal que

Bn
2 Ă SW ˝ Ă

?
nBn

2 , (3.13)

y consideramos T :“ I ` αS con α :“ logpnq
?
n

. Veamos que W̃ :“ pT ˚q´1pW q

es la posición que buscamos. Primero,

`ppT ˚q´1pW qq “ `ppTW ˝q˝q “ `ppI ` αSqW ˝q˝q ď `pW q ` `ppαSW ˝q˝q

ď
?
n logpnq ` α`ppSW ˝q˝q.

Observemos que por la inclusión (3.13) tenemos que pSW ˝q˝ Ą 1?
n
Bn

2 y

entonces `ppSW ˝q˝q ď
?
n`pBn

2 q ĺ n, lo que prueba la primera afirmación.
Para la segunda, observemos que como `p¨q es una norma de operadores,

`pW̃ ˝q “ `pTW ˝q “ `ppid` αSqW ˝q ď }pid` αSq´1 : `n2 Ñ `n2 }`pW
˝q.

Ya que id` αS es un operador positivo, }pid` αSq´1 : `n2 Ñ `n2 } ď 1.
Finalmente,

}id : `n2 Ñ XW̃ ˝} “ }pid` αSq
´1 : `n2 Ñ XW ˝}

ď }ppαSq´1 ` idq´1 : `n2 Ñ `n2 }}ppαSq
´1 : `n2 Ñ XW ˝}

ď }ppαSq´1 : `n2 Ñ XW ˝} ď
1

α
.
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El hecho de que 1

|W̃ |
1
n
ď `pW̃ q se sigue directamente de la desigualdad de

Urysohn, Lema 1.3.7.

Como vimos anteriormente, existe una relación entre la razón de vo-
lumen de un par de cuerpos centralmente simétricos K y L y la norma de
operdares de XL a XK . La conocida desigualdad de Chevet acota la esperan-
za de un operador aleatorio Gaussiano en términos de algunos parámetros
geométricos de los cuerpos K y L

Teorema 3.3.2 (Desigualdad de Chevet Gaussiana). Sea A “ pgijq1ďi,jďn P

Rnˆn una matriz aleatoria con entradas Gaussianas independientes gij „
N p0, 1q y L,K Ă Rn dos cuerpos convexos, entonces

Ep}A : XL Ñ XK}q ĺ p`pKq}id : `n2 Ñ XL˝} ` }id : `n2 Ñ XK}`pL
˝qq.
(3.14)

Para nuestros fines utilizaremos la siguiente versión de la desigualdad de
Chevet que involucra una estimación probabiĺıstica.

Proposición 3.3.3. Sea A “ pgijq1ďi,jďn P Rnˆn una matriz aleatoria con
entradas Gaussianas independientes gij „ N p0, 1q y L,K Ă Rn dos cuerpos
convexos. Entonces, para todo u ě 0, con probabilidad mayor o igual a 1 ´
e´u

2
tenemos que

}A : XL Ñ XK} ĺ`pKq}id : `n2 Ñ XL˝} ` `pL
˝q}id : `n2 Ñ XK} (3.15)

` u}id : `n2 Ñ XL˝} ¨ }id : `n2 Ñ XK}.

Daremos un esquema de la demostración de esta proposición en la Sec-
ción 3.4. Primero mostraremos cómo usar la posición de Rudelson junto
con la desigualdad de Chevet para acotar la máxima razón de volumen de
algunas clases naturales de cuerpos convexos.

Observemos que, por la Proposición 3.1.2 (2), acotar simultáneamente
el determinante (inferiormente) y la norma (superiormente) de un operador
da una cota de la razón de volumen. También necesitamos la siguiente cota
inferior para el determinante de una matriz aleatoria Gaussiana, que puede
encontrarse en [Piv10, Corollary 1].

Lema 3.3.4. Sea A “ pgijq1ďi,jďn P R
nˆn con gij „ N p0, 1q, con probabili-

dad al menos 1´ e´n tenemos

detpAq
1
n ľ

?
n. (3.16)

Combinando la última desigualdad junto con la Proposición 3.3.6 po-
demos asegurar que para todo u ď

?
n, con probabilidad mayor o igual a

1´ 2e´u
2
, un operador aleatorio Gaussiana A satisface simultáneamente,

detpAq
1
n ľ

?
n,
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y

}A : XL Ñ XK} ĺ`pKq}id : `n2 Ñ XL˝} ` `pL
˝q}id : `n2 Ñ XK} (3.17)

` u}id : `n2 Ñ XL˝} ¨ }id : `n2 Ñ XK},

para todo par de cuerpos convexos K,L Ă Rn.
Recordar también que para T P GLpn,Rq, por la Proposición 3.1.2 (2),

vrpK,Lq ď
}T : XL Ñ XK}|K|

1
n

| detT |
1
n |L|

1
n

. (3.18)

Suponiendo que L está en posición de Rudelson, y combinando las ecuacio-
nes (3.17) y (3.18), tenemos que TL

}T } Ă K y

˜

|K|

| TL
}T } |

¸
1
n

ĺ `pKq|K|
1
n
?
n` plogpnq ` uq

?
n}id : `n2 Ñ XK}|K|

1
n (3.19)

con probabilidad mayor o igual a 1´2e´u
2
. Por lo tanto, tenemos la siguiente

proposición.

Proposición 3.3.5. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo y 0 ď u ď
?
n, enton-

ces

lvrpKq ĺ `pKq|K|
1
n
?
n` logpnq

?
n}id : `n2 Ñ XK}

`u
?
n}id : `n2 Ñ XK}|K|

1
n .

En lo que sigue vamos a utilizar la proposición anterior para acotar la
razón de volumen para algunas clases de cuerpos convexos.

3.3.2. Normas unitariamente invariantes

Primero nos concentraremos en las bolas unitarias de las clases de Schat-
ten. Para una matriz T Ă Rdˆd consideramos spT q “ ps1pT q, . . . , sdpT qq la

secuencia de autovalores de pTT ˚q
1
2 (los valores singulares de T ). La p-norma

de Schatten de T P Rdˆd se define como

σppT q “ }spT q}`dp ; (3.20)

esto es, la norma en `p de los valores singulares de T . La p-norma de Schat-
ten surge como una generalización de la clásica norma de Hilbert-Schmidt.
Diferentes propiedades de ella en el contexto de dimensión finita fueron lar-
gamente estudiadas en el área del análisis geométrico asintótico. Por ejemplo
König, Meyer y Pajor [KMP98] acotaron las constantes isotrópicas para las
bolas unitarias de Sdp Ă Rdˆd (1 ď p ď 8), Guédon y Paouris [GP07]
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también estudiaron propiedades de concentración de masa para estas bolas,
Barthe y Cordero-Eurasquin [BCE13] analizaron estimaciones de varianza,
Radke y Vritsiou [RV16] probaron la conjetura de la cáscara fina para estas
clases, y recientemente Kabluchko, Prochno and Thäle [KPT18] exhibieron
el comportamiento asintótico exacto del volumen y la razón de volumen
estándar; para mencionar algunos.

Por lo tanto, es natural intentar entender qué sucede con la máxima
razón de volumen para su bola unitaria.

Escribimos Sdp :“ pRdˆd, σpq y notamos con BSdp Ă Rdˆd a la bola unita-

ria de Sdp . Las normas de Schatten son casos particulares de una clase más
general de normas, normas unitariamente invariantes. Una norma unitaria-
mente invariante N en Rdˆd, es una norma que satisface N pUTV q “ N pT q
para todo U, V P Opdq. La norma σp es una de las normas de operadores
unitariamente invariante más importante. Dada una norma unitariamen-
te invariante N en Rdˆd podemos definir una norma permutacionalmente
simétrica τ en Rd como sigue,

τpxq :“ N pDxq, (3.21)

donde Dx is la matriz diagonal que tiene como entradas a los coeficientes de
x. El hecho de que N es unitariamente invariante implica que τ es permuta-
cionalmente simétrica. Dada T P Rdˆd, como pTT ˚q

1
2 se diagonaliza en una

base ortonormal tenemos que para todo T P Rdˆd,

N pT q “ τps1pT q, . . . , snpT qq.

Por ejemplo, si N esσp, τ es la `p-norma usual.

Sea λpτq “ τp
řd
i“1 eiq por el Lema 3.2.4, tenemos que

1

λpτq
Bd
8 Ă Bτ Ă

d

λpτq
Bd

1 ,

y entonces

1

λpτq
Sd8 Ă BN Ă

d

λpτq
Sd1 . (3.22)

Tomando volumenes,

1

λpτq
|Sd8|

1
d2 ď |BN |

1
d2 ď

d

λpτq
|Sd1 |

1
d2 .

En [Ray84], Saint Raymond calculó el volumen de BSdp for 1 ď p ď 8. En
particular, probó que

|Sd8|
1
d2 „ d|Sd1 |

1
d2 „

1
?
d
. (3.23)

Entonces, concluimos que

|BN |
1
d2 „ |

1

λpτq
Sd8|

1
d2 . (3.24)
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Teorema 3.3.6. Sea BN la bola unitaria de una norma unitariamente in-
variante N en Rdˆd y L Ă Rd2 un cuerpo convexo en posición de Rudelson.
Sea A “ pgijq1ďi,jďd2 P Rd2ˆd2 una matriz aleatoria con entradas Gaussia-

nas independientes gij „ N p0, 1q. Con probabilidad mayor o igual a 1´2e´d,
el cuerpo L̃ :“ AL

}A}
1

τpuq Ă BN y también

|BN |
1
d2

|L̃|
1
d2

ĺ d.

Proof of Theorem 3.3.6. Notemos que por la ecuación (3.23) sabemos que

|BSd8 |
1
d2 „ d´

1
2 .

Por otro lado, sea G P d ˆ d una matriz con entradas Gaussianas indepen-
dientes. Por la desigualdad de Chevet Gaussian, Teorema 3.3.2, sabemos
que

Ep}G : `d2 Ñ `d2}q ĺ
?
d.

Como }G : `d2 Ñ `d2} coincide con }G}Sd8 , tenemos que

`pBSd8q|BSd8 |
1
d2 „ 1.

La inclusión Bd
2 Ă Bd

8 implica que BSd2
Ă BSd8 y encontes, }id : Sd2 Ñ Sd8} ď

1, que coincide con }id : `d
2

2 Ñ Sd8} ď 1 ya que la norma en Sd2 es la norma
eucĺıdea en Rdˆd.

Usando el hecho de que L está en posición de Rudelson, por la ecua-
ción (3.19) tenemos que para u “

?
d, ApLq Ă }A}Sd8, y

ˆ

}A}|Sd8|
|ApLq|

˙

1
d

ď d.

con probabilidad mayor o igual que 1´ e´d.

Por la ecuación (3.22),

L̃ :“
1

λpτq

ApLq

}A}
Ă

1

λpτq
Sd8 Ă BN

Como | 1
λpτqS

d
8|

1
d2 „ |BN |

1
d2 obtenemos la cota deseada.

Como consecuencia de esto obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.3.7. Sea N una norma unitariamente invariante en Rdˆd en-
tonces

lvrpBN q ĺ d.
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3.3.3. Normas tensoriales

Otra clase natural de cuerpos convexos para la que podemos obtener co-
tas asintóticas ajustadas para la máxima razón de volumen son bolas unita-
rias dadas por productos tensoriales de espacios `p. Los productos tensoriales
cumplen un rol clave en la teoŕıa local de espacios de Banach. Pueden ser
identificados con espacios naturales como formas multilineales o polinomios
homogéneos.

Repasaremos las definiciones básicas sobre productos tensoriales, reco-
mendamos ver [DF92, Din99, Flo97] para un desarrollo completo en el tema.
Dado un espacio normado E escribimos

ÂmE para el m-ésimo producto
tensorial de E, y

Âm,sE para el m-ésimo producto tensorial simétrico , es
decir, el subespacio de

ÂmE que consiste en todos los tensores que pueden
escribirse como

řk
i“1 λib

mxi, donde λi P R y bmxi “ xib¨ ¨ ¨bxi. Observar
que si E tiene dimensión n, dimp

ÂmEq “ nm y dimp
Âm,sEq “

`

m`n´1
n´1

˘

.
Como m es un número fijo, tenemos que en ambos casos la dimensión del
espacio se comporta como nm.

Distintas normas pueden definirse en los productos tensoriales, nosotros
nos concentraremos en dos de ellas. A partir de ahora, por simplicidad, E
es un espacio de dimensión finita.

La norma tensorial proyectiva se define como

πpxq “ ı́nf

#

r
ÿ

j“1

m
ź

i“1

}xri }E

+

,

donde el ı́nfimo se toma entre todas las representaciones de x, de la forma
x “

řr
i“1 x1 b ¨ ¨ ¨ b xm. La norma tensorial inyectiva se define como

εpxq “ sup

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r
ÿ

j“1

m
ź

i“1

|ϕipxiq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

donde el supremo se toma sobre ϕ1, . . . , ϕm P E
˚ y

řr
j“1 x1 b ¨ ¨ ¨ b xm es

una representación fija de x. Sea α “ ε o π, escribimos
Âm

α para m-ésimo
producto provisto de la norma α.

El espacio
Âm

ε E puede ser identificado en el espacio de operadores m-
lineales definido en pE˚qm con la norma del supremo usual. Un operador
T : Em Ñ R es m-nuclear si puede escribirse como,

T “
8
ÿ

i“1

ϕi1 . . . ϕ
i
m,

con ϕ P E˚ y
ř8
i“1 }ϕ

i
1}E˚ . . . }ϕ

i
m}E˚ ă 8. Podemos definir la siguiente

norma en el espacio de todos los operadores m-nucleares.
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}T }nuc “ ı́nft
8
ÿ

i“1

}ϕi1}E˚ . . . }ϕ
i
m}E˚u,

donde el ı́nfimos e toma sobre todas las representaciones de T como antes.
Con esta norma, el espacio de todos los operadores m-nucleares en pE˚qn se
puede identificar con

Âm
π E.

De la misma manera podemos definir versiones de la norma inyectiva y
proyectiva para el producto tensorial simétrico. Definimos la norma proyec-
tiva simétrica,

πspxq :“ ı́nf

#

r
ÿ

i“1

}xi}
m
E

+

,

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las representaciones de x de la forma
x “

řr
i“1b

mxi.

La norma inyectiva simétrica se calcula de la siguiente forma,

εspxq “ sup
ϕPBE1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r
ÿ

i“1

ϕpxiq
m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

donde x “
řr
i“1b

mxi es una representación fija de x. Es importante obser-
var que, en general, la norma tensorial y su versión simétrica no coinciden.
O sea, α

ˇ

ˇ

Âm,s E
‰ αs.

Los espacios
Âm,s

εs
E y

Âm,s
πs

E pueden representarse como espacios de
polinomios. Una función p : X Ñ R se dice un polinomio m-homogéneo si
existe una forma m-lineal ϕ : Em Ñ R tal que ppxq “ ϕpx, . . . , xq. Excribi-
mos PpmEq para referirnos al conjunto de polinomios m-homogéneos en E.
Si definimos en PpmE˚q la norma,

}p} :“ supxPBE |ppxq|,

el espacio resulta isométrico a
Âm,s

εs
E.

Un polinomio m-homogéneo se dice nuclear si puede escribirse como

ppxq “
8
ÿ

i“1

λipϕipxqq
m,

donde λi P R, ϕi P E
˚ y

ř8
i“1 |λi|}ϕi}E˚ ă 8. Escribimos PnucpmEq para

referirnos al espacio de polinomios nucleares. Si definimos la norma,

}p}nuc “ ı́nf

#

8
ÿ

i“1

|λi|}ϕi}E˚

+

,
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donde el ı́nfimo se toma sobre todas las representaciones de p como antes. El
espacio PnucpmE˚q con la norma correspondiente se identifica con

Âm,s
πs

E.
Vamos a trabajar con E “ `np y, como hicimos en el caso de las normas

unitariamente invariantes, para obtener cotas para la razón de volumen ne-
cesitamos estimar algunos parámetros de los espacios involucrados. Defant
y Prengel [DP09] obtuvieron estimaciones asintóticas para muchos de ellos.
Resumimos sus resultados en la siguiente proposición.

Proposición 3.3.8. Para m P N sea d “ nm y ds “
`

m`n´1
n´1

˘

. Para cada
1 ď p ď 8 tenemos,

1.
ˇ

ˇ

ˇ
BÂm,s

εs
`np

ˇ

ˇ

ˇ

1
ds
„

ˇ

ˇ

ˇ
BÂm

ε `np

ˇ

ˇ

ˇ

1
d
„

#

n
mp 1

2
´ 1
p
q´ 1

2 p ď 2

n
´ 1
p p ě 2.

2.
ˇ

ˇ

ˇ
BÂm,s

πs
`np

ˇ

ˇ

ˇ

1
ds
„

ˇ

ˇ

ˇ
BÂm

π `np

ˇ

ˇ

ˇ

1
d
„

#

n
1´ 1

p
´m

p ď 2

n
1
2
´mp 1

2
` 1
p
q

p ě 2.

3. `pBÂm,s
εs

`np
q „ `pBÂm

ε `np
q „

#

n
mp 1

p
´ 1

2
q` 1

2 p ď 2

n
1
p p ě 2.

4. `pBÂm,s
πs

`np
q „ `pBÂm

π `np
q „

#

n
m´1` 1

p p ď 2

n
mp 1

2
` 1
p
q´ 1

2 p ě 2.

5. }id : `ds2 Ñ
Âm,s

εs
`np } „ }id : `d2 Ñ

Âm
ε `

n
p } „

#

n
mp 1

2
´ 1
p
q

p ď 2

1 p ě 2.

6. }id : `ds2 Ñ
Âm,s

πs
`np } „ }id : `d2 Ñ

Âm
π `

n
p } „

$

’

’

&

’

’

%

n
m
2
` 1
p
´1

p ď 2

n
m
p
´ 1

2 2 ď p ď 2m

1 p ě 2m.

Todas las demostraciones pueden encontrarse en [DP09]. La compara-
ción entre el producto tensorial completo y el simétrico se sigue de [DP09,
Proposición 3.1]. Las cotas (1) y (2) están en [DP09, Teorema 4.2]. Para (3)
y (4) ver [DP09, Lema 4.3]. La prueba de (5) se sigue del hecho de que

}id : `n
m

2 Ñ

m
â

ε

`np } “ }id : `n2 Ñ `np }
m.

Para (6) se requieren argumentos más técnicos, el resultado está enunciado
en [DP09, Lemma 5.2].

Notar que, en particular, para todo espacio E involucrado en la propo-
sición anterior, tenemos que

`pBEq|BE |
1

dimpEq „ 1.
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Luego, por la ecuación (3.19), si K “ BE , y N “ dimpEq tenemos que, si L
es un cuerpo convexo en posición de Rudelson y A es una matriz aleatoria
Gaussiana,

ˆ

}A}|K|

|ApLq|

˙
1
N

ĺ
?
N ` plogN ` uq

?
N}id : `N2 Ñ E}|BE |

1
N .

con probabilidad mayor que 1´2e´u
2
. Ahora bien, si tomamos por ejemplo,

E “
Âm

ε `
n
p con p ď 2, tenemos que

}id : `N2 Ñ
m
â

ε

`np }|B
Âm
ε `np

|
1
N “ n

2mp 1
2
´ 1
p
q´ 1

2 .

Entonces, tomando u “ n
´2mp 1

2
´ 1
p
q` 1

2 ě logpNq, obtenemos

ˆ

}A}|K|

|ApLq|

˙
1
N

ĺ
?
N.

Puede verificarse que en todos los casos, }id : `N2 Ñ E}|BE |
1
N ĺ 1

logpNq .
Luego, eligiendo

u´1 “ }id : `N2 Ñ E}|BE |
1
N

tenemos que con, probabilidad alta

ˆ

}A}|K|

|ApLq|

˙
1
N

ĺ
?
N.

Argumentando de forma análoga para los casos que restan, obtenemos el
siguiente teorema.

Teorema 3.3.9. Para E “
Âm

ε `
n
p ,
Âm,s

εs
`np ,

Âm
π `

n
p tenemos que,

lvrpBEq ď
a

dimpEq.

3.4. Procesos Gaussianos y la desigualdad de Che-
vet

A continuación presentamos la demostración de la Proposición 3.3.3. Pa-
ra eso necesitamos introducir algunas definiciones sobre procesos aleatorios.
Sea pΩ,Σ,Pq un espacio de probabilidad. Con un proceso aleatorio nos re-
ferimos a una familia de variables aleatorias tXtutPT : Ω Ñ R con T un
conjunto cualquiera. El problema de acotar la norma de un operador puede
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ser entendido como el problema de acotar el supremo de un proceso aleato-
rio. Como el supremo de funciones medibles no es necesariamente medible,
definimos el supremo del proceso como:

sup
tPT

Xt “ sup
T0ĂT,
T0 finito

psup
tPT0

Xtq.

Definimos el incremento del proceso como

dps, tq :“ }Xs ´Xt}2 “ pEpXs ´Xtq
2q

1
2 .

Decimos que un proceso es un proceso Gaussiano si para todo conjunto finito
T0 Ă T , el vector pXiqiPT 0 tiene distribución normal. Equivalentemente, toda
combinación lineal,

ř

atXt es una variable aleatoria normal. Un ejemplo
básico es el llamado proceso Gaussiano canónico

Xt :“ xg, ty, (3.25)

donde g es un vector aleatorio Gaussian estándar y T Ă Rn es un con-
junto cualquiera. En este caso los incrementos coinciden con las distancias
eucĺıdeas en Rn.

La demostración de la desigualdad de Chevet depende de una desigual-
dad de Sudakov (ver por ejemplo [AAGM15, Proposición 9.1.7]) que compara
el supremo de dos procesos Gaussianos que tienen incrementos comparables.

Proposición 3.4.1 (Sudakov). Sea pΩ,Σ,Pq un espacio de probabilidad,
tXtutPT y tYtutPT dos procesos Gaussianos con EpXtq “ EpYtq “ 0 para todo
t P T . Si

}Xt ´Xs}2 ď }Yt ´ Ys}2 (3.26)

para todo s, t P T , entonces

E sup
tPT

Xt ď E sup
tPT

Yt,

donde g “ pg1, . . . , gnq, h “ ph1, . . . , hnq y pgiq
n
i“1, phjq

n
j“1 son variables

aleatorias Gaussianas independientes. Notar que

Ep sup
px,y˚qPT

Ypx,y˚qq “ p`pKq}id : `n2 Ñ XL˝} ` }id : `n2 Ñ XK}`pL
˝qq.

Para probar la Proposición 3.3.3, vamos a utilizar un resultado de Tala-
grand [Ver18, Teorema 8.5.5] que está enunciado de una forma más general.
En nuestro contexto puede verse como una versión de la Proposition 3.4.1
con una estimación de decaimiento. Aqúı, } ¨ }ψ2 es la norma sub-Gaussiana,
definida como

}X}ψ2 :“ inftλ ą 0 |

ż

Ω
e
|Xpωq|2

λ2 dµ ď 2u.
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Teorema 3.4.2. Sea pXtqtPT un proceso aleatorio y pYtqtPT un proceso
Gaussiano tal que }Xt ´Xs}ψ2 ď }Yt ´ Ys}2. Entonces, para todo u ě 0, el
evento

sup
tPT
|Xt| ĺ pEpsupYtq ` u 9diampT qq

sucede con probabilidad al menos 1´2e´u
2
. El diámetro de T es con respecto

a la distancia definida por los incrementos del proceso Yt.

Presentamos a continuación un esquema de la demostriación de la Pro-
posición 3.3.3.

Esquema de la demostración de la Proposición 3.3.3. Como antes, definimos
en LˆK˝ el proceso aleatorio dado por

Xpx,y˚q :“ xAx, y˚y.

Notemos que si consideramos el proceso Gaussiano

Ypx,y˚q :“ xg, xy}id : `n2 Ñ XK} ` xh, y
˚y}id : `n2 Ñ XL˝},

donde g “ pg1, . . . , gnq, h “ ph1, . . . , hnq y pgiq
n
i“1, phjq

n
j“1 variables Gaus-

sianas independientes; tenemos,

}Xpx,y˚q ´Xpx̃,ỹ˚q}ψ2 ĺ }Ypx,y˚q ´ Ypx̃,ỹ˚q}2.

En efecto,

}Xpx,y˚q ´Xpx̃,ỹ˚q}ψ2 “ }
ÿ

i,j

gijpxiy
˚
j ´ x̃iỹ

˚
j q}ψ2

ď

˜

ÿ

i,j

}gijpxiy
˚
j ´ x̃iỹ

˚
j q}

2
ψ2

¸
1
2

ď

˜

ÿ

i,j

|xiy
˚
j ´ x̃iỹ

˚
j |

2

¸
1
2

ď

˜

ÿ

i,j

|xiy
˚
j ´ x̃iy

˚
j ` x̃iy

˚
j ´ x̃iỹ

˚
j |

2
2

¸
1
2

ď }x´ x̃}2}ỹ
˚}2 ` }x}2}y

˚ ´ ỹ˚}2

ď }x´ x̃}2}id : `n2 Ñ XK} ` }y
˚ ´ ỹ˚}2}id : `n2 Ñ XL˝}.

“ }Ypx,y˚q ´ Ypx̃,ỹ˚q}2.

Aplicando el Teorema 3.4.2 obtenemos,

}A : XL Ñ XK} “ sup
px,y˚qPLˆK˝

Xpx,y˚q

ĺ

˜

Er sup
px,y˚qPLˆK˝

Ypx,y˚qs ` u diampK ˆ L˝q

¸

,
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con probabilidad al menos 1´ e´u
2
.

El resultado se sigue del hecho de que

Er sup
px,y˚qPLˆK˝

Ypx,y˚qs “ `pKq}id : `n2 Ñ XL˝} ` `pL
˝q}id : `n2 Ñ XK}

y diampLˆK˝q „ }id : `n2 Ñ XL˝} ¨ }id : `n2 Ñ XK}.
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Caṕıtulo 4

Cotas inferiores

En este caṕıtulo tratamos el problema de encontrar cotas inferiores para
la máxima razón de volumen. Probaremos que para todo cuerpo convexo
K Ă Rn, lvrpKq ľ

?
n. Si combinamos esta cota con las que obtuvimos

en el caṕıtulo anterior concluimos que es la mejor cota general posible. El
ingrediente clave para esta demostración es el uso de determinados polito-
pos aleatorios que fueron introducidos por Gluskin mientras estudiaba el
diámetro del compacto de Banach-Mazur. En la Sección 4.2 definimos estos
politopos y mostramos como utilizarlos para acotar la razón de volumen.

4.1. Cotas inferiror para la razón de volumen

Dado un cuerpo convexo K buscamos cotas inferiores para su razón de
volumen. Esto es, para un cuerpo K queremos encontrar otro cuerpo, L,
tal que vrpK,Lq es “grande”. Khrabrov, en [Khr01], probó que para todo
cuerpo convexo K Ă Rn existe un cuerpo L tal que

vrpK,Lq ľ

c

n

log logpnq
. (4.1)

Quitaremos el doble logaritmo en la ecuación (4.1) probando que

lvrpKq ľ
?
n (4.2)

vale para cualquier cuerpo convexo K Ă Rn. Teniendo en cuenta que, como
vimos en el caṕıtulo anterior, para muchas colecciones de cuerpos sabemos
que lvrpKq ĺ

?
n, la cota en (4.2) es la mejor cota general posible.

Por la Proposición 3.1.1, tenemos

vrpK ´K,Lq ď vrpK,LqvrpK ´K,Kq „ vrpK,Lq.

63
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Luego, podemos reducir el problem de acotar inferiormente la máxima razón
de volumen al caso centralmente simétrico. Recordemos la Proposición 3.1.2 (1):
dados K,L Ă Rn dos cuerpos centralmente simétricos,

vrpK,Lq “

ˆ

|K|

|L|

˙
1
n

¨ ı́nf
TPSLpn,Rq

}T : XL Ñ XK}. (4.3)

Entonces, para mostrar “buenas” cotas inferiores para lvrpKq (paraK centrla-
mente simétrico) necesitamos un cuerpo L tal que su volumen sea “chico” y
la norma }T : XL Ñ XK} sea grande para todo operador T P SLpn,Rq.

Recordar también que, por la ecuación (3.4), lvrpKq puede calcularse
tomando el supremo de vrpK,Lq sólo sobre cuerpos centralmente simétricos
L.

4.2. Politopos de Gluskin

La idea central de [Khr01] es usar el método probabiĺıstico. Él consideró
cuerpos aleatorios con vértices distribuidos en la esfera unitaria y probó que
con probabilidad positiva estos cuerpos satisfacen la cota (4.1). Se basó en
el trabajo de Glusikin [Glu81], quien definió los cuerpos aleatorios

Lpmq :“ absconvtX1, . . . , Xm, e1, . . . , enu, (4.4)

donde tXiu
m
i“1 son vectores aleatorios independientes distribuidos según la

medida normalizada de Haar en Sn´1, σ. Podemos construir la medida σ
como una medida cónica de la siguiente manera:

σnpAq “
|tx P Bn

2 |
x
}x}2

P Au|

|Bn
2 |

, (4.5)

para cualquier conjunto A Ă Sn´1.
Gluskin utilizó esta construcción para encontrar el orden asintótico del

diámetro del compacto de Banach-Mazur (también conocido como compacto
de Minkowski), Cn, el conjunto de todos los cuerpos convexos centralmente
simétricos de dimensión n junto con la distancia de Banach-Mazur :

dBM pK,Lq “ ı́nfta ¨ b |
1

a
Ă TD Ă bKu, (4.6)

donde el ı́nfimo se toma sobre todos los operadores invertibles T : Rn Ñ
Rn. El teorema de John implica que dBM pK,B

n
2 q ď

?
n para todo cuerpo

convexo K centralmente simétrico, y por lo tanto diampCnq ď n. Gluskin
mostró que, si m „ n, con probabilidad positiva, dos politopos aleatorios
Lpmq y L1pmq satisfacen:

dBM pL
pmq, L1pmqq ľ n.
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e1

X1

´e2

´X2

´e1

´X1

X2

e2

Figura 4.1: politopo aleatorio Lp2q en R2.

Observar que, como Lpmq Ă Bn
2 , por el Lema 3.2.1 el volumen del poli-

topo aleatorio Lpmq está acotado por

|Lpmq|
1
n ĺ

a

logpmn q

n
. (4.7)

De hecho, esta cota es el comportamiento asintótico exacto de |Lpmq|
1
n con

probabilidad mayor o igual a 1´ 1
m [BGVV14, Caṕıtulo 11].

Si combinamos la cota para el volumen (4.7) con (4.3) necesitamos probar
la existencia de un politopo Lpmq para el que podamos acotar inferiormente
la norma }T : XLpmq Ñ XK} para todo operador T P SLpn,Rq. Notar que
cuando m crece, ı́nfTPSLpn,Rq }T : XLpmq Ñ XK} aumenta, pero 1

|Lpmq|1{n

disminuye, por lo que existe algún tipo de compensación.

En [Khr01], para m “ n logpnq, se muestra que, con probabilidad alta,
la norma }T : XLpmq Ñ XK} es “grande” para todo T P SLpn,Rq. Para
conseguir todo esto probó la siguiente interesante desigualdad:

Si K Ă Rn está en posición de Löwner entonces para todo m P N y todo
β ą 0,

P

#

Existe T P SLpn,Rq : }T : XLpmq Ñ XK} ď β

ˆ

|Bn
2 |

|K|

˙1{n
+

(4.8)

ď
`

C
?
n
˘n2

ˆ

|Bn
2 |

|K|

˙n

βnm´n
2
.

Para probar nuestra contribución principal, el Teorema 4.2.9, presenta-
mos el siguiente refinamiento de la estimación anterior.
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Proposición 4.2.1. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo centralmente simétrico
y Lpmq el politopo aleatorio definido en (4.4), encontes para todo β ą 0
tenemos

P

#

Existe T P SLpn,Rq : }T : XLpmq Ñ XK} ď β

ˆ

|Bn
2 |

|K|

˙1{n
+

ď Cn
2
´

}id : `n2 Ñ XK}
?
n|K|

1
n

¯n2

p2βqnm,

para alguna constante absoluta C ą 0.

Para probar la Proposición 4.2.1 necesitamos algunos lemas. El primero,
Lema 4.2.2, acota la probabilidad de que un operador fijo T : Rn Ñ Rn
de determinante uno tenga norma “grande”. El segundo, Lema 4.2.3 es un
herramienta técnica que acota el número de puntos en una ε-red para un
conjunto adecuado. Esto nos permite usar un argumento estándar de ε-redes
para pasar de un operador fijo a todos los operadores en SLpn,Rq.

Lema 4.2.2. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo, Lpmq el politopo aleatorio en
(4.4), T P SLpn,Rq y α ą 0. Entonces

P t}T : XLpmq Ñ XK} ď αu ď αmn
ˆ

|K|

|Bn
2 |

˙m

. (4.9)

Demostración. Notar que si Lpmq “ absconvtX1, . . . , Xm, e1, . . . , enu, para
que }T : XLpmq Ñ XK} ď α, debemos tener que para todo 1 ď i ď m,
TXi P αK. Luego,

P t}T : XLpmq Ñ XK} ď αu ď PtPara todo 1 ď i ď m, TXi P αKu

“ σtSn´1
č

T´1pαKqum.

Recordar que σ puede obtenerse como una medida cónica (ecuación (4.5))
y entonces,

σtSn´1
č

T´1pαKqu “
|tx P Bn

2 |
x
}x}2

P Sn´1
Ş

αT´1pKqu|

|Bn
2 |

.

Como αT´1pKq es un cuerpo convexo que contiene al origen, tenemos que

tx P Bn
2 |

x

}x}2
αT´1pKqu Ă αT´1pKq,

y luego,

σtSn´1
č

T´1pαKqu ď
|αT´1pKq|

|Bn
2 |

“ αn
|K|

|Bn
2 |
,

como queŕıamos.
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A continuación presentamos el segundo lema involucrado en la prueba
de la Proposición 4.2.1. Esto debe compararse con [Khr01, Lemma 5]: ob-
servar que tanto el conjunto como la métrica difieren. Este cambio sutil pero
importante es el ingrediente clave que necesitamos.

Lema 4.2.3. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo, γ ą 0 y

MK
γ :“ tT P SLpn,Rq and }T : `n1 Ñ XK} ď γu .

Entonces existe una γ-red, NK
γ para MK en la métrcia Lp`n2 , XKq tal que

#NK
γ ď Cn

2
´

}id : `n2 Ñ XK}
?
n|K|1{n

¯n2

.

Demostración. Sea U la bola unitaria de Lp`n2 , XKq. Mediante la identifica-
ción estándar pensamos a MK y U como subconjuntos de Rnˆn. Sea NK

γ

una colección maximal de elementos de MK γ-separados. Estos elementos
forman una γ-red y, para todo ξ P NK

γ , las bolas ξ` γ
2U son disjuntas. Como

}T : `n1 Ñ XK} ď }T : `n2 Ñ XK},

tenemos que γU Ă tT : }T : `n1 Ñ XK} ď γu y entonces

ď

ξPNK
γ

ξ `
γ

2
U Ă

3

2
tT : }T : `n1 Ñ XK} ď γu .

Computando el volumen de ambos lados obtenemos la siguiente cota para
#NK

ε ,

#NK
γ

´γ

2

¯n2

|U | ď

ˆ

3

2

˙n2

|tT : }T : `n1 Ñ XK} ď γu|

#NK
γ ď

ˆ

3

γ

˙n2

|tT : }T : `n1 Ñ XK} ď γu|

|U |
. (4.10)

Notemos que

tT P Lp`n1 , XKq : }T : `n1 Ñ XK} ď γu

Ă
 

X P Rnˆn : Xi P γ ¨K para todo i
(

Ă pγKq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pγKq
looooooooooomooooooooooon

n

, (4.11)

luego

|tT : }T : `n1 Ñ XK} ď γu| ď pγqn
2
|K|n. (4.12)
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Para acotar la ecuación (4.10) necesitamos una cota inferior para |U |. Pa-
sando a coordenadas esféricas puede verificarse que

|U |

|Bn2

2 |
“

ż

Sn2´1

}T }´n
2

Lp`n2 ,XKq
dσpT q, (4.13)

donde σ es la medida de Haar normalizada en Sn
2´1. Ahora aplicamos la

desigualdad de Hölder para obtener

1 ď

¨

˚

˝

ż

Sn2´1

}T }2Lp`n2 ,XKq
dσpT q

˛

‹

‚

1{2 ¨

˚

˝

ż

Sn2´1

}T }´2
Lp`n2 ,XKq

dσpT q

˛

‹

‚

1{2

ď

¨

˚

˝

ż

Sn2´1

}T }2Lp`n2 ,XKq
dσpT q

˛

‹

‚

1{2 ¨

˚

˝

ż

Sn2´1

}T }´n
2

Lp`n2 ,XKq
dσpT q

˛

‹

‚

1{n2

.

Entonces,

|U |

|Bn2

2 |
ě

¨

˚

˝

ż

Sn2´1

}T }2Lp`n2 ,XKq
dσpT q

˛

‹

‚

´n2{2

.

Comparando promedios esféricos y Gaussianos (ecuación (1.11)) y apli-
cando la desigualdad de Chevet Gaussiana, Teorema 3.3.2 (recordar que
todos los momentos Gaussianos son comparables (1.13)), tenemos que

¨

˚

˝

ż

Sn2´1

}T }2Lp`n2 ,XKq
dσpT q

˛

‹

‚

1{2

ĺ
1

n

`

`pKq ` }id : `n2 Ñ XK}
?
n
˘

,

lo que implica

`

`pKq ` }id : `n2 Ñ XK}
?
n
˘´n2

C´n
2
ě |U |. (4.14)

Usando (4.12) y (4.14) en la ecuación (4.10) obtenemos:

#NK
γ ď Cn

2
´

`pKq|K|1{n ` }id : `n2 Ñ XK}
?
n|K|1{n

¯n2

.

Ahora observemos, ya que Bn
2 Ă }id : `n2 Ñ XK}K, se tiene

1

}id : `n2 Ñ XK}
K˝ Ă Bn

2
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y luego ωpK˝q ď }id : `n2 Ñ XK}. Teniendo presente que `pKq „
?
nωpK˝q

obtenemos,

`pKq ď }id : `n2 Ñ XK}
?
n, (4.15)

lo que concluye la demostración.

Presentamos ahora la demostración de la Proposición 4.2.1.

Demostración de la Proposición 4.2.1. Sea tXiu
m
i“1 Ă Sn´1 y Lpmq el poli-

topo en (4.4) tal que existe T P SLpn,Rq con }T : XLpmq Ñ XK} ď γ.
Como `n1 Ă Lpmq, T pertenece al conjunto MK definido en el Lema 4.2.3.
Consideremos una γ-red, NK

γ para MK para la métrica Lp`n2 , XKq tal que

#NK
γ ď Cn

2
´

}id : `n2 Ñ XK}
?
n|K|

1
n

¯n2

. (4.16)

Sea S P NK
γ tal que }S ´ T }Lp`n2 ,XKq ď γ, entonces

}S : XLpmq Ñ XK} ď }T : XLpmq Ñ XK} ` }S ´ T : XLpmq Ñ XK}

ď γ ` }S ´ T : `n2 Ñ XK}

ď 2γ,

donde usamos el hecho de que }S ´ T : XLpmq Ñ XK} ď }S ´ T : `n2 Ñ XK}

como, por construcción, Lpmq Ă Bn
2 . Entonces,

Bγ :“ tExiste T P SLpn,Rq : }T : XLpmq Ñ XK} ď γu

Ă
ď

SPNK
γ

t}S : XLpmq Ñ XK} ď 2γu .

Tomemos γ0 :“ β
´

|Bn2 |
|K|

¯
1
n

, acotando la unión por la suma, usando la ecua-

ción (4.16) y el Lema 4.2.2

PpBγ0q ď Cn
2
´

}id : `n2 Ñ XK}
?
n|K|

1
n

¯n2

p2βqnm, (4.17)

lo que concluye la demostración.

Como consecuencia de la Proposición 4.2.1 obtenemos el siguiente resul-
tado.

Proposición 4.2.4. Sea K Ă Rn un cuerpo cenralmente simétrico tal que

}id : `n2 Ñ XK}
?
n|K|

1
n „ 1.

Dado δ ě 1, con probabilidad mayor o igual a 1´ e´n
2

el politopo aleatorio
Lprδnsq en (4.4) verifica

?
n ĺ vrpK,Lprδnsqq.

En particular,
?
n ĺ lvrpKq.
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Demostración. Por la Proposición 4.2.1 sabemos que existe una constante
absoluta C ą 0 tal que, para todo β ą 0,

P

#

Existe T P SLpn,Rq : }T : XLpmq Ñ XK} ď β

ˆ

|Bn
2 |

|K|

˙1{n
+

ď Cn
2
p2βqnm.

Si m “ rδns y β ď 1
2pCeq

´ 1
δ , con probabilidad al menos 1´ e´n

2
el politopo

aleatorio verifica

}T : XLprδnsq Ñ XK} ě β

ˆ

|Bn
2 |

|K|

˙1{n

„
1

?
n|K|

1
n

, (4.18)

para todo T P SLpn,Rq.
Luego, por las ecuaciones (4.7) y (4.18) y la Proposición 3.1.2 (1) tenemos

?
n ĺ vrpK,Lprδnsqq,

lo que concluye la demostración.

Para probar el Teorema 4.2.9 vamos a mostrar que todo cuerpo convexo
puede ser aproximado por otro que satisface las hipótesis de la proposición
anterior. Para conseguir esto vamos a hacer uso de dos resultados porfundos e
importantes de la teoŕıa de cuerpos isotrópicos: el resultado de Paouris sobre
concentración de masa y la perturbación de Klartag con constante isotrópica
acotada (también conocia como la solución de Klartag a la conjetrura del
hiperplano isomorfa).

Teorema 4.2.5 ([Pao06], Teorema 1.1). Existe una constante absoluta c ą 0
tal que si K Ă Rn es un cuerpo convexo isotrópico, entonces

Ptx P K : }x}2 ě cLK
?
ntu ď e´

?
nt

para todo t ě 1.

Teorema 4.2.6 ([Kla06], Teorema 1.1 ). Sean K Ă Rn un cuerpo convexo
y ε ą 0, entonces existe un cuerpo convexo T Ă Rn tal que

1. dpK,T q ă 1` ε,

2. LT ă
c?
ε
.

Aqúı c ą 0 es una constante absoluta y

dpK,T q “ ı́nftab : a, b ą 0, D x, y P Rn,
1

a
pK ` xq Ă T ` y Ă bpK ` xqu.
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Observación 4.2.7. Dado un cuerpo convexo K Ă Rn existe un cuerpo
convexo T Ă Rn tal que vrpT,Kq „ vrpK,T q „ 1 y LT ď c, donde c ą 0
constante absoluta.

En efecto, dado K, por el Teorema 4.2.6 (usando ε “ 1) existe T Ă Rn
con LT ď c y dpK,T q ď 2. Notar que si para ciertos x, y P Rn y a, b ą 0 se
tiene que 1

apK ` xq Ă T ` y Ă bpK ` xq, entonces,

vrpT,Kq ď
|T |

1
n

1
a |K|

1
n

ď ab
|K|

1
n

|K|
1
n

ď ab.

Luego vrpT,Kq ď dpT,Kq y por simetŕıa lo mismo vale para vrpK,T q.

Proposición 4.2.8. Para todo cuerpo convexo K Ă Rn existe un cuerpo
convexo W con vrpW,Kq „ 1 tal que

}id : `n2 Ñ XW }
?
n|W |

1
n „ 1. (4.19)

Demostración de la Proposición 4.2.8. Por la Observación 4.2.7 y la desigual-
dad de Rogers-Shephard, Teorema 1.2.3, (reemplazando el cuerpo si es nece-
sario) podemos asumir que K˝ es un cuerpo convexo isotrópico centralmente
simétrico y LK˝ está uniformemente acotada.

Consideremos W tal que W ˝ “ K˝ X c
?
nBn

2 , con c ą 0 la constante
abosoluta en el Teorema 4.2.5. Este teorema también implica que

|W ˝|
1
n ě p1´ expp´

?
nqq

1
n ě

1

2

y luego vrpW,Kq „ vrpK˝,W ˝q „ 1.
Como W ˝ Ă c

?
nBn

2 tenemos que

}id : `n2 Ñ XW } “ }id : XW ˝ Ñ `n2 } ĺ
?
n.

Finalmente, como |W ˝|
1
n „ 1, tenemos que |W |

1
n „ 1

n (aplicando las de-
sigualdades de Blaschke-Santaló y Bourgain-Milman, Teoremas 1.2.1 y 1.2.2).
Por lo tanto

}id : `n2 Ñ XW }
?
n|W |

1
n „ 1,

lo que concluye la demostración.

Ahora podemos probar el resultado principal de este caṕıtulo. Afirma
que, dado K, si consideramos cualquier cantidad de vectores m, proporcional
a n, la razón de volumen entre el politopo alieatorio Lpmq y K es “grande”.

Teorema 4.2.9. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo. Dado δ ě 1, con probabi-
lidad mayor o igual a 1´ e´n

2
el politopo aleatorio Lprδnsq en (4.4) verifica

?
n ĺ vrpK,Lprδnsqq.

En particular,
?
n ĺ lvrpKq.
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Demostración. Por la Proposición 4.2.8 existe W con vrpW,Kq „ 1 tal que

}id : `n2 Ñ XW }
?
n|W |

1
n „ 1. (4.20)

Aplicando Proposición 4.2.4, dado δ ě 1, con probabilidad mayor o igual a
1´ e´n

2
el politopo aleatorio Lprδnsq en (4.4) verifica

?
n ĺ vrpW,Lprδnsqq.

Luego,

?
n ĺ vrpW,Lprδnsqq ď vrpW,KqvrpK,Lprδnsqq „ vrpK,Lprδnsqq,

como se deseaba.

El siguiente corolario se deriva facilmente del teorema anterior por dua-
lidad.

Corolario 4.2.10. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo. Dado δ ě 1, existe un
politopo Z con 2prδns` nq caras tal que

?
n ĺ vrpZprδnsq,Kq.

Demostración. Por el Teorema 4.2.9 existe un politopo L con 2prδns ` nq
vértices tal que vrpK˝, Lq ľ

?
n. Tomando Z :“ L˝ y aplicando la Proposi-

ción 3.1.2 (3) tenemos que vrpZ,Kq „ vrpK˝, Lq ĺ
?
n. El resultado se sigue

del hecho de que el polar del politopo Lprδnsq tiene 2prδns` nq caras.



Caṕıtulo 5

Razón de volumen entre
proyecciones de cuerpos
convexos

En este caṕıtulo vamos a estudiar el la razón de volumen entre pro-
yecciones de dos cuerpos convexos. Dados K Ă Rn y k „ n mostramos
que existe un cuerpo convexo Z tal que la razón de volumen entre cual-
quier proyección de rango k de los cuerpos K y Z es “grande”. Para probar
la existencia de Z procederemos de forma similar a como lo hicimos en el
caṕıtulo anterior, usando el método probabiĺıstico. Como necesitamos tra-
bajar con proyecciones de cuerpos, introducimos una versión Gaussiana de
los politopos aleatorios. Esto nos permite manejar fácilmente las proyeccio-
nes involucradas. También utilizamos un argumento de ε-redes para poder
controlar la probabilidad para toda proyección ortogonal de rango fijo.

5.1. Razón de volumen de proyecciones

Vamos a abordar una variante del problema que tratamos en el caṕıtulo
anterior. Notamos con Pkpnq al conjunto de todas las proyecciones orto-
gonales de rango k en Rn. Para un cuerpo convexo K tenemos entonces
una colección de cuerpos convexos k-dimensionales dados por QK Ă Rk
para Q P Pkpnq. El problema de estimar distancias (en el sentido de la
ecuación (4.6)) entre proyecciones de cuerpos convexos despertó un interés
considerable (ver por ejemplo [BS88, Sza90, ST89]).

Para un cuerpo convexo K con el origen como punto interior y un subes-
pacio E Ă Rn se tiene que PEpK

˝q “ pE XKq˝, donde PE denota la pro-
yección ortogonal sobre E. Entonces, cada resultado sobre proyecciones de
K tiene una versión dual en términos de secciones de K˝.

Vale mencionar que dos cuerpos convexos pueden estar lejos pero tener
proyecciones o secciones bastante cerca. Este es el caso de los politopos

73
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Figura 5.1: Una proyección de K y una sección de K˝.

de Gluskin definidos en el caṕıtulo anterior. Gluskin probó que, para todo
m „ n, con probabilidad alta la distancia entre dos politopos aleatorios de
m vértices, digamos Lpmq y L1pmq, es mayor que n. A pesar de esto, para cada
k proporcional a n, para “casi todos” los subespacios F Ă Rn de dimensión
k se tiene que dBM pL

pmq X E,L1pmq X Eq ĺ 1.
En efecto, Szarek [Sza79] probó que dado un cuerpo convexo K Ă Rn

con vrpK,Bn
2 q „ 1, y 0 ă δ ă 1, “casi todos” los subespacios F Ă Rn de

dimensión k ă δn satisfacen que dBM pK XE,B
k
2 q „ 1. Es fácil verificar que

para todos los politopos aleatorios se tiene que vrpLpmq, Bn
2 q „ 1.

Mankiewicz y Tomczak-Jaegermann [MTJ01] encontraron estimaciones
precisas de la distancia entre secciones aleatorias k-dimensionales de cuerpos
convexos en términos de la distancia promedio de secciones de dimensión k

2
de cada cuerpo con respecto a la bola.

En [Rud04], Rudelson estudió el problema de estimar distancias extrema-
les entre secciones y proyecciones de cuerpos convexos. Para k ă n, definió
la distancia δkpK,Zq como la mı́nima distancia entre proyecciones de dimen-
sión k de K y Z. Él estaba interesado en estimar el diámetro del compacto
de Banach-Mazur para esta distancia. Esto es, encontrar el comportamiento
asintótico de

∆pk, nq :“ sup δkpK,Zq,

donde el supremo se toma sobre todos los cuerpos convexos simétricos K y
Z de dimensión n.

Él probó que

∆pk, nq „logn

#?
k si k ď n2{3

k2

n si k ą n2{3,

donde A „logpnq B significa que

1

C loga n
A ď B ď pC loga nqA
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para constantes absolutas C, a ą 0. Para obtener esto, probó que existen
cuerpos convexos K,Z Ă Rn, tales que para todo k ă n,

δkpK,Zq ľ
k2

n logplogpnqq
,

δkpK,B
n
2 q ľ

d

k

logp1` n
k q
.

Vamos utilizar el enfoque de Rudelson junto con las técnicas desarrolla-
das en el caṕıtulo anterior para abordar el problema de la razón de volumen
para proyecciones. Es decir, dado K Ă Rn, estamos interesados en encontrar
un cuerpo Z Ă Rn tal que, para toda Q P Pkpnq, vrpQK,QZq es “grande”.

El siguiente teorema es el resultado principal de este caṕıtulo.

Teorema 5.1.1. Dado δ ą 0 existe una constante d :“ dpδq ą 0 con la
siguiente propiedad:

Para todo cuerpo K Ă Rn y δn ď k ď n, existe un cuerpo centralmente
simétrico Z Ă Rn tal que

vrpQK,QZq ě d

d

k

log log k
,

para toda proyección ortogonal Q : Rn Ñ Rn de rango k.

Observemos que podemos enunciar una versión dual de este resultado.

Corolario 5.1.2. Dado δ ą 0 existe una constante d :“ dpδq ą 0 con la
siguiente propiedad:

Para todo cuerpo centralmente simétrico K Ă Rn y δn ď k ď n, existe
un cuerpo centralmente simétrico Z Ă Rn tal que

vrpE X Z,E XKq ě d

d

k

log log k
,

para todo subespacio E Ă Rn de dimensión k.

Demostración. Aplicando el Teorema 5.1.1 para K˝ sabemos que existe un
cuerpo centralmente simétrico W tal que

vrpQK˝, QW q ě d

d

k

log log k
,

para toda proyección ortogonal Q : Rn Ñ Rn de rango k. Dado E Ă Rn de
dimensión k tenemos que,

d

d

k

log log k
ď vr pPEK

˝, PEW q „ vr ppPEW q
˝q, pPEK

˝q˝q

“ vr pE XW ˝, E XKq ,
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como, PEK
˝ “ E X K y PEW “ E XW ˝. El resultado se sigue tomando

Z “W ˝.

Antes de empezar con la prueba del Teorema 5.1.1 recordamos un resul-
tado estándar de teoŕıa geométrica de la medida.

Teorema 5.1.3. Si f : Rm Ñ Rn es una función Lipschitz, 0 ď s ď m, y
A Ă Rm, entonces

HspfpAqq ď LippfqsHspAq,

donde Hs y Lippfq son la medida de Hausdorff s-dimensional y la constante
de Lipschitz de f , respectivamente.

Demostración. Recordar que,

HspAq “ ĺım
δÑ0

Hs
δpAq,

donde

Hs
δpAq “ ı́nft

8
ÿ

i“1

diampCiq
s | diampCiq ď δ and A Ă

8
ď

i“1

Ciu.

Fijemos δ ą 0, para todo ε ą 0 consideremos conjuntos tCiu tales que
A Ă

Ť8
i“1Ci, diampCiq ď

δ
LippAq y

ř8
i“1 diampCiq

s ď HspAq`ε. Observemos

que para todo C, diampfpCqq ď LippfqdiampCq y luego,

Hs
δpfpAqq ď

8
ÿ

i“1

diampfpCiqq
s ď Lippfqs

8
ÿ

i“1

diampCiq
s

ď Lippfqsε` LippfqsHspAq.

Entonces,

Hs
δpfpAqq ď LippfqsHspAq

para todo δ ą 0, lo que completa la demostración.

Recordar que, para k P N, la medida de Hausdorff k-dimensional es un
múltiplo de la medida de Lebesgue en Rk. Es decir, para todo conjunto
medible HkpAq “ 2k

|Bk2 |
|A|.

Dada Q P Pkpnq notaremos con |QK| a la medida de Lebesgue k-
dimensional de QK. Como aplicación del teorema anterior tenemos el si-
guiente lema, que relaciona el volumen k-dimensional de dos proyecciones
diferentes de K con su distancia en la métrica usual de operadores.

Lema 5.1.4. Sean P,Q P Pkpnq tales que }P ´Q} ď 1?
n

. Para todo cuerpo

centralmente simétrico K Ă Rn en posición de John,

1

3
|QK|

1
k ď |PK|

1
k ď 3|QK|

1
k .
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Demostración. Primero veamos que

PK Ă 3PQK. (5.1)

Sea x P K,

Px “ PQx` P px´Qxq

“ PQx` P px´ Pxq ` P pPx´Qxq

“ PQx` P pP ´Qqx.

Entonces, para probar (5.1) basta ver que

P pP ´Qqx P 2PQK. (5.2)

Es fácil ver que el operador P coincide con I`P ´Q en QRn (la imagen
de la proyección Q). Como }P ´Q} ď 1?

n
, entonces

P |QRn : QRn Ñ PRn

es invertible y su inversa S :“ pP |QRnq
´1 “

ř8
k“0pQ´ P q

k satisface

}S} ď
1

1´ 1?
n

ď 2.

Notar que PBn
2 Ă 2PQBn

2 . De hecho, por la cota anterior sobre la norma
de S tenemos que SPBn

2 Ă 2QBn
2 y entonces, aplicando P , obtenemos

PSPBn
2 “ PBn

2 Ă 2PQB2.
Como K Ă

?
nBn

2 (K está en posición de John) tenemos que pP´Qqx Ă
Bn

2 y
P pP ´Qqx P PBn

2 Ă 2PQBn
2 Ă 2PQK.

Esto prueba (5.2), lo que como mencionamos implica (5.1).
Para finalizar la prueba, con la ecuación (5.1) a mano, aplicamos el

Teorema 5.1.3 con m :“ n, s :“ k, f :“ P and A :“ QK para obtener

|PK|
1
k ď 3|PQK|

1
k ď 3|QK|

1
k ,

usando que la constante de Lipschitz de P es obviamente uno y simplificando
las constantes para pasar de la medida de Hausdorff a la de Lebesgue.

5.2. Politopos Gaussianos

Definiremos ahora una variante de los politopos aleatorios de Gluskin de-
finidos en la Sección 4.2. En lugar de considerar la cápsula convexa absoluta
de puntos tomados uniformemente en la esfera unitaria vamos a trabajar con
vectores aleatorios Gaussianos. La razón para hacer esto es que necesitamos
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tratar con proyecciones de estos cuerpos y la medida Gaussiana se ajusta
mejor a este propósito.

Sea N ą n y g1, . . . , gN vectores Gaussianos independientes en Rn. De-
finimos el politopo simétrico

ZN “ ZN pωq “ absconvt
?
ne1, . . . ,

?
nen, g1, . . . , gNu.

Vamos a necesitar el siguiente lema.

Lema 5.2.1. Sea g vector Gaussiano estándar. Entonces, existen constantes
C, c ą 0 tales que 1 ď }g}2 ď C

?
n con probabilidad al menos 1´ e´cn.

Demostración. Acotando la densidad Gaussiana por p2πq´
n
2 . tenemos

P t}g}2 ă 1u ď
|Bn

2 |

p2πq
n
2

“

`

2Γp1` 1
2q
˘n

p2πq
n
2 Γp1` n

2 q
,

aplicando la fórmula de Stirling y eligiendo una constante apropiada c1 ą 0
tenemos,

P t}g}2 ě 1u ě 1´ e´c1n. (5.3)

Ahora, si g “ pg1, . . . , gnq queremos acotar,

P

$

&

%

˜

n
ÿ

i“1

g2
i

¸1{2

ě C
?
n

,

.

-

“ P
!

e
1
4p

řn
i“1 g

2
i q ě eC

1
4
n
)

.

Aplicando la desigualdad de Markov,

P
!

e
1
4p

řn
i“1 g

2
i q ě e

1
4
Cn

)

ď e´
1
4
Cnp2πq´

n
2

ż

Rn
e
}x}2

4 e´
}x}2

2 dx

“ e´
1
4
Cn

ˆ

p2πq´
1
2

ż

R
e´

1
4
t2dt

˙n

.

Si computamos la integral del lado derecho y elegimos una constante apro-
piada c2 ą 0 tenemos,

P

$

&

%

˜

n
ÿ

i“1

g2
i

¸1{2

ě C
?
n

,

.

-

ď 1´ e´c2n. (5.4)

Finalmente acotamos probabilidad de la unión por la suma de las probabi-
lidades para combinar (5.3) y (5.4).

Una consecuencia del lema anterior es que el conjunto

Ω0 :“ tω|Bn
2 Ă ZN pωq Ă C

?
nBn

2 u
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satisface

PpΩ0q ě 1´Ne´cn. (5.5)

Para estimar el volumen de proyecciones de ZN . Recordemos que, por el
Lema 3.2.1, si v1, . . . , vN son vectores en Rm de longitud a lo sumo uno,

|absconvtv1, . . . , vNu|
1{m ď c

a

logp1`N{mq

m
.

Entonces, para cada w P Ω0 y Q P Pkpnq se tiene que

|QZN pwq|
1{k ď C

a

n logp1`N{kq

k
. (5.6)

Probaremos una serie de lemas que son similares a los que enunciamos en la
Sección 4.1. Dado un espacio normado de dimensión finita X, notamos con
SpXq al conjunto de operadores lineales T : X Ñ X de determinante uno.

Lema 5.2.2. Sea K Ă Rn un cuerpo convexo centralmente simétrico, Q0 P

Pkpnq y T0 P SpQ0Rnq fijo. Para A ą 0 tenemos que

Ptω P Ω0 : }T0 : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K} ď Au ď CkNAkN |Q0K|
N .

Demostración. Observemos que

tω P Ω0 : T0Q0pZN pωqq Ă AQ0Ku “ tω P Ω0 : Q0ZN pωq Ă AT´1
0 pQ0Kqu

Ă tω P Ω0 : Q0gipωq P AT
´1
0 pQ0Kq para todo 1 ď i ď Nu.

Usando la invarianza por rotaciones de la medida y el hecho de que T0

preserva medida (tiene determinante uno), tenemos que

Ptω P Ω0 : }T0 : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K} ď Au

ď Ptω P Ω0 : Q0g1pωq P AT
´1
0 Q0Ku

N

“

ˆ
ż

Rn
1AT´1

0 Q0K
pQ0xqdγnpxq

˙N

“

ˆ
ż

Rk
1AT´1

0 Q0K
pyqdγnpyq

˙N

ď
1

p
?

2πqkN
p|AT´1

0 Q0K|
kqN

ďCkNAkN |Q0K|
N .

Lo que concluye la demostración.

Lema 5.2.3. Sean K Ă Rn un cuerpo convexo centralmente simétrico, Q0 P

Pkpnq una proyección ortogonal fija de rango k y A ą 0, entonces

Ptω P Ω0 : DT P SpQ0Rnq y }T : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K} ď Au

ď pc
?
nqk

2
CNkANk|Q0K|

N .
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Demostración. Sea U :“ BLp`k2 ,XQ0K
q la bola unitaria de Lp`k2, XQ0Kq, y

consideremos N un conjuto minimal A?
n

-separado en AU X SLpk,Rq para

la métrica } }Lp`k2 ,XQ0K
q.

Tenemos entonces la siguiente inclusión para la unión disjunta

ď

ηPN
pη `

A

2
?
n
Uq Ă p1`

1

2
?
n
qAU.

Identificando el espacio con Rk2 y tomando medida concluimos que

#N ď pc
?
nqk

2
.

Sea ω P Ω0 tal que existe T P SpQoRnq con }T : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K} ď

A. Como Bn
2 Ă ZN pωq tenemos que T P AU , entonces existe S P N tal que

}S ´ T : `k2 Ñ XQ0K} ď
A
?
n
.

Luego,

}S : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K} ď }S ´ T : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K} ` }T : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K}

ď
?
n}S ´ T : `k2 Ñ XQ0K} `A

ď 2A.

Esto muestra que

tω P Ω0 : DT P SpQ0Rnq y }T : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K} ď Au

Ă
ď

SPN
tS : }S : `k2 Ñ XQ0K} ď 2Au.

Tomando medida y aplicando el Lema 5.2.2 se obtiene la cota deseada.

Vamos a necesitar el siguiente resultado de Szarek [Sza82] sobre ε-redes.

Lema 5.2.4. Sea 0 ă ε ă 1. El conjunto Pkpnq admite una ε-red Π de
cardinal

|Π| ď

ˆ

C

ε

˙nk

.

Dada una base B “ tv1, . . . , vku de un espacio vectorial F y un vec-
tor x P F notamos con pxqB las coordenadas de x en la base B. Esto es,
pxqB “ pα1, . . . , αkq si x “

řk
i“1 αivi. Además, para un operador T : F Ñ F

notamos con rT sB la matriz pai,jq1ďi,jďk tal que T pvlq “
řk
i“1 ai,lvi, para

todo 1 ď l ď k (i.e., la l-ésima columna de rT sB es pTvlq
t
B).
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Lema 5.2.5. Dado un cuerpo convexo K Ă Rn centralmente simétrico y
β ą 0 tenemos

Ptω P Ω0| DQ P Pkpnq, DT P SpQRnq tal que }T : XQZN pωq Ñ XQK} ď
β

|QK|
1
k

u

ď pc1

?
nqnkpc2

?
nqk

2
ckN3 βkN .

Demostración. Supongamos que K está en posición de John. Por el lema
anterior existe una 1?

n
-red para Pkpnq de cardinal #Π ď pc1

?
nqnk. Para

probar el resultado necesitamos mostrar que

#

ω P Ω0|DQ P Pkpnq, DT P SpQRnq tal que }T : XQZN pωq Ñ XQK} ď
β

|QK|
1
k

+

Ă
ď

Q0PΠ

#

ω P Ω0|DS P SpQ0Rnq tal que }S : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K} ď C
β

|Q0K|
1
k

+

.

La cota se sigue de aplicar el Lema 5.2.3.
Sea ω P Ω0 tal que existe Q P Pkpnq en T P SpQRnq con

}T : XQZN pωq Ñ XQK} ď
β

|QK|
1
k

.

Sea Q0 P Π tal que }Q ´ Q0} ď
1?
n

. Fijemos una base ortonormal B “

tv1, . . . , vku de QRn. Es fácil ver que el conjunto B̃ “ tQ0v1, . . . , Q0vku es
una base de Q0Rn. Definimos S tal que rSsB̃ “ rT sB, entonces S P SpQ0Rnq.

Ahora mostraremos que

}S : XQ0ZN pωq Ñ XQ0K} ď C
β

|QK|
1
k

. (5.7)

En efecto, sea x P ZN pωq,

SQ0x “ SQ0pQ0x´Qxq
looooooooomooooooooon

p1q

`SQ0Qx
loomoon

p2q

.

Veremos que los términos en p1q y p2q pertenecen a C β

|QK|
1
k
Q0K.

Para ver que el término en p2q, SQ0Qx, pertenece a C β

|QK|
1
k
Q0K, escri-

bimos Qx “
ř

αivi, entonces Q0Qx “
ř

αiQ0vi. Tenemos que,

pSQ0Qxq
t
B̃
“ rT sBpQ0Qxq

t
B̃

“ rT sBpQxq
t
B

“ pTQxqtB.
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Luego, SQ0Qx “ Q0TQx. Como x P ZN pωq, TQx P
β

|QK|
1
k
QK y entonces

Q0TQx P
β

|QK|
1
k
Q0QK. Ahora observemos que si suponemos que K está en

poscición de John (luego Bn
2 Ă K Ă

?
nBn

2 ), tenemos que Q0QK Ă 2Q0K.
Esto se debe a que

Q0QK ĂQ0K `Q0ppQ´Q0qKq

ĂQ0K `Q0ppQ´Q0q
?
nBn

2 q

ĂQ0K `Q0K

“2Q0K.

Probaremos ahora que el término p1q, SQ0pQ0x´Qxq, está en C β

|QK|
1
k
Q0K.

Como ZN pωq Ă
?
nBn

2 , pQ0 ´Qqx P B
n
2 y luego Q0pQ0 ´Qqx P B

k
2 .

Debemos ver que }S : `k2 Ñ XQ0K} ď C β

|QK|
1
k

.

Sea y P Q0Rn con }y}2 “ 1. Escribimos pyqB̃ “ pβ1, . . . , βkq y pSyqB̃ “
pγ1, . . . , γkq. Entonces,

pγ1, . . . , γkq “: rSysB̃ “rT sBpβ1, . . . , βkq
t

“rT p
ÿ

βiviqsB.

Notemos que

}
ÿ

βivi}2 ď}
ÿ

βiQvi ´
ÿ

βiQ0vi}2 ` }
ÿ

βiQ0vi}2

ď
1
?
n
}
ÿ

βivi}2 ` 1,

luego,

ˆ

1´
1
?
n

˙

}
ÿ

βivi}2 ď 1

}
ÿ

βivi}2 ď
1

1´ 1?
n

ď 2.

Entonces, T p
ř

βiviq P
2β

|QK|
1
k
QK. Por otro lado,

Sy “
ÿ

γiQ0vi “ Q0p
ÿ

γiviq “ Q0T p
ÿ

βiviq.

Entonces tenemos que Sy P 2β

|QK|
1
k
Q0QK Ă

4β

|QK|
1
k
Q0K. El resultado se sigue

de que |QK|
1
k „ |Q0K|

1
k , usando el Lema 5.1.4.

Ahora podemos probar nuestro resultado principal.
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Demostración del Teorema 5.1.1. Por la desigualdad de Roger-Shephard sa-
bemos que vrpL ´ L,Lq ď 4, para todo cuerpo convexo L Ă Rn. Entonces,
como QpK ´Kq “ QpKq ´QpKq, para toda Q P Pkpnq se tiene que

vrpQpK ´Kq, Zq ď vrpQpK ´Kq, QKqvrpQK,Zq ď 4vrpQK,Zq.

Luego, si vrpQpK´Kq, Zq es grande, también lo es vrpQK,Zq. De ahora en
adelante supondremos, sin pérdida de generalidad, que K es centralmente
simétrico.

Por el Lema 5.2.5 sabemos que

Ptω P Ω0|DQ P Pkpnq,DT P SpQRnq }T : XQZN pωq Ñ XQK} ď
β

|QK|
1
k

u

ď pc1

?
nqnkpc2

?
nqk

2
ckN3 βkN . (5.8)

Sea N “ n logpnq y fijemos β lo suficientemente chico para que la proba-
bilidad en (5.8) tienda a cero. Entonces, como PpΩ0q ě 1 ´ Ne´cn (ecua-
ción (5.5)), sabemos que existe ω P Ω0 tal que para toda Q P Pkpnq y
T P SpQRnq,

}T : XQZN pωq Ñ XQK} ě
β

|QK|
1
k

.

Si calculamos la razón de volumen entre proyecciones de Z :“ ZN pωq y K
obtenemos, usando que δn ď k ď n, la Proposición 3.1.2 (1) y la ecuación
(5.6),

vrpQK,QZq ě
β

|QK|
1
k

|QK|
1
k

|QZ|
1
k

ě
βk

C
a

n logp2`N{kq

ědpδq

?
k

a

log logpkq
,

lo que concluye la demostración del teorema principal.
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re Analyse fonctionnelle (dit”Maurey-Schwartz”), páginas 1–15,
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Blaschke-Santaló, desigualdad, 11
Blashke-Groemer, desigualdad, 23

Bourgain-Milman, desigualdad, 11
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