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Resumen

Esta tesis tiene como objeto contribuir al estudio de algunos problemas
de andlisis geométrico asintético relativos a aproximaciones volumétricas de
un cuerpo convexo mediante imagenes afines de otro.

Dado un cuerpo convexo K < R™ con baricentro en el origen, mostramos
que existe un simplice S © K que tiene también baricentro en el origen tal

5]

1/n
que (W) > ﬁ, donde ¢ > 0 es una constante absoluta y | - | deno-

ta la medida de Lebesgue. Conseguimos esto usando técnicas de geometria
estocastica. Mds precisamente, si K estd en posicién isotrdpica, presenta-
mos un método para encontrar simplices centrados verificando la cota antes
mencionada que funciona con probabilidad extremadamente alta.

Por dualidad, dado un cuerpo convexo K < R"™ mostramos que existe
un simplice S que contiene a K con el mismo baricentro tal que (%) i <
d+/n, para alguna constante absoluta d > 0. Salvo por la constante la esti-
macién no puede ser mejorada.

Defimos la mdzima razén de volumen de un cuerpo convexo K < R"
como lvr(K) := supycgn vr(K, L), donde el supremo se toma sobre todos
los cuerpos convexos L. Probamos la siguiente cota que resulta ajustada en
general: ¢/n < lvr(K), para todo cuerpo K (donde ¢ > 0 es una constante

absoluta). Este resultado mejora la cota anteriormente conocida que es del

orden de , /m.

Estudiamos el comportamiento asintético exacto para algunas clases na-
turales de cuerpos convexos. En particular, si K es la bola unitaria de una
norma unitariamente invariante en R%*? (e.g., la bola unidad de la clase
p-Schatten para 1 < p < o), la bola unidad de una norma tensorial en el
producto de espacios £, o K un cuerpo incondicional, probamos que lvr(K)
se comporta como la raiz cuadrada de la dimensién del espacio ambiente

También analizamos el problema de estimar la razén de volumen entre
proyecciones de dos cuerpos convexos en R" en subespacios de dimension
proporcional a n.

Palabras clave: Razén de volumen, simplices, cuerpos convexos, poli-
topos aleatorios.
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Abstract

This thesis aims to contribute to the study of some problems of asympto-
tic geometrical analysis concerning volumetric approximations of a convex
body by an affine image of another one. For a convex body K < R" with
barycenter at the origin, we show that there is a simplex S ¢ K having also

barycenter at the origin such that (%) v > ﬁ, where ¢ > 0 is an absolute
constant and | - | stands for the Lebesgue measure. This is achieved using
stochastic geometric techniques. More precisely, if K is in isotropic position,
we present a method to find centered simplices verifying the above bound
that works with extremely high probability. By duality, given a convex body
K < R™ we show that there is a simplex S enclosing K with the same bary-

1/n
center such that (%) < d4/n, for some absolute constant d > 0. Up to

the constant, the estimate cannot be lessened.

We define the largest volume ratio of given convex body K < R" as
lvr(K) := supycpn vr(K, L), where the sup runs over all the convex bodies
L. We prove the following sharp lower bound: ¢y/n < lvr(K), for every body
K (where ¢ > 0 is an absolute constant). This result improves the former

best known lower bound, of order , /—2+.
log log(n)

We study the exact asymptotic behaviour of the largest volume ratio for
some natural classes of convex bodies. In particular, if K is the unit ball of
an unitary invariant norm in R%*¢ (e.g., the unit ball of the p-Schatten class
Sg for any 1 < p < o0), the unit ball of a tensor norm on the product of
¢, spaces or K is unconditional, we show that lvr(K’) behaves as the square
root of the dimension of the ambient space.

We also analyse the problem of estimating the volume ratio between
projections of two bodies in R™ onto subspaces of dimension proportional to
n.

Keywords: Volume ratio, simplices, convex bodies, random polytopes.
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Introduccion

Dado un espacio vectorial real de dimensién finita equipado con una nor-
ma, su bola unitaria es un conjunto convexo, compacto con interior no vacio
(lo que llamamos un cuerpo convezo). Por otro lado, mediante el funcional
de Minkowski, todo cuerpo convexo centralmente simétrico resulta la bola
unitaria de alguna norma. Por lo tanto hay una fuerte conexién entre la
geometria de un espacio de Banach y su estructura métrica.

Cléasicamente la geometria era estudiada en dimensiones bajas, usual-
mente dos o tres. El estudio de propiedades geométricas de espacios de
Banach de dimensiones altas tuvo un gran desarrollo durante las tltimas
décadas, como herramienta para el estudio de espacios de dimensién infi-
nita. Mas adelante, la geometria de espacios de dimensiones altas desperté
interés en si misma. En este contexto se estudian familias de objetos de dife-
rentes dimensiones haciendo foco en el comportamiento asintético de ciertas
cantidades. Usualmente la dependencia es con respecto a la dimensién del
espacio ambiente.

Para muchas aplicaciones en analisis geométrico asintotico, geometria
convexa o incluso optimizacién es 1util aproximar un cuerpo convexo dado
por otro. Por ejemplo, la desigualdad cldsica de Rogers-Shephard [AAGM15,
Teorema 1.5.2] establece que, para un cuerpo convexo K < R", el volumen
del cuerpo de diferencias K — K es “comparable” con el volumen de K. Mas
precisamente, |K — K ]% < 4|K ]% Rogers y Shephard también probaron
que, con la condicién adicional de que K tenga baricentro en el origen, el
cuerpo de interseccion K n (—K) tiene volumen “grande”. Es decir, |K n
(—K )\% > 1K \% Estas desigualdades implican que un cuerpo convexo
estd incluido (o contiene) un cuerpo centralmente simétrico cuyo volumen
es lo suficientemente “chico” (o “grande”). En muchos casos esto permite
aprovechar la simetria de estos cuerpos para concluir algo sobre K.

Otro ejemplo interesante de Milman y Pajor [MP89, Seccién 3] muestra
que

1
W\ =
Lg < cinf { <‘]K\‘> : W es incondiconal y contiene a K } ,

donde Lk denota la constante de isotropia de K < R"™ (ver [BGVV14,
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Seccién 2.3.1]) y ¢ > 0 es una constante absoluta. Por lo tanto, tener una
buena aproximacién volumétrica de K por un cuerpo incondicional provee
informacién geométrica estructural de K.

Quizas la aplicacién mas notable de este tipo de aproximaciones se pue-
de ver estudiando el elipsoide de John/Léwner (elipsoide de volumen ma-
ximal/minimal respectivamente). John probd que, si la bola euclidea es el
elipsoide de volumen maximal dentro de K, podemos descomponer la iden-
tidad como combinacion lineal de operadores de rango uno definidos por
puntos de contacto [AAGM15, Teorema 2.1.10]. Este resultado fue com-
plementado por Ball [Bal92] quien mostré que esta propiedad caracteriza
al elipsoide de John. La distribucién de los puntos de contacto entre un
cuerpo convexo y su elipsoide de volumen maximal también fue usada por
Dvoretzky y Rogers [DR50] para probar que todo espacio de Banach de
dimensién infinita admite una serie que converge incondicional pero no ab-
solutamente. También juega un rol clave en el estudio de distancias entre
cuerpos, ver [TJ89] para un desarrollo completo sobre este tema. Referimos
a [Mat02, Gru07, GPT01, Las92, Las98, Pel83] para diversos resultados y
aplicaciones que involucran estos elipsoides extremales.

Una cantidad natural que relaciona un cuerpo K con sus elipsoides de
volumen maximal viene dada por la razon de volumen “estandar”, que fue
introducida por Szarek y Tomczak-Jaegermann en [STJ80],

1
K\ 7
vr(K) = inf { <||8||> : £ es un elipsoide contenido enK } . (1)

Usando la desigualdad de Brascamp-Lieb, Ball mostré que vr(K) es ma-
ximal cuando K es un simplice. El caso extremo, sobre todos los cuerpos
centralmente simétricos, viene dado por el cubo (see [AAGM15, Teorema
2.4.8]).

Una generalizacién de la razén de volumen “estdndar” fue presentada
por Giannopoulos y Hartzoulaki [GH02] y también desarrollada por Gordon,
Litvak, Meyer y Pajor [GLMPO04]: dados dos cuerpos convexos K y L en R™
la razén de volumen del par (K, L) se define como

vr(K, L) := inf { <|T|(KL|)|> i : T(L) esta contenido en K} , (2)

dénde el infimo (en realidad un minimo) es tomado sobre todas las trans-
formaciones afines 7.

En otras palabras, vr(K, L) mide cudn bien puede aproximarse K por
una imagen afin de L. Notar que la cantidad clésica vr(K) es simplemente
vr(K, BY), donde B} es la bola euclidea de R™. Es fécil ver que la razén de
volumen es invariante por transformaciones afines, lo que significa que de-
pende sélo de la clase afin de K y L. Este invariante ya se puede encontrar en



el trabajo de MacBeath [Macbla]. La razén de volumen cubica, vr(B%, K),
fue estudiada por Ball [Bal89] quien probé que para todo cuerpo convexo
K c R",

vr(BY,, K)vr(K, By) ~ vr(BL, BY).

También aparece en el trabajo de Babenko [Bab88] (bajo el nombre de vo-
lumen de soporte) y fue estudiada por Pelczynski y Szarek en [PS91]. De
hecho, una cota para la razén de volumen cibica ya puede encontrarse en
[DR50].

Tratamos el problema de acotar la razon simplicial externa para un cuer-
po convexo K. Es decir,

SOU(K) = vr(S, K)

donde S es un simplice (la cdpsula convexa de n + 1 puntos afinmente in-
dependientes en R™). Dado K < R"™ buscamos simplices que lo contengan
de volumen “chico”. Todo esto generaliza, para dimensiones altas, un pro-
blema de geometria clasico: dado un conjunto convexo K < R? encontrar
el tridngulo de drea minimal que lo contenga. En [Grol8], Gross probd que
para todo cuerpo convexo K < R? hay un tridngulo de a lo sumo el doble
de area conteniéndolo. Para dimensiones mayores el problema de encontrar
el valor exacto de la razén simplicial sigue abierto.

Macbeath, en [Machla], mostré cémo construir un simplice que contiene
a un cuerpo convexo K < R” tal que |S| < n"|K|, obteniendo asi que
S°ut(K) < n. Chakerian [Cha73, Corollary 5] mejoré esta cota mostrando
que

n—1

SU(K)<n n ~n.

La mejor estimacién hasta ahora se puede obtener aplicando una cota
general para razones de volumen de Giannopoulos y Hartzoulaki [GH02],

7 (K) < v/nlog(n). (3)

En este trabajo mostramos la siguiente cota que resulta asintéticamente
ajustada,

SU(K) < +/n.

De hecho, exhibimos algo mds fuerte (Teorema 2.3.4): dado K < R™ hay un
simplice que lo contiene con el mismo baricentro tal que

()



4 Introduccion

Trabajamos con una versién dual de este problema y probamos que, dado un
cuerpo K < R™, existe un simplice contenido en él con el mismo baricentro
tal que

()

Las técnicas que utilizamos nos permiten obtener un resultado de naturaleza
probabilistica, el Teorema 2.4.6, que puede ser visto como un algoritmo
aleatorio para encontrar dichos simplices.

Para encarar el problema para otras clases de cuerpos convexo definimos
la mdzima relacion de volumen (lvr por sus siglas en inglés) de un cuerpo
convexo K como

lvr(K) := sup vr(K, L),
LcR™
donde el supremo se toma sobre todos los cuerpos convexos L < R".
La cota (3) puede ser escrita como

vr(K) < v/nlog(n), (4)

para todo cuerpo convexo K < R". En muchos casos, la maxima razén de
volumen de un cuerpo puede ser acotada por la raiz cuadrada de la dimensién
del espacio ambiente. De hecho conjeturamos que el factor logaritmico en
(4) puede ser removido. Mostramos esto para muchas clases naturales de
Cuerpos convexos.

Estudiamos el caso en el que K < R%9 ¢s la bola unitaria de las
normas p-Schatten. Estas normas son generalizaciones de la norma clasica
de Hilbert-Schmidt para operadores. Referimos a [KMP98, GP07, BCE13,
RV16, KPT18] donde pueden encontrarse muchas propiedades de ellas. Estos
ejemplos surgen de normas unitariamente invariantes. En el Teorema 3.3.6
probamos que si K < R%*? es la bola unitaria de una norma unitariamente
invariante, entonces

lvr(K) < d.

Otra clase natural de cuerpos convexos que tratamos son las bolas unita-
rias de normas tensoriales en productos de espacios ;. Estas normas fueron
largamente estudiadas ya que pueden ser relacionadas con espacios de for-
mas multilineales o polinomios homogéneos (ver por ejemplo[DF92, Din99,
F1097]). Estudiamos el caso de las normas inyectiva y proyectiva y sus versio-
nes analogas simétricas. Mds precisamente, probamos que si F es cualquiera



de los espacios Q. £}, Q. £y, Q' £y o K" £, entonces

Es

lvr(Bg) < +/dim(E).

Adicionalmente, mostramos que si K < R" es incondicional, entonces

Ivr(K) < +/n.

También tratamos el problema de encontrar una cota inferior para la
razén de volumen. Khrabrov [Khr01], usando una construccién de Gluskin
[Glu81], probé que para todo cuerpo convexo K < R"

lvr(K) > , /m- (5)

Para quitar el doble logaritmo en (5) refinamos las técnicas de Khrabrov.
Probamos en el Teorema 4.2.9 que para todo cuerpo convexo K < R"

vr(K) > +/n.

Si combinamos esta cota con las cotas superiores que mencionamos anterior-
mente vemos que esta es la mejor cota asintotica general posible.

En [Rud04], Rudelson estudié el didmetro del compacto de Banach-
Mazur para distancias relacionadas con proyecciones o secciones de cuerpos
coNnvexos.

Basados en el enfoque de Rudelson analizamos el problema de estimar la
razén de volumen entre proyecciones de dos cuerpos en R” en subespacios
de dimensién proporcional a n. Probamos en el Teorema 5.1.1 que para todo
cuerpo convexo K < R™ y k ~ n hay un cuerpo convexo Z tal que

|k
K,QZ)>dy|——

para toda proyeccién ortogonal ) : R” — R™ de rango k. Mediante un
argumento de polaridad, obtenemos una versién dual del resultado: para
todo cuerpo convexo K < R"™ y k ~ n existe un cuerpo convexo Z tal que

k
ZAEKAE)>dy|—0
vi(ZnE, K nE) log log k

para todo subespacio ¥ < R" de dimensién k.

El trabajo esta organizado en cinco capitulos.

En el Capitulo 1 presentamos la notacion y algunas definiciones bésicas
de geometria convexa. También repasamos algunas desigualdades que in-
volucran el volumen de un cuerpo convexo y seran de utilidad. Finalmente,
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introducimos algunas posiciones (imagenes afines) clésicas de cuerpos conve-
x0s como la posicién de John/Léwner, la ¢-posicién o la posicién isotrépica.
También presentamos las propiedades principales de estas posiciones que
son de nuestro interés.

En el Capitulo 2 encaramos el problema de acotar la razén simplicial
exterior. Para eso establecemos una version dual del mismo: para un cuer-
po convexo K buscamos simplices “grandes” contenidos en él. Para poder
establecer adecuadamente la correspondencia entre estas dos versiones ne-
cesitamos aplicar la desigualdad de Blaschke-Santalé [AAGM15, Theorem
1.5.10], que relaciona el volumen de un cuerpo convexo con el de su polar.
Para eso necesitamos que los simplices verifiquen una condicién adicional:
que compartan el baricentro con el cuerpo convexo involucrado.

Para probar que vr(K,S) < v/n y vr(S,K) < 4/n, para K, S < R" un
cuerpo arbitrario y un simplice respectivamente, usamos el método proba-
bilistico. La idea es ver que si uno elige aleatoriamente elementos de un
conjunto especifico, con probabilidad positiva el resultado pertenece a una
clase preestablecida. Esto es lo que nos permite obtener el Teorema 2.4.6.

También presentamos una versiéon no probabilistica del mismo resulta-
dos basada en una construccién de Dvoretzky y Rogers [DR50], que tiene
la desventaja de requerir un calculo explicito de algunos puntos de contac-
to. Basados en un resultado de Pivovarov [Piv10] mostramos una versién
probabilistica de esta construccion.

El Capitulo 3 esta dedicado a acotar la maxima razén de volumen pa-
ra algunas clases naturales de cuerpos convexos. Primero probamos algunas
propiedades elementales de este invariante y mostramos algunos ejemplos
para los que pueden obtenerse cotas ajustadas. Repasamos la demostracion
de Giannopoulos y Hartzoulaki de la mejor cota general conocida [GHO02],
que esta basada en una combinacién de una posicién particular introduci-
da por Rudelson [Rud00] junto con la desigualdad de Chevet [AAGM15,
Theorem 9.4.1]. Aprovechamos propiedades geométricas de algunas clases
de cuerpos convexos y usamos las técnicas mencionadas para ver que, pa-
ra estas clases, la maxima razén de volumen puede ser acotada por la raiz
cuadrada de la dimensién del espacio ambiente.

En el Capitulo 4 probamos una cota inferior para lvr(K), mejorando la
mejor cota conocida hasta ahora debida a Krabrov [Khr01]. Presentamos la
definicién de los politopos aleatorios introducidos por Gluskin [Glu81] y tam-

bién usados por Khrabrov para probar que lvr(K) > - Hacemos

_n
log log(n
algunos cambios sutiles pero importantes en los argumentos de Khrabrov
que nos permiten probar que lvr(K) > 4/n en el caso en el que K < R"
tiene algunas propiedades geométricas especiales. Para extender la cota a
todo cuerpo convexo explotamos dos resultados significativos. El primero es
sobre concentracién de masa en cuerpos isotrépicos y es debido a Paouris
[Pao06], mientras que el segundo es la solucién de Klartag a una versién



isomorfa de la conjetura del hiperplano.

En el Capitulo 5 estudiamos la razén de volumen entre proyecciones
de dos cuerpos convexos. Dado K < R" y k proporcional a n, probamos
la existencia de un cuerpo Z tal que, para toda proyeccion ortogonal ()
de rango k, la razén de volumen entre QK y QZ es “grande”. Superamos
algunos tecnicismos para poder lidiar con cualquier proyeccién usando un
argumento de e-redes y una version Gaussiana de los politopos aleatorios.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos el material necesario sobre la teoria de
cuerpos convexos y el analisis geométrico asintotico que usaremos a lo largo
del trabajo. Introducimos algunas definiciones basicas de convexidad clasica
y establecemos la notacién correspondiente. También enunciamos algunas
desigualdades importantes que tendran un rol clave para obtener nuestros
resultados principales. En la Seccién 1.3 discutimos posiciones particulares
de cuerpos convexos que mostraron ser especialmente tutiles. En [AAGM15,
Pis99, BGVV14, TJ89] puede encontrarse un desarrollo completo de los
temas expuestos en este capitulo.

1.1. Conceptos basicos

Con un cuerpo convezo (o simplemente un cuerpo) K < R™ nos referimos
a un conjunto compacto, convexo con interior no vacio. Un cuerpo K es
centralmente simétrico si x € K implica —x € K. Dada una norma || - | en
R™ escribimos

By = {zeR"| o] <1},

la bola unitaria del espacio X := (R", | - |). Las bolas unitarias son, obvia-
mente, centralmente simétricas. En el otro sentido, mediante el funcional de
Mikowski podemos definir una norma en R™ asociada a un cuerpo central-
mente simétrico:

||l := If{\ > 0| z e AK}.

Escribimos Xx = (R",|| - |x) y tenemos que Bx, = K. Por lo tanto,
el estudio de cuerpos centralmente simétricos se corresponde al estudio de
diferentes estructuras de R™ como espacio normado. Luego de fijar una es-
tructura euclidea en R™ podemos asociar a cada cuerpo convexo K < R",

9



10 Preliminares

con el origen como punto interior, su cuerpo polar,
K®:={yeR" | sup(z,y) < 1}.
zeK

La condicién de que el origen sea un punto interior de K es necesaria para
que K° sea un conjunto acotado. Notar que, por definicién, cuando K es
centralmente simétrico, K° es la bola unitaria del espacio dual X}. Un
propiedad importante de la polaridad es que revierte inclusiones, es decir, si
L c K, K° c L°. También se sigue directamente de la definiciéon que, para
todo operador invertible T,

(T(K))* = (T7H*(K°). (1.1)

Una familia importante de cuerpos convexos son los politopos, la cdpsula
convexa de algunos puntos vy, ..., vk, esto es, el conjunto

k k
conv{vy,..., v} := {Z tiv; | t; = 0 and Z t; = 1}.
i=1 i=1

escribiremos absconv{vi, ..., v} para una cdpsula convexa absoluta, o sea,
conv{twvi,...,tv;}. El polar de un politopo puede computarse facilmente
de la siguiente forma.

Ejemplo 1.1.1. Sea K = conv{v; ... vy}, entonces

k k
K° ={zeR" |{x,> tiv;y <1 forall ) t; = 1}
=1 i=1

y por lo tanto, x € K° si y sélo si (x,v;) < 1 para todo 1 < i < k. En otras
palabras, K° es la interseccién de los hiperplanos P; = {x € R" | {x,v;) < 1}.

Durante este trabajo analizaremos algunos parametros geométricos aso-
ciados a cuerpos convexos en R". Estamos interesados en estimar el com-
portamiento asintdtico de estos pardmetros como funciones de la dimension
del espacio ambiente y no de computar su valor exacto. Para dos sucesiones
de ntmeros reales a, y b, escribimos a,, < b,, cuando existe una constante
C > 0 (independiente de n) tal que a,, < Cb,, para todo n € N. Escribimos
an ~ by sia, <b,yb, < a,. Probablemente una de las férmulas asintoticas
mas famosa es la férmula de aproximacion de Stirling para n!. La usaremos
una y otra vez. Afirma que:

n! ~v2mn <g>n (1.2)

También se puede generalizar para aproximar a la funcion Gamma,

o0
I'(z) = J t" e tda,
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como sigue

T\T
M(z+1) ~V27mx <7> .
e
Nos concentraremos en propiedades volumétricas de cuerpos convexos. Por

volumen de K < R" nos referimos a su medida de Lebesgue que denotaremos
con |K].

Ejemplo 1.1.2 (Volumen de las Bolas p). Una aplicacién directa de la
formula de Stirling es estimar el comportamiento asintético del volumen de
las bolas unitarias de espacios £ = (R",|| - [,) que escribimos como B). Un
célculo estandar (ver por ejemplo [Pis99, ecuacién (1.17)]) muestra que

(2ra+ ]l?))n

P+

i

~—

que aplicando la férmula de Stirling se comporta como

B ~n7 7.

1.2. Desigualdades de volumen

Ahora enunciaremos algunas desigualdades que involucran el volumen
de cuerpos convexos. La primera es la consabida desigualdad de Blaschke-
Santalé que acota el producto entre el volumen de un cuerpo convexo y el
de su polar. Esta cantidad recibe el nombre de producto de Mahler de K,y
por la ecuacién (1.1), es invariante por transformaciones afines. El siguiente
teorema muestra que, entre todos los cuerpos convexos centralmente simétri-
cos, el producto de Mahler se maximiza en elipsoides. Balschke [Blal7] la
probé para n = 3y Santalé [San49] probd el caso general. Meyer y Pajor, en
[MP90], dieron una prueba més simple usando el proceso de simetrizacién
de Steiner.

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Blaschke-Santalé). Sea K < R™ un cuerpo
convezo centralmente simétrico, entonces

[K|IE°] < |B .

Mahler conjeturé que, entre todos los cuerpos con el origen en su interior,
el simplice minimiza el producto de Mahler. El lo probé para n = 2 [Mah39].
El siguiente teorema es una forma reversa del anterior y muestra que vale
una version asintotica de la conjetura de Mahler. Fue dada por Bourgain y
Milman [BM87]. Una prueba simplificada puede encontrarse en [AAGM15,
Teorema 8.2.2].
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Teorema 1.2.2. Sea K < R™ un cuerpo centralmente simétrico, entonces

—

ot 2
(KK = | By

Las siguientes desigualdades son de Rogers y Shephard [RS57] (ver tam-
bién [AAGM15, Teorema 1.5.2]). Nos permitiran reducir varios problemas al
caso de cuerpos centralmente simétricos. Dado K, el cuerpo de diferencias de
K se define como el cuerpo convexo centralmente simétrico D(K) = K — K.
Este es el menor cuerpo centralmente simétrico que contiene a K. Por otro
lado, el mayor cuerpo centralmente simétrico contenido en K es K n (—K).
Con bar(K) nos referimos al baricentro (o centroide) de K que se define
como

1
bar(K) = |K|L{xdx =0.

El siguiente teorema afirma que, en el caso en el que bar(K) = 0, los tres
cuerpos mencionados anteriormente tienen volumen comparable.

Teorema 1.2.3. Sea K < R™ un cuerpo convexo, entonces

2
K - K| < ( ”>|Ky.
n
En el caso en que bar(K) = 0 también tenemos que

K n (—K)| = 27"|K]|.

1.3. Algunas posiciones especiales

Decimos que K’ es una posicion de K si existe una transformacién afin
invertible T : R® — R" tal que T(K) = K’. A continuacién presentamos
algunas posiciones clasicas de cuerpos convexos.

1.3.1. Posiciones de John y Lowner

Unas de las posiciones clasicas méas conocidas son las posiciones de John
y Lowner. Un cuerpo convexo K < R"™ estd en posicion de John si la bola
euclidea es el elipsoide de volumen maximal contenido en K y se dice que
estd en posicion de Lowner si By es el elipsoide de volumen minimal que
contiene a K. Todo cuerpo convexo admite una tunica (salvo transforma-
ciones ortogonales) posicién de John y de Lowner. La existencia de dichas
posiciones se puede deducir facilmente de un argumento estdndar de com-
pacidad. Segun Busemann [Bus50, Bus55], Lowner descubrié la unicidad del
elipsoide de volumen minimal pero comunicé el resultado oralmente. John,
en [Joh48], extendid la regla de multiplicadores de Lagrange al caso en el
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que las condiciones adicionales son inecuaciones (en lugar de ecuaciones).
Como consecuencia de esto prob6 que, cuando B3 es el elipsoide de volumen
maximal en K tenemos que

By ¢ K c nBy. (1.3)

También senalé que cuando K es centralmente simétrico n puede ser reem-
plazado por 4/n, es decir,

B} ¢ K < \/nBj. (1.4)

De hecho, John también dio una descripcién de los puntos de contacto entre
K y Bj en el caso en el que K estd en posiciéon de John. Con un punto
de contacto entre By y K nos referimos a un punto z, que estd en 0By N
0K n 0K°. Notar que, si By ¢ K y z € 0B} n 0K, también se tiene que
x € 0K°. Escribimos z1 ® xo para referirnos al operador de rango uno,
1 ® x2(y) = {x1,y)xe. En el caso en que x tiene norma uno, z ® = es la
proyeccién ortogonal en la recta generada por z. El siguiente teorema es de
John y fue complementado por Ball [Bal92].

Teorema 1.3.1. Sea K < R"™ un cuerpo convezxo. La bola euclidea By es el
elipsoide de volumen mazimal contenido en K siy solo si By < K y existen
puntos de contacto (z;)L, y mimeros positivos (c;)Ly tales que

m
Z ijj =0
7j=1

Id = ZCjIL’j@(Ej. (15)

7=1

Nos referimos a (1.5) como una descomposicion de la identidad. No es
dificil verificar que cualquier descomposicién de la identidad debe satisfacer
que Y ¢; = n. Observar que, si &€ = T(BY) es un elipsoide centralmente
simétrico contendio en K, £° es un elipsoide que contiene a K°. Adems4s,
por la ecuacién (1.1),

Elle°] = | .
Por lo tanto, si £ es el elipsoide centralmente simétrico de volumen maximal
dentro de K, £° debe ser el elipsoide de volumen minimal que contiene
a K°. Entonces, si K estd en posicién de John, K° estd en posicién de
Lowner. Como, por definicion, los puntos de contacto en ambos casos son
los mismos, podemos formar también una descomposicion de la identidad
con estos puntos en el caso en el que K estd en posiciéon de Lowner.

Como una aplicacién de la descomposicién de la identidad presentamos
una caracterizacion de la posicién de John para el caso del simplice.
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Ejemplo 1.3.2. Decimos que un n-simplice, la capsula convexa de n + 1
puntos afinmente independientes, es un simplice reqular si todos sus vértices
son equidistantes. Mostraremos que el simplice en posicién de Léwner es un
simplice regular. Supongamos que S := conv{vy,...,vp4+1} estd en posicién
de Lowner. Notar que, n+1 es la cantidad minima de vértices que se necesita
para formar una descomposicién de la identidad. Entonces, existen nimeros

positivos (cj)?:ll tal que Id = Z;L;rll ¢jvj @ v;. Luego, tenemos que
n+1
vp = ) €0, 00 = vy + ) ¢ivj, v, (1.6)
=1 7k

Por otro lado, como Z?:ll cjvj =0,
1

O N 1.7

k o Z 3Yi (1.7)

Combinando (1.6) y (1.7) obtenemos,
1
0=(ce—1) | — D vy |+ )] e, v
Rk j#k

0=Y¢ (<vj,vk>— G — 1) v;.

£ C
j#k k

Como cualquier eleccion de n vértices debe ser linealmente independiente,
tenemos,
cp — 1

(vj,v) = P

para todo 1 < j, k < n + 1. Lo que muestra que todos los ¢; son iguales, y
entonces ¢ = nLH Ademés, el angulo entre todos los vértices es el mismo, lo
que implica que son equidistantes. El polar de S es un simplice en posiciéon
de John con caras dadas por Fy = {z € R" | {x,vx) = 1}. Sus vértices se

pueden computar como
WE = ﬂ Fi‘

itk
Entonces,

n n+1 n

Wk =g Z<wkavi>vi = v + (Wi, vi )V,
i=1 i#k
D (—op + (g, viyor) = —— (Cwpy o) — 1) (1.8)
= —|—0 WE, VL )V, = —— Wk, U — V. .
menELeLl o Ok)k) = 7 (Cwk, v k
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SO
Figura 1.1: Un simplice regular y su polar como en el Ejemplo 1.3.2.

Luego,
( )= —— (< ) — 1) )
W, U W, U Ve, Uk )-
ky Vk nr1 ky Vk ky Vk
Por lo tanto tenemos que,

(wg, vy = —n.

De (1.8) deducimos que S° = —nS.

1.3.2. Posicién isotropica

Otra posicion 1til surge de la mecénica clasica y es llamada la posicion
isotrdpica. Decimos que un cuerpo convexo estd en posicién isotrépica (o
simplemente que es isotrépico) si tiene volumen uno y satisface las siguientes
condiciones:

» bar(K) =0,

. J (x,0)?dr = L% VOe S
K

donde Ly is una constante independiente de #, que se llama la constan-
te isotropica de K. Notar que, la posicion isotrépica puede ser entendida
en terminos de la medida uniforme sobre K. Si K es isotrépico, esta es
una medida de probabilidad con esperanza cero y matriz de covarianza un
multiplo de la identidad. Es sabido que todo cuerpo convexo admite una ini-
ca (salvo transformaciones ortogonales) posicion isotrépica (ver por ejemplo
[BGVV14, Proposicién 2.3.3.]). Luego, podemos definir la constante isotrépi-
ca de un cuerpo convexo K como la constante isotréopica de la imagen afin
isotropica de K. La siguiente proposiciéon muestra que Lx siempre esta aco-
tada inferiormente. Su demostracién es simple y puede ser encontrada, por
ejemplo, en [AAGM15, Proposicién 10.1.8].
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Proposicién 1.3.3. Para todo cuerpo convexo K < R"™,
L > LB; > 1.

Vale mencionar que no se sabe si la constante isotrépica esta acotada
superiormente por una constante absoluta. Esta es quizas la principal pre-
gunta abierta en el drea y tiene muchas formulaciones equivalentes. El origen
de esta pregunta es la llamada conjetura del hiperplano, que pregunta si to-
do cuerpo centrado de volumen uno tiene una seccién determinada por la
intersecciéon con un hiperplano por el origen cuyo volumen es mayor que
alguna constante absoluta ¢ > 0. La conjetura del hiperplano aparece por
primera vez en el trabajo de Bourgain [Bou86], pero fue enunciada de esta
forma en un articulo de Milman y Pajor [MP89], donde se prueban distin-
tas formas equivalentes de la conjetura. La mejor cota general conocida es
Lg < ent, que fue dada por Klartag [Kla06] y mejoré la estimacién anterior
Li < ceni logn que es de Bourgain [Bou91].

A continuacién enunciamos dos propiedades de los cuerpos isotrépicos
que usaremos mas adelante. El primero es un resultado conocido de Kan-
nan, Lovész y Simonovits [KLS95, Teorema 4.1], que afirma que los cuerpos
isotrépicos contienen una bola euclidea “grande”.

Lema 1.3.4. Sea K < R™ un cuerpo convexo isotrdopico, entonces

2
A LBy c K. (1.9)
n

El segundo estd relacionado con un buen comportamiento de las mar-
ginales. Antes de enunciarlo necesitamos una defincién. Sea (£2,%, 1) un
espacio de probabilidad y f : 2 — R una funcién medible. Decimos que f
es 11 si existe A > 0 tal que

Lf ()]
Je X dp < 0.
Q

en ese caso la norma 11 (o norma subexponencial) se define como sigue,

[y, :=mf{x>0| f elﬂxw)ld‘u <2}
Q

La norma 11 es un caso particular de las normas de Orlicz. Para mas infor-
macién de este marco general ver por ejemplo [AAGM15, Subseccién 3.5.2]

El siguiente lema da una cota para la norma ; de las marginales de
un cuerpo isotrépico. Una prueba de él se puede encontrar en [BGVV14,
Proposicién 3.1.2].

Lema 1.3.5. Eriste una constante absoluta C > 0 tal que para todo cuerpo
isotrdpico K < R™ y todo 6 € S~ se tiene que

|0 n,, < CLk. (1.10)
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1.3.3. /-posicion

Ahora introduciremos otra posicién especial. Primero necesitamos algu-
nas definiciones. Dado un cuerpo centralmente simétrico K el ancho prome-
dio de K se define como

()= | 16lx-do(6),

donde o es la medida de Haar normalizada en S"~!. El promedio esférico
de una norma (en realidad de cualquier funcién homogénea) se relaciona
con su promedio Gaussiano. Si G es un vector con coordenadas Gaussianas
idependientes, HG% estd distribuido uniformemente en la esfera, mds atn,
IGl2y ﬁ son independientes. Entonces, los promedios esférico y Gaussiano
difieren en el factor E(||G|2). Un cdlculo estdndar junto con la férmula de
Stirling muestra que

VLt
I(3)

Entonces, si 7, es la medida Gaussiana estdndar en R”, vale lo siguiente,

E([Gl2) = ~Vn.

N[

\/ELM 10] o dor(6) ~ fRn || s drym (). (1.11)

Dado un cuerpo convexo K definimos,

(0 = | ald(a).
Rn
Con esta definicién, la ecuacién (1.11) toma la forma
UK) ~+/nw(K°). (1.12)

La definiciéon mas usual del parametro ¢ es usando el segundo momento en
lugar del primer momento, o sea

([, ||ac||%(cm<w>)é .

Aplicando una desigualdad del tipo Kahane-Khinchine para seminormas (ver
por ejemplo [TJ89, ecuacién (4.5)]) vemos que

(J;m |aC’%<al’)’n(aU)>é ~ fRn ||  dryn (). (1.13)

Por lo tanto, desde un punto de vista asintotico, ambas definiciones de £ son
equivalente. Usamos el primer momento para que la relacién con el ancho
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promedio resulte més transparente. El parametro ¢ fue introducido por Figiel
y Tomczak-Jaegermann en [FTJ79] en el contexto de normas de operadores.
Ellos probaron que todo cuerpo convexo K < R™ admite una posiciéon K tal
que

UK)(K®) < nRad(K),

donde Rad(K) es la norma de la proyeccién de Rademacher R,, : L?*(Xg) —
L?(X). Omitimos las definiciones del caso porque no haremos uso de ellas,
més informacién sobre este tema puede encontrarse en [TJ89] y [Pis99].
Por otro lado, Pisier [Pis79] prob6 que para todo espacio de Banach X de
dimensién n, con Bx = K, se tiene,

Rad(K) < clog(d(K, By) + 1),
donde d(K, %) es la distancia de Banach-Mazur entre K y By,
(K, ) = nf{a-b| 2}( © TBY < bK},
que por el teorema de John estd siempre acotado por 4/n. Juntando todo
esto obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.6. Dado un cuerpo convero K < R" existe una posicion de
K, K tal que {(K){(K°) < nlog(n + 1).

Terminamos este capitulo con una desigualdad cldsica de Urysohn, que
relaciona el ancho promedio de un cuerpo convexo con su volumen. Diversas
pruebas de ella pueden ser encontradas en [AAGM15, Teorema 1.5.11].

Lema 1.3.7 (Urysohn). Sea K < R™ un cuerpo convexo. Entonces,

&)= (|§|\>

Aplicando la férmula de Stirling, la ecuacién (1.12), y la desigualdad
de Bourgain-Milman Teorema 1.2.2; la desigualdad de Urysohn toma la si-
guiente forma,

UK) = —. (1.14)



Capitulo 2
Razo6n simplicial

En este capitulo tratamos el problema de aproximar un cuerpo convexo
en R™ por un simplice n-dimensional de volumen similar. Esto es una gene-
ralizacién de una pregunta de geometria cldsica relacionada con encontrar
tridngulos de area minima que contengan un conjunto convexo plano. En
la Seccién 2.2 repasamos la rica historia detrds de este problema. Aborda-
mos dos versiones duales de él, es decir, dado un cuerpo convexo K < R"
aproximarlo por un simplice contenido en él o que lo contenga. Para que
estas dos formulaciones sean equivalentes debemos pedirle una propiedad
adicional al simplice: que tenga el mismo baricentro que K. Formulamos el
problema y probamos la equivalencia entre ambas versiones en la Seccion
2.3. En la Seccién 2.4 usamos el método probabilistico para probar la exis-
tencia de simplices que satisfacen las propiedades deseadas. Obtenemos asi
nuestro resultado principal, el Teorema 2.4.6, que consiste en un algoritmo
probabilistico para encontrar dichos simplices. Finalmente en la Seccién 2.5
presentamos una prueba no probabilistica del problema usando una cons-
truccién clasica de Dvoretzky y Rogers sobre paralelepipedos y cuerpos con-
vexos. Si bien su construccién provee la existencia de un paralelepidedo con
las propiedades deseadas puede ser dificil de encontrar explicitamente. Tam-
bién presentamos una versién aleatoria del mismo resultado que nos permite
evitar esto.

2.1. Introduccion

Con un simplice S < R™ nos refermimos siempre a un simplice n-
dimensional, la cdpsula convexa de n + 1 puntos afinmente independientes.
Dado un cuerpo convexo K < R" definimos la razon simplicial exterior

de K,
SOU(K) := min <| ) ,

donde el minimo se toma sobre todos los simplices S en R™ que contienen a

19
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K. Nuestro objetivo es dar una cota asintética de la razén simplicial exterior
para un cuerpo convexo K cualquiera. Primero observemos que, como todos
los simplices pertenecen a la misma clase afin, S°“ resulta ser un invarante
afin de K. De hecho,

1/n —1 1/n
out o S| (TS
STHUTK) = puin <|TK|> = R ( K]

~ 1/n
= min ﬁ .
KcS |K‘

Comencemos con algunos ejemplos para ilustrar el problema.

Ejemplo 2.1.1 (El simplice de volumen minimal para la bola euclidea).
Sea K := B, la bola euclidea, y S © By el simplice regular definido en el
Ejemplo 1.3.2. Veamos que S es el simplice de volumen minimal que contiene
a K. Si no, entonces existe un simplice T < R"™ conteniendo a la bola con
vol(T) < vol(S). Consideremos la transformacién lineal A € GL(n) tal que
A(S) = T; entonces, | det(A)| < 1. Por lo tanto A~!(B%) es un elipsoide con
volumen mayor o igual que |BY| dentro de S, lo que contradice el hecho de
que S esta en posicién de John.

Para computar el volumen del simplice es més facil trabajar en R**1,
en el hiperplano ), x; = 1. De esta manera el simplice esta representado
como el simplice n-dimensional conv{ey,...,e,4+1}, que contiene a la esfera

n-dimensional centrada en el punto (n%rl, e n%rl) y de radio

(1 Ly 1o>\—1 (2.1)
n+1" " n+1 n’ _\/m‘ '

Notar que, mediante esta identificacién, S es una cara del simplice A :=

r =

conv{0,e1,...,e,t1} que tiene volumen m Si pensamos a este simplice
como un cono con base S, el volumen puede ser calculado como
1 1 1 1 1
Al=—|S Yy = S .
4] n+1| |nH(n+1 TH—I)H n~|—1| ‘”\/m

Si ahora reescalamos por el radio computado en la ecuacién (2.1) obtenemos:

(n+ 1)nTHn%

n!

S| = (2.2)

Por otro lado, el volumen de la bola euclidea fue calculado en el Ejem-
plo 1.1.2,

B

WIS N
+
=

Mgy
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Usando la férmula de Stirling (ecuacién (1.2)) obtenemos entonces

K )i
Ui RN
K|

Concluimos que S (BY) ~ y/n.

Figura 2.1: El simplice de volumen minimal que contiene a la bola euclidea
es el simplice regular que la circunscribe.

Ejemplo 2.1.2 (El cubo). Sea K el cubo [0,1]" < R™ y consideremos el
simplice S := conv{0, ney,...,ne,}. Tenemos que K < S'y

1
(‘S> "l
K]
De hecho, como la suma de las coordenadas de todos los puntos en el cubo
es menor o igual a n, tenemos que K < S. El volumen del cubo es 1 y el
volumen del simplice es w = %T,L Aplicando la férmula de Stirling,

como siempre se tiene que S (K) > 1, tenemos S?(K) ~ 1.

2.2. Contexto histdrico

Antes de enunciar nuestro resultado principal vamos a repasar la historia
detras de este problema. Para el plano, i.e. n = 2, fue completamente re-
suelto por Gross [Grol8] (y generalizado de diferentes formas por Kuperberg
[Kup83]): todo cuerpo convexo K < R? puede ser inscripto en un tridngulo
de drea a lo sumo 2| K| (ver Figura 2.3). Esta razén se corresponde (exclusi-
vamente) al caso en el que K es un paralelogramo. En general no se conoce
la medida del tetraedro (no necesariamente regular) de menor volumen que
contiene a un cuerpo convexo K < R3. Si K < R? es un paralelepipedo
de volumen uno, entonces el tetraedro de volumen minimal que lo contiene
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tiene volumen 9/2. Es una pregunta abierta si este es el peor caso general.
Hasta donde sabemos, para dimensiones mayores (n > 4) ni siquiera hay
cotas conjeturadas.

Una cota n-dimensional para la razén simplicial fue dada por Macbeath
en [Machla] donde construye un simplice conteniendo a un cuerpo convexo
K tal que |S| < n"|K|, lo que implica la cota S°“*(K) < n. Esta cota fue
mejorada (pero con el mismo orden asint6tico) en los setenta por Chakerian
[Cha73, Corolario 5]. La misma estimacion fue recientemente redescubierta
por Kanazawa [Kanl4, Teorema 1] usando argumentos diferentes. En parti-
cular, ambos autores mostraron que

n—1

SUK)Y<n n ~n. (2.3)

Notar que cuando n = 2 esta es la cota de Gross.

Es posible mejorar la cota anterior aplicando una desigualdad general pa-
ra razones de volumen de Giannopoulos y Hartzoulaki [GHO02], donde ellos
reducen el problema al caso centralmente simétrico y aplican la desigualdad
de Chevet (Teorema 3.3.2) para una posicion particular de los cuerpos re-
lacionada con la ¢-posicién (Teorema 1.3.6). Discutiremos su construccién
con mas detalle en el Capitulo 3. Como una consecuencia de su resultado
tenemos que

SOU(K) < +/nlog(n). (2.4)

Hasta donde sabemos, esta es la mejor cota obtenida hasta ahora; ver tam-
bién el reciente trabajo de Paouris y Pivovarov [PP17, Corolario 5.4], acerca
de una version aleatoria de la desigualdad de Urysohn, donde obtienen la
misma cota pero con un método diferente.

Por dualidad, acotar la razén simplicial exterior estd relacionado con
encontrar simplices de volumen grande dentro de un cuerpo convexo. La
busqueda de simplices de volumen grande contenidos en un cuerpo convexo

Figura 2.2: El sfmplice conv{0, 3e1, 3ez, 3e3} que contiene al cubo [0, 1]? < R?
como en el Ejemplo 2.1.2.
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Figura 2.3: Tridngulo de area minima conteniendo al cubo.

tiene una extensa e interesante historia en geometria. Por ejemplo, el estu-
dio de el area maxima de triangulos en un cuerpo plano fue abordado por
Blaschke [Blal7] a comienzos del siglo X X.

Sas [Sas39] y Macbeath [Mac51lb] también consideraron el problema
de aproximar un cuerpo convexo por politopos inscriptos en él. McKinney
[McKT74] estudié ciertas propieades de estos simplices de volumen méximo
dentro un cuerpo centralmente simétrico. En [HKL96] se trata el caso de
simplices de volumen grande dentro de cubos.

En [Syl65] Sylvester plantea una pregunta clésica relacionada con simpli-
ces dentro de cuerpos convexos: dados 4 puntos distribuidos uniformemente
en un cuerpo plano K, jcudl es la probabilidad de que su capsula convexa sea
un tridangulo? Esto estd directamente relacionado con estimar la esperanza
del volumen de un simplice aleatorio con vértices tomados uniformemente
en un cuerpo convexo. Dado K < R"™ de volumen 1, sea

Sy(K) = <L< .. JK lconv{z1 ... Tns1}Pdzr . .. dan) . (2.5)

El llamado problema de Sylvester es describir la clase afin de cuerpos con-
vexos para los que S,(K) es maximizado o minimizado. Para n = 2 Blashke
[Bla17] estableci6 que los minimizadores y maximizadores son elipsoides y
simplices respectivamente. Groemer [Gro73] probé que para cualquier cuerpo
convexo K se tiene que Sp(K) = S,(By) (desigualdad de Blashke-Groemer)
y la igualdad se alcanza si y sélo si K es un elipsoide. En la otra direccién
el problema estd abierto para n > 3. Se conjetura que el simplice maximiza
esta cantitad, esto se conoce como la conjetura del simplice. Milman y Pajor
[MP89] establecieron una relacién entre S;(K) y la constante de isotropia
de K, probaron que

Ly

vn

Como una consecuencia de esta relacién se tiene que la conjetura del
simplice implica una respuesta afirmativa a la conjetura del hiperplano.

Busemann [Busb3] introdujo la siguiente variante del funcional de Syl-
vester,

S1(K) (2.6)
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By(K) = (L{ o L{ lconv{0, z1, . . ., @n}[Pdzy .. .dxn>’1’ . (2.7)

Como antes, el minimo de B,(K) entre todos los cuerpos convexos se obtiene
cuando K es un elipsoide. Esto lleva a la siguiente desigualdad, conocida
como la desigualdad del simplice aleatorio de Busemann. [Busb53],

Bi(K) = (%)n\m”“ > (\jﬁ)nu{\"“, (2.8)

con ¢ > 0 una constante absoluta.

2.3. Razon simplicial interna y dualidad

Para obtener una cota general para S°“(K) vamos a trabajar con un en-
foque dual del problema: encontrar simplices de volumen grande contenidos
en K.

Dado un cuerpo convexo K < R" definimos la razén simplicial interior

de K como Y
; . IK!> "
S (K) := min < ,
(K) 5]

donde el minimo se toma entre todos los simplices S < K.

Ejemplo 2.3.1. Sean K := By y S el simplice regular en posicién de
Lowner. El mismo argumento que fue utilizado en el Ejemplo 2.1.1 muestra
que S es el simplice de volumen maximal dentro de K. Como S puede ser
obtenido contrayendo el simplce regular que contiene a la bola por un factor
n, por la ecuacién (2.2) tenemos que,

n+1 n
1) 2 n2 1
S| = (n+1)2mn> - (2.9)

nlnn n
y entonces S (BY) ~ \/n.

Hay muchas maneras de mostrar que para todo cuerpo K, S (K) <
y/n. Se puede encontrar en el trabajo de Macbeath [Macblal. También fue
mostrado por Giannopoulos, Perissinaki y Tsolomitis en [GPTO01]. Mostra-
remos como probarlo usando un lema clasico, el Lema de Dvoretzky-Rogers,
que afirma que es posible extraer de una descomposicién de la identidad una
base “casi” ortogonal.

Lema 2.3.2 (Dvoretzky-Rogers). Sean wi,...,w, € S™ ' y c1,...,cm

tales que Id = Y ciw; ® w;, entonces existe un subconjunto de vectores
1

(o1, v} < {wr,. . w) tal que |Py(vgir)]2 = (%)% para 1 < k <

n — 1, donde Py es la proyeccion ortogonal sobre span{vi, ..., v}
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Demostracion. Primero observemos que para toda transformacién lineal T :
R™ — R™ debe existir w; tal que {w;, Tw;) > # De hecho,

tr(T) 1 2” 1 Zn
I'( ) = — C,L'<,I'7 w; ) ’U)Z> = g Ci<Twi7 wi>7
i=1

" nia
y para algun vector w;, (T'w;, w;) debe ser mayor que el promedio aritmético.
La prueba sigue por induccién. Fijemos v; = w; y supongamos que ya
tenemos vy ...vg. Si P es la proyeccién ortogonal sobre span{vy ...v;}",
tr(Pg) = n — k. Tomemos w; tal que {w;, Prw;) = ”T_k, tenemos

1
|PeCwi)l2 = Cwi, Prwd? > (” - "") |

n
lo que concluye la demostracién ]

Ahora, consideremos {vi,...,v,} dados por el Lemma de Dvoretzky-
Rogers y definamos el simplice S := conv{0,v1,...,v,}. Podemos pensar a
este sfmplice como el cono con base conv{0,vy,...,v,—1}. Su volumen se
puede calcular como

1
—||Pr—1(vp)|2|conv{0, vy, ..., vp—1}|n—1-
n

Ya que conv{0, vy, ...,v,—1} es asu vez un cono con base conv{0, vy, ..., v,—2},
iterando el argumento obtenemos
(n—1)0 1 (2.10)
nlv/n! n’ '
Como una consecuencia de esto tenemos la siguiente proposiciéon sobre la
razon de volumen interior para un cuerpo convexo cualquiera

1
151 = il Pa-r(wn)l2|Pr2(vn-1)]2.- .- Jr]2 >

Proposicién 2.3.3. Dado K < R"™ un cuerpo convexo hay un simplice

1
S c K tal que (%)n < 4/n.

Demostracion. Supongamos que K es en posicién de Lowner y consideremos
una descomposicion de la identidad formada por puntos de contacto entre
K y BY como en el Teorema 1.3.1. Extraemos, de los puntos de contactos,
los vectores dados por el Lemma 2.3.2 y consideramos el simplice S :=
conv{0,v1,...,v,}. Como K < BY tenemos

1 1
()< ()
B 5]

El resultado se sigue de la ecuacién (2.10) y la férmula de Stirling. O
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Una cota del mismo orden asintético se puede obtener también consi-
derando simplices aleatorios formados por vértices uniformemente distribui-
dos dentro de K. Aplicando las ecuaciones (2.7) o (2.6) podemos probar la
existencia de simplices dentro de K con volumen del mismo orden que el
mostrado anteriormente.

Para poder deducir una cota para la razén exterior a partir de la interior
es necesario pedirle al simplice una propiedad adicional, que comparta el
baricentro con el cuerpo convexo dado. La razén principal detrds de esto es
que hacemos uso de la polaridad para pasar de una forma a la otra. Dado
un cuerpo convexo K < R™ y un simplice S ¢ K tenemos que S° D> K°, y
necesitamos la desigualdad de Blaschke-Santal6 (Teorema 1.2.1) para poder
relacionar el volumen de S y S°.

Para un cuerpo no centralmente simétrico L, la desigualdad de Blaschke-
Santalé toma la siguiente forma:

min |L||(L - 2)°| < | B3|
zeL

El punto donde se alcanza el minimo recibe el nombre de punto de San-
talo de L. Entonces, s6lo podemos relacionar el volumen de L con el volu-
men del cuerpo polar de una traslaciéon de L. Luego, para que se mantenga
la inclusién entre S y K, deberiamos trasladar a K también, pero en ese
caso perdemos control sobre el volumen del polar de K. Es sabido (ver por
ejemplo [Sch14, ecuacién (10.23)]) que si bar(L%) = 0 entonces el punto de
Santalé de L es en el origen y, como veremos en el Lema 2.3.7, ese es el caso
de un simplice centrado. Esto induce una versién més fuerte del problema
mencionado anteriormente. Dado un cuerpo convexo K < R", definimos

donde el minimo se toma sobre todos los simplices S que contienen a K y
tienen el mismo baricentro.
Similarmente,

1
- ()7
SUYK) := min < ,

donde el minimo se toma sobre todos los simplices .S incluidos en K y tienen

el mismo baricentro. El problema ahora es obtener una cota general para
ambos, S (K) y S"(K).

Teorema 2.3.4. Dado un cuerpo convero K < R™ existe un simplice S con

1
el mismo baricentro tal que K < S y (%) "< \/n.

Teorema 2.3.5 (Version dual). Dado un cuerpo convero K < R" existe un

1
simplice S con el mismo baricentro tal que S < K y (%) "< n.
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Antes de probarlos vamos a mostrar como deducir el Teorema 2.3.4 a
partir del Teorema 2.3.5.

Comenzamos con dos lemas acerca del baricentro de un simplice y de su
cuerpo polar.

Lema 2.3.6. FEl baricentro de un simplice S = conv{vy,...,vp4+1} estd dado
por el promedio aritmético de sus vértices,

Demostracion. Primero observemos que si f : R — R” es una transfor-
macién afin, f(z) = Az + v, y K < R" es un cuerpo convexo se tiene que

f(bar(K)) = bar(f(K)), de hecho,

1
bar(f(K)); = J xidzy ... dxy,
|| Jp oy
1
= idet(A)dxy...dx, =Db K)).
TR | @ det(Ade o, = bar(f(5))
Luego, como todo simplice es una imagen afin de A = conv{0,ey,...,e,}

s6lo necesitamos probar la afirmacién para este ultimo simplice. Notemos
que A es invariante por permutaciones de coordenadas y también debe serlo

su baricentro. Entonces, tenemos que bar(A) = (b,...,b) y el inico punto
de esa forma dentro de A es (%H, cee n%rl) O

Lema 2.3.7. Sea S < R"™ un simplice con baricentro en el origen, entonces
S° también es un simplice centrado.

Demostracion. Sea Ag := conv{ey,...,en, — >, e;}. Por el lema anterior sa-
bemos que el baricentro del simplice conv{vy, ..., v,} viene dado por el pro-
medio aritmético de sus vértices,

bar(conv{vp,...,vp}) = n —1F D Z ;. (2.11)
i=0

Sabemos que existe una transformacién afin 7' tal que S = T'Ag. Como S
y Ag tienen baricentro en el origen, T' debe ser lineal. Sabiendo que S° =
(T*)~ A3, para mostrar bar(S°) = 0 alcanza con hacerlo para AJ.

El cuerpo polar de un politopo es la interseccion de los hiperplanos de-
terminados por sus vértices (Ejemplo 1.1.1), tenemos entonces que Af =
(Hz : (z,ei) < 1}z : {x,— > e;) < 1} y sus n + 1 vértices vienen da-
dos por todas las posibles intersecciones de n de estos hiperplanos. Luego,

6 ={v1,...,vp41} con

n

Upt1 = ﬂ{$ xyey =1} = Zei
i=1

=1
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vk:ﬂ{x:<x,ei>:1}ﬂ{m:<x,—26i>:1}:(1,1,...,—n,...,1).

i#k
El resultado se sigue del hecho de que Z;-fll v; = 0. 0

Demostracion del Teorema 2.5.4. Sea K < R™ un cuerpo convexo cualquie-
ra con baricentro en el origen. Por la desigualdad de Rogers-Shephard, Teo-
rema 1.2.3, el cuerpo central mente simétrico de diferencias D(K) = K — K
contiene a K y cumple

(’?(lg)‘) . <4 (2.12)

Por el Teorema 2.3.5 aplicado al cuerpo D(K)° existe un simplice con
baricentro en el origen T' < D(K)° tal que

("i(f?”fw (2.13)

Consideremos el simplice S = T°. Por el Lema 2.3.7, .S también tiene
baricentro en el origen y obviamente S > D(K). Ahora,

o O 11 . 21 91
ID(K)| — [D(K)|[D(K)°| [T (2.14)

Por las desigualdades de Blaschke-Santal6, Bourgain-Milman y la férmu-
la de Stirling se tiene

ST Hn
(|D(K)|D(K)O|) =1 (2.15)

El resultado se sigue inmediatamente de las ecuaciones (2.12), (2.13),
(2.14), (2.15) y del hecho de que D(K) o K y entonces S > K, lo que
concluye la demostracion.

O

Observaciéon 2.3.8. En la demostracién anterior pasamos por el cuerpo de
diferencias de K porque el polar de un cuerpo centrado puede no necesaria-
mente serlo (ver [MSW10]).

Los Ejemplos 2.1.1 y 2.3.1 muestran que las cotas obtenidas son asintéti-
camente ajustadas.
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2.4. Un enfoque probabilistico

El método probabilistico es un método usual para probar la existencia
de un determinado tipo de objeto matematico. La filosofia es mostrar que si
uno elige objetos de forma aleatoria de una clase especifica, la probabilidad
de que el resultado sea un tipo preestablecido es positiva. En esta seccion
usaremos este método para dar una prueba de una versién mas fuerte del
Teorema 2.3.5. Para esto necesitamos dos proposiciones que esencialmente
afirman que, con probabilidad muy alta, ciertos simplices aleatorios tienen
“buenas propiedades”.

Supongamos que K < R"™ es un cuerpo convexo isotrépico y elegimos

aleatoriamente X1, ..., X,, en K. El siguiente enunciado asegura que tipica-
mente el baricentro del simplice aleatorio conv{0, Xi,...,X,} tiene norma
“chica”.

Proposiciéon 2.4.1. Existe una constante absoluta c¢1 > 0 tal que para todo
cuerpo convezo isotropico K < R™ y {X;}I" | vectores aleatorios indepen-
dientes distribuidos uniformemente sobre K entonces

1
P{||bar(T)| < c1Lr} >1— 56_”',

donde T es el simplice aleatorio conv{0, X1,..., X,}.

Los argumentos que usamos para probar esta proposicién estan basados
en las pruebas de [AG08, Theorem 3.1.] y [KKO09, Theorem 1.1.].

Necesitamos enunciar un lema técnico. Dado un espacio métrico M, una
d-red para M es un conjunto N’ < M tal que para todo x € M existe n e N'
tal que d(x,n) <.

Lema 2.4.2. Sea § > 0 yn € N. Existe una 6-red N para S"~1 con cardinal
#N) < (1+5)"

Demostracion. La prueba se obtiene mediante un argumento volumétri-
co estdndar. Sea {z;} un conjunto J-separado maximal en S”~!. Entonces
{z;}]¥ | es una é-red para S"~1. Como los conjuntos z; + 6 BY son disjuntos
y estan todos incluidos en By + ng, tomando volumen obtenemos,

5 n n 5 n n
#N)(G)"IBE] < (1+5)"|B (2.16)
que nos da la cota deseada. ]

También necesitamos una desigualda clasica de Bernstein sobre sumas
de variables aleatorias independientes (ver, por ejemplo [AAGM15, Teorema
3.5.16]) junto con el “buen comportamiento” de las marginales (-, #), para
cualquier direccién § € S"~! (Lemma 1.3.5).
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Teorema 2.4.3 (Desigualdad de Bernstein). Sean {Y;}!, variables con
esperanza 0 en algin espacio de probabilidad. Supongamos que Y; pertenece
a Ly, y que |Yil|r,, < M para todoi=1,...,n. Sea o =L1%" HY;H%w1
Entonces, para todo t > 0,

n

N7

i=1

, 2
> tn} < efDnmm{;T’ﬁ}, (2.17)

para alguna constante absoluta D > 0.

Ahora podemos dar la demostracién de la Proposicién 2.4.1.

Demostracion de la Proposicion 2.4.1. Sean {X;}]", vectores aleatorios in-
dependientes distribuidos uniformemente sobre K y sea 6 una direccién fija
en S"1L

Combinando el Lema 1.3.5 y el Teorema 2.4.3 para las variables aleatorias
Y; := (X}, 0) tenemos, para todo t > C'L,

g

Sea N una %—red en la esfera de cardinal menor o igual que 5" dada por
el Lema 2.4.2. Entonces

"

y por ende

|

Todo vector ¥ € S™ ! se puede escribir de la forma ¥ = Zj:1 djxj,

Q) Xi,0)
=1

_ptD
>tnpy <e CLk,

t D

> tn para algin 0 € /\/’} < e_"(c Ir —10g(5))7

Q) Xi,0)

i=1

O, X, 0)
i=1

(. tD
< tn para todo QEN} >1—c¢ ey log(5))‘

con §j e N y0<9; < 2177, En efecto, comenzamos con zg € N tal que

[0 — xol2 = 61 < 1. Luego, 1931:‘0 e S"~! y entonces existe 71 € N con

| ’951”“"0 — z1]2 = 62 < 3. Por lo tanto, tenemos

[ — xg — 61212 < 0102.

Inductivamente encontramos xg, ..., 2, € Ny d1,...,0, tales que

[0 = > (] [8p)zilz < 2271

i=0 j=0
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Entonces ¥ = Zﬁo(né‘:o d;)x;. Observemos que

n
ﬂ{ <tn}c{ZXi <2tn}
0eN i=1 2
n
= ] X;, 00 < 2tn .
ot 50| <

En efecto, sea ¢ un vector unitario arbitrario y supongamos que |37 | X;, 0)| <
tn para todo 6 € N, entonces

Q) Xi,0)

=1

< 2tn.

<Z X;,9)

n o0 n
O X3, ) 6505 O X, 05
-1 j=1 i=1

Asi, para todo t > C Lk tenemos

P { DX
i=1
cl(n+1)LK

El resultado se obtiene tomando ¢ := o> para c¢; > 0 lo suficiente-
mente grande. O

e @]
<9
j=1

< 2tn} >1-¢ ™ CtLDK _log(5)).
2

La segunda proposiciéon que necesitamos asegura que, tipicamente, el
simplice aleatorio conv{0, X1,..., X, } tiene volumen “grande”.

Proposicién 2.4.4. Ezxiste una constante absoluta co > 0 tal que para todo
cuerpo convezo isotropico K < R™ y {X;}I" | vectores aleatorios indepen-
dientes uniformemente distribuidos sobre K entonces

cy L% 1
P{\co{O,Xl LX) = 2 HK} >1——e™"
nz 2
Una demostracién de ella se puede encontrar esencialmetne en el trabajo
de Pivovarov [Piv10, Proposition 1]. Incluimos los detalles por completitud.

Lema 2.4.5. [Piv10, Lemma 2] Sea K < R™ un cuerpo convezxo isotrépico
y X un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre K. Sea EE < R™ un
subespacio de dimension k y Pg la proyeccion ortogonal sobre E. Entonces,
la variable aleatoria

o 1Pe(X)]
Lk
satisface
1
E|Y|2 <,

donde C' > 0 is una constante absoulta.
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Demostracion de la Proposicion 2.4.4. Sea A : R™ — R" la transformacion
linear que manda la base candnica {e;}!' ; a {X;}I" ;. En este caso,

conv{0, X1,..., X} = A(conv{0,eq,...,en})

y entonces tenemos

det(A
|conv{0, X1,..., X, }| = L('”.
n!
\ka_IJ_XM .
Sean Vi := span{Xj,..., X} vy Y} = Todn T Por el Lema 2.4.5 si
1
Xi,..., X1 estdn fijos tenemos que E[|Y;]|72] < (.
Calculando el volumen de conv{0, X, ..., X, } como en la equacién (2.10),
| det(A)] = [ Xull2|l Py, 2 (xpyll2 -+ 1Py, 2 x,) 12 (2.18)

y aplicando el teorema de Fubbini iterativamente obtenemos
n_1
E[] [v; 21<(C)" (2.19)
i

Sea a > 0 una constante a determinar. Entonces, por la desigualdad de
Markov y la ecuacién (2.19) tenemos

P(| det(A)| < a"LiA/n!) = P(ﬁ Yy, < o)

n

n
=P([[v, 2 >a2)
7

n 1 N
< E[H Y, *laz.
i
Tomando o = (eC’)~2 se obtiene que
o L% 1 _
P(|conv{0, X1,..., X, }| < \/ni'K) < 3¢ n
Para obtener el resultado basta aplicar la férmula de Stirling. O

El siguiente teorema es una versién mas fuerte del Teorema 2.3.5. Si
el cuerpo convexo K estd en posicion isotrépica, provee un método proba-
bilistico para encontrar simplices dentro de K (con baricentro en el origen)
con volumen lo suficientemente grande. Creemos que este resultado es in-

teresante en si mismo. Aqui S denota al conjunto de simplices centrados
de R™.
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K

Figura 2.4: Construction involved in the proof of Theorem 2.4.6.

Teorema 2.4.6. Eziste una funcion fp : R" x .- x R" — S} tal que para
[ ——

todo cuerpo convexo isotropico K < R™ y Xl,TZ..,Xn vectores aleatorios
independientes uniformemente distribuidos sobre K, con probabilidad mayor
o0 igual a 1 —e™™ tenemos que fn(X1,...,X,) es un simplice con baricentro
en el origen contenido en K tal que

nrn
"Ly
nv?’

|[fr( X1,y Xn)| = (2.20)

donde ¢ > 0 es una constante absoluta.

Los siguientes argumentos estan basados en el trabajo reciente de Naszddi
[Nas16]. Con las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.4 a mano, podemos dar una prue-
ba del Teorema 2.4.6.

Proof of Theorem 2.4.6. Sea K < R™ un cuerpo convexo isotrépico y sean
Xq,..., X, vectores aleatorios independientes distribuidos uniformemente
sobre K. Notamos con T al simplice conv{0, X1,..., X, } y con u a su bari-
centro; i.e., u = n%rl >t X;. Por la Proposicién 2.4.1 existe una constante
absoluta ¢; > 0 tal que

1
B{July < erLic} > 1= e (2.21)

Por otro lado, por la Proposicién 2.4.4, sabemos que existe una constante
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absoluta ¢y > 0 tal que

N 1
P {|T| > 2 nK} >1— e (2.22)

n2

Por el resultado de Kannan, Lovasz and Simonovits, Lema 1.3.4, tenemos

2
LBy e K
n

Por lo tanto, el vector w := —ciu pertenece K con probabilidad mayor que
1

_ 1l
1—3e
Es facil verificar que si aplicamos la transformacién homotética con cen-
tro w y razén

A= = = >0
Jw—=aul|Jw| +ful  T+e

al simplice T', obtenemos otro simplice S con baricentro en el origen (ver
Figura 2.4) tal que

S| = \|T| = \" - 25K,

nz2

Notemos X := n%rl >y X;. Entonces, la funcién f, : R" x -+ x R"” — S}

que buscamos se puede definir como

fu(X1,.. 0, X)) i= o(conv{0, X1, ..., X,})

1 _ _
= 1+Cl(3011V{—X,X1—X,...,Xn—X}.

Esto concluye la demostracién. O

Podemos deducir dos corolarios del Teorema 2.4.6 que son leves varian-
tes de los Teoremas 2.3.5 y 2.3.4. El primero es una aplicacién directa del
teorema.

Corolario 2.4.7. Sea K < R"™, entonces

S K) < vr (2.23)
Lk
La prueba del segundo requiere el mismo uso de polaridad que en la
deduccién del Teorema 2.3.4 a partir del Teorema 2.3.5. Esta es la razén de
la presencia de Lpfo en lugar de Lyeo.

Corolario 2.4.8. Sea K < R", entonces

SO(K) < ¢ vn_ (2.24)
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Figura 2.5: El simplice conv{—%]l, 3e1 — %]l, 3eq — %Il, 3es — %Il} que contiene

al cubo [—3, 3]* = R?® como en la Proposicién 2.5.1.

2.5. El caso del cubo y el paralelepipedo de Dvo-
retzky y Rogers

Como mencionamos, para n = 2 el cubo tiene la mayor razén de vo-
lumen simplicial exterior; para n = 3 se conjetura lo mismo. Uno podria
esperar un fenémeno similar en dimensiones mas altas pero, como vimos en
el Ejemplo 2.1.2, la razén de volumen simplicial del cubo estd acotada uni-
formemente. Mds ain, veremos que el simplice se puede tomar con el mismo
baricentro que el cubo.

Proposicién 2.5.1. Sea K := [—3,3]" el cubo centrado de volumen uno,
entonces SO (K) ~ 1.

Demostracion. Para construir un simplice adecuado tenemos que estirar un
poco el involucrado en el Ejemplo 2.1.2 para centrarlo. Notamos con 1 al
vector en R" definido como Z?:I ej. Consideremos el simplice

n 1 1 1
S = conv{—§ﬂ,nel - §Il,neg - 5]1, ceynen — 5]1}
Como K es centralmente simétrico, bar(K) = 0. Computando el pro-

medio de los vértices (Lema 2.3.6) vemos que lo mismo vale para bar(.S).

Observemos también que el cubo [f%, %]” estd incluido en el simplice T :=
COHV{—%]l, neiy— %Il, nes — %]l, e — %]1} En efecto, todos los puntos del

cubo tienen coordenadas mayores o iguales a —% y Su suma es menor o igual
a % Resta ver que el punto —%]l pertenece a S, pero —%]l es exactamente

t(—2)1 + (1 —t)31 para t = n%rl Calculando un determinante y aplican-
do( la gérmula de Stirling probamos que el volumen de S es exactamente
n"(n+1
~ 1. ]
2n!

Ahora probaremos el Teorema 2.3.4 de forma no probabilistica. El argu-
mento es el siguiente: primero usamos el Teorema 2.3.2 (ver también [PS91])
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de la misma forma que en [DR50] para probar que todo cuerpo convexo K
puede ser encerrado por un paralelepipedo de volumen adecuado. Luego
hacemos uso de la razén simplicial del cubo para concluir la cota deseada.

Proof of Theorem 2.3.5. Nuevamente, aplicando la desigualdad de Rogers-
Shephard, Teorema 1.2.3, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
K es centralmente simétrico. Supongamos también que K estd en posicion
de John y, como en la prueba de la Proposicién 2.3.3, tomemos los puntos
de contacto {v1,...,v,} dados por el Teorema 2.3.2. Sea P el paralelepipedo

Pi=({zeR" : [(z,v0)| <1}
=1

Notemos que para todo 1 < i < n, {zr € R” : |{x,v;)| = 1} es un hiperplano
de soporte de K y luego, P o K. El volumen de P estd dado por |P| =

Wyj_v‘. Computando el determinante como en las ecuaciones (2.18) y

(2.10) tenemos que |P|% ~ 1. Usando el hecho de que By < K obtenemos

<||?|> s (\gly < vn. (2.25)

El resultado se sigue de combinar las ecuaciones (2.25) y la cota dada en la
Proposicién 2.5.1 para el simplice que contiene al paralelepipedo P (usando
también, por supuesto, el hecho de que la razén de volumen es un invariante
afin). O

Comparando el resultado obtenido con esta técnica con (2.23) y (2.24),
se puede notar la ausencia de la constante isotrdpica (quizés en el caso en el
que la conjetura de la constante isotrépica sea falsa, (2.23) o (2.23) podrian
dar mejores cotas para ciertas clases de cuerpos convexos).

2.5.1. Version aleatoria del paralelepipedo de Dvoretzy y Ro-
gers

Observemos que, en general, entender como es el paralelepipedo P en
la ecuacién (2.25) parece dificil (su construccién depende de ciertos puntos
de contacto cuando L estd en posicion de John, que no son necesariamente
faciles de encontrar de forma explicita), entonces, el Teorema 2.4.6 parece
mucho mas fuerte ya que provee un algoritmo aleatorio que funciona con
probabilidad alta.

Por lo tanto enunciamos la siguiente versiéon probabilistica del parale-
lepipedo de Dvoretzky y Rogers que se puede deducir de un resultado de
Pivovarov.
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Teorema 2.5.2. Sea L < R™ un cuerpo centralmente simétrico tal que
L° estd en posicion isotropica y consideremos la matriz aleatoria T :=
Z?:l X;®ej, donde Xq,...,X, son tomados independientemente segin la
medida uniforme del cuerpo isotropico L°. Con probabilidad mayor o igual
al—e™™, el paralelepipedo P = T—Y(BL) contiene a L y

()2

|L| = Lo

det (Z?:l X1®el)

Demostracion. Primero observemos qeu |co{0, X1, ..., X, }| = o

y entonces el Lema 2.4.5 afirma que

IF’{|det ( Z X;®e¢)|Vm = c\/ﬁLLo} >1—e™, (2.26)

j=1

para alguna constante absoluta ¢ > 0.
Por otro lado, como [(X;,y)| < 1 para todo y € L'y 1 < i < n tenemos
que [T: Xy — £ <1, donde T':= 37, X;®e; .

Entonces, T(L) < B%, o equivalentemente L < T~-Y(B2) := P y la
razon
P\" _ 1By
() - et (2.27)
L] | det T|=|L| =

Entonces, por las ecuaciones (2.27) y (2.26) y teniendo en cuenta que

|L|% ~ 1 (que se obtiene aplicando las desigualdades de Blaschke-Santal6
y Bourgain-Milman, ya que |L°| = 1) tenemos, con probabilidad mayor o

igual que 1 —e™",

('P‘)iq\/ﬁ (2.28)

1Ll) T L’

lo que concluye la demostracion. O
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Capitulo 3

Cotas generales

En este capitulo tratamos el problema de aproximar un cuerpo convexo
por otro en un contexto mas general. Definimos la razén de volumen de un
par de cuerpos convexos, que mide cuan bien puede ser aproximado uno de
ellos por una imagen afin del otro. En la Seccién 3.1 presentamos las de-
finiciones bésicas y las propiedades elementales de esta cantidad. También
definimos la méaxima razon de volumen de un cuerpo convexo y mostramos
las mejores cotas conocidas hasta ahora. En la Seccién 3.2 presentamos una
serie de ejemplos para los cuales esta cota puede ser mejorada. En la Sec-
cién 3.3 introducimos algunas herramientas estocasticas que nos permiten
extender nuestro resultado a algunas clases naturales de cuerpos convexos
como bolas de normas unitariamente invariantes o productos tensoriales de
espacios .

3.1. Razoén de volumen general

Discutiremos una generalizacién natural de los problemas tratados en el
capitulo anterior: reemplazar el simplice por otra clase afin de cuerpos conve-
xo0s. Para K, L ¢ R" nos preguntamos si L puede encerrado por una imagen
afin de K de volumen similar. Este tipo de aproximaciones fueron aborda-
das por MacBeath [Macbla] en el estudio de distancias de Banach-Mazur
modificadas. Trabajaremos con la siguiente definicién que fue introducida
por Giannopoulos y Hartzoulaki [GH02] y también estudiada por Gordon,
Litvak, Meyer y Pajor [GLMP04]: dados K y L dos cuerpos convexos en R”
la razon de volumen del par (K, L) se define como

1
K| \»
vr(K, L) := inf { <|T’(L|)|> : T(L) esta contenido en K} , (3.1)

donde el infimo (en realidad un minimo) se toma sobre todas las trans-
formaciones afines T'. En otras palabras, vr(K, L) mide cudn bien puede ser

39
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aproximado K por una imagen afin de L. Notar que el valor cldsico vr(K)
es simplemente vr(K, BY), donde BY es la bola euclidea en R"

Dado un cuerpo convexo K es natural preguntarse cuén “buena” puede
ser una aproximacién de este tipo (en términos de la dimensién del espacio
ambiente). Es decir, queremos saber cudn grande es el valor vr(K, L) (para
cuerpos convexos arbitrarios L ¢ R™). Entonces, resulta importante calcular
la mdzima razén de volumen de K (que abreviaremos como lvr por sus siglas
en inglés), definida como

lvr(K) := sup vr(K, L),
LcR™

donde el supremo se toma sobre todos los cuerpos convexos L. La mejor
cota general para esta cantidad conocida hasta ahora es de Giannopoulos y
Hartzoulaki [GH02]. Ellos probaron que, para todo cuerpo convexo K < R",

Ivr(K) < log(n)y/n. (3.2)

Retomaremos su resultado en la Seccion 3.3. Primero observemos que
para muchos cuerpos convexos K < R", el factor logaritmico en (3.2) puede
ser removido, obteniendo que

vr(K) < /n. (3.3)

De hecho, no se conocen ejemplos de cuerpos convexos parar los que
la maxima razén de volumen sea asintéticamente mayor estricta que la raiz
cuadrada de la dimension del espacio ambiente. Mostraremos varios ejemplos
de clases naturales de cuerpos convexos para las que podemos obtener la
cota (3.3). En todos los casos esta cota es ajustada, ya que, como veremos
en el capitulo 4, siempre se tiene que

Ivr(K) > +/n.

3.1.1. Propiedades elementales

Ahora repasamos algunas propiedades elementales de la razén de volu-
men que se obtienen directamente a partir de la definicién. Primero obser-
vemos que, como en el caso del simplice, la razén de volumen es invariante
por transformaciones afines. En otras palabras, la razén de volumen entre K
y L depende exclusivamente de las clases afines de los cuerpos involucrados.
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Es decir, dadas dos transformaciones afines A, B € GL(n,R),

vr(AK, BL) =

) det(A)| K|\ "
min Er——
TBLcAK \ |TBL)|

TBLeK < ITBL]

B ) ‘K| 1/n
~ rBrex \ det(A) L TBL]

|K| 1/n
T rBlek <|A1TBL|>

K 1/n
= min <| ‘) =vr(K,L).

Trek \|TL|

Otra propiedad 1til de la razén de volumen es la siguiente desigualdad que
puede entenderse como desigualdad triangular multiplicativa.

Proposicién 3.1.1. Dados K, L c R™, tenemos que
vr(K,L) < vr(K,Z)-vr(Z,L)
para todo cuerpo convexo Z en R™.

Demostracion. Supongamos que TZ ¢ K y SL c Z, entonces se tiene que

TSLc Ky
K| \* (K| \" (2] \*
KL< =] =(— =)
vk, “(!TSL!) <|Tzr> <|SL|>

tomando infimo del lado derecho obtenemos,
vr(K,L) < vr(K, Z)vr(Z, L),
lo que concluye la demostracion. O

En el caso en el que K y L son centralmente simétricos podemos rela-
cionar su razén de volumen con la norma de operadores entre los espacios
Xi y Xp. También podemos, mediante la aplicacién de las desigualdades de
Blaschke-Santalé y Bourgain-Milman (Teoremas 1.2.1 y 1.2.2), relacionarla
con la razén de volumen de sus cuerpos polares.

Proposicién 3.1.2. Para todo par de cuerpos centralmente simétricos (K, L)
en R™ wvale lo siguiente:

1.

1
’ ‘ E z.
KL)=|— . f T:X; - X
vr(K, L) <\L] TeSIB(n,R) ” L ]l

donde el infimo se toma entre todas las transformaciones T en el grupo
lineal especial de grado n (matrices de determinante uno).
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2. 5T : X;, > Xg es un operador lineal tenemos que
T(L) c K y entonces

1 .
IT:X1— Xkl

1
vr(K, L) < IT: X ~ 1XKH1‘K’7L .
|det T'|» |L|»

3. vr(K,L) ~ vr(L°, K7o).

Demostracion. Para (1) primero observemos que, si f : R” — R” es una
transformacién afin, digamos f = T 4+ v con T lineal y v € R", se tiene
que f(L) ¢ K y entonces T'(L) ¢ K. En efecto, como L es centralmente
simétrico, f(L) es simétrico con respecto a v. Entonces, dado z € L, tanto
Tz + v como v — T(z) pertenecen a f(L) < K. Luego, como K es a su
vez centralmente simétrico, tenemos que T'(z) — v € K y entonces, por
convexidad, T'(x) € K. Como |f(L)| = |TL| podemos computar la razén
de volumen considerando sélo operadores lineales. En ese caso, la condiciéon
de que T(L) < K se puede escribir como |1 : X; — Xg| < 1, donde
|T : X1, — Xk es la norma de T' como operador entre los espacios X1, y
XK.

1 1
, K|\ ) |K| "
vi(K. L) T:XLI—I>1XK<1(’TL| Teé?(n,m) T

lisvesmtd
1
—  fnf <|K|) " T X — Xk

TeGL(R) \ | L] (det T)»
1
K|\~ T
— uf <H> T XXk
TeGL(nR) \ |L| (det T')w

1

KI\7n

= K] inf ||T: Xy, — Xk
|L| TeSL(n,R)

La ecuacion (2) se sigue directamente de la definicién de la norma de
operadores.

La propiedad (3) es una consecuencia directa de las desigualdades de
Blaschke-Santalé y Bourgain-Milman (Teoremas 1.2.1 y 1.2.2) y el hecho de
que TL c K, T*K° < L°. De hecho,

1

1 1
. K[\ (K[ (L2
vi(K, L) = fnf <|TL| &) UL

1 1

) L]\ (K[
= f ~ L° K°
TILDCK<|T*K°| IL|[L°] vr(L% K,

como queriamos. O
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Notar que por la desigualdad de Rogers-Shephard, Teorema 1.2.3, para
todo cuerpo convexo L < R™ se tiene que vr(L — L, L) < 4. Por lo tanto,
por la Proposicién 3.1.1

vr(K,L) <vr(K,L—1L)-4. (3.4)

Luego, la maxima razén de volumen del cuerpo K se puede estimar consi-
derando cuerpos centralmente simétricos. Mas precisamente,

lvr(K) <4 sup vr(K, L), (3.5)
LcRn™

donde el supremo se toma sobre todos los cuerpos centralmente simétricos
L. Esto resulta 1til porque nos permite tratar solamente con cuerpos cen-
tralmente simétricos

3.2. Ejemplos

Para obtener cotas superiores de la maxima razén de volumen para al-
gunas clases naturales de cuerpos convexos necesitamos primero introducir
nuevas herramientas. Antes de hacer esto vamos a repasar algunos ejemplos
donde puede ser acotada facilmente.

Recordemos que si un cuerpo centralmente simétrico K < R™ esta en
posicion de John se tiene que

B} ¢ K ¢ v/nB}

y luego vr(BY, K) < y/n. El Ejemplo 2.3.1 muestra que vr(B%,S) ~ y/n
para S un simplice . Entonces,

vr(B3) ~ +/n.

En el capitulo anterior probamos que para todo simplice S < R" se
tiene vr(S, K) < 4/n para todo cuerpo convexo K < R™. Entonces, por el
Ejemplo 2.1.1, vr(S, BY) ~ 4/n) concluimos que

vr(S) ~ v/n.

Dado K < R", el paralelepipedo de Dvoretzky y Rogers (ver la ecua-
cién (2.25)) satisface que K < Py vr(P, K) < y/n. Como todo paralelepipe-
do es una imagen afin del cubo B[, se tiene que lvr(BY}) < 4/n. Como

vr(BY,, BY) ~ 4/n obtenemos que

Ivr(BY) ~ +/n.
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3.2.1. Politopos

La siguiente proposicién fue obtenida por Barany y Fiiredi [BF88], Carl
y Pajor [CP88] y Gluskin [Glu89] aplicando técnicas diferentes (todos en
1988), acota el volumen de un politopo contenido en la bola euclidea.

Lema 3.2.1. Sean vy,...,vy € BY, entonces, para P := conv{vy,...,vN},
se tiene,
log(1 + &)
Pln < X — "7 (3.6)
n

Para probar el lema vamos a usar un resultado de Sidék sobre la medida
Gaussiana de intersecciones de bandas simétricas, que son conjuntos de la
forma

P ={zeR"|[(z,v)| <a},

para a > 0 y v € R". Una prueba de este resultado se puede encontrar en
[AAGM15, Teorema 4.4.5].

Proposicién 3.2.2 (Sidék). Si Py,..., Py son bandas simétricas en R™
entonces

N N
i=1 j
donde v, es la medida Gaussiana en R™.

Demostracion del Lema 3.2.1. probaremos que si
K ={zeR" | [Kz,v;)| <1,paratodo 1 <i< N},

entonces
1
K|n > — (3.7)
log(1 + &)

Luego el resultado se obtiene por polaridad y aplicando la desigualdad de

Balschke-Santal6 (Teorema 1.2.1). En efecto, P < K° y entonces

1

|P|w < |K°|" <

Para probar (3.7) consideremos las bandas simétricas

b ={zeR" | Kz, 0| < af,
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con @ > 0 a determinar. El ancho de cada P; esta dado por —m“z = 2.
k2
entonces, si v, es la medida Gaussiana en R",

2 .2

1 « o
—

Ahora, notemos que oK = ﬂfi 1 P y entonces

T (ak) = (ﬁ Pi) > (1 —e?Q)N.

i=1

Como |aK| = (2m)2y,(aK), si elegimos a = 24 /log(1 + %) y tomamos la

raiz n-ésima

N Nfn
24 [log(1 + )| K|7 =2 (1 - e*ZIOg(”%))
n
1 N
= \/27'(' (1 — 1]\[)2> > C

lo que concluye la demostracion. O

Notar que el resultado de Sidék es en realidad una consecuencia de la, re-
cientemente probada, desigualdad Gaussiana [Roy14] (ver también [LM17]),
que afirma que para todo par de cuerpos centralmente simétricos C; y Cs
se tiene que 7, (C1 N C2) = 7u(C1)yn(Co).

Podemos usar el lema anterior para acotar la maxima razén de volumen
para politopos con pocos vértices.

Proposicién 3.2.3. Sea ¢ > 0 y vy,...,ony € R" con N = [cn]. Si P :=
conv{vy,...,un} entonces lur(P) < \/n.

Demostracion. Supongamos que P estd en posicién de Lowner y conside-
remos el simplice S cuyos vértices son los puntos de contacto dados por el
Teorema 2.3.2. Tenemos que S < P. Usando la ecuacién (2.10) obtenemos

que |S\% =< % v luego, aplicando el Lema 3.2.1,

Ahora bien, dado un cuerpo convexo K < R"™, aplicando el Teorema 2.3.4
sabemos que vr(S, K) < 4/n. Entonces, por la Proposicién 3.1.1,

vr(P, K) < vr(P, S)vr(S,K) < v/n.
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Figura 3.1: Simplice formado por algunos vértices de un politopo como en
la prueba de la Proposicion 3.2.3.

3.2.2. Cuerpos incondicionales

Decimos que un cuerpo convexo K es incondicional si (z1,...,2,) € K
implica (g;x1,...,ep2y) € K para cualquier eleccién de signos ¢; € {—1,1}.
Notar que un cuerpo incondicional es necesariamente centralmente simétrico
v I(z1,...,z0)|x = |(giz1, - - ., enxn)| k. También decimos que | - |x es una
norma incondicional .

Decimos que un cuerpo es permutacionalmente simétrico si (z1,...,Ty) €
K implica (6;74(1), - - -, EnTo(n)) € K para toda eleccién de signos ¢; € {—1,1}
y cualquier permutacién o. También decimos que | - |k es una norma per-
mutacionalmente simétrica (comunmente se usa el término norma simétrica,
pero queremos evitar cualquier confusiéon con cuerpos centralmente simétri-
cos). El siguiente lema, que es una consecuencia de un resultado més general
de Lozanovskii [Loz69] (ver también [TJ89, Lemma 39.3]), nos permite aco-
tar la razén de volumen para cuerpos incondicionales.

Lema 3.2.4. Sea K < R™ un cuerpo convexo centralmente simétrico, exis-

ten numeros positivos a1, ... ,a, tales que

(a1, an)|x =1 and |(ay?,... a; )| g = n. (3.9)
Mds ain, si K is permutacionalmente simétrico, a; = --- = ap = m
Demostracion. Consideremos la funcién ®(t1,...,t,) = ([[i-; tz)% en el

ortante positivo. Como es estrictamente céncava y 1-homogénea tiene un
inico maximo sobre 0K . Sea,

Oy = P(ay,...,an) = max{P(t1, ..., tu)||(t1,. .., tn)|x = 1},
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yA={(t1...,tn)|®((t1...,tn) = Pg}. Como A is estrictamente conve-
xo y K es convexo, existe (vi,...,v,) que separa ambos conjuntos, i.e.

[(viy..yvn)|e = 1y {(v1,...,0n), (t1,...,tn)) > 1 para (t1,...,t,) € A,
(t1,...,tn) # (a1,...,ay,). Ya que ® es diferenciable, si calculamos V@,
tenemos que,

<V(I)((11, e ,an), (al, e ,an)> = (I)(].
La udltima igualdad implica que

<V<I>(a1, - ,an), (tl,. .. ,tn) < (I)O

para todo (¢1,...,t,) € K, entonces,
_ V®(ay,...,a,) 1, ~1
(V1,...,0,) = 5 _ﬁ(al yeeey Q).
-1 -1

Luego, [(a1",...,a;, )|k = n.

Si K es permutacionalmente simétrico, como ¢ es invariante por per-
mutaciones, por la unicidad del maximo, debe ser a; = -+ = ay,, lo que
concluye la demostracion. O

Figura 3.2: Curvas de nivel de ¢ como en la demostracién del Lema 3.2.4.

Observacion 3.2.5. Kl ultimo resultado puede ser interpretado geométri-
camente. Sea K < R™ un cuerpo convexo incondicional, consideremos los
nameros aq, ..., a, dados por el Lema 3.2.4 y definamos D como el opera-
dor diagonal con entradas {a;}1<i<n, entonces la ecuacién (3.9) y la incon-
dicionalidad significan que DB} < Ky D}lBZ}O c nK°, lo que implica,

DB} < K c nDkgBY. (3.10)



48 Cotas generales

Tomando volumen en la ecuacién (3.10), tenemos que,
det(Dg)|BL|" < |K|" < det(Dg)n| By

Como, |B§O|% ~ n|B’f|%, concluimos que vr(K, BZ) ~ 1.

Si combinamos este hecho con el Teorema 2.5.2 obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario 3.2.6. Dado K un cuerpo incondicional, sea Dy el operador
diagonal como en la Observacion 3.2.5. Sea L < R™ un cuerpo centralmente
simétrico tal que L° estd en posicion isotropica y consideremos la matriz
aleatoria

n
T .= Z Xj ® €4,
j=1
donde X1, ..., X, son tomados de forma independiente de acuerdo a la me-

dida uniforme en el cuerpo isotrdpico L°. Con probabilidad mayor o igual a
1 —e ™, para todo cuerpo incondicional K < R™, la posicion L := DT (L)
Estad incluida en K y

m; o3 (3.11)

Demostracion. Por el Teorema 2.5.2 sabemos que con probabilidad mayor
oigualal —e ™, T(L)c B} y

()

|L| = Lo

Claramente DgT(L) € Dk (B%) < K y el resultado se obtiene a partir del
1

|| o
hecho de que (\DK(BQO)I) 1. ]

Vale observar que si K es un cuerpo convexo isotrépico incondicional po-
demos asegurar la existencia de un cubo “grande” dentro de K. La siguiente
proposicién es de Bobkov y Nazarov [BNO03].

Proposicién 3.2.7. Sea K < R™ un cuerpo convexo isotropico incondicio-
Lxg L

nal. Entonces, [_Tg’ 7’;]" c K.

Demostracion. Definimos K = 2K nR’.. Como el baricentro v = (v1,. .., vy)

de KT pertenece a K™, el rectangulo [0,v1] x -+ x [0,v,] € KT. Ya que K

es incondicional, aplicando la desigualdad de Holder, tenemos que

2
AL3 = f ride < 2 (f xidx> .
K+ K+
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Entonces, si calculamos las coordenadas de v obtenemos
V; = f a:,»dx = \@Lk,
K+

lo que implica la inclusién deseada. O

Notar que, como LT’; > 2\}5 (ver Proposicién 1.3.3), tenemos

1 1"
- ——| c K.
2 /em’ 24/em
Obtenemos entonces el siguiente corolario.

Corolario 3.2.8. Sea L < R"™ un cuerpo convexo centralmente simétrico
tal que L° estd en posicion isotrépica y consideremos la matriz aleatoria

n
T := Z Xj ® ej,
j=1
donde X1,...,X, son tomados de forma independiente de acuerdo a la me-

dida uniforme sobre el cuerpo isotrdépico L°. Con probabilidad mayor o igual
a1l —e ™, para todo cuerpo incondicional isotrépico K < R™, la posicion

L:= 1 . T(L) estd incluida en K y

2/me
1
IK\>” Vn
— < . 3.12

<|L| Ly 1)

Observar que en el Corolario 3.2.8 evitamos el operador diagonal D
con la condicién adicional de que K sea isotrépico. La posicion isotrépica
de un cuerpo convexo incondicional se puede encontrar calculando SK x?dx
para 1 < i < n. Entonces, en los casos en los que uno puede computar esa
cantidad, el Corolario 3.2.8 pareciera ser mas ttil que el Corolario 3.2.6.

3.3. Cotas para algunas clases naturales de cuer-
poOs convexos

3.3.1. Posicion de Rudelson

Dado un cuerpo convexo W < R"™ necesitamos introducir una posicién
W altamente relacionada con la f-posicién (ver Teorema 1.3.6). Fue intro-
ducida por Rudelson en [Rud00] y su existencia también puede deducirse de
la demostracion del teorema principal del trabajo de Giannopoulos y Har-
tzoulaki [GHO2]. Ellos utilizaron esta posicién junto con la desigualdad de
Chevet para acotar la razén de volumen. Probaron que para todo cuerpo
convexo K < R", lvr(K) < log(n)y/n. Hasta ahora, esta es la mejor cota
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general conocida. Sin embargo no se sabe si es éptima y, de hecho, para una
amplia clase de cuerpos convexos (muchos de los cuales ya vimos) la méxima
razon de volumen se puede acotar por la raiz cuadrada de la dimensién del
espacio ambiente.

Proposicién 3.3.1. Dado W < R™ un cuerpo convexo, existe una posicion
de W, W que satisface:

- (W) < ynlog(n),
- () < v/,

o fid: 0 - Xy < 2

En particular,

~1 - < L(W) < v/nlog(n).
(W=

Cuando un cuerpo convexo en R” satisface lo anterior decimos que esta

en posicion de Rudelson.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.6 podemos asumir que W satisface
LW)E(W?) < nlog(n).

Como esta cantidad es invariante por reescalamientos supongamos que ¢(W) <
v/nlog(n) y £(W°) < 4/n.
Elegimos S : R® — R"™ tal que
B} < SW° < y/nBj, (3.13)
y consideramos 7" := I + aS con « := 103%1). Veamos que W := (T*)~1(W)
es la posicion que buscamos. Primero,
L(T*)THW)) = L(TW)°) = 6 + aS)W®)°) < LW) + L((aSW®)°)
< +/nlog(n) + al((SW°)°).

Observemos que por la inclusién (3.13) tenemos que (SW°)° o ﬁBg y
entonces (((SW°)°) < 4/nl(BY) < n, lo que prueba la primera afirmacion.
Para la segunda, observemos que como £(-) es una norma de operadores,

(WO = L(TW°) = £((id + aS)W®) < |(id + aS) ™t : €5 — £2]/6(W°).

Ya que id + oS es un operador positivo, ||(id + aS)~! : 48 — 3] < 1.
Finalmente,

Jid: 05 — Xyl = | (id + aS) ™" : £ — Xype|

<[ ((a8)™t +id) ™" 6 — G ((aS) 7 65 — X

o 1
<[((@8) ™ 8 — Xuel <
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El hecho de que —+ < €(V~V) se sigue directamente de la desigualdad de

W
Urysohn, Lema 1.3.7. 0

Como vimos anteriormente, existe una relaciéon entre la razén de vo-
lumen de un par de cuerpos centralmente simétricos K y L y la norma de
operdares de X7, a Xg. La conocida desigualdad de Chevet acota la esperan-
za de un operador aleatorio Gaussiano en términos de algunos parametros
geométricos de los cuerpos K y L

Teorema 3.3.2 (Desigualdad de Chevet Gaussiana). Sea A = (gi5), ; i<n €

R™ ™ una matriz aleatoria con entradas Gaussianas independientes g;; ~
N(0,1) y L, K € R™ dos cuerpos convexos, entonces

E(|A: X - Xkl) < (U(K)|id : €5 — Xpo| + |Jid : €5 — X |€(L7)).
(3.14)

Para nuestros fines utilizaremos la siguiente versién de la desigualdad de
Chevet que involucra una estimacion probabilistica.

Proposicién 3.3.3. Sea A = (gij),; j<,, € R"*" una matriz aleatoria con
entradas Gaussianas independientes g;; ~ N'(0,1) y L, K < R" dos cuerpos
convezos. Entonces, para todo u = 0, con probabilidad mayor o igual a 1 —
e tenemos que

JA: Xp — Xl <UK)id: 6§ — Xpo| + (L) id s 6§ — X (3.15)
tulid: 03 — Xpo| - id : 03 — Xkl.

Daremos un esquema. de la demostraciéon de esta proposicién en la Sec-
cién 3.4. Primero mostraremos céomo usar la posicion de Rudelson junto
con la desigualdad de Chevet para acotar la méxima razoén de volumen de
algunas clases naturales de cuerpos convexos.

Observemos que, por la Proposicién 3.1.2 (2), acotar simultdneamente
el determinante (inferiormente) y la norma (superiormente) de un operador
da una cota de la razén de volumen. También necesitamos la siguiente cota
inferior para el determinante de una matriz aleatoria Gaussiana, que puede
encontrarse en [Piv10, Corollary 1].

Lema 3.3.4. Sea A = (g;j)
dad al menos 1 —e™ ™ tenemos

e R™™ con g;; ~ N(0,1), con probabili-

1<i,j<n

det(A)w > v/n. (3.16)

Combinando la dltima desigualdad junto con la Proposicién 3.3.6 po-
demos asegurar que para todo u < y/n, con probabilidad mayor o igual a
1-— 26*“2, un operador aleatorio Gaussiana A satisface simultdneamente,

1

det(A)n > /n,
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|A: X - Xg| <UK)|id : b5 — Xpo| + €(L°)|id : 65 — Xk|  (3.17)

para todo par de cuerpos convexos K, L < R".
Recordar también que para T' € GL(n,R), por la Proposicién 3.1.2 (2),

1
_ 1T X — X K|

vr(K, L) < — (3.18)
| det T'|» |L|=
Suponiendo que L estd en posicién de Rudelson, y combinando las ecuacio-
nes (3.17) y (3.18), tenemos que % cKy

(Eﬁy<aMWWm+®wwawwgexmmi<mm
[l

u

con probabilidad mayor o igual a 1—2e~ *. Porlo tanto, tenemos la siguiente

proposicién.

Proposicién 3.3.5. Sea K < R™ un cuerpo convero y 0 < u < 4/n, enton-
ces

r(K) < 0(K)| K |7 v/n + log(n)v/anlid : (2 — Xk
tuv/nlid : 8 — Xg|||K|7

En lo que sigue vamos a utilizar la proposicién anterior para acotar la
razén de volumen para algunas clases de cuerpos convexos.

3.3.2. Normas unitariamente invariantes

Primero nos concentraremos en las bolas unitarias de las clases de Schat-
ten. Para una matriz T < R%*? consideramos s(T") = (s1(T),...,sq4(T)) la

secuencia de autovalores de (TT*)% (los valores singulares de T"). La p-norma
de Schatten de T € R¥*? se define como

op(T) = [5(T) g (3.20)

esto es, la norma en £, de los valores singulares de 7. La p-norma de Schat-
ten surge como una generalizacién de la clasica norma de Hilbert-Schmidt.
Diferentes propiedades de ella en el contexto de dimensién finita fueron lar-
gamente estudiadas en el drea del andlisis geométrico asintético. Por ejemplo
Kénig, Meyer y Pajor [KMP98] acotaron las constantes isotrépicas para las
bolas unitarias de Sg c R™ (1 < p < @), Guédon y Paouris [GP07]
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también estudiaron propiedades de concentracién de masa para estas bolas,
Barthe y Cordero-Eurasquin [BCE13] analizaron estimaciones de varianza,
Radke y Vritsiou [RV16] probaron la conjetura de la cdscara fina para estas
clases, y recientemente Kabluchko, Prochno and Théle [KPT18] exhibieron
el comportamiento asintético exacto del volumen y la razén de volumen
estdndar; para mencionar algunos.

Por lo tanto, es natural intentar entender qué sucede con la maxima
razon de volumen para su bola unitaria.

Escribimos Sg := (R¥™? 5,) y notamos con Bsg c R%*? a 1a bola unita-

ria de Sg. Las normas de Schatten son casos particulares de una clase mas
general de normas, normas unitariamente invariantes. Una norma unitaria-
mente invariante A en R¥?, es una norma que satisface N (UTV) = N(T)
para todo U,V € O(d). La norma o, es una de las normas de operadores
unitariamente invariante mas importante. Dada una norma unitariamen-
te invariante N/ en R?*¢ podemos definir una norma permutacionalmente
simétrica 7 en R? como sigue,

7(z) := N(Dy), (3.21)

donde D, is la matriz diagonal que tiene como entradas a los coeficientes de
x. El hecho de que NV es unitariamente invariante imPIica que T es permuta-
cionalmente simétrica. Dada T' € R%*?, como (T'T*)2 se diagonaliza en una
base ortonormal tenemos que para todo T € R4*4,

N(T) = 1(s1(T),. .., sn(T)).

Por ejemplo, si N eso,, T es la £,-norma usual.
Sea A(1) = 7(3%_, e;) por el Lema 3.2.4, tenemos que

1 d
—B% B, c —Bf
O R YC R
y entonces
1 d
ngo c By st' (3.22)
Tomando volumenes,
1 1 1 d 1
- Sd 2 < |B T Sd 7
)\(7_)| oo|d | N|d )\(7_)| 1|d

En [Ray84], Saint Raymond calculé el volumen de B s for 1 < p < oo. En
particular, probé que

1 1 1
S [7 ~ d|Sf|# ~ —=. (3.23)

S

Entonces, concluimos que

By |# ~ I Sl (3.24)
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Teorema 3.3.6. Sea By la bola unitaria de una norma unitariamente in-
. 2 . e,
variante N en R¥™*? y L ¢ R* un cuerpo convezo en posicion de Rudelson.

Sea A = (gij)lgijsdg e RT”*% yna matriz aleatoria con entradas Gaussia-
nas independientes g;; ~ N (0,1). Con probabilidad mayor o igual a 1—2e 1,
el cuerpo L = ﬁ% c By y también
1
| By |2
~ 1
| L]+

<d.

Proof of Theorem 3.3.6. Notemos que por la ecuacién (3.23) sabemos que
L 1
[Bsa | ~d”2.

Por otro lado, sea G € d x d una matriz con entradas Gaussianas indepen-
dientes. Por la desigualdad de Chevet Gaussian, Teorema 3.3.2, sabemos
que

E(|G : 2 — ¢2]) < Vd.

Como ||G : £3 — 3| coincide con |G| s , tenemos que
1
{(Bga)|Bga | ~ 1.

La inclusién B = BZ implica que Bgg © Bga y encontes, |id : S§— 84| <
. . . 2

1, que coincide con ||id : /3 — S| < 1 ya que la norma en S es la norma

euclidea en R,

Usando el hecho de que L esta en posicién de Rudelson, por la ecua-
cién (3.19) tenemos que para u = v/d, A(L) < |A|SL, v

con probabilidad mayor o igual que 1 — e,
Por la ecuacién (3.22),
~ 1 A(L)

1
L:= c 8¢ < By
A(T) AL A7)~

1 1
Como |ﬁ$§o|d2 ~ |Bar|4® obtenemos la cota deseada. O
Como consecuencia de esto obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.3.7. Sea N una norma unitariamente invariante en R¥*% ep-
tonces

lur(By) < d.
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3.3.3. Normas tensoriales

Otra clase natural de cuerpos convexos para la que podemos obtener co-
tas asintoticas ajustadas para la maxima razén de volumen son bolas unita-
rias dadas por productos tensoriales de espacios £,,. Los productos tensoriales
cumplen un rol clave en la teoria local de espacios de Banach. Pueden ser
identificados con espacios naturales como formas multilineales o polinomios
homogéneos.

Repasaremos las definiciones bésicas sobre productos tensoriales, reco-
mendamos ver [DF92, Din99, Flo97] para un desarrollo completo en el tema.
Dado un espacio normado F escribimos )™ FE para el m-ésimo producto
tensorial de E,y X"™° E para el m-ésimo producto tensorial simétrico , es
decir, el subespacio de (X" E que consiste en todos los tensores que pueden
escribirse como Zle Ai®"x;, donde \; e Ry ®"z; = 2;®- - -®x;. Observar
que si E tiene dimensién n, dim(®™ E) = n™ y dim(®™° E) = (™).
Como m es un numero fijo, tenemos que en ambos casos la dimensién del
espacio se comporta como n'™

Distintas normas pueden definirse en los productos tensoriales, nosotros
nos concentraremos en dos de ellas. A partir de ahora, por simplicidad, £
es un espacio de dimension finita.

La norma tensorial proyectiva se define como

T m

m(z) = inf Z l=ille ¢ s
i=1

donde el infimo se toma entre todas las representaciones de z, de la forma
T = 2;1 21 ® - ® x,y. La norma tensorial inyectiva se define como

*sup ZH‘SDZ xz ’

j=1l:i=1

donde el supremo se toma sobre ©1,...,p, € E* y Z;:1 1 Q- Qxy €s
una representacién fija de z. Sea a = ¢ o , escribimos ).’ para m-ésimo
producto provisto de la norma o.

El espacio X)." E puede ser identificado en el espacio de operadores m-
lineales definido en (E*)™ con la norma del supremo usual. Un operador
T: E™ — R es m-nuclear si puede escribirse como,

a0
T=>¢. . ¢k,
i=1
con p € E¥ y 3 |otllgs ... ¢l |gx < . Podemos definir la siguiente

norma en el espacio de todos los operadores m-nucleares.
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0
I T e = (Y] |ilms - [@hllme},
i=1

donde el infimos e toma sobre todas las representaciones de 1" como antes.
Con esta norma, el espacio de todos los operadores m-nucleares en (E*)" se
puede identificar con Q" E.

De la misma manera podemos definir versiones de la norma inyectiva y
proyectiva para el producto tensorial simétrico. Definimos la norma proyec-
tiva simétrica,

r

mo(x) = f 7 il 3 ¢

=1

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de x de la forma
T
T =i @i

La norma inyectiva simétrica se calcula de la siguiente forma,

es(z) = sup | ()™,
PEBE |i—1

donde z = >},_; ®x; es una representacion fija de z. Es importante obser-
var que, en general, la norma tensorial y su version simétrica no coinciden.
O sea, a‘@”st # Q.

. m,s m,s .

Los espacios ®)..”° E'y ;" E pueden representarse como espacios de
polinomios. Una funcién p : X — R se dice un polinomio m-homogéneo si
existe una forma m-lineal ¢ : E™ — R tal que p(z) = ¢(z,...,z). Excribi-
mos P(™E) para referirnos al conjunto de polinomios m-homogéneos en E.
Si definimos en P(™E*) la norma,

HPH ‘= SUPxeBg ’p(l’)‘,

el espacio resulta isométrico a K)."° E.
Un polinomio m-homogéneo se dice nuclear si puede escribirse como

o0]

p(2) = 3 Nloila)™,

i=1

donde \; € R, p; € E* y 22 [\l willgx < 0. Escribimos Ppyc(™FE) para
referirnos al espacio de polinomios nucleares. Si definimos la norma,

0
[Plnue = f $ 37 il lpill e ¢
i=1
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donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de p como antes. El
espacio Ppyc(™E*) con la norma correspondiente se identifica con 7" E.

Vamos a trabajar con E = ]} y, como hicimos en el caso de las normas
unitariamente invariantes, para obtener cotas para la razén de volumen ne-
cesitamos estimar algunos parametros de los espacios involucrados. Defant
y Prengel [DP09] obtuvieron estimaciones asintdticas para muchos de ellos.
Resumimos sus resultados en la siguiente proposicién.

m+n—1

Proposiciéon 3.3.8. Para m € N sea d = n'™ y ds = ( 1

1 < p < o tenemos,

) . Para cada

1
7 o (amETeTr pgo
1. |Bgpewm|” ~ |Bere| ~9§ 1
s n r p = 2
di é nl—l—m p < 2
2.‘Bm,5n5~‘an ~ _
@Trs o &®x £ {ném(éJrzl?) p = 2.
m(i-1y4l
n r 2272 pg 2
3. g B m,s pn ) ~ g B mygn ) ~
( ®r Ep) ( & ep) {n; p=2
nm—l-i—% D <2
3 g B m,s pn ) ~ f B mgn | N
4 ( ®Trs Zp) ( ®n Ep) nm(%"'%)_% p= 2.

5. lid: 65 — QI 4] ~ lid < 45 — QT £3] ~

n
1

A\ARV/AN
I\

—_——
2
[N
|
S =
—

SRS

n
6. llid: 65" — Q" Gl ~ llid : 43 — QT G ~ < n
1

N "B
3 A
[\
3

"N T
YR/ AN/

Todas las demostraciones pueden encontrarse en [DP09]. La compara-
ci6én entre el producto tensorial completo y el simétrico se sigue de [DP09,
Proposicién 3.1]. Las cotas (1) y (2) estan en [DP09, Teorema 4.2]. Para (3)
y (4) ver [DP09, Lema 4.3]. La prueba de (5) se sigue del hecho de que

lid - €57 — @£ = [id : £5 — €3 ]™.
g

Para (6) se requieren argumentos mas técnicos, el resultado estd enunciado
en [DP09, Lemma 5.2].

Notar que, en particular, para todo espacio E involucrado en la propo-
sicién anterior, tenemos que

((B)|Bg| ™=@ ~ 1.
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Luego, por la ecuacién (3.19), si K = Bg, y N = dim(FE) tenemos que, si L
es un cuerpo convexo en posicién de Rudelson y A es una matriz aleatoria
Gaussiana,

1
Al|K|\ N
(:A(HL)D < VN + (log N + wVNlid : € — E||B|¥.

u

con probabilidad mayor que 1 —2e™ *. Ahora bien, si tomamos por ejemplo,

E = ®." {} con p <2, tenemos que
LN oy L om(i-1)-1
&g

—om(L_ly;1

Entonces, tomando u = n 279’72 > log(N), obtenemos

1

()"

1
log(N)*

Puede verificarse que en todos los casos, [id : () — EH|BE|% <
Luego, eligiendo
u™ = |id: 6 — E||Bg|¥

tenemos que con, probabilidad alta

()=

Argumentando de forma andloga para los casos que restan, obtenemos el
siguiente teorema.

Teorema 3.3.9. Para E = Q" (3, R° 4y, Q" L) tenemos que,

€s

lur(Bg) < A/dim(E).

3.4. Procesos (Gaussianos y la desigualdad de Che-
vet

A continuacién presentamos la demostracién de la Proposicién 3.3.3. Pa-
ra eso necesitamos introducir algunas definiciones sobre procesos aleatorios.
Sea (2,3, P) un espacio de probabilidad. Con un proceso aleatorio nos re-
ferimos a una familia de variables aleatorias {Xi}ier : @ — R con T un
conjunto cualquiera. El problema de acotar la norma de un operador puede
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ser entendido como el problema de acotar el supremo de un proceso aleato-
rio. Como el supremo de funciones medibles no es necesariamente medible,
definimos el supremo del proceso como:

sup Xy = sup (sup Xy).
tel TocT, telyp
To finito

Definimos el incremento del proceso como
1
d(s,t) := | Xs — Xtf2 = (B(Xs — Xp)?)2.

Decimos que un proceso es un proceso Gaussiano si para todo conjunto finito
To < T, el vector (X;);e7o tiene distribucién normal. Equivalentemente, toda
combinacién lineal, > a;X; es una variable aleatoria normal. Un ejemplo
basico es el llamado proceso Gaussiano candnico

X, := (g, 1), (3.25)

donde g es un vector aleatorio Gaussian estandar y T < R" es un con-
junto cualquiera. En este caso los incrementos coinciden con las distancias
euclideas en R™.

La demostracién de la desigualdad de Chevet depende de una desigual-
dad de Sudakov (ver por ejemplo [AAGM15, Proposicién 9.1.7]) que compara
el supremo de dos procesos Gaussianos que tienen incrementos comparables.

Proposicién 3.4.1 (Sudakov). Sea (Q,3,P) un espacio de probabilidad,
{Xitter y {Yiter dos procesos Gaussianos con E(X;) = E(Y;) = 0 para todo
teT. Si

[ X — Xsl2 < ||V — Ys)l2 (3.26)
para todo s, t € T, entonces

Esup X; < EsupV;,
teT teT
donde g = (g1,..-,9n); h = (h1,...,hn) ¥ (9i)i=q, (h;)j—; son variables
aleatorias Gaussianas independientes. Notar que
E( sup Yiuye) = (U(K)[id : 6§ — Xpo| + Jid : 3 — X[ €(L°):
(z,y*)eT
Para probar la Proposicién 3.3.3, vamos a utilizar un resultado de Tala-
grand [Verl8, Teorema 8.5.5] que estd enunciado de una forma més general.
En nuestro contexto puede verse como una versién de la Proposition 3.4.1

con una estimacion de decaimiento. Aqui, |- |y, es la norma sub-Gaussiana,
definida como

| X

()2
rxmf—mﬂx>oyfexadu<a.
Q
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Teorema 3.4.2. Sea (Xi)ier un proceso aleatorio y (Yi)er un proceso
Gaussiano tal que | Xy — X|p, < |Y; — Y|2. Entonces, para todo u > 0, el
evento

sup | X;| < (E(sup V;) + udiam(T))
teT

sucede con probabilidad al menos 1 —2e%*. El didmetro de T es con respecto
a la distancia definida por los incrementos del proceso Y;.

Presentamos a continuaciéon un esquema de la demostriacion de la Pro-
posicién 3.3.3.

Esquema de la demostracion de la Proposicion 3.3.3. Como antes, definimos
en L x K° el proceso aleatorio dado por

X (g yr) = (Az,y™).

Notemos que si consideramos el proceso Gaussiano

Yiays) 1= (g dlid : £ — Xicl + Chyy™lid : 65 — Xpo],

donde g = (g1,.--,9n), h = (h1,...,hyn) v (9i)]-1, (hj)?zl variables Gaus-
sianas independientes; tenemos,

1X @) — X@,g%)lye < 1Yy — Yiag%l2-

En efecto,
| X @) = Xage lwe = 1D g6 (i — 2637l
Z'7j
1
2
< (2 lgij (wiy; —@'?J;)’?m)
i?j

1
2
(: ’x’by] xly] >

1
2
* ~ ok ~ % ~ k|2
< | 2 lwy) — ) + 3ay) - &1
)

|z — Z[2[7%[2 + [=l2lly™ — 72

o — &lalid : £ — Xicl + |y* — 5" lallid s 5 — Xe].
= Yy = Y2

Aplicando el Teorema 3.4.2 obtenemos,

HAXL_’XKH = sup X(:r,y*)
(z,y*)eLx K°

<
<

< (E[ sup  Y(g )] +u diam(K x LO)) ,
(z,y*)eLx K°
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con probabilidad al menos 1 — e~

El resultado se sigue del hecho de que

E[  sup Y
(z,y*)eLx K°

| = UK)|id: t; — Xro| +€(L°)|id : £ — Xk||

z,y%)

y diam(L x K°) ~ [lid : €& — Xpo| - lid : € — Xxk|.

61
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Capitulo 4

Cotas inferiores

En este capitulo tratamos el problema de encontrar cotas inferiores para
la méxima razén de volumen. Probaremos que para todo cuerpo convexo
K c R", lvi(K) > 4/n. Si combinamos esta cota con las que obtuvimos
en el capitulo anterior concluimos que es la mejor cota general posible. El
ingrediente clave para esta demostracién es el uso de determinados polito-
pos aleatorios que fueron introducidos por Gluskin mientras estudiaba el
didmetro del compacto de Banach-Mazur. En la Seccién 4.2 definimos estos
politopos y mostramos como utilizarlos para acotar la razén de volumen.

4.1. Cotas inferiror para la razén de volumen

Dado un cuerpo convexo K buscamos cotas inferiores para su razon de
volumen. Esto es, para un cuerpo K queremos encontrar otro cuerpo, L,
tal que vr(K, L) es “grande”. Khrabrov, en [Khr01]|, probé que para todo
cuerpo convexo K < R™ existe un cuerpo L tal que

vi(K,L) > , /w. (4.1)

Quitaremos el doble logaritmo en la ecuacién (4.1) probando que

Ivr(K) > v/n (4.2)

vale para cualquier cuerpo convexo K < R". Teniendo en cuenta que, como
vimos en el capitulo anterior, para muchas colecciones de cuerpos sabemos
que lvr(K) < 4/n, la cota en (4.2) es la mejor cota general posible.

Por la Proposicién 3.1.1, tenemos

vi(K — K, L) < vr(K,L)vr(K — K, K) ~ vr(K, L).
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Luego, podemos reducir el problem de acotar inferiormente la maxima razon
de volumen al caso centralmente simétrico. Recordemos la Proposicién 3.1.2 (1):
dados K, L < R™ dos cuerpos centralmente simétricos,

1
L%
vi(K,L)=|-—) - inf |T:X;—> Xg|. 4.3
ey = (V)" Lt X X (1.3
Entonces, para mostrar “buenas” cotas inferiores para lvr(K) (para K centrla-
mente simétrico) necesitamos un cuerpo L tal que su volumen sea “chico” y
la norma ||T": X; — Xg| sea grande para todo operador T € SL(n,R).
Recordar también que, por la ecuacién (3.4), lvr(K) puede calcularse

tomando el supremo de vr(K, L) sélo sobre cuerpos centralmente simétricos
L.

4.2. Politopos de Gluskin

La idea central de [Khr01] es usar el método probabilistico. El consider6
cuerpos aleatorios con vértices distribuidos en la esfera unitaria y probé que
con probabilidad positiva estos cuerpos satisfacen la cota (4.1). Se bas6 en
el trabajo de Glusikin [Glu81], quien defini6 los cuerpos aleatorios

Lm = absconv{X1,..., Xm,€1,...,€n}, (4.4)

donde {X;}I", son vectores aleatorios independientes distribuidos segin la
medida normalizada de Haar en S"~ !, o. Podemos construir la medida o
como una medida cénica de la siguiente manera:

lzl2

B3| ’

_ HzeBY | o € 4l (45)

On

para cualquier conjunto A < S"~1.

Gluskin utilizé esta construccion para encontrar el orden asintético del
didmetro del compacto de Banach-Mazur (también conocido como compacto
de Minkowski), Cy,, el conjunto de todos los cuerpos convexos centralmente
simétricos de dimensiéon n junto con la distancia de Banach-Mazur:

1
dpy(K,L) = ff{a-b| = < TD < bK}, (4.6)
a

donde el infimo se toma sobre todos los operadores invertibles T : R" —
R™. El teorema de John implica que dpy(K, BY) < 4/n para todo cuerpo
convexo K centralmente simétrico, y por lo tanto diam(C,) < n. Gluskin
mostré que, si m ~ n, con probabilidad positiva, dos politopos aleatorios
L) y [/(m) satisfacen:

dBm (L(m), L,(m)) > n.
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€2

—e1 €1

— X,
—e9

Figura 4.1: politopo aleatorio L?) en R2.

Observar que, como Lm) B, por el Lema 3.2.1 el volumen del poli-
topo aleatorio L™ est4 acotado por

Too (T
L0 < Vioe(i) (4.7)

n

De hecho, esta cota es el comportamiento asintético exacto de ]L(m)ﬁ con
probabilidad mayor o igual a 1 — % [BGVV14, Capitulo 11].

Si combinamos la cota para el volumen (4.7) con (4.3) necesitamos probar
la existencia de un politopo L™ para el que podamos acotar inferiormente
la norma |1 : X m) — Xg| para todo operador T' € SL(n,R). Notar que
cuando m crece, Infrcgr(nRr) |T : Xpom — Xkl aumenta, pero W
disminuye, por lo que existe algin tipo de compensacion.

En [Khr01], para m = nlog(n), se muestra que, con probabilidad alta,
la norma |1 : X;m — Xk| es “grande” para todo T' € SL(n,R). Para
conseguir todo esto probd la siguiente interesante desigualdad:

Si K < R"™ esta en posiciéon de Lowner entonces para todo m € N y todo
g >0,

n|\ 1/n
P {Existe TeSLn,R):|T: Xpm) — Xk| <P <|’BK2||> } (4.8)

Para probar nuestra contribucién principal, el Teorema 4.2.9, presenta-
mos el siguiente refinamiento de la estimacién anterior.
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Proposicion 4.2.1. Sea K < R" un cuerpo convexo centralmente simétrico
y L™ el politopo aleatorio definido en (4.4), encontes para todo f > 0
tenemos

Bn 1/’!’L
P{Existe TeSLn,R):||T: X;m) — Xk| <P (||K2||> }

’I'L2
< (Jid: 63 — X lValK[w) " (28)",
para alguna constante absoluta C' > 0.

Para probar la Proposicién 4.2.1 necesitamos algunos lemas. El primero,
Lema 4.2.2, acota la probabilidad de que un operador fijo T' : R* — R"
de determinante uno tenga norma “grande”. El segundo, Lema 4.2.3 es un
herramienta técnica que acota el nimero de puntos en una e-red para un
conjunto adecuado. Esto nos permite usar un argumento estandar de e-redes
para pasar de un operador fijo a todos los operadores en SL(n,R).

Lema 4.2.2. Sea K < R" un cuerpo convezo, L™ el politopo aleatorio en
(4.4), T e SL(n,R) y a > 0. Entonces

mn (1ET\™
P{|T : X} m) - Xkg|<al<a B . (4.9)
2
Demostracion. Notar que si LM = absconv{X1,..., X, e1,...,e,}, para

que |7 : X;m — Xkl < a, debemos tener que para todo 1 < i < m,
TX; € aK. Luego,

P{|T: X;m) — Xk| < a} <P{Para todol <i<m, TX; € aK}
= o{S" (T (k)™

Recordar que o puede obtenerse como una medida cénica (ecuacién (4.5))
y entonces,

[EE

O_{Sn—l ﬂT_l(aK)} _ Hx € BEL ’ S SnilmaTil(K)H‘

| B3|
Como aT~1(K) es un cuerpo convexo que contiene al origen, tenemos que
(e By | o xH oT Y(K)} < oT Y (K),
T2
y luego,
T-YK
U{SnilﬂTil(O[K)}é |Oé n( )|
| B3|
K]
| B |

como queriamos. O
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A continuacion presentamos el segundo lema involucrado en la prueba
de la Proposicién 4.2.1. Esto debe compararse con [Khr0l, Lemma 5]: ob-
servar que tanto el conjunto como la métrica difieren. Este cambio sutil pero
importante es el ingrediente clave que necesitamos.

Lema 4.2.3. Sea K < R™ un cuerpo convexo, v > 0 y
ME = {T e SL(n,R) and |T : 6} — Xg| <~}.
Entonces existe una y-red, ./\/'7K para MX en la métrcia L( 0, Xk) tal que

n2

ANE < O (Jid: 6 — Xl mlE]'")

Demostracion. Sea U la bola unitaria de L£(¢5, X ). Mediante la identifica-
cién estdandar pensamos a M y U como subconjuntos de R™*". Sea J\f,f(
una coleccién maximal de elementos de M ~-separados. Estos elementos
forman una v-red y, para todo £ € /\/‘5, las bolas £ + 3 U son disjuntas. Como

|72 0 = Xie| < T2 b5 — Xk,

tenemos que YU < {T : |T : {} — Xkl <~} y entonces
V7o 3 n
U ¢+ 53U {7 T 6 — Xk <)
EeNE

Computando el volumen de ambos lados obtenemos la siguiente cota para

#NE,

2

2 n
T\" 3 n
vt (1) 1< (3) 1T - Xl <o)
3\" [T : |T: 4 — Xg| <}
: Y — <y
#NE < () 1 K : 4.10
<5 ] (10)
Notemos que
{Te L(f, XK):|T: 67 - Xk| <~}
c{XGR”X”:Xie’y~Kparatodoi}
< (VK) x -+ x (vK), (4.11)

N v

n
luego

n 2
{T T 6 — Xk < v} < ()" [K]" (4.12)
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Para acotar la ecuacién (4.10) necesitamos una cota inferior para |U|. Pa-
sando a coordenadas esféricas puede verificarse que

U]
ok | 121z o D), (4.13)
2

Sn271

donde o es la medida de Haar normalizada en S™ 1. Ahora aplicamos la
desigualdad de Holder para obtener

1/2 12
1< f IT1Z 65, x,c)do (T) j ITN (g )80 (T)
n2_1 n2—1
1/2 1/n?
2
<| | Bt | | [ 11 do@)
n2—1 n2-1
Entonces,
—n2/2
Ul 2
5, = T XK g
s | [ 17 o
B3|

n2—1

Comparando promedios esféricos y Gaussianos (ecuacién (1.11)) y apli-
cando la desigualdad de Chevet Gaussiana, Teorema 3.3.2 (recordar que
todos los momentos Gaussianos son comparables (1.13)), tenemos que

Vz
1 o
| 12 o @) | < (600 + i 65— X Vi)
n2-—1
lo que implica
(0(K) + lid : 63 — Xxc|v/n) ™ ¢ = |U. (4.14)

Usando (4.12) y (4.14) en la ecuacién (4.10) obtenemos:
2

ANE < o <£(K)|K]1/” + |id : 03 — XKH\/E\KIV“) :

Ahora observemos, ya que By < |id : ¢§ — Xk | K, se tiene

1

. K° < BY
lid : 05 — Xk| 2
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y luego w(K°) < |id : 5 — Xk|. Teniendo presente que ¢(K) ~ /nw(K°)
obtenemos,

UK) < |id: 05 — Xkl|[v/n, (4.15)
lo que concluye la demostracion. O

Presentamos ahora la demostracién de la Proposicién 4.2.1.

Demostracion de la Proposicion 4.2.1. Sea {X;}", Sty LM ] poli-
topo en (4.4) tal que existe T' € SL(n,R) con |T : X;m — Xk| < 7.
Como /7 L™ T pertenece al conjunto MX definido en el Lema 4.2.3.
Consideremos una ~v-red, ./\/'WK para M para la métrica £(¢€5, X ) tal que

TL2
#NE < o (Hid N XK|\\/H|K|%) . (4.16)

Sea S € NVK tal que |[S —T|z@p x,) < 7, entonces

HS : XL(m) - XKH HT : XL(m) g XKH + HS —T: XL(m) - XKH
yH+|S—=T: 05 - Xk
2y,
donde usamos el hecho de que |[S =T : X;m) — Xk| < [|S—T: 05 > Xk
como, por construccién, Lm) < B%. Entonces,

B, := {Existe T'e SL(n,R) : |T : Xym) — Xk| <~}

< U {15 Xpom — Xkl < 27}
SeNK

NN N

1
B2\ n .
Tomemos 7 := (%) " acotando la unién por la suma, usando la ecua-

ci6én (4.16) y el Lema 4.2.2
7’L2
P(B,) < € (lid: 6§ — Xge|ValK[+)" (28",  (417)
lo que concluye la demostracion. O

Como consecuencia de la Proposicion 4.2.1 obtenemos el siguiente resul-
tado.
Proposicion 4.2.4. Sea K < R™ un cuerpo cenralmente simétrico tal que
) 1
lid : 05 — Xk |v/n|K|» ~ 1.
Dado 6 = 1, con probabilidad mayor o igual a 1 — e
LU en (4.4) verifica

el politopo aleatorio

v < vr(K, L1y,
En particular, \/n < lur(K).
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Demostracion. Por la Proposicién 4.2.1 sabemos que existe una constante
absoluta C > 0 tal que, para todo 5 > 0,

Bn I/n
P {Existe TeSLn,R):|T: Xpom — Xr| <B (|K2||> }

< Cn2 (2l8>nm

Sim = [dn]y p < %(Ce)_%, con probabilidad al menos 1 —e~"" el politopo
aleatorio verifica

1
IT: X s — Xic| > 8 ('Bg ) "ol
K| Vn|K|n

para todo T' € SL(n,R).
Luego, por las ecuaciones (4.7) y (4.18) y la Proposicién 3.1.2 (1) tenemos

Vvn < vr(K, LDy,
lo que concluye la demostracion. O

Para probar el Teorema 4.2.9 vamos a mostrar que todo cuerpo convexo
puede ser aproximado por otro que satisface las hipétesis de la proposicién
anterior. Para conseguir esto vamos a hacer uso de dos resultados porfundos e
importantes de la teoria de cuerpos isotrdpicos: el resultado de Paouris sobre
concentracién de masa y la perturbacién de Klartag con constante isotrépica
acotada (también conocia como la solucién de Klartag a la conjetrura del
hiperplano isomorfa).

Teorema 4.2.5 ([Pao06], Teorema 1.1). Eziste una constante absoluta ¢ > 0
tal que st K < R™ es un cuerpo convexo isotropico, entonces

P{ze K : |z|s = cLigv/nt} <e VM
para todo t = 1.

Teorema 4.2.6 ([Kla06], Teorema 1.1 ). Sean K < R"™ un cuerpo convexo
y e > 0, entonces existe un cuerpo convero I' € R™ tal que

1. d(K,T) <1+e,
2. LT < \%

Aqui ¢ > 0 es una constante absoluta y

1
d(K,T) =mf{ab:a,b>0,3z,yeR", —(K+z)cT+ycb(K +x)}.
a
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Observacion 4.2.7. Dado un cuerpo convexo K < R™ existe un cuerpo
convexo T' < R™ tal que vr(T,K) ~ vr(K,T) ~ 1y Ly < ¢, donde ¢ > 0
constante absoluta.

En efecto, dado K, por el Teorema 4.2.6 (usando € = 1) existe 7' < R"
con Ly < cy d(K,T) < 2. Notar que si para ciertos z,y € R" y a,b > 0 se
tiene que 1(K + z) © T +y < b(K + z), entonces,

T|w K|=
(T, K) < < B
ALE K=

a

< ab.

Luego vr(T, K) < d(T, K) y por simetria lo mismo vale para vr(K,T).

Proposicién 4.2.8. Para todo cuerpo convexo K < R™ existe un cuerpo
convexo W con vr(W, K) ~ 1 tal que

lid : 63 — Xy |v/n|W|n ~ 1. (4.19)

Demostracion de la Proposicion 4.2.8. Porla Observacion 4.2.7 y la desigual-
dad de Rogers-Shephard, Teorema 1.2.3, (reemplazando el cuerpo si es nece-
sario) podemos asumir que K° es un cuerpo convexo isotrépico centralmente
simétrico y Lyo estd uniformemente acotada.
Consideremos W tal que W° = K° n ¢y/nBj, con ¢ > 0 la constante
abosoluta en el Teorema 4.2.5. Este teorema también implica que
oL 11
WE[E > (1= exp(—vim)® > 5
y luego vr(W, K) ~ vr(K°, W°) ~ 1.
Como W° < ¢y/nBj tenemos que
Finalmente, como ]WO\% ~ 1, tenemos que ]W]% ~ L (aplicando las de-
sigualdades de Blaschke-Santalé y Bourgain-Milman, Teoremas 1.2.1y 1.2.2).
Por lo tanto

Jid : 5 — Xuw[/n|W]|7 ~ 1,
lo que concluye la demostracion. O

Ahora podemos probar el resultado principal de este capitulo. Afirma
que, dado K, si consideramos cualquier cantidad de vectores m, proporcional
a n, la razén de volumen entre el politopo alieatorio L(™) y K es “grande”.

Teorema 4.2.9. Sea K ¢ R" un cuerpo convexo. Dado § = 1, con probabi-
lidad mayor o igual a 1 — e el politopo aleatorio LU ep (4.4) verifica

v < vr(K, L1y,
En particular, \/n < lur(K).
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Demostracion. Por la Proposicién 4.2.8 existe W con vr(W, K) ~ 1 tal que
lid : €3 — Xy |v/n|W|n ~ 1. (4.20)

Aplicando Proposicién 4.2.4, dado § = 1, con probabilidad mayor o igual a
1 — e el politopo aleatorio L% en (4.4) verifica

v < vr(W, LoDy,
Luego,
v < ve(W, LDy < vr(W, K)vr(K, LD ~ vr(K, LTD),
como se deseaba. O

El siguiente corolario se deriva facilmente del teorema anterior por dua-
lidad.

Corolario 4.2.10. Sea K < R" un cuerpo convexo. Dado § = 1, existe un
politopo Z con 2([én] + n) caras tal que

v < or( 20 k),

Demostracion. Por el Teorema 4.2.9 existe un politopo L con 2([dn] + n)
vértices tal que vr(K°, L) > 4/n. Tomando Z := L° y aplicando la Proposi-
cién 3.1.2 (3) tenemos que vr(Z, K) ~ vr(K°, L) < 4/n. El resultado se sigue
del hecho de que el polar del politopo LD tiene 2([én] + n) caras. O



Capitulo 5

Razoén de volumen entre
proyecciones de cuerpos
CONvexos

En este capitulo vamos a estudiar el la razén de volumen entre pro-
yecciones de dos cuerpos convexos. Dados K < R"™ y k ~ n mostramos
que existe un cuerpo convexo Z tal que la razén de volumen entre cual-
quier proyeccion de rango k de los cuerpos K y Z es “grande”. Para probar
la existencia de Z procederemos de forma similar a como lo hicimos en el
capitulo anterior, usando el método probabilistico. Como necesitamos tra-
bajar con proyecciones de cuerpos, introducimos una versién Gaussiana de
los politopos aleatorios. Esto nos permite manejar ficilmente las proyeccio-
nes involucradas. También utilizamos un argumento de e-redes para poder
controlar la probabilidad para toda proyeccién ortogonal de rango fijo.

5.1. Razoén de volumen de proyecciones

Vamos a abordar una variante del problema que tratamos en el capitulo
anterior. Notamos con P*(n) al conjunto de todas las proyecciones orto-
gonales de rango k£ en R™. Para un cuerpo convexo K tenemos entonces
una coleccién de cuerpos convexos k-dimensionales dados por QK < R
para @ € P¥(n). El problema de estimar distancias (en el sentido de la
ecuacién (4.6)) entre proyecciones de cuerpos convexos desperté un interés
considerable (ver por ejemplo [BS88, Sza90, ST89)).

Para un cuerpo convexo K con el origen como punto interior y un subes-
pacio E < R™ se tiene que Pg(K°) = (E n K)°, donde Pg denota la pro-
yeccion ortogonal sobre E. Entonces, cada resultado sobre proyecciones de
K tiene una version dual en términos de secciones de K°.

Vale mencionar que dos cuerpos convexos pueden estar lejos pero tener
proyecciones o secciones bastante cerca. Este es el caso de los politopos
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Figura 5.1: Una proyeccién de K y una seccion de K°.

de Gluskin definidos en el capitulo anterior. Gluskin prob6 que, para todo
m ~ n, con probabilidad alta la distancia entre dos politopos aleatorios de
m vértices, digamos Lm) y L' (M) eg mayor que n. A pesar de esto, para cada
k proporcional a n, para “casi todos” los subespacios F' < R™ de dimensién
k se tiene que dgp (L™ ~ E,L'™ A F) < 1.

En efecto, Szarek [Sza79] probé que dado un cuerpo convexo K < R”"
con vr(K,B}) ~ 1,y 0 < ¢ < 1, “casi todos” los subespacios F' < R" de
dimension k < dn satisfacen que dpy (K n E, B§) ~ 1. Es facil verificar que
para todos los politopos aleatorios se tiene que vr(L™), BY) ~ 1.

Mankiewicz y Tomczak-Jaegermann [MTJ01] encontraron estimaciones
precisas de la distancia entre secciones aleatorias k-dimensionales de cuerpos
convexos en términos de la distancia promedio de secciones de dimensién g
de cada cuerpo con respecto a la bola.

En [Rud04], Rudelson estudié el problema de estimar distancias extrema-
les entre secciones y proyecciones de cuerpos convexos. Para k < n, definié
la distancia dx (K, Z) como la minima distancia entre proyecciones de dimen-
sién k de Ky Z. El estaba interesado en estimar el didmetro del compacto
de Banach-Magzur para esta distancia. Esto es, encontrar el comportamiento
asintético de

A(ka Tl) = Sup(sk(Ka Z)7

donde el supremo se toma sobre todos los cuerpos convexos simétricos K y
Z de dimension n.
El probé que

VEk sik<n?®

A(k‘,n) ~logn {122 k> ng/g,

donde A ~j44(,) B significa que

1

———__A<B< a
CloganA B < (Clog"n)A
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para constantes absolutas C,a > 0. Para obtener esto, probé que existen
cuerpos convexos K, Z c R", tales que para todo k < n,

k‘2
WK 2) 2 o oeliog(m)’
Se(K B > | —
R 520 = log(1+ %)

Vamos utilizar el enfoque de Rudelson junto con las técnicas desarrolla-
das en el capitulo anterior para abordar el problema de la razén de volumen
para proyecciones. Es decir, dado K < R", estamos interesados en encontrar
un cuerpo Z < R” tal que, para toda Q € P*(n), vi(QK,QZ) es “grande”.

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo.

Teorema 5.1.1. Dado § > 0 existe una constante d := d(6) > 0 con la
siguiente propiedad:

Para todo cuerpo K < R™ y dn < k < n, existe un cuerpo centralmente
simétrico Z < R™ tal que

|k
K,QZ)>dy|——

para toda proyeccion ortogonal @ : R™ — R™ de rango k.
Observemos que podemos enunciar una version dual de este resultado.

Corolario 5.1.2. Dado § > 0 eziste una constante d := d(5) > 0 con la
siguiente propiedad:

Para todo cuerpo centralmente simétrico K < R™ y dn < k < n, existe
un cuerpo centralmente simétrico Z < R™ tal que

w(EnZ,EnK)>d L,
loglog k

para todo subespacio EE < R™ de dimension k.

Demostracion. Aplicando el Teorema 5.1.1 para K° sabemos que existe un
cuerpo centralmente simétrico W tal que

|k
K°,QW) = dy| —

para toda proyeccién ortogonal @ : R™ — R™ de rango k. Dado £ < R" de
dimension k tenemos que,

k
< ° PplW) ~ W), oo
d loglog k vr (PpK®, PEW) ~ vr (PEW)"), (PEK®)°)

=vi(EnW° EnK),
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como, PEK° = En Ky PEW = E n W°. El resultado se sigue tomando
Z =W°e. O

Antes de empezar con la prueba del Teorema 5.1.1 recordamos un resul-
tado estdandar de teoria geométrica de la medida.

Teorema 5.1.3. Si f : R™ — R" es una funcion Lipschitz, 0 < s < m, y
A c R™, entonces

H*(f(A)) < Lip(f)*H*(A),
donde H*® y Lip(f) son la medida de Hausdorff s-dimensional y la constante
de Lipschitz de f, respectivamente.

Demostracion. Recordar que,

HE(4) = lim H3(A),

donde

0
Hi(A 1nf{2 diam(C;)*® | diam(C;) < d and A < U Ci}.

i=1

Fijemos § > 0, para todo 5 > 0 consideremos conjuntos {C;} tales que
Ac Uz, Ci, diam(C;) < sz o Y Y2, diam(C;)* < H5(A)+e. Observemos
que para todo C, diam(f(C)) < Lip(f)diam(C) y luego,

o0

a0
A)) < > diam(f(Cy))* < Lip(f)* ) diam(C;)*
i=1 i=1
< Lip(f)’e + Lip(f)*H*(A).
Entonces,
H3(f(A)) < Lip(f)*H*(A)
para todo § > 0, lo que completa la demostracién. O

Recordar que, para k € N, la medida de Hausdorff k-dimensional es un
multiplo de la medlda de Lebesgue en R*. Es decir, para todo conjunto
medible H*(A) = |Bk |Al.

Dada Q € P*(n) notaremos con |QK| a la medida de Lebesgue k-
dimensional de QK. Como aplicaciéon del teorema anterior tenemos el si-
guiente lema, que relaciona el volumen k-dimensional de dos proyecciones
diferentes de K con su distancia en la métrica usual de operadores.

Lema 5.1.4. Sean P,Q € P*(n) tales que |P — Q| < —=. Para todo cuerpo
centralmente simétrico K < R"™ en posicion de John,

1
5|QK % < |PK|: <3|QK]x.
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Demostracion. Primero veamos que
PK c 3PQK. (5.1)
Sea x € K,

Pz = PQx + P(x — Qx)
= PQx + P(x — Px) + P(Pz — Qx)
= PQx+ P(P — Q)x.

Entonces, para probar (5.1) basta ver que
P(P - Q)z € 2PQK. (5.2)

Es facil ver que el operador P coincide con [+ P — @ en QR"™ (la imagen
de la proyeccién Q). Como [P — Q| < ﬁ, entonces

Plogs : QR" — PR"

es invertible y su inversa S := (P|QRH)_1 = 377 o(Q — P)* satisface

1

1
1-7

S| < < 2.

Notar que PBy < 2PQDB%. De hecho, por la cota anterior sobre la norma
de S tenemos que SPBY < 2QBj y entonces, aplicando P, obtenemos
PSPBY = PBy < 2PQBs.

Como K < y/nBj (K estd en posicién de John) tenemos que (P—Q)x <
Byy

P(P—-Q)xe PBy c 2PQBjy < 2PQK.

Esto prueba (5.2), lo que como mencionamos implica (5.1).

Para finalizar la prueba, con la ecuacién (5.1) a mano, aplicamos el
Teorema 5.1.3 con m :=n, s:=k, f := P and A := QK para obtener

IPK|* < 3|PQK|+ < 3|QK]|*,
usando que la constante de Lipschitz de P es obviamente uno y simplificando
las constantes para pasar de la medida de Hausdorff a la de Lebesgue. [
5.2. Politopos Gaussianos

Definiremos ahora una variante de los politopos aleatorios de Gluskin de-
finidos en la Seccién 4.2. En lugar de considerar la capsula convexa absoluta
de puntos tomados uniformemente en la esfera unitaria vamos a trabajar con
vectores aleatorios Gaussianos. La razén para hacer esto es que necesitamos
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tratar con proyecciones de estos cuerpos y la medida Gaussiana se ajusta
mejor a este proposito.

Sea N >nygi,...,gn vectores Gaussianos independientes en R™. De-
finimos el politopo simétrico

Zn = Zn(w) = absconv{\/nei,...,\/nen, g1, .., gn}-

Vamos a necesitar el siguiente lema.

Lema 5.2.1. Sea g vector Gaussiano estandar. Entonces, existen constantes
C,c> 0 tales que 1 < |gll2 < C+y/n con probabilidad al menos 1 — e~ ",

Demostracion. Acotando la densidad Gaussiana por (27)” 2. tenemos

| By
(2)

_ era+g)"
(2m)2T(1+ 1)

n
2

P{lglz <1} <

aplicando la férmula de Stirling y eligiendo una constante apropiada c¢; > 0
tenemos,

P{lgle > 1} > 1— e, (5.3)

Ahora, si g = (g1, ..., 9n) queremos acotar,

n /2
P (Z 95) >Cy/np = P{ei(ZLIg?) S ec%n} .
i=1

Aplicando la desigualdad de Markov,

_ - iom (@ﬂ)—; f e—wdt) .
R

Si computamos la integral del lado derecho y elegimos una constante apro-
piada co > 0 tenemos,

n 12
P (Z g?) >Cynp <1—e " (5.4)
i=1

Finalmente acotamos probabilidad de la unién por la suma de las probabi-
lidades para combinar (5.3) y (5.4). O

Una consecuencia del lema anterior es que el conjunto

Qo = {w|BY < Zy(w) = Cy/nBY}
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satisface
P(Qp) =1 — Ne “". (5.5)

Para estimar el volumen de proyecciones de Zy. Recordemos que, por el
Lema 3.2.1, si vy, ...,vn son vectores en R de longitud a lo sumo uno,
v/1og(1+ N/m)

labsconv{vy, ..., un}"Y" < ¢ :
m

Entonces, para cada w € Qg y Q € P¥(n) se tiene que

l/kgcy/nlog(leN/k‘)' (5.6)

QZy(w)| :

Probaremos una serie de lemas que son similares a los que enunciamos en la
Seccién 4.1. Dado un espacio normado de dimensién finita X, notamos con
S(X) al conjunto de operadores lineales T : X — X de determinante uno.

Lema 5.2.2. Sea K < R™ un cuerpo convexo centralmente simétrico, QQy €
PE(n) y Ty € S(QoR™) fijo. Para A > 0 tenemos que

]P’{w € QO : HTO : XQOZN(W) - XQOKH < A} < CkNAkN‘QoK’N.
Demostracion. Observemos que

{w e Qg : T()Q()(ZN(W)) - AQOK} = {W € QOZN(W) < AT(;l(QOK)}
c{weQo:Qogi(w) e ATo_l(QOK) para todo 1 < i < N}.

Usando la invarianza por rotaciones de la medida y el hecho de que Tj
preserva medida (tiene determinante uno), tenemos que

Plwe Qo : [To: Xgyzyw) — Xok| < A}
< P{w € Qo : Qog1 (w) € ATElQoK}N

:(g}MT%K@wm%uQN
- (JR HATol@oK(y)d%(y)> N

1
<W(|AT51QOK|’“>N

Lo que concluye la demostracion. O

Lema 5.2.3. Sean K < R™ un cuerpo convexo centralmente simétrico, (Qy €
PE(n) una proyeccién ortogonal fija de rango k y A > 0, entonces

P{we Qo : 3T € S(QoR™) y [T : Xgyzyw) = Xqur| < A}
< (evn)F CNFANKE| QKN
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Demostracion. Sea U := BE(E’Q,XQOK) la bola unitaria de £(¢5, Xg,k), ¥
consideremos A un conjuto minimal \’/“E—separado en AU n SL(k, R) para

la métrica || |‘[,(£’2€7XQOK).

Tenemos entonces la siguiente inclusién para la unién disjunta

o+ inU) c( )AU.

1
+ -
= 2/ 2./n

Identificando el espacio con R y tomando medida concluimos que

#N < (cv/n)¥.

Sea w € Y tal que existe T' € S(Q,R™) con [T : Xg 7z, () — Xqok| <
A. Como B} < Zn(w) tenemos que T' € AU, entonces existe S € N tal que

A

IS =T : 05 — Xqox| < NG

Luego,

<SS —=T: Xgyzyw) = X@ok | + 1T Xgozyw) = X@okl
<A/n|S—T: 05 - Xguk| + A
< 2A.

IS+ Xqoznw) = Xkl

Esto muestra que

{weQo:IT e S(QuR™) y [T : Xgyzy(w) = Xkl < A}

< (J{S: 1S : 65 - Xqok| < 24}
SeN

Tomando medida y aplicando el Lema 5.2.2 se obtiene la cota deseada. [J

Vamos a necesitar el siguiente resultado de Szarek [Sza82] sobre e-redes.

Lema 5.2.4. Sea 0 < ¢ < 1. El conjunto P*(n) admite una e-red 1 de

cardinal i
C n
| < <> .
€
Dada una base B = {vj,...,vx} de un espacio vectorial F' y un vec-
tor x € F notamos con (x)p las coordenadas de z en la base B. Esto es,
() = (a1,...,ak) six = Zle a;v;. Ademds, para un operador 7' : F' — F

notamos con [T'|p la matriz (a;;)1<ij<k tal que T'(v;) = Zle a; v;, para
todo 1 <1 <k (i.e., la l-ésima columna de [T]5 es (T'v))%).
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Lema 5.2.5. Dado un cuerpo convero K < R"™ centralmente simétrico y
8 > 0 tenemos

P{w e Q| IQ € P¥(n),IT € S(QR™) tal que |T : XQznw) = Xkl < ]Qfﬂi}

< (c1v/n)™ (can/m) SN gRV.

Demostracion. Supongamos que K estd en posiciéon de John. Por el lema
anterior existe una \lf red para P*¥(n) de cardinal #II < (c14/n)"™*. Para

—
probar el resultado necesitamos mostrar que

{w € Q|IQ € Pk(n),EIT € S(QR") tal que ||T : XQzZn(w) = Xok| < B T }
k

c U {w € Q|35 € S(QoR™) tal que |5 : Xg 7y (w) = X@ok| < C -
Qoell

La cota se sigue de aplicar el Lema 5.2.3.
Sea w € Qg tal que existe Q € P*(n) en T € S(QR™) con

ﬁ .
QK|

1T Xgzyw) — Xokl <

Sea Qo € II tal que |Q — Qo] < ﬁ Fijemos una base ortonormal B =

{v1,...,u,} de QR". Es facil ver que el conjunto B = {Qov1,...,Qovx} es

una base de QoRR". Definimos S tal que [S]5 = [1] 5, entonces S € S(QoR").
Ahora mostraremos que

B
157 Xguzy @) = X@or | < C——+. (5.7)

[QK]*

En efecto, sea € Zy(w),

SQor = SQo(Qor — Q) + SQoQx .
1) (2)

Veremos que los términos en (1) y (2) pertenecen a C' |Qﬁ 7 QoK.
K|%
Para ver que el término en (2), SQoQz, pertenece a C|Q6\l Qu K, escri-
K|k
bimos Qx = Y a,v;, entonces QoQx = Y, a;Qov;. Tenemos que,

(SQuQx)s = [T](QuQx)’s
= [T]5(Q)%
= (TQz)’.
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Luego, SQoQx = QoT'Qzx. Como = € Zy(w), TQx € b QK y entonces

T
QK%

QT Qzx € |Qﬁ | r QoQK . Ahora observemos que si suponemos que K estd en
K|k

poscicién de John (luego BY ¢ K < 4/nBY), tenemos que QoQK < 2QuK.
Esto se debe a que

QoQK cQoK + Qo((Q — Qo)K)
CQoK + Qo((Q — Qo)vnBy)
CcQoK + QoK
_20,K.

Probaremos ahora que el término (1), SQo(Qozr—Qx), estd en C |Q’B I QoK.
K|k
Como Zy(w) < v/nB%, (Qo — Q)x € BY y luego Qo(Qo — Q)x € BS.

Debemos ver que |S : €5 — X, k| < Cﬁ
QK

.
3
Sea y € QoR"™ con |y|2 = 1. Escribimos (y)z = (B1,-.-,8k) ¥y (Sy)5 =
(71,-.-,7). Entonces,

(Y1) =[Syl 5 =[T1B(B, - -, Br)’
[T(). Bivi)]s.

Notemos que
1Y Bivill2 <1} BiQui = - BiQovillz + || D BiQovill2
<= S hwila + 1

luego,

<1 - Jﬁ) | 2. Bivill2 <1

1
1Y Bivill2 <

1—

< 2

1 X

3

Entonces, T'(Y] fiv;) € 28 QK. Por otro lado,

1
|QK|*

Sy =Y 7iQovi = QoY vivi) = QT (Y Bivi).

Entonces tenemos que Sy € 28 QoK c 46 QoK. El resultado se sigue
) . eKIE |QK|*
de que |QK|* ~ |QoK]|%, usando el Lema 5.1.4. O

Ahora podemos probar nuestro resultado principal.
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Demostracion del Teorema 5.1.1. Por la desigualdad de Roger-Shephard sa-
bemos que vr(L — L, L) < 4, para todo cuerpo convexo L < R™. Entonces,
como Q(K — K) = Q(K) — Q(K), para toda Q € P*(n) se tiene que

QK — K),Z) < vr(Q(K — K),QK)vr(QK, Z) < 4vr(QK, Z).

Luego, si vi(Q(K — K), Z) es grande, también lo es vr(QK, Z). De ahora en
adelante supondremos, sin pérdida de generalidad, que K es centralmente
simétrico.

Por el Lema 5.2.5 sabemos que

P{w e Q|3Q € P¥(n) 3T € S(QR™) [T : Xz, (w) — Xok| < |qu1
k

< (e1v/n)™* (cav/n)E N gRN. (5.8)

Sea N = nlog(n) y fijemos § lo suficientemente chico para que la proba-
bilidad en (5.8) tienda a cero. Entonces, como P(£2) = 1 — Ne™ " (ecua-
cién (5.5)), sabemos que existe w € Qy tal que para toda Q € P¥(n) y
T e S(QR™,

B

QK|*

Si calculamos la razén de volumen entre proyecciones de Z := Zy(w) y K
obtenemos, usando que on < k < n, la Proposicién 3.1.2 (1) y la ecuacién
(5.6),

1T Xqzyw) — Xokl =

8 QK|
QK| |z
Bk
Cy/nlog(2 + N/k)
VEk
loglog(k)’

vi(QK,QZ) >

=
>d(6

lo que concluye la demostracion del teorema principal. O
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