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Multiplicaciéon de matrices

Dadas matrices A € R™*" y B € R™*?, el producto C' = AB es la matriz de m
filas y p columnas con

Cij = ailblj + ai262j -+ azn nj Z azkbkj
a1 A2 - Aip
bll Ce blj . blp )
C11 : C1
b21 Ce b2j . b2p P
Qi1 G2t Qi = Cij
Cm1 : Cm
bnl e bnj bnp P
Am1  Am2 Qmn

En la casilla (7, 7) de C ponemos el producto de la fila i de A con la columna j
de B.



Multiplicaciéon de matrices

Realizar (a mano) los siguientes productos de matrices:

o (2 %)-(3 %) o (5) 69

Q@ (3 5) (_43>




Producto de matrices punto a punto en Python

Si multiplicamos dos matrices o vectores en Python con * ...

Al = np.array([[1,2],[3,4]])
A2 = np.array([[1,0],[0,1]1)
print (A1l * A2)

%% A1 * A2 =
%% [[1 0]
%h [0 4]1]

La operacién * en Python calcula el producto coordenada a coordenada. Esta
operacién se llama producto de Hadamard, y es Gtil en muchos casos, pero no es
el producto usual de matrices.



Producto usual de matrices en Python

Para el producto usual de matrices usamos en Python el simbolo @.

# Producto usual de matrices
print ("A1,0 A2 = \n", Al @ A2)

%h A1 @ A2 =
Wt [[1 2]
% [3 4]1]

iRevisar siempre que estemos usando el producto correcto en Python!



Propiedades del producto de matrices

El producto de matrices es asociativo. Es decir A(BC) = (AB)C, para
matrices con los tamafos apropiados para realizar los productos.

El producto de matrices no es conmutativo. En general, no vale AB = BA,
ni siquiera en el caso de matrices cuadradas. Lo verificamos en Python.

A = np.array([[1, 2], [2, 3]])
B = np.array([[2, 5], [1, 4]])
print ("AL@ B =, \n", A @ B)
print ("Bu@.A = \n", B @ A)



Teoria vs. practica

En la practica, el producto de matrices "no” es asociativo.

La cantidad de operaciones que realizamos depende del orden en que hacemos la
multiplicacién

import numpy as np %%time

A = np.random.rand(10000,10000) X = (AQ(BQCQ))

B = np.random.rand(10000,1)

C = np.random.rand(1,10000) %% Wall time: 12.8 s
%%time

Y = ((A@B)QC)

%% Wall time: 804 ms



Matriz transpuesta

La matriz transpuesta de A = (a;;) € K"™*" es la matriz que se obtienen a partir
de A intercambiando filas por columnas, es decir AT = (a;;) € K™,

Ejemplo

a a a 11 Aa21

. 11 12 13

OSIA: ,AT: a12 Q922
Q21 Q22 Q23

aiz ag3
R I r_ (5 3
e Si A= <3 _1> LAY = (7 _1>.
Propiedades
o (AT = A.

o (AB)" = BTAT.



Metamecanica del producto de matrices

Filas y columnas de AB

© Si b es la j-ésima columna de B, la j-ésima columna de AB es Ab;.

@ Si a; es la i-ésima fila de A, la i-ésima fila de AB es a;B.

Matrix por vector. A € K™*", x ¢ K", y € K™

@ Ax es una combinacién lineal de las columnas de A.

@ y’ A es una combinacién lineal de las filas de A.



Sistemas lineales y ecuaciones matriciales

Podemos plantear el sistema de ecuaciones lineales

3r+5y= 4
2z — 9y = 15.

(2 2)6)- )

o en general, Ax = b, donde A € K™*" es la matriz de coeficientes, & es un

en forma matricial

vector o matriz columna de n incégnitas y b € K" es el vector de términos
constantes.

Pregunta: jcuantas incégnitas y cuantas ecuaciones tiene el sistema Ax = b
con los tamafios dados?



Sistemas lineales en Python

Para resolver sistemas de ecuaciones en Python podemos usar el comando solve
(sélo para sistemas cuadrados con solucién Gnica).

A = np.array([[3,2],[5,-41]1)
b = np.array([22, -11])
print(np.linalg.solve(A, b))

## [3. 6.5]



Matriz diagonal e identidad

Una matriz A € R™" se dice diagonal si a;; = 0 para todo @ # j, es decir:

a1 0 c. 0
A— 0 a/.22 0
0 0 R .

La matriz I, € K"*" diagonal con a;; = 1 para todo 7, se llama matriz identidad:

0 --- 0
1

1
0 0



Potencia de una matriz diagonal

al, 0 0
2
o Ar—AA-| " " !
0 0 a?,
aj;, 0 0
0 a3, 0



Producto a derecha o izquierda por matriz diagonal

by 0 -+ 0
| N o by o o
a; a ... Qap X i . X = b11a1 b22a2 bnnan
0 0 - bun | |
ar 0 -0 — i — — anfi —
0 ax - 0 — fo —| _ |— axxfi —
0 0 - apn — Jfon — — amfn —



Inversa de una matriz

Dada una matriz A € K"*", si existe una matriz B € K"*" tal que
AB=1,= BA,

decimos que A es inversible y B es la inversa de A. Si A es inversible, la inversa
es (nica y la notamos A~!. Si A no es inversible, decimos que A es singular.

Aplicacion

Si A € K™™ es inversible, la solucién del sistema Ax = b es

x=A"'b.




Calculo de la inversa

Para calcular la inversa de A, buscamos B tal que AB = 1I,.

Resolvemos las ecuaciones Ab; = e;, donde b; es la j-ésima columna de B.

A = np.array([[3,2],[5,-4]11)
b = np.array([22, -11])
print(np.linalg.solve(A, np.eye(2)))

print(np.linalg.inv(A))
print(np.linalg.inv(A) @ b)

%% [[ 0.18181818 0.09090909]
%h [ 0.22727273 -0.13636364]]
%% [[ 0.18181818 0.09090909]
%h [ 0.22727273 -0.13636364]]
%% [3. 6.5]



i Como resolver un sistema lineal Ax = b?

X=
np.linalg.inviA) @b

X=
np.linalg.solvelA, h)




Inversa de una matriz y sistemas de ecuaciones

Propiedad

Para A cuadrada, son equivalentes:
@ el sistema Ax = b tiene solucién Gnica para un b particular,
o el sistema Ax = b tiene solucién Gnica para todo b,

@ A es inversible.




Determinante de una matriz

El determinante de una matriz cuadrada se puede definir recursivamente por la
siguiente féormula

ai sin=1
det(A) = o
i (=) a; det(My;)  sin > 1,
donde M;; es la matrix de (n — 1) X (n — 1) que se obtiene al eliminar la fila i y
la columna j de A.

Esta férmula se conoce como desarrollo de una fila o columna.

Vale (sin demostracion): desarrollando cualquier fila o columna se obtiene el
mismo resultado.



Determinante de una matriz

2 3
Q det 0 7 :det<0 7>—Sdet<2 3>:7—3-11:—26,

0 -1 4 -1 4 -1 4

desarrollando la primera columna.

.




Determinante de una matriz triangular superior o inferior

@ Si A € K™ es triangular inferior o superior su determinante es igual al
producto de los elementos de la diagonal.

aix aig -+ Qip ail o - 0
0 axp -+ az az az --- 0 n
det | . .| =det | | . =11 e
: : " : : : . : -1
0 O s Qpp ap1 Ap2 - App

o det(I,) = 1.



Determinante y operaciones de filas y columnas

SiAeK"™ya; 1 <i<n,son las columnas de A, valen las siguientes
propiedades:

e transponer la matriz: det(AT) = det(A),

@ si A tiene una columna de ceros, det(A) =0,

@ multilinealidad del determinante:

det| a9 ... aa;+pb; ... a, | =



Determinante y operaciones de filas y columnas

A partir de la multilinealidad obtenemos:

@ multiplicar una columna por un escalar:

det | a1 ... aa; ... a, | =adet(A)

@ multiplicar toda la matriz por un escalar:
det(aA) = a" det(A), para a € K.
e multiplicar toda la matriz por (—1):

det(—A) = (—1)"det(A).



Determinante y operaciones de filas y columnas

@ Si A tiene dos columnas iguales, det(A) = 0.

@ Sumar un mdltiplo de una columna a otra columna:

det| a; ... a;+aa; ... a, |=det(A)

@ Intercambiar dos columnas:

det| ... a; ... a; ... =—det| ... a; ... a;



Otras propiedades del determinante

Proposicién

det(A) = 0 si y solo si A es singular.

Proposicion

Si A, B € K™,
det(AB) = det(A) det(B),

det(A™!) = 1/det(A).




Complejidad del calculo del determinante

Si A e KM,

@ jcudntas operaciones tenemos que realizar para calcular el determinante de
A desarrollando filas o columnas?

@ ;hay alguna forma mas eficiente de calcular determinantes?



