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1. Formas cuadraticas y bilineales, funciones homogéneas
A lo largo de este texto (salvo que se indique lo contrario) asumiremos que K es un
cuerpo, de caracteristica distinta de 2.

Definicion 1.1. Sean V, W, Z K-espacios vectoriales:

1. B: VX W — Z es un operador bilineal si es lineal en cada variable por separado.
2. Para cada v € V fijo, denotamos B, : W — Z al operador lineal §,(w) = (v, w).

3. Cuando V = W, denotaremos Q : V — Z al operador cuadratico asociada a f,

o) =B, v).
4. Si f(v,w) = B(w,v) para todo v,w € V, diremos que S es simétrica.

5. Si K =C, B es C-lineal en su primer variable y B8(v,w) = B(w,v) para todo v,w € V,
diremos que B es un operador sesquilineal.

Observemos que cuando cuando V = W, el operador cuadratico Q es una funcion homo-
génea de grado 2, esto es Q(Ax) = A20(x) para todo x € X y todo 4 € K.

Sin embargo, en el caso de un operador sesquilineal, obtenemos que Q(Av) = B(Av, Av) =

2200 = |2 Q).

Observacion 1.2. Cuando Z = K, es usual denominar a los objetos que llegan a €l formas.
Ast ¢ € X* (el espacio dual de X) es una forma lineal en X, mientras que 8 : X XY —» K
es una forma bilineal y Q : X — K es una forma cuadratica.

Diremos que una forma bilineal sobre R (o sesqui-lineal) 8 es semi-definida positiva si
Bv,v) = Q(v) = 0 para todo v € V, y definida positiva si S(v,v) = Q(v) = 0 sélo cuando
v=0.

El niicleo de B es el subespacio

kerB={veV:By,w)=0¥weV}

o equivalentemente el conjunto de todos los v € V tales que 8, = 0 como forma lineal en
V.

1.1. Polarizacion

Cuando Q es el operador cuadrdtico dado por un operador bilineal 5: VXV — Z, las
formulas de polarizacion estan dadas por

Bo(v, w) = 2{Q(v+w)—-0(1)-0(w)} = Y{Q(v+w)—-0(v-w)} = Y2{ Q")+ O0(w)-Q(v-w)}, ()

y definen otro operador bilineal By : VXV — Z. Es evidente que By es simétrica, y dejamos
verificar al lector que

2Bo(v, w) = B(v,w) + B(w, v),



luego By = B si y solo si B era originalmente simétrica.

Notemos que en el caso de que 8 : VXV — R es un producto interno sobre un
R-espacio vectorial,

B, w) = (v, w), Q) =B, v) = [III®

de las identidades de polarizacion también obtenemos
2 2 2 2
2117+ 20wll” = [lv + wil® + llv = wll®, @

llamada ley del paralelogramo, porque relaciona las longitudes de los lados de un parale-
logramo con las longitudes de sus diagonales.

Polarizacion en C-espacios vectoriales

Observemos que si V es un espacio vectorial sobre los niimeros complejos C, la de-
finicion dada arriba de forma sesqui-lineal es especial ya que no se trata de una forma
bilineal (sobre C). De hecho resulta de la definicion que S8 es C lineal en la primer variable,
y C lineal conjugada en la segunda variable. Luego la identidad de polarizacion dada mds
arriba, no recupera S a partir de su forma cuadratica (sélo recupera la parte real de ().

Sin embargo, puede el lector verificar que la identidad de polarizacion

48(v,w) = Qv +w) — Qv —w) —iQv — iw) + iQ(v + iw) 3)

recupera la forma sesqui-lineal 8 a partir del operador cuadratico Q. Esta cuenta muestra,
ademds, que toda forma sesqui-lineal se descompone como 8 = Sy + i8; donde Sy, 51

1.2. De operadores cuadraticos a bilineales

Ahora abordaremos el problema reciproco, que puede pensarse como jcudndo una
funcion homogénea de grado 2, denotada Q : V — Z, proviene de un operador bilineal
simétrico? O bien en particular jCudndo una norma proviene de un producto interno?

Observemos primero que en general esto no es cierto: no toda funcion homogénea de
grado 2 proviene de una forma bilineal. Es decir, dado Q funcién homogénea de grado 2,
la identidad de polarizacion (1) no necesariamente define un operador bilineal 5.

Para ello, consideremos f : S I 5 R (ST c R? es la circunferencia unitaria en el plano)
una funcién simétrica: f(-v) = f(v). Podemos definir una forma homogénea de grado 2
de la siguiente manera
MP f(rg) v#0

Q(v):{ 0 v=0.

En efecto, es evidente que Q(0v) = Q(0) = 0 = 0°Q(v) para todo v € RZ, mietras que para
r> 0, tenemos Q(rv) = [|Im|*f (ﬁ) = r2||v||2f(ﬁ) = r2Q(v). Similarmente

(=) = || - rvu?f(_—”) = PEf (—l) = 20() = (-N*Q(v)

Il = rvll [IvlI

usando la paridad de la funcion (f(—w) = f(w)).
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1.2.1. Diferenciabilidad

También es evidente que si f es continua, serd acotada y luego Q : R? — R serd
continua. Consideremos f(x,y) = x*/ para (x,y) € R?, j € Ny, ques es simétrica y continua.
Obtenemos

27 . .
O +3%) iz = X+ () £ 0

O(x,y) = { 0 (xy) = 0.

Podemos observar que cuando j =0, f es constante y Q es la norma euclidea al cuadrado
(que claramente proviene de una forma bilineal, la del producto interno usual de R?).
Mientras que cuando j = 1, nos queda Q(x,y) = x%.

Usando la férmula de polarizacion (1) definimos S : RZxR? — R una funcién simétrica.
Es inmediato verificar que S(2v, w) # 2B6(v,w), salvo los casos ya mencionados (j = 0, j = 1).
En el segundo caso es porque se obtiene (polarizando Q(x,y) = x?)

B,y x',y") = xx’

que es en efecto una forma bilineal sobre R%. Notamos que tanto esta B como la dada por
el producto interno usual (j = 0) son claramente funciones de clase C® en R?.

En general, si f es de clase C”, resultard lo mismo para Q en R2\{(0, 0)}. Para j=2,
un cdlculo directo sobre Q(x,y) = x%/(x% + y*)I~/ nos dice que %(0, 0) = %(O, 0)=0y que
de hecho resulta Q diferenciable en v = (0,0). Esto muestra que la diferenciabilidad de Q
no garantiza que provenga de una forma bilineal.

Este ejemplo (o coleccion de ejemplos) que acabamos de presentar, nos muestra la
relevancia del siguiente criterio, donde denotaremos D,,Q a la diferencial primera y D%Q
a la diferencial segunda de Q (evaluadas en w € V).

Lema 1.3. Sea Q : V — Z una funcion homogénea de grado 2. Si Q es de clase C? en un
entorno de v = 0, entonces
O() =12D30(v,v) YveV.

En particular Q es un operador cuadrdtico proveniente del operador bilineal simétrico
2
B, w) =12D0(v, w).

Demostracion. La hipotesis dice que si HQ = DVQ es la matriz Hessiana de Q, esta resulta
una matriz simétrica (ya que las derivadas cruzadas son iguales). Luego S(v, w) = D(Z) oW, w)
es un operador bilineal simétrico. Veamos que coincide con 2Q en la diagonal. Para ello
escribimos Q(tv) = ?Q(v) para t € K, v € V y usando que la composicion de funciones C?
sigue siendo C?, derivamos dos veces respecto del parametro ¢ (con v fijo, esto es vélido
para ¢ suficientemente pequefio). Tenemos

DnQ() =2tQ(v) 'y DZQO®m,v) = 20().

Evaluando en t = 0 tenemos la conclusion del lema. O



Observacion 1.4. Cuando Q es de clase C? en un entorno de v = 0, el lema previo
nos dice que Q(v) = B(v,v) para g bilineal. Tomando v; = v(f) = v + tw y derivando esta
expresion respecto de f, obtenemos

Dy, Q(v) = By, vi) + B, V1) = 2B(vy, V).

Evaluando en t = 0 se deduce que D,Q(w) = 26(v,w). Luego D,Q = 26(v, ) = 26,. Volvien-
do a reemplazar v por v; = v + tz, obtenemos ahora derivando D, Q(w) = 28(v, w) respecto
de t (y evaluando en t = 0), que D%(z, w) = (D%Q)(z)(w) = 26(z,w), o equivalentemente
D% = 26 para todo v € V. Esto nos dice que la diferencial segunda de Q es constante (y de
hecho igual a D(Z)Q, como probamos en el lema). Se sigue que D?Q = 0 y lo mismo para
cualquier diferencial superior. Resumiendo, para todo v € V, tenemos

D,Q=28,, D*=28, D'Q=0Vk>3

y en particular Q es una funcion de clase C en V. Asismismo, como D?Q es constante,
es claro que Q coincide con su polinomio de Taylor de grado 2 centrado en cualquier
vev:

0(x) = Q(v) + D, Q(x = v) + 12D} Q(x = v, x = v) = Q(v) + 2B,(x = v) + Q(x = V),

identidad que también es inmediata a partir de Q(x —v) = B(x — v, x — v) y la bilinealidad
de S.

1.2.2. Ley del (semi)-paralelogramo

Un resultado en la misma direccion pero sin recurrir a nociones de diferenciabilidad,
se basa en la ley del paralelogramo. Como vimos, si una norma proviene de un producto
interno, entonces cumple dicha ley (2). El siguiente teorema es su reciproco:

Teorema 1.5 (Teorema de Jordan-von Neumann). Si || -|| : V — R es una norma que
obedece la ley del semi-paralelogramo

2% + 2wl < v+ wi? + v —wl? VYv,weV,

entonces la polarizacion 8 de la norma da un producto interno. En consecuencia, una norma
proviene de un producto interno si y solo si obedece la ley del semi-paralelogramo.

Demostracion. En primer lugar, observemos que reemplazando v por 1/2(v + w) y w por
/2(v —w), la desigualdad es equivalente a la igualdad. Esto es, podemos suponer que vale
la ley del paralelogramo. Definimos el producto interno S(v,w) = (v, w) usando la férmula
de polarizacion (1). Claramente es simétrico. Tenemos que probar que se trata de una
forma bilineal. Ahora notamos que, por la ley del paralelogramo aplicada a v+ z,w (y a
w+2Z,V), Se tiene

v +w+ 2% = 2llv + 2l + 2lwll* = [lv — w + 2|

2 2 2
= 2w+ zlI” + 2plI° = [w — v + 2.



Luego sumando y dividiendo por 2
1 1
2 2 2 2 2 2 2
w2l = I+ DI+ Dy + 2l + w2l = Sl = w21 = Slw = v+ 217

La misma identidad vale para —z. Entonces restando estas dos experesiones (la de z y la
de —z), obtenemos B(v + w, z) de acuerdo a la identidad de polarizacion (1) que usamos
para definir el producto interno. Esto es

1 2 2
(v+w,z>—Z(|Iv+w+z|I —||v+w—z||)

_1 2 2y, 1 2 2

= 7 (2l =1 = 2lP) + 2 (Iw -+ 2 = lhw = 2IP)

=20+ w2
donde en la primer igualdad usamos la hipédtesis de la regla del paralelogramo, y en la
ultima igualdad usamos polarizacion para obtener B(v,z) y B(w,z). Esto prueba que 8 es
aditiva en la primer variable, y por simetria lo es en la segunda. Nos falta ver que 8 saca

escalares reales (y por simetria alcanza con verlo en la primer variable). De la desigualdad
triangular inversa para la norma,

HIvIE= 1wl < {lv = wil

es inmediato que la norma es una funcion continua, luego 8 es continua. Entonces bastard
probar que B saca escalares racionales, es decir 4 = /g € Q. Como B(0,w) = 0, y de la
definicion es inmediato que

A=v,wy = | =v+wl == v=wl® = lw = v = v+ wl* = =4¢v, w),
podemos suponer que A > 0, esto es p,q € N. Como ya probamos que S es aditiva en la
primer variable, en realidad ya lo probamos si ¢ = 1. Ahora bien si v/ = /qv, tenemos
glAv,w) = g{pv', w) = pg(v',w) = p(qV’,w) = p(v, w).

Dividiendo por g obtenemos lo deseado, (1v, w) = A(v, w). m|

El caso de productos internos complejos (formas sesquilineales)

En el caso de que el espacio vectorial V sea un C espacio vectorial, dad una norma
sobre V, podemos definir

v, wy = v+ wl* = Ilv = wi? + illlv + iwl* = [lv — iwl*] = Bo(v, w) + iBi(v, w)

que no es otra cosa que la identidad de polarizaciéon compleja (3). Es inmediato de la
definicion que (w,v) = W y que (v, w) = i{v, w).

Si suponemos que la norma obedece la propiedad del semi-paralelogramo, sabemos
que obedece la ley del paralelogramo. No es dificil ver que entonces By y 51 son ambas R
bilineales, por el Teorema de Jordan-Von Neumann. Luego el producto interno definido
arriba resulta un producto interno complejo, esto es, una forma sesqui-lineal.



Corolario 1.6. Sobre un C espacio vectorial, una norma obedece la ley del semi- paralelo-
gramo si y solo si proviene de un producto interno complejo. Es decir, si la norma proviene
de una forma sesqui-lineal definida positiva.

1.3. Cono asociado a una forma cuadratica

Si O :V — K es una forma cuadratica, el cono asociado se define como
Co={veV:Q@W =0}

Nos interesan dos propiedades fundamentales de los conos que utilizaremos para la clasi-
ficacion de cuddricas. Estas propiedades dicen que fuera de un cono hay infinitos hiperpla-
nos. Todas las demds propiedades de Cp pueden deducirse luego, utilizando la clasificacion
de cuddricas.

Lema 1.7. Si Q # 0 y H C Cg es un hiperplano dado por una funcional ¢ € V*, entonces
existe Yy € V* tal que Q = ¢ . Luego Co = HU H donde H = kery puede ser igual a H. En
particular Cg contiene a lo sumo dos hiperplanos.

Demostracion. Ejercicio. O

Lema 1.8. Si QO # 0y §1,52 son subespacios propios de V, entonces S1USaUCg # V.

Demostracion. La demostracion es por induccion en d = dim(V). Si d = 1, debe ser
S1 =82 ={0} y entonces S1US2UCp = Cg # V pues Q # 0. Supongamos que hemos
probado el resultado para d > 1, sean Hi,Hy C V hiperplanos tales que H; # S1y Co
no contiene H; (i = 1,2), que existen por el lema previo. Esto es lo mismo que decir que
Olu, # 0. Entonces si fuese V =S1US2 U Cp, tendriamos

Hi=HNSYUH NS UH NCo)=S1US,UCy

donde Q = Qly,. Notemos que S; # H; y que O # 0. Como dim(H;) = dim(V) - 1, por
la hipdtesis inductiva la tinica posibilidad es que So = Hy, es decir HHNS9 = Hj. Luego
H; c Sy pero como Hj es un hiperplano debe ser S9 = H;. Con un razonamiento andlogo,
descomponiendo Hs, debe ser también So = Hy. Pero entonces Hy = Hy, absurdo. O

2. Representacion de formas cuadraticas fijando una base

Dada una forma bilineal § en un K-e.v. V, queremos dar una representacion de 5 en
términos de una transformacion lineal 7 : V — V. Para ello notamos que, fijar una base
B ={vy,...v;} de V es equivalente a elegir un producto interno en V.

Recordemos que el método de Gram-Schmidt permite obtener una base ortonormal
para cualquier producto interno, y reciprocamente, dada una base ortonormal podemos
definir un producto interno decretando que estos vectores formen una base ortonormal.
Vamos a enunciar esto de manera mds precisa (la verificacion es trivial y queda a cargo
del lector).



Lema 2.1. Dado un producto interno en V, existe una base ortonormal E = {ey,...,e,}
para éste, y toda base ortonormal para este producto interno se obtiene a partir de la misma
mediante una transformacion ortogonal: esto es una transformacion lineal U : V — V que
es un isomorfismo, tal que ||Uv|| = ||v|| para todo v € V, y tal que Ue; = v;.

Reciprocamente fijada una base arbitraria E de V, si escribimos, para v,w € V sus

coordenadas en esta base,
n n
V= Z Xiej, W= Zyiei, @
i=1 i=1

definimos
n

(v,wy = > xiyi,

i=1

que es un producto interno que hace de E una base ortonormal para el mismo. En el caso
de un espacio vectorial sobre C, podemos obtener un producto interno complejo definiendo

(v,wy = an XiYj-

i=1

Una vez fijado un producto interno en V (equivalentemente, fijada una base de V),
dado un subespacio S C V, denotaremos S+ C V al complemento ortogonal de S,

St=(veV:(ys)=0 VYseS}.

2.1. Transformaciones lineales autoadjuntas
Recordemos que una transformacion lineal 7 : V — V es autoadjunta si
(Tv,w) =W, Tw) Yv,weV.
Es inmediato de aqui que el rango (la imagen) y el niicleo de T son ortogonales, y entonces
V =kerT @ Ran(T)

donde ker T = Ran(T)*.

En general, si T es una transformacion lineal, su adjunta se define como la tnica
transformacion lineal T* tal que

(Tv,w) =W, T*w) Yv,weV.

Probaremos ahora dos teoremas de representacion debidos a F. Riesz. Diremos que
una aplicacion aditiva R entre C espacios vectoriales es anti-lineal si R(1z) = AR(z) para
todo vector z y todo 4 € C.



Observacion 2.2. Notemos que dado un vector y € V, este induce una forma lineal
@y € V¥, la dada por ¢,(v) = (v,y). La aplicacion y — ¢, es claramente lineal e inyectiva
(anti-lineal cuando K = C). Si definimos la norma de una funcional como

llell = max{le)| : v eV, |l =1},

es inmediato (por la desigualdad de Cauchy-Schwarz) que esta aplicacion es una isometria
entre V y V* (preserva las normas).

El primer teorema de Riesz dice que se trata de una biyeccion:

Teorema 2.3 (Teorema de representacion de Riesz para formas lineales). Sea ¢ € V*,
entonces existe un unico y, € V tal que ¢ = (-,y,). La aplicacion R(yp) = y, se lo denomina
mapa de Riesz; es un isomorfismo isométrico cuando K = R, mientras que es un anti-
isomorfismo isométrico cuando K = C.

Demostracion. Sea S = kerg, si § = V es porque ¢ = 0, tomamos y, = 0. En caso
contrario, S es un subespacio propio (un hiperplano). Tomamos yg € S+ de norma unitaria
y definimos

Yo = ©(yo)yo

(por supuesto que la conjugacion no es necesaria cuando K = R). Descomponemos x € V
como x = s+ Ay,, notamos que ¢(x) = 0+ Ap(y,) = /l|<,a(yo)|2 pues ¢ es lineal. Por otro lado,

(6,Y5) = 0+ Ay, ¥o) = Ayell? = Ap(ro)l.

Esto prueba que ¢ = (-, y,) y por la observacion previa, tienen la misma norma. La unicidad
queda a cargo del lector. m|

El segundo teorema de Riesz dice que toda forma bilineal (o sesqui-lineal) en V se
puede representar mediante una transformacion lineal T : V — V. Enunciamos el teorema
para K = C, el andlogo para R es inmediato omitiendo los conjugados.

Teorema 2.4 (Teorema de representacion de Riesz para formas bilineales). Sea: VXV —
C sesquilineal. Existe entonces una unica transformacion lineal autoadjunta T : V — V tal
que

B(x,y) =(x, Ty) =(Tx,y) VYx,yeV.

Demostracion. Para cada y € V, sea ¢,(x) = B(x,y). Luego existe un tinico z = T'(y) € V tal
que

B, y) =@x) =(x,2) ={(x,Ty) VxeV.

Veamos primero que T es lineal. Para ello, calculamos, para cada 4 € C
(x, T(Ay)) = B(x, Ay) = AB(x,y) = Ax, Ty) = (x, ATy).
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Como esto vale para todo x € V, se tiene T(ly) = ATy para todo y € V,4 € C. Con un
argumento similar, y usando que el mapa de Riesz es aditivo, se obtiene que T es aditiva.
Como S es sesquilineal,

(Tx,y) =<{x, Ty) = B(x,y) = By, x) = (y, Tx),

de donde resulta inmediato que T es autoadjunta. O

Ahora probaremos el resultado fundamental sobre transformaciones lineales autoad-
juntas:

Teorema 2.5. Si T : V — V es autoadjunta, existe una base ortonormal E = {ey, ..., e,} de
V de autovectores de T, todos los autovalores de T son reales, y los autoespacios corres-
pondientes a autovalores distintos son ortogonales, e invariantes para T .

Demostracion. Como T* =T, entonces si 4 es autovalor, y v es autovector, debe ser
2 TN T2
AP =(Tv,vy = v, Tv) =(Tv,v) = Al

lo que prueba que todo autovalor es real.
Notamos ahora que si v es autovector, entonces S = {v}*
efecto, si tomamos w L v, entonces

es invariante para 7T: en

(Tw,v) =(w, Tv) = Aw,v) =0.

Consideramos la restriccion de T al subespacio {v}*, donde sigue siendo autoadjunta.
Procedemos inductivamente hasta construir una base ortonormal de V de autovectores de
T. Todos los autovalores son reales, y st 4 # u son autovalores de T, entonces, tomando
v, w autovectores respectivos,

Av,wy =(Tv,w) = (v, Tw) = u(v,w),
lo cudl solo es posible si v L w. |

Definicion 2.6 (Descomposicion espectral de una t.l. autoadjunta). Dado A autovalor de
T autoadjunta, denotaremos E/{ C V al autoespacio asociado de autovectores, esto es
E/{ ={ve V:Tv=Av}. Notemos que se trata de un subespacio invariante por 7, y que los
ET son todos ortogonales entre si (para cada autovalor de T). Denotaremos P al tinico
proyector ortogonal con rango E/{ lo llamamos proyector espectral de T.

Si A; son los autovalores distintos de T (incluyendo A = 0 posiblemente), y denotamos
E; = Ei, P; = Pi, afirmamos que
T=> 4P
i

En efecto, dado v € V, este tiene una unica escritura v =, v; con v; = P;v € E;. Luego
Tv=Y"Tvi= dwi= Y LiPw=() AiP)v.
i i i i

1



Notar que 1 <i <k con k <n=dim(V), ya que recorre los autovalores distintos.

Si denotamos o(T) = {t € R : T — 1 no es inversible} al conjunto de todos los autova-
lores de T (denominado espectro de T), podemos denotar P, al proyector asociado a cada
autoespacio E!, y entonces tenemos la reescritura

T=> A4Pi= ) tP ®)

conocida como descomposicion espectral de T. Esta es una version (para espacios vec-
toriales de dimension finita con producto interno) del llamado teorema espectral para
operadores autoadjuntos.

Definicion 2.7 (Cdlculo funcional de una t.l. autoadjunta). Como autoespacios correspon-
dientes a autovalores distintos estdn en suma directa (son ortogonales), se tiene P;P; =0
si i # j. Luego si n € N, es inmediato que T" = ), " P;, y que si g es cualquier polinomio
q(x) = ayx" + --- + ayx + ag entonces

qT)=a,T" + - -+ a;T +apl = Z q(t) P,.
7

Dada cualquier funcion f : R — R, podemos definir
A=), foP,
teo(T)

esta transformacion lineal se denomina calculo funcional de T evaluado en f. Si g, es
una sucesion de polinomios que tiende puntualmente a la funcion f, invitamos al lector
a demostrar que ¢,(T) — f(T) en cualquier norma que uno quiera ponerle al espacio de
las transformaciones lineales.

Si Py denota el proyector ortogonal al nticleo de T, entonces tenemos las féormula
_ T
V = @reon)E;

(donde cada subespacio es invariante para T, y son todos ortogonales entre si), que resulta
equivalente a la descomposicion de la t.l. identidad 1: V — V como

1= ZP,,

tea(T)
y los proyectores verifican PPy = PP, =0 si s # 1.

Observacion 2.8. Cabe notar aqui, que si U es transformacion ortogonal y E C V es un
subespacio (y Pg su proyector ortogonal), entonces si E’ = U(E) se tiene

Pp = UPgU".

En efecto, P%, = UPgU"UPEU* = UPpPgU" = UPgU" = PPg/, Py, = UPLU* = UPRU" =
Pg luego Pgr es un proyector ortogonal. Por otro lado si Uv € U(E), entonces Pg/(Uv) =
UPgU*Uv = UPgv = Uv pues v € E, luego Pr/(U(E)) = U(E). Mientras que si z = Uy €
U(E)*t = U(E?) entonces Pgrz = UPEU*Uy = UPgy = UO = 0, luego ker(Pg/) = U(E)*.
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Observacion 2.9. Si B = {v,...,v4} es una base de B, podemos denotar p; = v; ® v;
al proyector ortogonal con rango v;, de manera tal que »;p; = 1, pip; = 0 si i # j.
Definimos una transformacion lineal Tv; = A;v;, con A; € C, es decir T = ); A;p;. Resulta
T autoadjunta: en efecto si v = X, x;v;, w = ); y;V; entonces

(Tv,w)y = > xiyidi = (v, Tw).
i,j

Con la misma demostracion, si 1 = ); P; es cualquier descomposicion de la identidad
1:V — V en proyectores ortogonales disjuntos (P;P; = 0 si i # j), resultard T = }}; A;P;
una t.l. autoadjunta, que es inversible si y sélo si todos los 4; son no nulos.

Corolario 2.10. Si T,R son t.l. autoadjuntas y conmutan, entonces se diagonalizan si-
multaneamente, es decir tienen una base ortonormal comun de autovectores. Es mas, los
autoespacios de una son invariantes para el otro.

Demostracion. Dado A autovalor de T, tenemos para cada v € E/{ (incluyendo Eg =kerT)
TRv = RTv = RAv = ARv,

lo que nos dice que Rv € ET, o sea que E; es invariante también para R. Como R res-
tringido a E; sigue siendo autoadjunto, tomamos una b.o.n. de E/{ pero conformada por
autovectores de R (teorema anterior). Como son elementos de ET, resultan simultdnea-
mente autovectores de 7, de autovalor A (notar que sin embargo, como autovectores de
R, sus autovalores seran distintos en general). Podemos hacer esto para cada autoespacio
de T,y V = EBAEAT, obtenemos una base de autovectores de R que es también base de
autovectores de T. m|

Corolario 2.11. Si T es autoadjunta, entonces R conmuta con T si y solo si R conmuta
con todos los proyectores espectrales de T.

Demostracion. Si R conmuta con todos los proyectores espectrales de T, entonces

RT =R Z tP, = Z tRP, = Z tP,R = TR.

teo(T) teo(T) teo(T)

Reciprocamente, si R conmuta con T entonces RT" = T"R para todo n € N, y con esto

D "RP,=RT =TR= )" {"PR.
t t
Dado ty € o(T), sea f un polinomio que se anula en o(T)\{to} y tal que f(z9) = 1. Entonces
D FORP, =Y fOPR,
t t
luego RP;, = P;,R como queriamos probar. |
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2.2. Transformacion autoadjunta asociada a una forma cuadratica

Si O : V — R es una forma cuadratica con forma bilineal asociada 8, y fijamos una
base de V, estaremos fijando un sistema de coordenadas y también un producto interno
en V. Para este producto interno, existe una unica transformacion lineal autoadjunta
T:V — Vtal que

oWw)=(Tv,v) YveV.

Dejamos al lector probar que ker7 = kerf. Con esto, el niicleo de T no depende del
producto interno elegido.

Al cambiar de base (cambiamos de coordenadas), la transformacion 7 no sera la
misma (aunque tendra el mismo ntcleo). Sea M : V — V isomorfismo que intercambia
estas bases, digamos e¢; = Mv;, i = 1,...,n, donde los e¢; son los de la primer base y v; los
de la segunda. Luego si v,w € V, con coordenadas como en (4), tendremos

V= Z xje; = Z xiMv; = Minvi =M.
; ; f

Esto es si v/ = 3); x;v; entonces v = MV'. Similarmente, Mw = w’. Por definicion
(MY, Mw'y = (v, w) = >~ xiyi = (V' w)p
i
donde a la derecha tenemos el producto interno definido por la nueva base B. Como esta

formula es genérica, se deduce

Lema 2.12. Si E, B son dos bases de Vy M : V — V es el isomorfismo Mv; = e;, entonces
los productos internos estan relacionados por la formula

(v,wyp = (Mv, Mw) = (M"Mv,w) (6)
para todo v,w € V.

Observacion 2.13. Podriamos haber arribado a una identidad de este tipo usando el
Teorema 2.4, ya que el producto interno en la base B es una forma bilineal, luego se tiene
que representar por medio de una tl. autoadjunta A, en términos del producto interno
original (en este caso A = M*M).

Observacion 2.14. Si 7% indica la t.l. (autoadjunta para el nuevo producto interno) que
determina unicamente la forma bilineal §: V XV — K asociada a Q, de la identidad (6)
tenemos

(M*MTBv,w) = (TBv,w)p =B, w) ={Tv,w)

para todo v,w € V, luego T = M*MT5. Como M*M es inversible, es inmediato que, como
comentamos al comienzo de esta seccion, T8 y T tienen el mismo niticleo.
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2.3. Transformaciones (semidefinidas) positivas

Lo remarcable de transformacion lineal A = M*M del Lema 2.12 es que no sélo es
inversible (ya que M lo es) sino que todos sus autovalores son estrictamente positivos: si
v es autovector de norma unitaria para el autovalor 4 € R de A, entonces

A= Av,v) = (Av,v) = (M*Mv,v) = (Mv, Mv) = |Mv||* > 0.
En este caso A no puede ser nulo ya que A es inversible.

Definicion 2.15. Dado un producto interno en V, diremos que una tl. A : V —» V
es positiva (denotado A > 0) si A es autodajunta y todos los autovalores de A son no
negativos. Diremos que A es positiva inversible (denotado A > 0) si A es autoadjunta y
todos sus autovalores son estrictamente positivos (en particular es inversible).

Corolario 2.16. Si (-, -)o,{:,-)1 son dos productos internos en V, existe una (unica) t.l.
A : V — V positiva inversible que los relaciona:

(v, w1 = (Av, w)y.

Definicion 2.17 (Médulo). Si T es autoadjunta y T = eyt P €s su descomposicion
espectral (Definicion 2.7), entonces tomando f(x) = |x|, la matriz

7= 1P,

se denomina modulo de T, y es inmediato que |T| es positiva, y serd inversible si y sélo
si T lo era.

Lema 2.18 (Lema de la raiz cuadrada). Si V es un espacio con producto internoy A > 0,
existe una tnica t.l. R > 0 tal que A = R?. Se suele denotar R = VA = A" la “raiz cuadrada
de A”. Si A = Y,;aiP; = Y co(a)@Pa €s la descomposicion espectral de A (5), entonces

R= \/Z: 2i \/CTiPi = Zaeo-(a) %Pa'

Demeostracion. Como A es autoadjunta y 4; > 0 para todos sus autovalores, si v; es la
base correspondiente de autovectores, definimos Rv; = VA;v;. Es inmediato que R = A, y
que R > 0. Veamos loa unicidad: si A = T?2 con T > 0, entonces TA = TT? = T2T = AT es
decir T conmuta con A. Como ambas son autoadjuntas, existe una base B = {vy,...,v,} de
autovectores de A que también diagonaliza T (y que son base también de los autoespacios
E, = Eé, con a > 0 autovalor de A). Observemos que si v € E,, escribiendo v = Zj av;
donde los v; son algunos de los vectores de B, que estdn en E,, tenemos Tv =T Zj v =
2ja;tjv; donde f; € o(T). Pero aplicando T una vez més,

— o, — — 72, _ 420
Zajavj =av=Av=T V—Za]tjv]
J J
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y esto sélo es posible si z; = va para todos estos j. Luego Tv = va ) ;a;v; = vav. Esto
prueba que TP, = +/aP,, y entonces

T=T1=T Z P, = Z VaP,,.
aco(a) aco(a)

De aqui se deducen la unicidad de la raiz cuadrada y la tltima formula del enunciado
del lema. O

Dejamos el siguiente problema para el lector:

Problema 2.19. Sea A: V — V tl., V un espacio vectorial con producto interno. Probar

1. A es positiva & (Av,v) >0 para todo ve V & M tal que A = M*M.
2. Probar que “A > B” si A— B > 0, es un orden parcial en el conjunto de las t.l.
3. Probar que si A es positiva e inversible también lo es A7

4. Probar que si A es positiva entonces MAM* también lo es.

Definicion 2.20 (Mddulo y descomposicion polar). Dada T t.l. sabemos entonces que
T*T > 0 tiene una unica raiz cuadrada positiva, que denotaremos |T|, esto es |T| = NT*T
es la tnica tl. M tal que M > 0y M? = T*T. Es claro que |T| serd inversible si y sélo si
T lo era (notar que es la misma t.l. definida en 2.17 cuando T* =T).

Si T es inversible, definimos la transformacion inversible U = T|T|™!. Tenemos
UtU =T T T = T TR = 1,

lo que prueba que U es una transformacion ortogonal. La férmula T = U|T| se conoce
como descomposicion polar de T.

Definicion 2.21. Dada una transformacion lineal T : V — V definimos el rango r = r(T)
como la cantidad de autovalores no nulos, o equivalentemente, la dimension de Ran(7") =
{Tv:veV}

Cuando T es autoadjunta, todos sus autovalores son reales, y entonces definimos la
positividad p = p(T) como la cantidad de autovalores positivos, la negatividad n = n(T)
como la cantidad de autovalores negativos, y la signatura s = s(T) como la diferencia
entre ambos, s = p —n. Notar que dos cualesquiera de estos niimeros determinan los otros
dos, ya que r = p+n luego s+r = 2p. Definimos el indice de T como el par (p,r) € NgxNj.
Notar que dim(ker(T)) =n —r.

Lema 2.22 (Descomposicion de Hahn de una tl. autoadjunta). Si T es autoajunta, la
descomposicion T = T, — T_ dada por

T.= » tP, T.=)(-0P=T,-T
t>0,e0(T) t<0
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verifica T4, T- >0, T, T-=T_-T, =0, T, —T_ =|T|.
En el subespacio invariante Ran(T,) se tiene T > 0, este subespacio es maximal respecto
de la positividad de T, y su dimension coincide con p(T), el niitmero de autovalores positivos

de T. Mismas afirmaciones valen para el rango de T-, que es ortogonal al rango de T, y
ademas Ran(T) = Ran(T,) & Ran(T-).

Demostracion. Que T..T- > 0 es evidente porque son autoadjuntas y tienen autovalores
positivos. Que los rangos de T, T- son ortogonales (y entonces 7,.7_ = 0) es inmediato
de que autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales, y también
es clara la ultima afirmacion sobre el rango de T. Veamos que Tlranr,) > 0; si dicho
subespacio es nulo no hay nada que probar. Caso contrario, tomamos una base ortornomal
que diagonaliza T y tomamos los primeros vi,-- -,V que forman una base ortonormal de
autovectores con todos los autovalores positivos de T, es evidente que

k
T=T,~T =) rvi- zn: (=5,)v;
1

i= i=k+1

donde r; son los autovalores negativos de 7 y s; los negativos (si kK = n la segunda suma
es nula y tanto T- como su rango son nulos). Sea 0 # v € Ran(7T,), entonces v = Zf:l XiVi,
luego Tv; = X; x;riv; y con ello

k k

(Tv,v) = Z rixixj{vi,vj) = Z rix; > 0

i,j=1 i=1

pues alguin x; es no nulo. Supongamos ahora que S C V es un subespacio invariante para T,
entonces T se diagonaliza sobre S y si T|s es positivo, entonces todos los autovalores de T
alli son estrictamente positivos, luego dim(S) < p(T) (porque sino habria mds autovalores
estrictamente positivos!). m|

Veamos que los cambios de coordenadas no alteran estas cantidades, principio co-
nocido como la Ley de inercia de Sylvester. Para ello probamos antes un lema que dice
que transformaciones cercanas tienen autovalores cercanos, o en otros términos, que la
funcion espectro o : End(V) — 2C es semicontinua inferiormente.

Para ello, consideramos (End(V),d) como espacio métrico, con la distancia dada por
d(T,R) =|IT —R||, y |||l es alguna norma en los endomorfismos, como por ejemplo, fijando
una norma en V,

d(T,R) = |IT = Rllc = max{||Tv — Rvl| : [vl| = 1]l}.

Recordemos que dos normas en un espacio vectorial de dimension finita (en este caso,
End(V)), son siempre equivalentes, asi que en realidad podemos tomar cualquier otra
norma (como por ejemplo

ITllmax = max{|Tj| : i, j=1,...n}

donde T;; son las entradas de la matriz de T, en alguna base E de V).
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Lema 2.23. Sea T : V — V, tal que cada autovalor t; de T tiene multiplicidad m;. Dado
e > 0, existe 6 > 0 tal que si ||[R—T|| < 6, entonces para todo i, R tiene exactamente m;
autovalores en B.(t;)) = {1: |1 -] < &}.

Demostracion. Los autovalores de T son las raices del polinomio p(1) = det(T — A1),
mientras que los de R son las raices de g(4) = det(R — A1). Es claro que si T es cercana a
R, sus entradas en cualquier base también, y entonces su polinomio caracteristico también.
Luego basta tomar ¢ suficientemente pequefio para que las raices de g estén cerca de las
de p, y obtener el resultado enunciado. O

Corolario 2.24. Sean p,n € Ny, entonces el conjunto H,, de las transformaciones lineales
T : V — V autoadjuntas con p(T) = p,n(T) = n es abierto y cerrado en el conjunto de
todas las transformaciones autoadjuntas de rango r = p + n < dim(V). En particular Hy
con k + [ = r describe las componentes conexas del conjunto de todas las transformaciones
autoadjuntas de rango r.

Demostracion. A partir del lema previo tenemos que si R es autoadjunta, de rango r y es
cercana T, entonces p(R) > p(T) y n(R) > n(T). Pero de r = p(R) + n(R) > p(T) + n(T) = r
deducimos que p(R) = p(T), n(R) = n(T), luego para cada indice fijo (p,n), este conjunto
es abierto. Ahora bien el conjunto de todas las transformaciones autoadjuntas de rango r
en V es la union disjunta de los Hy; con k,[ recorriendo los posibles valores en Ny XNy
y la restriccion k + 1 = r. Luego el complemento de H,, también es abierto. m|

Teorema 2.23 (Ley de inercia de Sylvester - Transformaciones autoadjuntas). Sean T, R
t.l. autoadjuntas. Entonces p(T) = p(R) y n(T) = n(R) si y solo si existe M inversible tal que
R=MTM".

Demostracion. Si R, T tienen el mismo niimero de autovalores positivos y negativos, en-
tonces el autoespacio de los autovalores positivos de R tiene la misma dimensiéon que el
de T, y lo mismo vale para el autoespacio de los autovalores negativos, asi como para el
niicleo. Para 7T, sus tres autoespacios son ortogonales entre si, y lo mismo vale para R.
Si {e1,...,e,} es una base de autovectores de R y {vi1,...,v,} es una base de autovectores
de T (elegida de manera tal que los primeros p son base del autoespacio positivo y los
ultimos base del niicleo), sea U la transformaciéon ortogonal Ue; = v;, y sea K dada por

Ke; = Adje; para los e¢; que no estan en el niicleo de R (donde A; = 1/tirl.‘l, notar que el
cociente tiene el mismo signo, tanto para el primer subespacio de positividad, como para
el segundo de negatividad), Ke; = e; para los del niicleo. Claramente K es autoadjunta
e inversible (Observaciéon 2.9). Ahora consideramos la t.l. definida como Me; = A;v; para
los autovalores no nulos de R, y Me; = v; para los del niicleo de R. Claramente M es
inversible, pero ademds también es evidente que M = UK, luego M* = K*U* = KU".
Ahora bien, KRKe; = KRAje; = KA;rie; = /ll.zr,-ei = tie; para los vectores que no estan en el
nticleo, mientras que KRKe; = KRe; = 0 para los del niicleo. Luego

MRM*VI' = UKRKU*VI' = UKRKe; = Utie; = tjv; = Tv;
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si v; no estd en el niicleo de T, mientras que MRM*v; = UKRKU*v; = UKRKe; = UKRe; =
0 = Tv; para los del niicleo de 7. Como MRM* y T coinciden en una base, debe ser
MRM* =T.

Supongamos ahora que T = MRM?*, escribimos la descomposicion polar M = UA
con [M| = A > 0y U ortogonal. Es claro que U*TU = ARA, y como U*TU, T tienen
exactamente los mismos autovalores, basta probar que R y ARA tienen el mismo indice
(cantidad de autovalores positivos y negativos). Escribimos la descomposicion espectral de

A,
A= Z aP,,

aco(A)

y como a > 0 para todo a € 0(A), podemos definir la curva

a(f) = A" = Z aP,  te[o,1].
aco(A)

Es claro que a(l) = A, @(0) = 1 (la identidad de V) pues Y. P, = 1 al ser A inversible.
También es claro que @ es una curva continua. Entonces

t— A'RA!

es una curva continua en las transformaciones autoadjuntas, que une R con ARA. Por
lo tanto, debe permanecer dentro de una de las componentes conexas, y por el corolario
previo, R y ARA tienen el mismo {ndice. O

Teorema 2.26 (Ley de inercia de Sylvester - formas cuadraticas). Si T,T2 son las t.l.
inducidas por sendos productos internos en V y la misma forma cuadratica Q, ambas trans-
formaciones tienen el mismo rango y signatura.

Demostracion. Recordemos que T = M*MT? (Observacion 2.14). Para simplificar la nota-
cién notamos que M*M es positiva e invertible, luego (M*M)~! también lo es, sea A > 0
su raiz cuadrada, A2 = (M*M)!. Entonces T2 = (M*M)™'T = A’T, y para cada 1 € R,
escribimos

TB — A1 = A’T — A1 = A(ATA - ADA7.

Esto nos dice que los autovalores de T son los mismos que los de la tl. autoadjunta
ATA; como A > 0 en particular A* = A y la ley de inercia de Sylvester para t.l. nos dice
que ATA tiene mismo rango y signatura que 7. O

Definicion 2.27. El lema anterior nos permite hablar de positividad, negatividad, rango
y signatura de una forma bilineal B8, niimeros dados por cualquier representacion de 8 en
términos de una transformacion autoadjunta (determinada por la eleccion de una base o
un producto interno en V; la transformacion va a diferir segiin la base, pero estos niimeros
no).

De la misma manera, el indice de beta es el par (p,n) € X Ng XNy con p la dimensién
maximal de positividad de 8 y n la de negatividad.
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3. Funciones cuadraticas y cuddricas

Definicion 3.1 (Funciones cuadraticas y cuddricas afines). Sea Q : V — K forma cuadra-
tica, denotamos Cp = {x € V : Q(v) = 0} al conjunto de los ceros de Q. Si ¢ € V* forma
lineal y k € K. Una funcion cuadrdtica en V estda dada por

F(x) = Q%) + 2¢(x) + k,
requerimos Q # 0, y al conjunto de los ceros de F' lo denominamos cuddrica afin,
C=CF)={xeV:F() =0}

Notar que cuando ¢ = k = 0, ¥ = Cp. Recordando que denotamos 8, = (a,-) cuando 3
es la forma bilineal simétrica asociada a Q, definimos también ¢, = ¢ + 8, € V*.

Observacion 3.2. Si d = dim(V) = 1, entonces la cuddrica son los ceros de un polinomio
cuadrético, luego como Q # 0, es F # 0, debe ser ¥ vacia, un punto doble o dos puntos.
Geométricamente, estas cuddricas no tienen mads invariantes, y por ello supondremos de
aqui en mds que d = dim(V) > 2.

Definicion 3.3 (Cuddricas en espacios con producto interno). Si V es un espacio con
producto interno {-,-) sobre R 6 C, podemos usar los teoremas de Riesz de representacion
de formas lineales y bilineales para hallar tinicos 7 : V — V t.l. autoadjunta y b € V tales
que

F(x)=(Tx,x)+2(b, x) + k. )

Notemos que por la definicion de cuddrica, debe ser T # 0.

Si elegimos una base ortonormal E = {ey,...e,} de este espacio, y escribimos x = }; x;e;,
tendremos la escritura en coordenadas

F(x) = ZTijxix_j+22bjx_j+k
bj J

donde el conjugado se puede omitir si el cuerpo es R. Con un pequeito abuso de notacién
(fijada la base, es decir fijado el sistema de coordenadas), denotaremos a esta expresion
F(xi,...,x,).

Definicion 3.4 (Expresion afin de una funcion cuadrdtica). Dado a € V, la funcion F
admite una reescritura
F(x)=Q0(x—a)+2¢,(x —a) + F(a)

que puede pensarse como la expresion afin en el espacio vectorial V, con origen a. Para
probarlo, hay que notar que si uno desconoce ¢,, puede proponer la igualdad y luego
operar

O(x —a) + 2¢4(x — a) + F(z) = Q(x) + 0(a) = 2Ba(x) + 2¢4(x) = 2¢4(a) + F(a)
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para deducir que, como esto debe ser igual a F(x) para todo x € V, cancelando los términos
constantes y reemplazando x por Ax, debe ser

A0(x) + 229(x) = 12 Q(x) — 24B4(x) + 24¢,4(%),
esto sélo es posible si ¢ = =6, + @,.

Observacion 3.5. Si g(x) = Mx + z es afin e inversible, y ¢ = g‘l(%), entonces esta
cuddrica estd dada por los ceros de F = F o g. Un codmputo directo muestra que entonces,
si

F(x) = F(g(x) = O(x) + 2¢(x) + k,

debe ser
0=QoM, g=¢poM=BoM+poM, k=0 +2¢Q)+k=F(Q).
Es inmediato que entonces Q esta representada por la t.l. autoadjunta T = M*TM, y que
b=MTz+ M*Db.
3.1. Cuddricas con centro, puntos singulares y regulares

Definicion 3.6. Decimos que ¢ € V es un centro de F si ¢, = 0 (es la funcional nula en
V*). Decimos que ¢ € V es un punto singular de F si es un centro y ademds F(c) = 0.
Definimos la simetria alrededor de ¢ o. : V — V como la transformacion afin o.(x) =
—X + 2c.

Notar que o, es la simetria alrededor de ¢, dada por enviar x a ¢ + (¢ — x) = 2¢ — x.
Ademads o es un isomorfismo con inversa o, porque o.o0, = 1. Veremos en los proximos
dos teoremas, que % es invariante por esta simetria si y sélo si es centro de cualquier F
que la represente.

Teorema 3.7. Sea ¥ (F) una cuddrica, entonces son equivalentes:

1. € c M donde M C V es una variedad afin propia.
2. Todo punto de € es singular para F.

3. Paratodo p € ¢, € = kerB + p (en particular € es una variedad afin propia).

Demostracion. Los casos dim(V) =10 € = 0 son triviales. Supongamos que hay un punto
v tal que F(v) = 0 pero no es singular para F. Entonces H = ker(¢,) es un subespacio
propio. Si la cuddrica estd en una variedad afin propia, entonces v estd en esa variedad y
hay un subespacio S C V tal que € —v C S. Reescribimos F en su forma afin en v

F(x) = OQ(x—v)+ 2¢,(x — v).
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—2¢,(z)
0@) >

Tomamos z ¢ HUS U Cg (Lema 1.8), entonces Q(z) # 0y ¢,(z) # 0. Sea A = se

tiene
170R) _ 4p@w() _
0%(z) 02)

Esto dice que v+ Az € € Cv+ S, luego Az € S, y como A # 0, debe ser z € §, absurdo.
Entonces todo punto de la cuddrica es singular para F.

F(v + 12) = Q(12) + 2¢,(12) = 120(2) + 24¢,(2) =

Ahora supongamos que todo punto es singular para F, que p € €. Si z € ker 3, entonces
como F(p) =0y p es centro de F, se tiene

F(x) = Q(x = p) + 2¢,(x — p) = Q(x — p).

Entonces F(z+ p) = Q(z) = B(z,2) = 0, luego 7+ p € € asi que kerB+ p C €. Tomemos
ahora v € €, entonces

ﬂv—pzﬁv""’o_(‘/""ﬁp):‘ﬁv_sop =0-0=0
pues todo punto de % es singular para F. Esto prueba que v—p € ker 8 o equivalentemente
que v € kerB + p, asi que € C ker8 + p.

Por ultimo, que € es propia se sigue de que pedimos en la definicion de cuddrica que
0 # 0, o equivalentemente que ker8 # V. ]

En las condiciones del teorema anterior, trasladando la cuddrica al origen 0 € V, debe
ser F(x) = Q(x) con la condicion adicional que su conjunto de ceros es un subespacio
propio. Por ejemplo

F(xi,...,x,) =xf+x§ =0

en R”, con n > 2.

Teorema 3.8. Dada una cuddrica ‘¢ = 6(F). Entonces ¢ € V es centro de F si y solo si
c(6)=%.

Demostracion. Supongamos primero que ¢, = 0, entonces de la reesecritura afin de F en
V., tenemos para cada x € ¥

Flo.(x)=0(0.(x)—c)+k=0Cc—x—-¢c)+k=0(c—-x)+k=0x—-c)+k=F(x)=0

luego o.(¥) C € pero aplicando nuevamente o, y usando que es su propia inversa, se
tiene que o, deja al conjunto cuddrica invariante.

Supongamos ahora que o, deja el conjunto de ceros de F invariante. Si 4 es una
variedad afin propia, debe ser ¢ € € y como todo punto es singular para F (por el teorema
anterior), tenemos ¢, = 0.

Supongamos entonces que % no es una variedad afin propia, y que para todo x € V
tal que Q(x —c¢) + 2¢.(x —¢c) + k = 0, se tiene

0=F(o.(x))=Q0(c—x)+2¢.(c — x)+ k.
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Como Q(x —¢) = Q(c — x), esto prueba que ¢.(c —x) = 0 en los ceros de F. Tenemos que
ver que es idénticamente cero en todo V. Para ello, como ¢, es una forma lineal, basta
ver que se anula en n vectores v; linealmente independientes, ¢.(c — v;) = 0. Pero esto es
evidente pues en este caso % no estd contenida en ninguna variedad afin propia de V por
el teorema anterior. |

El teorema previo nos dice que la definicion de centro es intrinseca al conjunto cua-
drica y no a la F que lo representa (ya que puede haber distintas F' que representen la
misma cuddrica).

Definicion 3.9. El conjunto de centros de una cuddrica € lo denotamos centr(%). Lla-
maremos puntos singulares de € a los centros de € que estén sobre la cuddrica, esto es

Cs = € N centr(6).

Observacion 3.10. Notemos que si x; = p+ v es la recta que pasa por p con direccion v,
derivando F(x;) respecto de ¢ (y evaluando en ¢ = 0) obtenemos

DF,(v) = DOp(v) + 2¢(v) = 2B,(v) + 2B(v) = 2¢)

por lo discutido en la Observacion 1.4, es decir DF), = 2¢,. Entonces ¢ es un centro de
la cuddrica si y solo si la diferencial de F' se anula en ¢, y es un punto singular si esto
ocurre sobre la cuddrica (y esto tltimo ocurre si y sélo si F(c) = 0).

Notemos también que si V es un espacio con producto interno, entonces
op=PBpt+te=(Tp,-)+<b,-)=(Tp+b, -)

donde T : V. —> V, b € V son como en (7). En ese caso, la diferencial de F de identifica
con el gradiente de F, esto es

DF, = VF(p) = 2Tp +b)

o mds precisamente DF, = (VF(p),-). Luego un punto p es centro de & si y solo si el
gradiente de F' se anula en p, y es singular si y sélo si esto ocurre sobre la cuddrica.

Definicion 3.11 (Puntos regulares, plano tangente). Los puntos no singulares de % se
denominan puntos regulares. Por el teorema de la funcion implicita, como F es C,
en un entorno de un punto regular la cuddrica es el grafico de una funcion . Luego
podemos definir el plano tangente a ¢ en p como el hiperplano afin que es ortogonal a
VF(p) =2Tp+b y que pasa por p. Equivalentemente, T),% es el niicleo de ¢,, desplazado
hasta p), con ecuacion

(Tp+b,x)+(b,p)+k=0.

Problema 3.12. Sea ¥ la cuddrica dada por los ceros de F(x) = (Tx, x) + 2(b, x) + k.

1. Si ¢ € V es centro de %, entonces F(x) = Q(x — ¢) + F(c). Probar que la cuddrica
tiene algin punto singular si y sélo si F(c) = 0.
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2. Considerar el sistema afin Tx+b = 0,(b, x) +k = 0. Probar que p € V es solucién del
sistema si y solo si es un punto singular de la cuddrica. Concluir que el conjunto
de puntos singulares de % es una variedad afin.

Gracias a que tener centro es un propiedad del conjunto € y no de alguna F que lo
define, tenemos las definiciones siguientes:

Definicion 3.13 (Clasificacién de cuddricas). Diremos que una cuddrica € es singular
si tiene algun punto singular, y que es regular si no tiene ninguno. Una cuddrica es con
centro si tiene algiin centro.

Diremos que dos cuddricas €, % son afinmente equivalentes (o que estan en la misma
clase afin) si existe alguna transformacién afin inversible g(x) = Mx+a tal que g(%) = €.

Observacion 3.14. Notamos que si ¢ = Mx + a es afin e inversible M : V — V tlL
inversible), entonces

Og)(8(x)) =2(Mc +a)— (Mx+a) =2Mc +2a - Mx —a = M2c — x) +a = g(o.(x)),
luego go o = 0y © gy con esto es inmediato que

g(o—c((g)) = 0Og(0) (g((g)),

lo que prueba que ser cuddrica con centro es invariante afin, y también ser singular es un
invariante afin (lo mismo ocurre con ser regular). Notar que F define € si y sélo si Fog™!
define g(%).

§ En esta seccion entonces hemos probado entonces que toda cuddrica con centro ¢ € V
puede ser descripta, luego de una traslacion, como el conjunto de ceros de

0(xX)+k=0

donde k = 0 si y sélo si la cuddrica con centro es singular. Por la Ley de inercia de
Sylvester (Teorema 2.26), el indice (p,n) € NgxXNg de la forma cuadratica Q (Definicion
2.27) estd univocamente determinado por la clase afin de la cuddrica %.

3.2. Cuadricas sin centro

Comenzamos por definir la nocion de vértice que serd esencial para llevar las cuddricas
sin centro a una forma canonica.

Para esta seccion, es conveniente fijar un producto interno, entonces la forma cuadra-
tica Q estard representada por medio de una t.l. autoadjunta 7, y la forma lineal por un
vector b €'V,

F(x) =(Tx,x)+ 2{b, x) + k.

Respecto de este producto interno, podemos identificar 1/2DF, = ¢, con el vector gradiente
VF(v). Luego la condicidén de regularidad se traduce en pedir que VF(v) # 0.
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Definicion 3.15. Sea € = ¥(F) C V una cuddrica, diremos que v € € es un vértice de €
si0#VFW)=2(Tv+b)eckerg=kerT.

Ejemplo 3.16. Veamos en un ejemplo simple qué representan los vértices: sea F(x,y,z) =
y—2% y consideremos € = ¢(%). Representada graficamente, se trata de una pardbola en
el plano yz, desplazada a lo largo del eje de las x para formar una “canaleta’.

En este caso es claro que, como Q(x,y,z) = —z2, se tiene que ker3 = ker T es la recta
generada por (0,0,1). Por otro lado VF(x,y,z) = (0,1, —2z) que resulta ortogonal a kerf si
y sélo si z = 0. Entonces como y = z%, también debe ser y = 0, y el conjunto de vértices de
esta cuddrica estd dado por todos los puntos {(x,0,0) : x € K}, que es donde la canaleta
se apoya en el plano z = 0.

Observacion 3.17. Como V = kerT & Ran(7T) y ambos subespacios son ortogonales, el
vector b que induce la forma lineal ¢ tiene una descomposicion tnica (con a € ker T)

b=a+Tz. ®

Afirmamos que € tiene centro siy sélo si a = 0 (o sea si y sélo si b € Ran(T)). En efecto,
st a = 0 entonces b =T,, € Ran(T) y

Pzyg =@ +ﬁ—Zo = <b’ > + <T(_Z0)’ > = <b - TZO, > =0

ast que —z9 € V es centro de %. Reciprocamente, si ¢ € V es centro de %, entonces
¢ +B. =0 o equivalentemente b+ Tc = 0, pero a+ Tzy + Tc = 0 sélo es posible si a =0y
T(zo +z) = 0, ya que rango y niicleo de T estdn en suma directa.

Volviendo a los vértices, en el proximo lema usamos esta descomposicion del vector
b para dar condiciones equivalentes, que identifican un v € € tal que VF(v) € ker 3, pero
sin tener en cuenta la condicion VF(v) # 0.

Lema 3.18. Sea v € V y €(F) una cuddrica. Son equivalentes:
1. VF(v)ekerT y F(v) = 0.
2. T(Tv+b)=0y F(v) =0.
3. Bvrwy =0y F(v) =0.
4. v € V es solucion del sistema afin

_ Tx a-b (dl)
() = { la+b,x) = -k (d2)

Demostracion. Las tres primeras condiciones son equivalentes de manera evidente. Vea-
mos que son equivalentes con la cuarta. Supongamos primero que Tv+b=Tv+a+Tzy =
T(v +z9) +a € kerT (por la descomposicion (8)), entonces como a € kerT debe ser
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T(v+z9) € kerT, pero como el rango y el niicleo de T estdn en suma directa, debe ser
0=TW+z0)=Tv+Tzo =Tv+b—a. Luego Tv =a — b, es decir v verifica (d1). Ademads

la+bvy+k={a-Db),v)+2b,v)+k={(Tv,v)+2(b,v)+k=FW)=0

pues v € €; luego v verifica también (d2).

Reciprocamente, supongamos que v verifica las ecuaciones (d). Como verifica (d1),
tenemos
Fv)y={(a-b),v)+2b,vy+k={a+b)+k=0

porque también verifica (d2), luego v € €. Por otro lado de (d1) tenemos T?v = Ta—Th =
—Tb puesto que a € ker T, luego T(Tv + b) = 0. O

Definicion 3.19. Diremos que una cuddrica tiene vértice si existe alguin vértice para €.

Observacion 3.20. Si v € € es vértice, y v = g’l(v) = M Y(v - 7), entonces v € %7, pero a
partir de las expresiones de la Observacion 3.5, se tiene

T(Tv + b) = M'TMM*(Tv + b).

Entonces no necesariamente g~'(v) es vértice de g7 Sin embargo, esto resulta cierto si
M es ortogonal como puede verse en la ecuacion de arriba, ya que en ese caso M*M = 1).

Afirmamos que tener vértice, sin embargo, si es un invariante afin. Esto es consecuen-
cia de la Observacion 3.14 y del siguiente teorema.

Teorema 3.21. Si € es una cuddrica entonces € tiene centro siy sélo si no tiene vértice.

Demostracion. Por la Observacién 3.17, basta probar que % tiene vértice si y sélo si
a # 0. Si ¥ tiene un vértice v € €, entonces 0 # VF(v) = 2(Tv + b) = 2a por (dl),
luego a # 0. Supongamos ahora que a # 0, entonces a + b tampoco puede ser cero ya que
lla+bll> = |12a+Tzol?> = llall* + 1T zoll> > 0 pues a # 0 (nticleo y rango de T son ortogonales).
Entonces observamos que (dl), (d2) tienen, separadamente, solucion. La solucion de (d1)
es un subespacio afin, y la de (d2) un hiperplano afin. Si no hubiera solucion de (d),
estos subespacios serfan paralelos, o equivalentemente, tendriamos que las soluciones del
sistema homogéneo Tx = 0 serian un subespacio de las soluciones del sistema homogéneo
{a+b,x) = 0. Pero como Ta = 0, deberia ser (a+b,a) = 0, esto es 2||a|> = (2a+Tzp,a) = 0,
y esto no es posible. Asi que el sistema afin (d) tiene solucion; como Tv+b =a # 0
entonces v es un vértice de €.

O

3.3. Clasificacion ortogonal

En esta seccion probamos los teoremas de clasificacion en clases ortogonales de las
cuddricas.
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Teorema 3.22 (Clasificacion normal Euclidea de cuddricas sobre R). Sea E = {ey,...,e4}
una base de V, sea € C V la cuddrica dada por

F(x) = ZT,‘jxin+22ijj+k=O
i.j J

donde x = }; x;e; € V,yparai, j=1,...d, los coeficientes T;;,b;,k € K (al menos un T;; no
nulo). Existe entonces una transformacion ortogonal U : V — V tal que

1. Si c € V es un centro de €, la cuddrica es equivalente por el isomorfismo ortogonal
afin g(x) = Ux + ¢ a una y solo una de las cuddricas determinadas univocamente por
lad-upla Ay > 19 > --- > A4.

d
DA +p=0, ©)
i=1
con u =0 si ¥ es singulary u =1 si es regular.

2. Si ¥ no tiene centro, entonces tiene un vértice v € €, y la cuddrica es equivalente por
el isomorfismo ortogonal afin g(x) = Ux + v a una y solo una de las cuddricas

d-1

Z aixl-2 +x7 =0, 10)

i=1

determinada univocamente por la d — l-upla ay > as > - -+ > a4-1.

Las expresiones (9), (10) se conocen como forma normal Euclidea de una cuddrica.
Observemos que por el cambio de variables aplicado, el centro de la cuadrica en esta
forma canodnica es 0 € V.

Demostracion. Hemos probado que se puede separar a las cuddricas en dos clases afines,
en particular clases ortogonales: las cuddricas con centro y las sin centro. Supongamos
primero que % tiene centro ¢ € V, entonces estd dada por una funcién cuadrdtica F(x) =
O(x — ¢) + F(c). Recordemos que % es singular si y sélo si F(c¢) = 0 (Problema 3.12);
si ¥ es no singular, dividiendo por F(c) tenemos que % es el conjunto de ceros de
F(x) = Q(x — ¢) + 1 (donde hemos reemplazado Q por un miultiplo). Sea B = {vi,...,v4}
una base de V que diagonaliza T, la t.l. autoadjunta determinada por Q, sean {A;}i=1,. 4
los autovalores de T, y sea U : V — V la transformacion ortogonal tal que Ue; = v;.
Tomamos g(x) = Ux + ¢ isomorfismo ortogonal afin. Consideremos F = F o g, entonces ¢
es ortogonalmente equivalente al conjunto de los ceros de F, es decir € = g7 Y(%). Veamos
que F tiene la forma deseada. Para ello observamos que si x = Y x;e; entonces Ux = 3 x;v;
y ademds TUx = Y; 4;x;v;, luego

Fx) = F(g(0)) = QUX) +p = (TUx, Uxy + = 3" A} + 1,

donde u =1 cuando % es regular y u = 0 si es singular, como afirma el enunciado del
Teorema. Por otro lado, la d-upla de los autovalores determina univocamente esta forma,
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ya que si dos cuddricas son ortogonalmente equivalentes, debe ser T =U*TU (Observacion
3.9), luego los autovalores de T y los de T son exactamente los mismos, y la condicion de
orden no permite permutaciones no triviales (y ademds u = 0 si y sélo si € es singular,
que es un invariante afin).

Ahora supongamos que % no tiene centro; por el Teorema 3.21, tiene al menos un
vértice v € €. Como VF(v) € kerT, el subespacio S = {VF(v)}* es invariante para T
(verificarlo!). Entonces T'|s se diagonaliza con una base ortonormal de S, y podemos armar
una b.on. B = {vi,...,v41,v4} de manera tal que {vi,...,v4-1} es b.on. de S y vy =
VFEW)|IVF()||"L. Ahora denotamos con a; ( =1,...,d —1) a los primeros d — 1 autovalores
de T (notar que el ultimo autovalor es nulo pues corresponde a VF(v)), y denotamos
ag = |[VF()|. Nuevamente, sea U la transformaciéon ortogonal tal que Ue; = v;, y sea
g(x) = Ux +v. Como antes, € es ortogonalmente equivalente al conjunto de los ceros de
F,donde F=Fo g. Veamos que F tiene la forma deseada, para eso primero notemos que

20, =20+ 2B, = 2D+ Tv,:) =(VF(v), -) = [IVFW)IKva, ),
luego al escribir la forma afin con origen v tenemos
F(x) = Q(x =) + 2¢,(x —v) = Q(x = v) + [I[VFW)Iva, x — v).

Dividiendo por ||[VF V)|, resulta que € es el conjunto de ceros de F(x) = Q(x—v)+{vg, x—V)
(nuevamente reemplazando Q por un miiltiplo). Como Tvy =0y v; L vy para todo i < d
d-1 d d-1

F(x) = F(2(x)) = QUX) + (va, Ux) = Y @ix? + (v, ), xivi)

i=1 i=1 i=1

al-xi2 + x4

que es la expresion deseada. Nuevamente, la unicidad surge de la invariancia de los
autovalores de T por conjugacion con una t.l. ortogonal. O

Observemos que en la forma candnica, el vértice v es el origen de coordenadas 0 € V.
Y que la direccion de VF(v) € ker T se transforma, por el cambio de coordenadas aplicado,
en el vector (0,0,...,0,1).

3.4. C(lasificacion afin
Veamos ahora una lista exhaustiva (y disjunta) de todas las clases de equivalencia
afin de las cuddricas, separadas en las que tienen y las que no tienen centro.

Teorema 3.23 (Cuddricas con centro - Clasificacion afin sobre R). Si € es una cuddrica
con centro, existen un unico par (p,n) € Ng XNy con p +n < dim(V) = d, y una base

B ={vi,...,vg} de V, tal que € es equivalente (por un isomorfismo afin) a la cuddrica dada
por
V4 n
x?—zxﬁwzo, 1)
i=1 j=1

donde x = ); x;v; € V. Se tiene u = 0 si y solo si € es singular, y u = 1 si y solo si € es
regular.
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Demostracion. Elegimos una base E = {ey,...,e4} de V y el producto interno que ella
induce. La cuddrica € tiene centro, por lo tanto es ortogonalmente (y entonces, afinmente)
equivalente a una de las dadas por (9), podemos entonces suponer que esta dada por esa
ecuacion en la base E. Ahora definimos la t.l. inversible M : V — V de la siguiente forma:
para los autovalores positivos de T, Me; = VA, 'e;, para los negativos Me; = —/lj_lej
y para los nulos Me; = e¢;. Resulta asi que % es afinmente equivalente a una de las
dadas en (11). Lo que tenemos que ver, es que dos de ellas estdn en clases afines disjuntas
si (p1,n1) # (p2,n2). Pero esto es inmediato de la Observacion 3.5 que relaciona las t.l.
autoadjuntas luego de una transformacion afin como T = M*TM, y la Ley de inercia de
Sylvester (Teorema 2.25) que dice que estas dos transformaciones tiene el mismo tndice

(p, n). ]

La expresién (11) se conoce como forma candnica afin de la cuddrica €.

En el caso de C espacios vectoriales, cambiando las segundas n variables x; (las
correspondientes a los coeficientes negativos) por ix;, tenemos (ixj)2 = —x? y entonces se
obtiene el corolario:

Teorema 3.24 (Cuddricas con centro - Clasificacion afin sobre C). Si € es una cuddrica
con centro, existen un unico 1 <r <dim(V) =d, y una base E = {ey,...,eq} de V, tal que €
es equivalente (por un isomorfismo afin) a la cuddrica dada por

r

Zx?+/120,

i=1

donde u = 0 si € es singular, y u =1si € es regular.

Veamos ahora como es la clasifacion cuando % no tiene centro; en ese caso sabemos
que tiene al menos un vértice, obtenemos asi, con una demostracion idéntica a la del
teorema previo, invocando la clasificacion normal Euclidea de las cuddricas sin centro:

Teorema 3.25 (Cuddricas sin centro - Clasificacion afin sobre R). Si € es una cuddrica
sin centro, existen un unico par (p,n) € Ngo X Ng con p+n <dim(V) —1=d — 1, y una base

E ={ey,...,eq} de V, tal que € es equivalente (por un isomorfismo afin) a la cuddrica dada
por
P n
X,Z—ZX?+X(1=0.
i=1 j=1

Teorema 3.26 (Cuddricas sin centro - Clasificacion afin sobre C). Si € es una cuddrica
sin centro, existen un unicol < r <dim(V)—-1=d -1, y una base E = {ey,...,eq} de V, tal
que € es equivalente (por un isomorfismo afin) a la cuddrica dada por

r

2 —
in +x7 =0.

i=1
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