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Introducción

Éstas son las notas del curso de Teorı́a de Álgebras dictado en la FCEyN-
UBA en el segundo cuatrimestre virtual de 2020. La materia, optativa para
la licenciatura y el doctorado en matemática, se dicta cada dos años y está
dedicada a distintos tópicos del álgebra no conmutativa. En esta oportunidad,
se expusieron algunos conceptos y resultados sobre temas muy clásicos, como
producto tensorial, teorı́a de Morita, álgebras separables y casi libres, localiza-
cion universal y grupo de Grothendieck. En los ejemplos nos concentramos en
el caso concreto de álgebras de caminos de grafos, particularmente álgebras
de Leavitt, cubriendo bastantes resultados recientes acerca de tales álgebras.

Es un placer agradecer a todos los que asistieron a las clases virtuales y a
quienes me indicaron correcciones, particularmente a Guido Arnone.

Guillermo Cortiñas
Maschwitz, abril 2021
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1. Módulos y bimódulos 7
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1.2. Grafos y bimódulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2. Producto tensorial 13
2.1. Funciones bilineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2. Producto tensorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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7.8. El álgebra de Leavitt como producto cruzado . . . . . . . . . . . 98

7.9. Grupo de Bowen-Franks graduado . . . . . . . . . . . . . . . . . 100



Capı́tulo 1

Módulos y bimódulos

1.1. Álgebras y bimódulos

Sea k un anillo conmutativo. Una k-álgebra (unital) es un anillo R junto con
un morfismo de anillos k → R cuya imagen está contenida en el centro de R,
que denotamos Z(R). Un morfismo de k-álgebras de ι : k → R en ȷ : k → S
es un morfismo de anillos ϕ : R → S tal que ϕ ◦ ι = ȷ. En adelante fijamos
k y utilizamos el término álgebra como sinónimo de k-álgebra. El anillo k es
nuestro anillo de base; lo vemos como k-álgebra con el morfismo identidad.

Recordemos que darle a un grupo abeliano M una estructura de módulo
(unital) a izquierda sobre un anillo R equivale a dar un morfismo de anillos
ρ : R → EndZ(M). El morfismo ρ y la multiplicación de elementos de M por
elementos de R se corresponden mediante la fórmula

a · x = ρ(a)(x) (a ∈ R, x ∈ M).

Supongamos ahora que R es una k-álgebra. Entonces M es un k-módulo me-
diante ρ ◦ ι y el hecho de que ρ(k) ⊂ Z(R) nos dice que

λ · (a · x) = a · (λ · x) (∀ λ ∈ k, a ∈ R, x ∈ M).

En otras palabras, ρ(R) ⊂ Endk(M). Notemos además que, para la estructura
de k-módulo definida en M, la correstricción de ρι a Endk(M) envı́a un ele-
mento λ ∈ k al morfismo Lλ : M → M, Lλ(x) = λ · x. Recı́procamente, si
N es cualquier k-módulo, entonces Endk(N) es canónicamente una k-álgebra
mediante L : k → Endk(N), L(λ) = Lλ y si ϕ : R → Endk(N) es un morfismo
de k-álgebras entonces N es un R-módulo mediante ϕ y ϕ ◦ ι = L. Se sigue
entonces que dar un módulo a izquierda sobre una k-álgebra R equivale a dar
un k-módulo M y un morfismo de k-álgebras ρ : R→ Endk(M). Dar a M una
estructura de módulo a derecha es lo mismo que darle una de Rop-módulo a
izquierda, es decir, una estructura de k-módulo y un morfismo de k-álgebras
µ : Rop → Endk(M).

Ejercicio 1.1.1. Sean R una k-álgebra y M un R-módulo a izquierda. Para
cada λ ∈ k, sea Lλ : M → M, Lλ(x) = λ · x. Probar que Lλ ∈ EndR M y
que L : k → EndR M es morfismo de anillos. En particular, EndR(M) es una
k-álgebra.
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8 CAPÍTULO 1. MÓDULOS Y BIMÓDULOS

Sean R y S álgebras; un (R, S)-bimódulo es un k-módulo M junto con mor-
fismos de álgebras ρ : R→ Endk M y µ : Sop → Endk(M) tales que ρ(a) y µ(b)
conmutan para todo a ∈ R y b ∈ S. Escribiremos R MS para indicar que M es
un (R, S)-bimódulo. Un morfismo ϕ : R MS → RNS es una función M → N
k-lineal que es a la vez morfismo de R-módulos a izquierda y morfismo de
S-módulos a derecha. En pos de aliviar la notación, a veces utilizaremos el
término R-bimódulo en vez de (R, R)-bimódulo.

Ejercicio 1.1.2. Sean R y S k-álgebras y M un k-módulo. Probar que tener
una estructura de (R, S)-bimódulo en M equivale a tener cualquiera de las
siguientes:

i) una estructura de R-módulo a izquierda en M y un morfismo µ : Sop →
EndR(M);

ii) una estructura de S-módulo a derecha en M y un morfismo ρ : R →
EndS(M).

Ejemplos 1.1.3. Sean R, S y T k-álgebras.

i) Un bimódulo sobre k (visto como k-álgebra mediante el morfismo iden-
tidad) es lo mismo que un k-módulo.

ii) Si R es cualquier k-álgebra y M es un R-módulo a derecha, la multipli-
cación por escalares de k conmuta con la multiplicación a derecha por
elementos de R y por tanto hace de M un (k, R)-bimódulo. La notación
MR indica que M es un R-módulo a derecha; si no se especifica otra,
vemos a M como (k, R)-módulo mediante la estructura que acabamos
de describir. Análogamente todo R-módulo a izquierda N es automáti-
camente un (R, k)-bimódulo RN.

iii) La multiplicación a izquierda y a derecha de R la hacen un (R, R)-
bimódulo.

iv) Sea ϕ : R→ S un morfismo de álgebras y SNT un bimódulo. Entonces

a · x := ϕ(a) · x (x ∈ N, a ∈ R),

define una estructura de R módulo a izquierda en N que lo hace un
(R, T)-bimódulo.

v) El álgebra S es un R-bimódulo mediante ϕ.

vi) Las inclusiones k[x] ⊂ k[x, y] y k[x] ∼= k[y] ⊂ k[x, y] hacen de k[x, y] un
k[x]-bimódulo.

vii) Sean M y N R-módulos (e.g. a izquierda); entonces EndR(M) y EndR(N)
son k-álgebras por el Ejercicio 1.1.1 y HomR(M, N) es un

(EndR(N), EndR(M))-bimódulo mediante f · ϕ · g = f ◦ ϕ ◦ g, con f ∈
EndR(N), ϕ ∈ HomR(M, N) y g ∈ EndR(N).

vii) Sean R, S y T álgebras y R MS, SNT y RPT bimódulos. Entonces HomT(N, P)
y HomR(M, P) son respectivamente un (R, S)-bimódulo y un (S, T)-
bimódulo mediante

(r · f · s)(n) = r · ( f (sn)) y (s · g · t)(m) = g(ms)t.
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1.2. Grafos y bimódulos

Sea X un conjunto finito y sea kX el conjunto de todas las funciones X → k,
equipado con las operaciones de suma y producto puntuales. Denotamos χx a
la función caracterı́stica del subconjunto {x} ⊂ X; tenemos χx1 χx2 = δx1,x2 χx1 .
Vemos a kX como k-álgebra mediante la aplicación diagonal k → kX , λ 7→
∑x∈X λχx. Sean Y otro conjunto finito y M un k-módulo. Por definición una
estructura de (kX , kY) bimódulo en M consiste de dos morfismos de k-álgebras
ρ : kX → Endk(M) ← kY : µ tales que ρ(a)µ(b) = µ(b)ρ(a) para todo a ∈ kX

y todo b ∈ kY. Dar tales morfismos equivale a dar, para cada x ∈ X y cada
y ∈ Y, elementos px, py ∈ Endk M tales que

px1 px2 = δx1,x2 px1 , py1 py2 = δy1,y2 py1 (xi ∈ X, yi ∈ Y), (1.2.1)

1 = ∑
x∈X

px = ∑
y∈Y

py,

px py = py px (x ∈ X, y ∈ Y).

Dadas familias {px : x ∈ X} y {py : y ∈ Y} de elementos de Endk(M) que
satisfacen (1.2.1), sea

px,y = px py ((x, y) ∈ X×Y).

Tenemos
px1,y1 px2,y2 = δ(x1,y1),(x2,y2)

px1,y1 , 1 = ∑
(x,y)∈X×Y

px,y. (1.2.2)

Se sigue que
τ : kX×Y → Endk(M), τ(χ(x,y)) = px,y (1.2.3)

es morfismo de álgebras. Luego M es un módulo sobre kX×Y. Recı́procamente,
dado (1.2.3), los elementos

px = ∑
y′∈Y

px,y′ , py = ∑
x′∈X

px′ ,y (x ∈ X, y ∈ Y)

satisfacen (1.2.1).
Concluı́mos que un (kX , kY)-bimódulo es lo mismo que un kX×Y-módulo;

por [11, Proposición 3.7.1], esto es lo mismo que una familia de k-módulos
{Mx,y : (x, y) ∈ X×Y}.

Nos concentraremos ahora en el caso en que todos los Mx,y son k-módulos
libres; observemos que, si k es un cuerpo, este es el caso general. Para cada
(x, y) elegimos una base Bx,y de Mx,y y consideramos la unión disjunta

B = ⊔(x,y)∈X×YBx,y. (1.2.4)

Tenemos una función

ϕ : B→ X×Y, ϕ(e) = (x, y), si e ∈ Bx,y. (1.2.5)

Recı́procamente, dada una tal ϕ, definiendo Bx,y = ϕ−1({(x, y)}) obtenemos
la descomposición (1.2.4).

Concluı́mos que dar una familia de k-módulos libres {Mx,y : (x, y) ∈ X ×
Y} con una base especificada para cada (x, y) equivale a dar un conjunto B y
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una función ϕ : B→ X×Y, o, lo que es lo mismo, una función ϕ1 : B→ X y
una función ϕ2 : B→ Y.

Un grafo (dirigido) (o quiver, o carcaj) E, consiste de conjuntos E0, E1 y
funciones r, s : E1 → E0. Los elementos de E0 son los vértices y los elementos
de E1 las aristas del grafo; la arista e sale del vértice s(e) y llega al vértice r(e).
Representamos a cada vértice como un punto y a cada arista como una flecha.
Por ejemplo el dibujo

w2
f2

!!C
CC

CC
CC

C

v

l1

XX

l2

�� e // w1

f1
=={{{{{{{{

w3

f3}}{{
{{
{{
{{

w4

f4

aaCCCCCCCC

representa al grafo con conjunto de vértices E0 = {v, w1, w2, w3, w4}, conjunto
de aristas E1 = {l1, l2, e, f1, f2, f3, f4}, función de salida s : E1 → E0, s(li) = v,
s(e) = v, s( fi) = wi, y función de llegada r : E1 → E0, r(li) = v, r(e) = w1,
r( fi) = fi+1 (suma módulo 4).

Decimos que E es finito cuando E0 y E1 son ambos finitos. En ese caso, la
matriz de incidencia del grafo E es la matriz finita AE ∈ NE0×E0

0 dada por

(AE)v,w = |{e ∈ E1 : s(e) = v, r(e) = w}|.

En el caso del grafo del ejemplo, si ordenamos los vértices ası́: v, w1, w2,
w3, w4, la matriz de incidencia nos queda

AE =


2 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0


De la discusión de arriba vemos que dar un bimódulo M sobre kX de

modo que para cada par (x, y) ∈ X×X el k-módulo Mx,y = χx Mχy sea libre y
especificar una base Bx,y para cada Mx,y equivale a dar un grafo E con E0 = X.
Como k-módulo, M = k(E1), el conjunto de todas las funciones ϕ : E1 → k de
soporte finito. El bimódulo M será finitamente generado si y sólo si |E1| < ∞.
En este caso, el módulo M y las bases Bx,y están completamente determinados
por la matriz de incidencia del grafo E.

Sea E un grafo. Sea n ≥ 1; camino en E de longitud n es una sucesión de
aristas α = e1 · · · en de modo que para todo i, r(ei) = s(ei+1). Los vértices se
consideran caminos de longitud 0. Denotamos por |α| la longitud del camino
α y ponemos

En = {α : camino con |α| = n}.
Las funciones de salida y llegada se extienden a todo Pn; por ejemplo, si α es
como arriba, s(α) = s(e1) y r(α) = r(en). Ası́, para cada n, En es un grafo, y
definen por tanto un kE0

-bimódulo; se trata del k-módulo k(En), equipado con
el producto

χvχαχw = δv,s(α)δw,r(α)χα.
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Ejercicio 1.2.6. Sea E un grafo finito con matriz de incidencia A; sea n ≥ 0.
Probar que la matriz de incidencia de En es la n-ésima potencia An de A; es
decir, se tiene la fórmula:

AEn = (AE)
n.
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Capı́tulo 2

Producto tensorial

2.1. Funciones bilineales

Sean R, S y T álgebras y R MS, SNT y RPT bimódulos y sea ϕ : M× N → P
una función. Decimos que ϕ es bilineal si y sólo si para todo x, y ∈ M, z, w ∈ N,
a ∈ R, b ∈ S y c ∈ T se tiene

ϕ(x + y, z) = ϕ(x, z) + ϕ(y, z), ϕ(x, z + w) = ϕ(x, z) + ϕ(x, w)

aϕ(xb, z)c = ϕ(axb, zc) = ϕ(ax, bzc) = aϕ(x, bz)c.

En otras palabras, ϕ es bilineal si y sólo si para todo x ∈ M y todo z ∈ N,
ϕ(x,−) : N → P es morfismo de (S, T)-bimódulos y ϕ(−, z) es morfismo de
(R, S)-bimódulos.

Ejemplo 2.1.1. Sea R una k-álgebra y sea µ : R×R→ R, µ(a, b) = ab. Entonces
µ es una aplicación bilineal RRk × kRR → RRR.

Ejemplo 2.1.2. Sean R una k-álgebra y e ∈ R un idempotente. Sea S = eRe;
S es una k-álgebra con unidad e; eR es un (S, R)-bimódulo y Re un (R, S)-
bimódulo, y la multiplicación en R induce aplicaciones bilineales eR× Re →
eRe y Re× eR→ R.

Ejercicio 2.1.3. Sean E un grafo y sean α = e1 · · · en y β = f1 · · · fm caminos en
E con r(α) = s(β). La concatenación de α y β es el camino αβ = e1 · · · en f1 · · · fm.
La concatenación de caminos induce una función

· : k(En) × k(Em) → k(En+m), χα · χβ = δr(α),s(β)χαβ.

Sea R = k(E0); probar que · es una función bilineal Rk(En)
R × Rk(Em)

R → Rk(En+m)
R .

Ejercicio 2.1.4. Sean R, S y T k-álgebras, f : R MS → R M′S, g : SNT → SN′T
y h : RPT → RP′T morfismos de bimódulos y ϕ : M′ × N′ → P una función
bilineal. Probar que ψ : M× N → P′, ψ(x, y) = h(ϕ( f (x), g(y))) es bilineal.

Sean R, S y T k-álgebras y R MS, SNT y RPT bimódulos. Sea

Bil(R MS × SNT , RPT) = {ϕ : R MS × SNT → RPT bilineal }

13



14 CAPÍTULO 2. PRODUCTO TENSORIAL

Observemos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo de inclusiones

Bil(R MS × SNT , RPT)
��

// Bil(k MS × SNT , kPT)
��

Bil(R MS × SNk, RPk) // Bil(k MS × SNk, kPk) // Bil(k Mk × k Nk, kPk)

Notemos que Bil(k MS × SNk, kPk) tiene estructura de

(R, T)-bimódulo mediante (r · ϕ · t)(x, y) = rϕ(x, y)t;

(R, R)-bimódulo mediante (r1 · ϕ · r2)(x, y) = r1ϕ(r2x, y);

(T, T)-bimódulo mediante (t1 · ϕ · t2)(x, y) = ϕ(x, yt1)t2.

En adelante aliviaremos la notación eliminando subı́ndices k; por ejemplo si
M es un S-módulo a derecha con la estructura de (k, S)-módulo del Ejemplo
1.1.3 ii), escribiremos Bil(MS × SNT , PT) por Bil(k MS × SNT , kPT).

Ejercicio 2.1.5. Sean R una k-álgebra. Supongamos que R es dominio ı́ntegro
conmutativo. Sean M un R-módulo divisible y N un R-módulo de torsión.
Probar que para todo k-módulo V,

Bil(MR × RN,V) = 0.

Proposición 2.1.6. Sean R, S y T k-álgebras y R MS, SNT y RPT bimódulos. Las
funciones

Bil(MS × SNT , PT)→ HomS(M, HomT(N, P)), (2.1.7)
ϕ 7→ (x 7→ (y 7→ ϕ(x, y))

Bil(R MS × SN, RP)→ HomS(N, HomR(M, P)), (2.1.8)
ϕ 7→ (y 7→ (x 7→ ϕ(x, y))

son isomorfismos de (R, R) y de (T, T)-bimódulos respectivamente.

Demostración. Recordemos que X, Y, Z son conjuntos y map(X, Y) es el con-
junto de funciones de X en Y, entonces las funciones

map(X×Y, Z)→ map(X, map(Y, Z)), f 7→ (x 7→ (y 7→ f (x, y)))
map(X, map(Y, Z))→ map(X×Y, Z), g 7→ ((x, y) 7→ g(x)(y))

son biyecciones inversas. La demostración de la primera afirmación consiste
en aplicar esto para X = M, Y = N y Z = P, y verificar que la primera de estas
funciones envı́a el subconjunto Bil(k MS × SNT , PT) ⊂ map(M × N, P) en el
subconjunto HomS(M, HomT(N, P)) ⊂ map(M, map(N, P)) y que la segunda
envı́a HomS(M, HomT(N, P)) en Bil(MS × SNT , PT). La demostración de la
segunda afirmación es similar.

Ejemplo 2.1.9. Sean S y T k-álgebras y N y P (S, T)-bimódulos. Tenemos
isomorfismos de (S, S)-bimódulos

Bil(SS × SNT , PT) ∼= HomS(SS, HomT(N, P)) ∼= HomT(N, P)

La composición envı́a ϕ 7→ (x 7→ ϕ(1, x)).
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Ejemplo 2.1.10. Sean R, S, T, M, N y P como en la Proposición 2.1.6 y sea
M0 ⊂ M un (R, S)-submódulo. Se sigue de la Proposición 2.1.6 y de la exacti-
tud a izquierda de HomS que hay un isomorfismo de (R, R)-bimódulos

Bil((M/M0)S × SNT , PT) ∼= { f ∈ Bil(MS × SNT , PT)| f (M0 × N) = 0}.

En otras palabras, dar una función bilineal ϕ : (M/M0)S× SNT → PT equivale
a dar una función bilineal ϕ̂ : MS × SNT → PT tal que ϕ̂(m0, n) = 0 para todo
m0 ∈ M0 y n ∈ N. En particular, si I ⊂ S es un ideal a derecha, entonces

Bil(SS/I × SNT , PT) ∼= HomT(N/IN, P)

como S-módulos a izquierda.

Ejemplo 2.1.11. Sean R, S, T, N y P como arriba y sea {Mi : i ∈ I} una familia
de (R, S)-bimódulos. Entonces

Bil(
⊕
i∈I

(Mi)S × SNT , PT) ∼= ∏
i∈I

Bil((Mi)S × SNT , PT)

como (R, R)-bimódulos.

Ejercicio 2.1.12. Sean I y J conjuntos y V un k-módulo. Probar que Bil(R(I)
R ×

RR(J),V) ∼= VI×J como k-módulos.

2.2. Producto tensorial

Proposición 2.2.1. Sean R, S y T k-álgebras y R MS, SNT bimódulos. Entonces
existen un (R, T)-bimódulo M ⊗S N y una función bilineal b : R MS × SNT →
M⊗S N tales que para todo (R, T)-bimódulo P y toda función bilineal ϕ : M×N →
P existe un único morfismo de (R, T)-bimódulos ϕ̄ : M⊗S N → P tal que ϕ = ϕ̄ ◦ b.

M× N

b
��

ϕ // P

M⊗S N

ϕ̄

;;

Demostración. Sea F = k(M×N) el k-módulo libre con base M× N. Sea F0 ⊂ F
el k-submódulo generado por todos los elementos de la forma

(x + y, z)− (x, z)− (y, z), (x, z + w)− (x, z)− (x, w), (xb, z)− (x, bz)

con x, y ∈ M, z, w ∈ N y b ∈ S.Sea M ⊗S N = F/F0. Cálculos directos
muestran que la función ρ̂ : R → Endk(F), ρ̂(a)(x, z) = (ax, z) satisface
ρ(a)(F0) ⊂ F0 ∀a ∈ R, y que la función inducida ρ : R → Endk(M ⊗S N)

es morfismo de k-álgebras. Análogamente, µ̂ : T → Endk(F), (̂µ)(c)(x, z) =
(x, zc) induce un morfismo de k-álgebras µ : Top → Endk(M ⊗S N), y el
par (ρ, µ) hace de M ⊗S N (R, S)-bimódulo. Para cada par (x, y) ∈ M × N
sea x ⊗ y su imagen en M ⊗S N por la proyección al cociente. La aplicación
b : M× N → M⊗S N, b(x, y) = x⊗ y es bilineal por construcción de M⊗S N.
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Además el hecho de que ϕ es bilineal se traduce en que el morfismo k-lineal
ϕ̂ : F → P, ϕ̂(x, y) = ϕ(x, y) manda F0 a 0 y en que el morfismo k-lineal
inducidoϕ̄ : M ⊗S N → P es también morfismo de (R, T)-bimódulos. Por
definición,

ϕ̄(b(x, y)) = ϕ̄(x⊗ y) = ϕ(x, y) (∀(x, y) ∈ M× N). (2.2.2)

Luego ϕ̄ ◦ b = ϕ; más aún esta condición equivale a la identidad (2.2.2). Dado
que {x ⊗ y : (x, y) ∈ M × N} genera a M ⊗S N como k-módulo, la identi-
dad (2.2.2) determina ϕ̄ unı́vocamente; por tanto ϕ̄ es el único morfismo que
cumple la condición de la proposición.

Corolario 2.2.3. Las siguientes funciones

HomT(M⊗S N, P)→ HomS(M, HomT(N, P)), (2.2.4)
f 7→ (x 7→ (y 7→ f (x⊗ y))

HomR(M⊗S N, P)→ HomS(N, HomR(M, P)), (2.2.5)
f 7→ (y 7→ (x 7→ f (x⊗ y))

son isomorfismos de (R, R) y (T, T)-módulos respectivamente.

Demostración. Por la Proposición 2.2.1 y el Ejercicio 2.1.4, las funciones

Bil(MS × SNT , PT)↔ HomT(M⊗S N, P) (2.2.6)
ϕ 7→ ϕ̄

f ◦ b← [ f

son biyecciones inversas. Es sencillo verificar que son isomorfismos de (R, R)-
módulos; el primer isomorfismo del corolario se obtiene componiendo con el
isomorfismo (2.1.7). El segundo isomorfismo del corolario se obtiene en forma
análoga.

Ejercicio 2.2.7. Sean R una k-álgebra, M un R-módulo a derecha y N un R-
módulo a izquierda. Probar que N ⊗Rop M ∼= M⊗R N.

Ejercicio 2.2.8. Sean E un grafo con finitos vértices, n ≥ 0, R = kE0
y Pn =

k(En). Sea · : Pn × Pm → Pn+m como en el Ejercicio 2.1.3. Probar que (·, Pn+m)
tiene la propiedad universal de (b, Pn ⊗R Pm). Deducir que Pn ⊗R Pm ∼= Pn+m
como (R, R)-bimódulos.

Ejercicio 2.2.9. Sean R, M y N como en el Ejercicio 2.1.5. Probar que M ⊗R
N = 0.

Sean R, S, T, M, N y b como en la Proposición 2.2.1 y sean f : M′ → M
y g : N′ → N morfismos de (R, S) y de (S, T)-módulos respectivamente.
Por el Ejercicio 2.1.4, b ◦ ( f × g) es bilineal; luego por la Proposición 2.2.1,
si b′ : M′ × N′ → M′ ⊗S N′ la función bilineal canónica, entonces existe un
único morfismo de (R, T)-módulos M′ ⊗S N′ → M⊗S N que hace conmutar
el diagrama siguiente

M′ × N′

b′
��

b◦( f×g)// M⊗S N

M′ ⊗S N′

f⊗g
88
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Ejercicio 2.2.10 (Naturalidad). Sean α : R M′S → R MS, β : SN′T → SNT y
γ : RP′T → RPT morfismos de bimódulos.

i) Probar que el primer isomorfismo del Corolario 2.2.3 hace conmutar los
siguientes diagramas

HomT(M⊗S N, P)
∼= //

(α⊗id)∗

��

HomS(M, HomT(N, P))

α∗

��
HomT(M′ ⊗S N, P) ∼=

// HomS(M′, HomT(N, P))

HomT(M⊗S N, P)
∼= //

(id⊗β)∗

��

HomS(M, HomT(N, P))

(β∗)∗
��

HomT(M⊗S N′, P) ∼=
// HomS(M, HomT(N′, P))

HomT(M⊗S N, P′)
∼= //

(γ)∗
��

HomS(M, HomT(N, P′))

(γ)∗
��

HomT(M⊗S N, P) ∼=
// HomS(M, HomT(N, P))

ii) Formular y probar el análogo del ı́tem anterior para el segundo isomor-
fismo del Corolario 2.2.3.

Lema 2.2.11 (Yoneda). Sean R un anillo , M, N R-módulos y fQ : HomR(N, Q)→
HomR(M, Q) una familia de morfismos indexada por todos los R-módulos Q, tal que
el diagrama siguiente conmuta para todo morfismo de R módulos α : Q′ → Q

HomR(N, Q′)

α∗
��

fQ′ // HomR(M, Q′)

α∗
��

HomR(N, Q)
fQ

// HomR(M, Q)

.

Entonces existe un único f ∈ HomR(M, N) tal que para todo Q, fQ = f ∗.

Demostración. Sea f = fN(idN). Comprobemos que f tiene la propiedad pe-
dida. Sean Q un R-módulo y α ∈ HomR(N, Q). Por hipótesis, el siguiente
diagrama conmuta

HomR(N, N)

α∗
��

fN // HomR(M, N)

α∗
��

HomR(N, Q)
fQ

// HomR(M, Q).

En particular, fQ(α) = fQ(α∗(idN)) = α∗( fN(idN)) = α∗( f ) = f ∗(α).
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Ejercicio 2.2.12. Formular y probar el análogo del Lema 2.2.11 para bimódu-
los. ¿En qué cambia la demostración?

Proposición 2.2.13 (Asociatividad). Sean R, S, T y U álgebras y M = R MS,
N = SNT y P = T PU bimódulos. Hay un isomorfismo canónico de (R, U)-bimódulos

(M⊗S N)⊗T P ∼= M⊗S (N ⊗T P)

Demostración. Utilizando el Corolario 2.2.3 repetidas veces y teniendo en cuen-
ta el Ejercicio 2.2.10, obtenemos, para cada (R, U)-módulo Q, una cadena de
isomorfismos naturales de (R, R)-bimódulos

HomU((M⊗S N)⊗T P, Q) ∼= HomT(M⊗S N, HomU(P, Q))
∼= HomS(M, HomT(N, HomU(P, Q))
∼= HomS(M, HomU(N ⊗T P, Q))
∼= HomU(M⊗S (N ⊗T P), Q).

La proposición se sigue ahora usando el Ejercicio 2.2.12.

Ejercicio 2.2.14. Sean n ≥ 2, R0, . . . , Rn k-álgebras unitales, P un (R0, Rn)-
bimódulo y para cada 1 ≤ i ≤ n, Mi un (Ri−1, Ri)-bimódulo.

i) Definir el concepto de función n-multilineal M1 × · · · ×Mn → P.

ii) Probar que b : M1 × · · · ×Mn → M1 ⊗R1 · · · ⊗Rn−1 Mn, b(x1, . . . , xn) =
x1 ⊗ · · · ⊗ xn es n-multilineal.

iii Probar que si ϕ : R0(M1)R1 × · · · × Rn−1(Mn)Rn → R0 PRn es n-multlineal,
entonces existe un único morfismo de (R0, Rn)-bimódulos ϕ̄ : M1 ⊗R1
· · · ⊗Rn−1 Mn → P tal que ϕ̄ ◦ b = ϕ.

Ejercicio 2.2.15. Sea A un k-módulo.

i) Probar que dar una estructura de k-álgebra (no necesariamente unital)
en A equivale a dar un morfismo k-lineal µ : A⊗k A→ A de modo que
el siguiente diagrama conmuta

A⊗k ⊗A⊗k A
µ⊗id //

id⊗µ

��

A⊗k A

µ

��
A⊗k A

µ
// A

ii) Probar que si A′ es otra álgebra, con multiplicación µ′ : A′ ⊗k A′ → A′,
un morfismo de k-álgebras A′ → A es un morfismo k-lineal f : A′ → A
tal que el siguiente diagrama conmuta

A′ ⊗k A′

µ′

��

f⊗ f // A⊗k A

µ

��
A′

f ′
// A
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iii) Probar que dar un elemento neutro de A equivale a dar un morfismo
k-lineal ι : k→ A de modo que µ ◦ ι = ι.

Proposición 2.2.16 (Aditividad). Sean R, S, T y U álgebras y M = R MS, N =

SNT y {Pi = T(Pi)U : i ∈ I} bimódulos. El morfismo canónico

ι :
⊕
i∈I

M⊗S Pi → M⊗S (
⊕
i∈I

Pi)

inducido por las inclusiones ιj : Pj →
⊕

i∈I Pi, es un isomorfismo de (R, U)-bimódu-
los.

Demostración. Es claro que ι es morfismo de (R, U)-bimódulos. Para probar
que es biyectivo basta, por el Lema 2.2.11, probar que Hom(ι,V) es biyectivo
para todo k-módulo V. Esto se sigue del isomorfismo (2.2.6), el Ejemplo 2.1.11

y el Ejercicio 2.2.7.

2.3. Álgebra tensorial

Sean R una k-álgebra y M un (R, R)-bimódulo. Definimos inductivamente

M⊗R0 = R, M⊗R(n+1) = M⊗Rn ⊗R M

Sea

TR(M) =
∞⊕

n=0
M⊗Rn

Notemos que

TR(M)⊗R TR(M) =
⊕

p,q≥0
M⊗R p ⊗R M⊗Rq

=
∞⊕

n=0

⊕
p+q=n

M⊗Rn

=
∞⊕

n=0
(M⊗Rn)n+1

Para cada n ≥ 0, sea

µn : (M⊗n)n+1 → M⊗n, µn(x0, . . . , xn) =
n

∑
i=0

xi.

Sea

µ =
∞

∑
n=0

µn : TR(M)⊗R TR(M)→ TR(M)

Ejercicio 2.3.1. Sea b : TR(M)× TR(M) → TR(M)⊗R TR(M) la función bili-
neal canónica. Probar que TR(M), equipado con el producto µ ◦ b es un álgebra
asociativa.
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Sea M = (M, ·) un monoide. Una k-álgebra M-graduada es una k-álgebra A
junto con una descomposición A =

⊕
m∈M Am en suma directa de k-submódu-

los de modo que Am · An ⊂ Am·n. El k-sumódulo Am es la componente homogéea
de grado m y sus elementos son homogéneos de grado m. Cada elemento x ∈ A
se escribe en forma única como x = ∑m∈M xm con xm ∈ Am; xm es la compo-
nente homogénea de grado m de x.

Por ejemplo, el álgebra tensorial TR(M) del Ejercicio 2.3.1 es N0 = (N0,+)
graduada, cuya componente homogénea de grado n es

Tn
R(M) = M⊗n.

Si f : TR(M)→ S es morfismo de k-álgebras, escribimos

fn : f|Tn
R(M) : Tn

R(M)→ S. (2.3.2)

Proposición 2.3.3. Sean R y S k-álgebras y M un (R, R)-bimódulo. Entonces la
función

HomAlgℓ(TR(M), S)→ HomAlgℓ(R, S)×Hom(M, S)

es inyectiva y su imagen es el subconjunto

{( f0, f1) : f1(axb) = f0(a) f1(x) f0(b) ∀a, b ∈ R, x ∈ M}. (2.3.4)

Demostración. Es claro que si f ∈ HomAlgℓ(TR(M), S), entonces ( f0, f1) está
en (2.3.4). Luego basta ver que dado ( f0, f1) en (2.3.4) existe un único f ∈
HomAlgℓ(TR(M), S) tales que (2.3.2) se cumple para n = 0, 1. Observemos que
S es un (R, R)-bimódulo a través de f0 y que, por definición, f1 : M → S
es morfismo de (R, R)-bimódulos. Además la asociatividad de la multipli-
cación en S nos dice que µ : RSR × RSR → RSR, µ(s, t) = st es bilineal.
Luego µn : S⊗n → S, µn(s1 ⊗ · · · ⊗ sn) = s1 · · · sn está bien definida, y pa-
ra que f ∈ HomAlgℓ(TR(M), S), debe cumplirse que fn(m1 ⊗ · · · ⊗ mn) =

f1(m1) · · · f1(mn). En otras palabras fn := µn ◦ f⊗n : Tn
R(M) → S; esto da

la unicidad. Por otro lado es sencillo verificar que f : TR(M) → S, f (x) =
∑∞

n=0 fn(xn)es morfismo de k-álgebras, lo que prueba la existencia.

Ejemplo 2.3.5 (Álgebra de caminos). Sean E un grafo, E∗ = ⊔n≥0En y

P(E) = {∅} ⊔ E∗

Equipamos P(E) con el producto siguiente

α · β =

{
αβ si α, β ∈ E∗ y r(α) = s(β)
∅ en otro caso.

Con este producto, P(E) es un semigrupo. El álgebra de caminos de E, es
P(E) = k(E∗) = k(P(E))/k∅ equipada con el producto inducido por el de
P(E). Si E0 es finito, R = k(E0) es unital, y se sigue del Ejercicio 2.2.8 que
P(E) = TR(P1(E)).

Ejercicio 2.3.6. Describir el álgebra de caminos de los siguientes grafos para
n ≥ 1

Rn el grafo con un vértice y n lazos (n ≥ 1).

An el grafo
v1 // · · · // vn+1
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2.4. Producto tensorial de álgebras

Sean A y B k-álgebras (no necesariamente unitales) y sean µ1 : A⊗k A→ A
y µ2 : B ⊗k B → B. Sea τ : B ⊗k A → A ⊗k B, τ(a ⊗ b) = b ⊗ a. Definimos
µ := (µ1 ⊗ µ2) ◦ (id⊗τ ⊗ id) : (A⊗k B)⊗k (A⊗ B) → A⊗k B, de forma que
el siguiente diagrama conmuta

A⊗k B⊗k A⊗k Bid⊗τ⊗id//

µ
))SSS

SSSS
SSSS

SSSS
A⊗k A⊗k B⊗k B

µ1⊗µ2

��
A⊗k B

Es sencillo verificar que la aplicación µ cumple el requisito del Ejercicio 2.2.15

y define una multiplicación asociativa en A⊗k B que la convierte en un álgebra
asociativa. Si además A y B son unitales, con unidades ι1 : k → A, ι2 : k → B,
entonces A⊗k B es unital con unidad

ι : k ∼= k⊗k k
ι1⊗ι2−→ A⊗k B

Proposición 2.4.1. Sean R1, R2 y S k-álgebras unitales, y sean fi : Ri → S morfis-
mos unitales (i = 1, 2) tales que para todo x ∈ R1 y y ∈ R2,

f1(x) f2(y) = f2(y) f1(x). (2.4.2)

Entonces existe un único morfismo de k-álgebras f : R1⊗R2 → S tal que f (x⊗ 1) =
f1(x) y f (1⊗ y) = f2(y) para todo x ∈ R1, y ∈ R2.

Demostración. Sea ϕ : R1 × R2 → S, ϕ(x, y) = f1(x) f2(y). Como ϕ es bilineal,
por propiedad universal de R1 ⊗k R2 (Proposición 2.2.1 se factoriza como ϕ =
f ◦ b para un único morfismo k-lineal f : R1⊗ R2 → S. Este morfismo satisface

f (x⊗ y) = f1(x) f2(y) = f (x⊗ 1) f (1⊗ y) (2.4.3)

Por otra parte es claro que cualquier morfismo de k-álgebras qeu cumpla las
conidiciones de la proposición, debe satisfacer la ecuación (2.4.3); esto prue-
ba la unicidad. Se sigue también de (2.4.3) que f (1⊗ 1) = 1. Sólo resta ver
que f preserva el producto, lo que, como en el Ejercicio 2.2.15 ii), podemos
expresar en términos de la conmutatividad de un diagrama, que escribimos
a continuación. Para abreviar notación, ponemos ⊗ = ⊗k. El diagrama cuya
conmutatividad queremos probar es el formado por las flechas externas; su
conmutatividad se sigue del Ejercicio 2.2.14 y del hecho de que los dos dia-
gramas interiores conmutan a consecuencia de (2.4.2) y de que f1 y f2 son
morfismos de álgebras.

A⊗ B⊗ A⊗ B
f⊗ f //

id⊗τ⊗id
��

S⊗ S

µS

��A⊗ A⊗ B⊗ B
f1⊗ f1⊗ f2⊗ f2

55kkkkkkkkkkkkkkk

µ1⊗µ2
��

A⊗ B
f

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkk
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Corolario 2.4.4. Sean A y B como en la Proposición 2.4.1 y sea M un k-módulo.
Entonces es equivalente dar a M una estructura de (A, B)-bimódulo o darle una de
A⊗k Bop-módulo a izquierda.

Demostración. Por definición, una estructura de (A, B)-bimódulo en M consis-
te de morfismos de k-álgebras ρ1 : A → Endk(M) ← ρ1 : Bop de modo que
ρ1(a) y ρ2(b) conmutan para todo a ∈ A, b ∈ B. Por la Proposición 2.4.1 esto
es lo mismo que dar un morfismo de k-álgebras A⊗k Bop → Endk(M), lo que
a su vez equivale a dar una estructura de A ⊗k Bop-módulo a izquierda en
M.

Ejercicio 2.4.5. Probar:

i) (A⊗k B)op = Aop ⊗k Bop.

ii) τ : A⊗ B→ B⊗ A, es un isomorfismo de k-álgebras.

Ejemplo 2.4.6. Sean X e Y conjuntos finitos. Entonces kX ⊗k kY → kX×Y, χx ⊗
χy 7→ χ(x,y) es un isomorfismo de k-álgebras. Por el Corolario 2.4.4, se sigue
un (kX , kY)-bimódulo es lo mismo que un kX×Y-módulo. Recuperamos ası́ lo
visto en la Sección 1.2.

Ahora que sabemos que un (A, B)-bimódulo es lo mismo que un A ⊗k
Bop-módulo, podemos trasladar la notación, lenguaje, etc de módulos a la
bimódulos. Por ejemplo un (A, B)-bimódulo es proyectivo si lo es como A⊗k
Bop-módulo.

Proposición 2.4.7. Sean R, S, U k-álgebras, M un (R, R)-bimódulo, p : R →
TR(M) la inclusión canónica y f , g y q morfismos de k-álgebras con q suryectivo,
de modo que el siguiente diagrama de flechas sólidas conmuta

R

p
��

g // S

q
��

TR(M)

f
<<

h
// U

Supongamos que M es proyectivo. Entonces existe una flecha punteada que es morfis-
mo de k-álgebras y que hace conmutar el diagrama.

Demostración. Como el diagrama de flechas sólidas conmuta, la composición
de por ambos caminos da el mismo morfismo de k-álgebras j := q ◦ g = h ◦ p :
R → U, que da a U una estructura de R-bimódulo. Del mismo modo, g hace
de S un (R, R)-bimódulo y q es morfismo de (R, R)-bimódulos. Como M es
proyectivo, existe un morfismo de R-bimódulos f1 : M → S tal que q ◦ f1
es restricción a M de h. Por la Proposición 2.3.3 existe un único morfismo
f : TR(M) → S con ( f0, f1) = (g, f1); es claro que f hace conmutar ambos
triángulos del diagrama.

Ejemplo 2.4.8. Sea X un conjunto finito y sea M un (kX , kX)-bimódulo. Se
sigue del Ejemplo 2.4.6 y [11, Proposición 3.7.1] que M es proyectivo si y sólo
si para cada (x, y) ∈ X × X, Mx,y = χx Mχy es un k-módulo proyectivo. En
particular, si E es un grafo con E0 = X, entonces kE1

es proyectivo como
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(kX , kX)-bimódulo. Luego por el Ejemplo 2.3.5 la Proposición 2.4.7 nos dice
que si R ↠ S es un morfismo de k-álgebras suryectivo y el siguiente diagrama
de flechas sólidas (que representan morfismos de k-álgebras) conmuta, enton-
ces existe el morfismo de k-álgebras representado por la flecha punteada y
hace conmutar el diagrama

kE0

��
// R

����
P(E)

>>||||||||
// S

2.5. Producto tensorial y sucesiones exactas

Lema 2.5.1. Sean R un anillo y

M′
f // M

g // M” // 0 (2.5.2)

una sucesión de morfismos de R-módulos. Son equivalentes

i) La sucesión (2.5.2) es exacta.

ii) Para todo R-módulo N, la sucesión de grupos abelianos

0 // HomR(M”, N)
g∗ // HomR(M, N)

f ∗ // HomR(M′, N)

es exacta.

Demostración. La implicación ⇒ se sigue de [11, Lema 3.4.6 y Observación
3.4.7]. Supongamos entonces que ii) se verifica para todo N. Sea Q” = Coker(g) =
M”/Im(g) y sea π” : M”→ Q” la proyección al cociente. Entonces g∗(π”) =
π” ◦ g = 0. Tomando N = Q” en ii) obtenemos que π” = 0, es decir que g es
un epimorfismo. Tomando N = M”, vemos que 0 = f ∗g∗(idM”) = g ◦ f y por
tanto Im( f ) ⊂ ker(g). Sea ahora π : M → Q = Coker( f ) la proyección al co-
ciente; tomando N = Q en ii) vemos que 0 = π ◦ f = f ∗(π) y por tanto existe
h : M”→ Q tal que π = g∗(h) = h ◦ g. Luego Im( f ) = Ker(π) ⊃ Ker(g).

Ejercicio 2.5.3. Sean R un anillo y

0 // M′
f // M

g // M” (2.5.4)

una sucesión de morfismos de R-módulos. Probar que son equivalentes

i) La sucesión (2.5.4) es exacta.

ii) Para todo R-módulo N, la sucesión de grupos abelianos

0 // HomR(N, M′)
f∗ // HomR(N, M)

g∗ // HomR(N, M”)

es exacta.
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Proposición 2.5.5 (Exactitud a derecha). Sean S una k-álgebra, N un S-módulo a
izquierda y

M′
f // M

g // M” // 0

una sucesión exacta. Sea id = idN . Entonces la sucesión de k-módulos

M′ ⊗S N
f⊗id // M⊗S N

g⊗id // M”⊗S N // 0

es exacta.

Demostración. Para aliviar notación escribimos Hom = Homk. Por el Lema
2.5.1 basta probar que para todo k-módulo V, la sucesión

Hom(M′ ⊗S N,V) Hom(M⊗S N,V)
( f⊗id)∗
oo Hom(M”⊗S N,V)

(g⊗id)∗
oo 0oo

(2.5.6)
que resulta de aplicar Hom(−,V) a la segunda sucesión de la proposición,
es exacta. Pero se sigue del Corolario 2.2.3 y del Ejercicio 2.2.10 que (2.5.6) es
isomorfa a la sucesión

HomS(M′, Hom(N,V))
f ∗←− HomS(M, Hom(N,V))

g∗←− HomS(M”, Hom(N,V))← 0

Esta sucesión es la que resulta de aplicar HomS(−, Hom(M,V)) a la primera
sucesión de la proposición. Es exacta pues HomS es exacto a izquierda [11,
Lema 3.4.6].

Corolario 2.5.7. Sea

0 // M′
f // M

g // M” // 0

una sucesión exacta escindida de R-módulos a derecha. Sea N un R-módulo a izquier-
da. Entonces la sucesión de k-módulos

0 // M′ ⊗R N
f⊗id // M⊗R N

g⊗id // M”⊗R N // 0

es exacta escindida.

Demostración. Por la Proposición 2.5.5, la sucesión es exacta en M⊗R N y en
M”⊗R N. Resta ver que f ⊗ idN tiene una inversa a izquierda k-lineal. Por
hipótesis, existe r ∈ HomR(M, M′) tal que r ◦ f = idM′ . Entonces r̄ = r⊗R idN
es k-lineal y satisface r̄ ◦ ( f ⊗ idN) = idM′⊗R N .

Corolario 2.5.8. Sean R una k-álgebra, I ⊂ R un ideal a derecha y M un R-módulo
a izquierda. Hay un isomorfismo canónico de k-módulos

(R/I)⊗M ∼= M/IM



2.5. PRODUCTO TENSORIAL Y SUCESIONES EXACTAS 25

Demostración. Sean π1 : R → R/I y π2 : M → M/IM las proyecciones y sea
ϕ : R/I ×M → M/IM, ϕ(π1(a), m) = π2(am). Es sencillo probar que ϕ está
bien definida y que es bilineal. Vamos a probar que ϕ̄ : R/I ⊗R M → M/IM
es un isomorfismo. Sea µ : R × M → M, µ(a, m) = m; denotemos por la
misma letra su restricción a I ×M → M. Sea ι : I ⊂ M la inclusión. Tenemos
un diagrama conmutativo como sigue, donde la segunda fila es exacta por
definición y la primera por la Proposición 2.5.5

I ⊗R M

µ̄

��

ι⊗id // R⊗R M

µ̄

��

π1⊗id// (R/I)⊗R M→ 0

ϕ̄

��
0 // IM // M

π2 // M/IM→ 0

(2.5.9)

Se sigue de la Proposición 2.2.1 y el Ejemplo 2.1.9 que la flecha vertical del
medio es un isomorfismo. Es claro que la flecha vertical de la izquierda es
suryectiva. Usando todo esto, un argumento de seguimiento del diagrama
muestra que la flecha vertical de la derecha es un isomorfismo.

Ejercicio 2.5.10. Dar otra demostración del Corolario 2.5.8, utilizando el Ejem-
plo 2.1.10, el Corolario 2.2.3 y el Lema 2.2.11.

Ejemplo 2.5.11 (No exactitud a izquierda). Sea f ∈ k un elemento que no sea
ni inversible ni divisor de cero. Entonces la sucesión

0 // k
f // k // k/ f k // 0

es exacta. Tensorizándola por k/ f k y utilizando el Corolario 2.5.8 obtenemos
la sucesión exacta

k/ f k 0 // k/ f k id // k/ f k // 0

Este ejemplo muestra que ⊗ no es exacto a izquierda.

Ejercicio 2.5.12. Sean R una k-álgebra y I = (I,≤) un conjunto parcialmente
ordenado (poset). Decimos que I es filtrante si todo subconjunto finito de I
tiene cota superior. Un sistema filtrante de R-módulos a derecha consiste de un
poset filtrante I y una familia de morfismos de R-módulos a derecha {σi,j :
Mi → Mj} indexada por todos los pares (i, j) ∈ I2 con i ≤ j que satisface

σi,i = idMi , σj,k ◦ σi,j = σi,k ∀i ≤ j ≤ k.

El colı́mite del sistema filrante es

colim
I

Mi = (
⊕
i∈I

Mi)/⟨x− σi,j(x) : x ∈ Mi, i ≤ j ∈ I⟩.

Para cada j ∈ I, sea σj : Mi → colimI Mi la composición de la inclusión
canónica Mj →

⊕
i∈I Mi con la proyección al cociente.

Probar

i) σjσi,j = σi ∀i ≤ j.
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ii) Sean N un R-módulo a derecha y sea { fi : Mi → N|i ∈ I} una familia de
morfismos tal que f jσi,j = fi ∀i ≤ j. Probar que existe un único morfismo
de R-módulos f : colimI Mi → N tal que ∀i ∈ I, f σi = fi.

iii) Sea Ň un R-módulo a izquierda. Probar que el morfismo natural de
k-módulos

(colim
I

Mi)⊗R Ň → colim
I

(Mi ⊗ Ň)

es un isomorfismo.

2.6. Módulos inyectivos

Proposición 2.6.1. Sean R una k-álgebra y M un R-módulo.
i) Existen un grupo abeliano inyectivo Q y un monomorfismo Z-lineal ι : M→ Q.
ii) Si Q es k-módulo inyectivo, entonces Q′ = homk(R, Q), visto como R-módulo a
izquierda como en 1.1.3 vii), es inyectivo.

iii) Si Q es un k-módulo inyectivo, ι : M → Q es un monomorfismo k-lineal y Q′ es
como en ii), ε : M→ Q′, ε(m)(a) = ι(am) es un morfismo inyectivo de R-módulos.

Demostración. i) Sea L = Z(M) el grupo abeliano libre con base {χm : m ∈ M}
y sea π : L → M el epimorfismo de grupos definido por π(εm) = m. Sea
K = Ker(π); entonces K ⊂ L ⊂ Q(M) es un sumbódulo y M ∼= L/K ⊂ Q :=
Q(M)/K es un monomorfismo de grupos. Como Q es divisible, Q también lo
es, y por tanto es inyectivo [11, Corolario 3.8.11]. Esto prueba i). Probemos
ii). Por el Teorema de Baer [11, Teorema 3.8.9], basta ver que si I ⊂ R es un
ideal a izquierda y h : I → homk(R, Q) es morfismo de R-módulos entonces
h se extiende a otro morfismo de R-módulos ĥ : R → homk(R, Q). Sea ev1 :
homk(R, Q) → Q, f 7→ f (1). Como ev1 es k-lineal, g′ = ev1 ◦h ∈ homk(I, Q);
por tanto como Q es un k-módulo inyectivo y la inclusión I → R es mono-
morfismo, existe g ∈ homk(R, Q) que extiende a g′. Sea ĥ : R → homZ(R, Q),
ĥ(a) = a · g. Entonces ĥ es R-lineal y si x ∈ I y a ∈ R,

ĥ(x)(a) = (x · g)(a) = g(ax) = g′(ax) = h(ax)(1)
= (a · h(x))(1) = h(x)(1 · a) = h(x)(a).

Luego ĥ extiende a h, lo que termina la demostración de ii). Sean ι : M →
Q y Q′ como en iii). Entonces Q′ es un R-módulo inyectivo por ii), ι∗ :
homk(R, M)→ Q′ = Homk(R, Q) es un morfismo k-lineal inyectivo y se tiene

ι∗(a · ϕ)(x) = (ι ◦ (a · ϕ))(x) = ι(ϕ(xa)) = (ι ◦ ϕ)(xa)
= (a · (ι ◦ ϕ))(x) = (a · ι∗(ϕ))(x).

Luego ι∗ es monomorfismo de R-módulos. Además el monomorfismo de k-
módulos ε′ : M→ homZ(R, M), ε′(m)(a) = a ·m es R-lineal, pues

ε′(am)(b) = b(am) = (ba)m = ε′(m)(ba) = (ε′(m) · a)(b).

Se sigue que la composición ε′ ◦ ι∗ es monomorfismo de R-módulos. Veamos
que coincide con el morfismo ε del enunciado.

ι∗(ε
′(m))(a) = (ι ◦ ε′(m))(a) = ι(ε′(m)(a)) = ι(am) = ε(m)(a).
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Esto termina la demostración de iii) y de la proposición.

Corolario 2.6.2. Sea M un R-módulo. Existen un k-módulo inyectivo V y un mo-
nomorfismo de R-módulos M→ homk(R,V).

Demostración. Por la Proposición 2.6.1 aplicada la Z-álgebra k, existen un k-
módulo inyectivo V y un monomorfismo k-lineal M → V. Entonces por la
parte iii) de la misma proposición, existe un monomorfismo R-lineal M →
homk(R,V).

Proposición 2.6.3. Sea f : M→ N un morfismo de R-módulos. Son equivalentes

i) f es inyectivo.

ii) Para todo R-módulo inyectivo Q, f ∗ : homR(N, Q) → homR(M, Q) es suryecti-
vo.

iii) Para todo k-módulo inyectivo V,

f ∗ : homR(N, homk(R,V))→ homR(M, homk(R,V))

es suryectivo.

Demostración. Que i)⇒ii) es inmediato de la definición de módulo inyectivo.
Que ii) implica iii) es claro. Supongamos que se cumple iii) y sea K = Ker( f ).
Por el Corolario 2.6.2 existen un k-módulo inyectivo V y un morfismo R-lineal
inyectivo ι : K → Q = homk(R,V). Como Q es inyectivo, ι se extiende a un
morfismo R-lineal ι̂ : M → Q. Por iii) existe un morfismo R-lineal ȷ : N → R
tal que ι̂ = ȷ ◦ f . Entonces si k ∈ K, ι(k) = ι̂(k) = ȷ( f (k)) = 0 pues K =
Ker( f ). Como ι es inyectivo, se sigue que K = 0 y por tanto que f es inyectivo.
Probamos ası́ que iii)⇒i). Esto termina la demostración.

2.7. Módulos playos

Sean R una k-álgebra y P un R-módulo a izquierda. Decimos que P es
playo si ⊗RP preserva monomorfismos.

Proposición 2.7.1. Sean R una k-álgebra y P un R-módulo a izquierda. Son equiva-
lentes

i) P es playo.

ii) Para todo k-módulo inyectivo V, el R-módulo a derecha Q = Hom(P,V) es inyec-
tivo.

iii) Para todo ideal a derecha I ⊂ R, el morfismo I ⊗R P → IP, x ⊗ p → xp es
inyectivo.

Demostración. Por definición, el R-módulo P es playo si y sólo si, para to-
do morfismo inyectivo de R-módulos a derecha f : M′ → M el morfismo
de k-módulos f ⊗ id : M′ ⊗ P → M ⊗ P es inyectivo. Por la Proposición
2.6.3, esto sucede si y sólo si para todo k-módulo inyectivo V, el morfismo
de k-módulos ( f ⊗ id)∗ : homk(M ⊗R P,V) → homk(M′ ⊗R P,V) es suryec-
tivo. Por el Corolario 2.2.3, la suryectividad de ( f ⊗ id)∗ equivale a la de
f ∗ : homR(M, homk(P,V)) → homR(M′, homk(P,V)). Por tanto P es playo
si y sólo si homR(−, homk(P,V)) manda monomorfismos en epimorfismos, lo
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que equivale a que homk(P,V) sea inyectivo [11, Sección 3.8]. Esto prueba que
i) y ii) son equivalentes. Supongamos que P es playo. Entonces el morfismo
I ⊗R P→ R⊗R P es inyectivo. Se sigue del diagrama (2.5.9) que I ⊗R P→ IP
también es inyectiva. Esto prueba que i)⇒iii). Supongamos ahora que P satis-
face iii). Entonces, por la Proposición 2.5.5, para todo ideal a derecha I ⊂ R,
la siguiente sucesión de k-módulos es exacta

0 // I ⊗R P // R⊗R P // (R/I)⊗R P // 0

Luego si V es un k-módulo inyectivo y Q = Hom(P,V),

0 HomR(I, Q)oo HomR(R, Q)oo HomR(R/I, Q)oo 0oo

es exacta, otra vez por el Corolario 2.2.3. Por el Teorema de Baer [11, Teorema
3.8.9], esto implica que Q es inyectivo. Probamos ası́ que iii)⇒ii). Esto termina
la demostración.

Ejemplo 2.7.2. Todo módulo libre es playo. Esto se sigue del caso I = 0 del
Corolario 2.5.8, la Proposición 2.2.16 y el hecho de que la suma directa de
sucesiones exactas es una sucesión exacta.

Ejemplo 2.7.3. Sean R un anillo conmutativo y f ∈ R[x] un polinomio mónico
de grado n ≥ 1. Entonces S = R[x]/ f R[x] es un libre como R-módulo, con
base {1 = x0, . . . , xn−1}. En particular, S es playo sobre R.

Ejercicio 2.7.4. Probar que todo módulo proyectivo es playo.

Ejercicio 2.7.5. Sean R un dominio de ideales principales y M un R-módulo.
Probar que M es playo si y sólo si es libre de torsión.

Ejercicio 2.7.6. Sea
0→ K → F → P→ 0

una sucesión exacta de R módulos a derecha con F libre. Probar que son
equivalentes:

i) P es playo.

ii) Para todo a izquierda I ⊂ R, se tiene K ∩ (F · I) ⊂ K · I.

iii) Para todo a izquierda I ⊂ R, se tiene K ∩ (F · I) = K · I.

El siguiente lema y la siguiente proposición fueron extraı́dos de [10, Pro-
position 2.1 y 2.2].

Lema 2.7.7. Sean R un anillo, X un conjunto, y

0→ K → R(X)
R → P→ 0 (2.7.8)

una sucesión exacta. Para cada ϕ ∈ R(X) sea I(ϕ) = ∑x∈X Rϕ(x). Son equivalentes

i) P es playo.

ii) ∀ϕ ∈ K, ϕ ∈ K · I(ϕ).
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Demostración. Sea F = R(X). Notemos que, para todo ϕ ∈ F, ϕ ∈ I(ϕ)(X) =
F · I(ϕ). Luego si P es playo y ϕ ∈ K, ϕ ∈ K ∩ F · I(ϕ) = K · I(ϕ), por el
Ejercicio 2.7.6. Recı́procamente, supongamos que vale ii). Sea J ⊂ R un ideal a
izquierda. Sea ϕ ∈ K ∩ (F · J); entonces ϕ(x) ∈ J ∀x ∈ X, y por tanto I(ϕ) ⊂ J.
Luego K · I(ϕ) ⊂ K · J; en particular, ϕ ∈ K · J. Se sigue que (F · J) ∩ K ⊂ K · J
y por tanto P es playo por el Ejercicio 2.7.6.

Proposición 2.7.9 (Villamayor). Sean R un anillo, P un R-módulo a derecha, y
(2.7.8) una sucesión exacta. Son equivalentes

i) P es playo.

ii) Para cada elemento ϕ ∈ K existe un morfismo R-lineal f : R(X) → K tal que
f (ϕ) = ϕ.

iii) Para cada submódulo K0 ⊂ K finitamente generado existe un morfismo R-lineal
f : R(X) → K0 tal que f (ϕ) = ϕ ∀ϕ ∈ K.

Demostración. i)⇒ii): por el Lema 2.7.7, ϕ ∈ KI(ϕ). Luego si F = sop(ϕ),
existen ψx ∈ K (x ∈ F) tales que ϕ = ∑x∈F ψxϕ(x). Entonces el morfismo
f : R(X) → K, f (χy) = ψy si y ∈ F y 0 si y /∈ F satisface ii). ii)⇒ i): sea
ϕ ∈ K y sea f como en ii). Entonces ϕ = f (ϕ) = ∑x∈X f (χx)ϕ(x) ∈ KI(ϕ).
Luego P es playo por el Lema 2.7.7. ii)⇒iii): Sea ϕ1, . . . , ϕn ∈ K0 un sistema
de generadores. Si n = 1, f existe por ii). Sea n > 1, sea K0 = ∑n

i=1 Rϕi
y supongamos que iii) se satisface para todo submódulo generado por < n
elementos. Sea fn : R(X) → K tal que fn(ϕn) = ϕn. Sea id = idR(X) y sea
K1 = (id− fn)(K0). Entonces {ϕi − fn(ϕi) : 1 ≤ i ≤ n− 1} genera K1. Luego
por hipótesis inductiva existe f ′ : R(X) → K tal que f ′(ψ) = ψ para todo
ψ ∈ K1. Entonces f : R(X) → K, f = id−(id− f ′)(id− fn) cumple lo pedido.
iii)⇒i). Sean ϕ ∈ K y f : R(X) → K tal que f (ϕ) = ϕ. Sea F = sop( f ); entonces
ϕ = ∑x∈F χxϕ(x) y por tanto ϕ = ∑x∈F f (χx)ϕ(x) ∈ K · I(ϕ). Luego P es playo
por el Lema 2.7.7.

Sea P un R-módulo a derecha P. Decimos que P es finitamente relaciona-
do si existe una sucesión exacta (2.7.8) con K finitamente generado y que es
finitamente presentado si existe una sucesión exacta (2.7.8) con K finitamente
generado y X finito.

Corolario 2.7.10. Un R-módulo finitamente relacionado es playo si y sólo si es pro-
yectivo.

Ejercicio 2.7.11. Sea M un R-módulo a derecha finitamente relacionado. Pro-
bar que existen submódulos M0, M1 ⊂ M tales que M0 es finitamente presen-
tado, M1 es libre y M = M0 ⊕M1.

Corolario 2.7.12. Si R es noetheriano, todo R-módulo playo finitamente generado es
proyectivo.

Ejercicio 2.7.13. Sean I un poset filtrante, R un anillo, M′ = {M′i}, M y M”
sistemas filtrantes de R-módulos indexados por I, y fi : M′i → Mi, gi : Mi →
M”i (i ∈ I) familias de morfismos tales que para todo i ≤ j, f jσ

′
i,j = σi,j fi y

gjσi,j = σ”i,jgi y que para todo i la sucesión

0→ M′i
fi−→ Mi

gi−→ M”i → 0
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es exacta. Sean M′ = colimI M′i , M = colimI Mi y M” = colimI M”i, y sean
f : M′ → M y g : M → M” los morfismos inducidos por las familias { fi} y
{gi}. Probar que la sucesión

0→ M′
f−→ M

g−→ M”→ 0

es exacta.

Ejercicio 2.7.14. Sean R una k-álgebra, {Pi : i ∈ I} una sistema filtrante de
R-módulos playos. Probar que colimI Pi es playo.

2.8. Extensión de escalares

Sea ϕ : R → S un morfismo de álgebras y sea M un R-módulo a de-
recha. Usamos ϕ para ver a S como (R, S) bimódulo y formamos el pro-
ducto tensorial M ⊗R S; el resultado as un S-módulo a derecha. Si N es
otro R-módulo a derecha y f : M → N es un morfismo de R-módulos,
f ⊗ idS : M⊗R S → N ⊗R S es morfismo de S-módulos a derecha. La asigna-
ción M 7→ M⊗R S, f 7→ f ⊗ idS es la extensión de escalares a lo largo de ϕ. La
asignación que asocia a cada S-módulo a derecha P el mismo grupo abeliano
visto como R-módulo a través de ϕ y a cada morfismo S-lineal f : P → Q la
misma función, vista como morfismo de R-módulos es la restricción a lo largo
de ϕ.

Proposición 2.8.1. Sean ϕ : R → S un morfismo de álgebras, M un R-módulo a
derecha y N un S-módulo a derecha. Hay un isomorfismo natural

homR(M, N)
∼−→ homS(M⊗R S, N), ϕ 7→ (m⊗ s 7→ ϕ(m)s) (2.8.2)

Demostración. Consideremos el isomorfismo canónico de S-módulos

ev : homS(S, N)→ N, ev( f ) = f (1).

Componiendo el isomorfismo (2.2.4) con ev obtenemos un isomorfismo

homS(M⊗R S, N)→ homR(M, N), f 7→ (x 7→ f (x⊗ 1)). (2.8.3)

Es sencillo verificar que (2.8.2) y (2.8.3) son isomorfismos inversos.

Proposición 2.8.4. Sean ϕ : R → S un morfismo de álgebras y M un R-módulo.
Si M es finitamente generado, o libre, o proyectivo, o playo como R-módulo, entonces
M⊗R S tiene la misma propiedad como S-módulo.

Demostración. Sea X un conjunto; entonces R(X) ⊗R S = (R⊗R S)(X) = S(X).
Luego ⊗RS manda módulos libres en módulos libres. Si L es un R-módulo li-
bre y M⊕ N ∼= L entonces M⊗R S⊕ N⊗R S = L⊗R S es libre; por tanto ⊗RS
preserva módulos proyectivos. Si M es un R-módulo a derecha finitamente
generado, entonces hay un n ≥ 1 y un morfismo suryectivo Rn ↠ M; ten-
sorizando obtenemos un morfismo suryectivo Sn ↠ M ⊗R S; por tanto ⊗RS
preserva generación finita. Finalmente recordemos que para todo S-módu-
lo a izquierda P, tenemos un isomorfismo natural S ⊗S P ∼= P. Usándolo,
y usando también asociatividad de ⊗, obtenemos un isomorfismo natural
(M⊗R S)⊗S P ∼= M⊗R P. Se sigue que M⊗R S es playo si M lo es.
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Observación 2.8.5. Sean ϕ y M como en la Proposición 2.8.4. Supongamos que
M es proyectivo finitamente generado. Entonces existen n ≥ 1 p = p2 ∈ MnR
tales que M ∼= Im(p). Luego M ⊗R S ∼= Im(p) ⊗R S. Además, como p es la
composición de una retracción (la correstricción de p a su imagen) seguida
de una sección (la inclusión de Im(p) = Ker(1 − p) en Rn), Im(p) ⊗R S =
Im(p⊗ idS). Observemos que, dado que vemos a S como R-módulo a izquier-
da a través de ϕ, el isomorfismo canónico R ⊗R S ∼= S envı́a x ⊗ 1 7→ ϕ(x).
Usando esto obtenemos que la matriz de p⊗ idS : Sn → Sn en la base canónica
es la matriz ϕ(p) que resulta de aplicar ϕ a p coeficiente a coeficiente. Análoga-
mente se sigue que si q ∈ MmR es otra matriz idempotente, f : Im(p)→ Im(q)
es morfismo de R-módulos, inc : Im(q) ⊂ Rm es la inclusión y A ∈ Rm×n es la
matriz de inc ◦ f ◦ p en las bases canónicas, entonces ϕ(A) ∈ Sm×n es la matriz
de inc ◦( f ⊗ idS) ◦ ϕ(p) en las bases canónicas.



32 CAPÍTULO 2. PRODUCTO TENSORIAL



Capı́tulo 3

Propiedades de levantamiento

Este capı́tulo está basado principalmente en algunos resultados del artı́culo
[14].

3.1. Módulos proyectivos y conexiones

Sean R una k-álgebra; el álgebra envolvente de R es Re := R⊗k Rop; por el
Corolario 2.4.4, un R-bimódulo es lo mismo que un Re-módulo a izquierda.

Sea

0 // M′
f // M

g // M” // 0 (3.1.1)

una sucesión exacta de R-bimódulos. Decimos que la sucesión (3.1.1) es semi-
escindida si es escindida como sucesión de k-módulos, es decir, si existe s ∈
Homk(M”, M) tal que g ◦ s = idM”. Un R-bimódulo P se dice relativamente
proyectivo si HomRe(P,−) envı́a sucesiones exactas semi-escindidas en suce-
siones exactas.

Sean R una k-álgebra,

µ : R⊗k R→ R, µ(x⊗ y) = xy, Ω1(R) = Ω(R/k) := Ker(µ).

Observemos que µ es un morfismo de R-bimódulos, y por tanto Ω1(R) es
un R-bimódulo. Por definición, tenemos una sucesión eacta

0 // Ω1(R)
f // R⊗k R

g // R // 0 (3.1.2)

Sean s0, s1 : R → R⊗k R, s0(a) = 1⊗ a y s1(a) = a⊗ 1; s0 es morfismo de R-
módulos a derecha, s1 es morfismo de R-módulos a izquierda, y µs0 = µs1 =
idR. En particular, si N es un R-bimódulo, tensorizando (3.1.2) a izquierda con
N obtenemos una sucesión exacta

0 // N ⊗R Ω1(R) // N ⊗k R
µr // N // 0 (3.1.3)

Aquı́ µr : N⊗k R→ N, µr(x⊗ a) = x · a, tiene inversa a derecha s1 que manda
n 7 → n⊗ 1, que es morfismo de R-módulos a izquierda. Análogamente

0 // Ω1(R)⊗R N // R⊗k N
µl // N // 0 (3.1.4)

33
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es una sucesión exacta de R-bimódulos y s0 : n → 1 ⊗ n la escinde como
sucesión de R-módulos a derecha Sea

d := s0 − s1 : R→ Ω1(R), d(a) = 1⊗ a− a⊗ 1.

Observemos que d es k-lineal y satisface

d(ab) = d(a)b + ad(b) (a, b ∈ R). (3.1.5)

En particular,

d(1) = d(1 · 1) = d(1) + d(1)⇒ d(1) = 0⇒ d(k · 1) = 0.

Sea
R̄ = Coker(k→ R).

Tenemos un morfismo natural de R-bimódulos a izquierda

R⊗k R̄→ Ω1(R), a⊗ b̄ 7→ ad(b). (3.1.6)

Lema 3.1.7. El morfismo (3.1.6) es biyectivo.

Demostración. Sea p = idR⊗k R−s1µ; como µ ◦ s1 = idR, Ω1(R) = Im(p). Pero
ξ ∈ Ker(p) ⇐⇒ ξ = s(µ(ξ)) ⇐⇒ x ∈ Ims1.

A través del isomorfismo del Lema 3.1.7, d se identifica con x 7→ 1⊗ x̄ ∈
R ⊗k R̄. La estructura de R-módulo a derecha en R ⊗k R̄ es la dada por la
fórmula (3.1.5). También se sigue del lema que si M es un R-módulo a derecha,
entonces

M⊗R Ω1(R) ∼= M⊗k R̄ = M⊗k d(R).

Análogamente, Ω1(R) ∼= R̄ ⊗k R y Ω1(R) ⊗R N = d(R) ⊗k N para todo R-
módulo a izquierda N.

Sea M un R-bimódulo. Una derivación D : R → M es una función k-lineal
que satisface la regla de Leibniz

D(ab) = D(a)b + aD(b).

Por ejemplo d : R → Ω1(R) es una derivación. Además d es universal, como
lo muestra el siguiente lema.

Lema 3.1.8. Sean R una k-álgebra, M un R-bimódulo y D : R→ M una derivación.
Entonces existe un único morfismo de R-bimódulos D̄ : Ω1(R) → M tal que D =
D̄ ◦ d.

Demostración. Sea ϕ : RR× R̄→ R M, ϕ(a, b̄) = aDb. Como ϕ es bilineal, existe
un único morfismo de R-módulos a izquierda D̄ : Ω1(R) = R⊗k R̄ → M tal
que D̄(xdy) = xDy. Además

D̄((xdy)z) = D̄(xd(yz)− xydz) = xD(yz)− xyDz = (xDy)z = D̄(xdy)z.

Ejercicio 3.1.9. Sea Ω(R) = TR(Ω1(R)); sea Ωn(R) = Tn
R(Ω

1(R)). Escribimos

a0da1 · · · dan := a0da1 ⊗ · · · ⊗ dan
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i) Probar que para todo n ≥ 0, la función

R⊗k R̄⊗kn → Ωn(R), a0 ⊗ a1 ⊗ . . . an 7→ a0da1 · · · dan

es un isomorfismo de R-módulos a izquierda.

ii) Sea
d : Ω∗(R)→ Ω∗+1(R), d(a0da1 · · · dan) = da0 · · · dan

Probar que si ω ∈ Ωn(R) y η ∈ Ω(R) entonces

d(ωη) = d(ω)η + (−1)nωd(η).

Una conexión a derecha en un R-bimódulo N es una función ∇r : N →
N ⊗R Ω1(R) tal que para todo a ∈ R y x ∈ N se tiene

∇r(a · x) = a · ∇r(x), ∇r(x · a) = ∇r(x) · a + x⊗ da.

Una conexión a izquierda es una función ∇l : N → Ω1(R)⊗R N tal que

∇l(x · a) = ∇l(x) · a, ∇l(a · x) = a · ∇l(x) + da⊗ x.

Una conexión en N es un par (∇l ,∇r) con ∇l conexión a izquierda y ∇r cone-
xión a derecha en N.

Ejercicio 3.1.10. Sean R una k-álgebra y ∇ : Ω1(R) → Ω1(R) ⊗R Ω1(R) =
Ω2(R). Probar que ∇ es conexión a derecha si, y sólo si, ∇+ d es conexión a
izquierda.

Lema 3.1.11. Sean R una k-álgebra y N un R-bimódulo. Son equivalentes

i) N es proyectivo relativo.

ii) Existe un morfismo de R-bimódulos σ : N → R⊗k N⊗k R tal que µl ◦ (id⊗µr) ◦
f = idN .

iii) N admite una conexión (∇l ,∇r).

Demostración. Que i)⇒ii) es claro de la definición de proyectivo relativo. Vea-
mos la recı́proca. Sea (3.1.1) una sucesión de R-bimódulos semi-escindida y
sea ρ : M” → M un morfismo k-lineal tal que g ◦ ρ = idM”. Dado f ∈
HomRe(N, M”), sea f̃ : R ⊗N ⊗kR → M, f̃ (a ⊗ x ⊗ b) = a · ρ(x) · b, y sea
f̂ = f̃ ◦ σ : N → M. Entonces g ◦ f̂ = f . Luego ii)⇒i). Veamos ahora que
i)⇒iii). Si N es proyectivo, las sucesiones (3.1.3) y (3.1.4) se parten; luego exis-
ten morfismos de bimódulos σr : N → N ⊗k R y σl : N → R⊗k N tales que
µr ◦ σr = µl ◦ σl = idN . Es sencillo verificar que∇r = σr− s1 y∇l = σl − s0 son
conexiones a izquierda y a derecha, respectivamente. Resta ver que iii)⇒ii).
Dados ∇l y ∇r sean σl = s0 +∇l y σr = s1 +∇r. Un cálculo sencillo muestra
que σl y σr son morfismos de R-bimódulos que escinden respectivamente a
(3.1.4) y (3.1.3). Se sigue que σ = (σr ⊗ idN) ◦ σl cumple ii).

Ejercicio 3.1.12. Sean R una k-álgebra y P un R-módulo a derecha. Una co-
nexión en P es un morfismo k-lineal P → P ⊗R Ω1(R) tal que ∇(p · a) =
∇(p) · a + p⊗ da para todo p ∈ P y a ∈ R. Probar que P admite una conexión
si y sólo si HomR(P,−) preserva sucesiones exactas de R-módulos a izquierda
que son escindidas como sucesiones de k-módulos.
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Sea p : E ↠ S un morfismo suryectivo de k-álgebras y sea I = Ker(p).
Decimos que p es una extensión si existe un morfismo de k-módulos σ : S→ E
tal que p ◦ σ = idS.

Ejercicio 3.1.13. Sean R una k-álgebra y P un R-bimódulo relativamente pro-
yectivo. Probar que el álgebra tensorial TR(P) tiene la propiedad de levanta-
miento de la Proposición 2.4.7 para toda extensión q : S→ U.

3.2. Álgebras separables y casi-libres

Una extensión p se dice nilpotente si existe n ≥ 1 tal que In = 0; si esto
ocurre con n = 2, decimos que p es una extensión de cuadrado cero.

Sea R una k-álgebra. Decimos que R es casi libre si para todo morfismo
f : R → S y toda extensión de cuadrado cero p : E ↠ S existe un morfismo
f̂ : R→ E tal que p ◦ f̂ = f . El morfismo f̂ se llama un levantamiento de f a lo
largo de p. En términos de diagramas:

E
p
����

R
f
//

f̂
??

S

(3.2.1)

Decimos que la k-álgebra R es separable si es casi-libre y si para cada par f
y p como en (3.2.1) y cada par de levantamientos f̂ , f̂ ′ de f , existe x ∈ Ker(p)
tal que f̂ ′(a) = f̂ (a) + [ f̂ (a), x]. Aquı́ [x, y] = xy− yx.

Ejemplo 3.2.2. Sean R una k-álgebra y P un R-bimódulo. Si R es casi-libre y
P es relativamente proyectivo, entonces TR(P) es casi-libre, por la Proposición
2.4.7.

Ejercicio 3.2.3. i) Probar que R es casi libre si y sólo si f̂ existe en todo
diagrama (3.2.1) donde p es nilpotente y para I = Ker(p) se tiene que
para todo n, E/In+1 → E/In es una extensión.

ii) Probar que una k-álgebra R es separable si y sólo si es casi libre y para
cada diagrama (3.2.1) con p e I como en i) y cada par f̂ , f̂ ′ de levanta-
mientos de f existe u ∈ E∗ tal que p(u) = 1 y tal que para todo a ∈ R,
f̂ ′(a) = ad(u)((̂ f )(a)) = u f̂ (a)u−1.

Ejercicio 3.2.4. Sea R una k-álgebra y sea U = R ⊕ Ω2(R) equipado con el
siguiente producto

(a + ω)(b + η) = ab + ω · b + a · η + dadb.

i) Probar que el producto definido arriba es asociativo y hace de U una k-
álgebra de modo que la proyección sobre el primer sumando π : U → R
es una extensión de cuadrado cero.

ii) Sean p : E → R una extensión de cuadrado cero y ρ : R → E es una
sección k-lineal de p. Sea

f : U 7→ E , f (a + x0dx1dx2) = ρ(a) + ρ(x0)(ρ(x1)ρ(x2)− ρ(x1x2))

Probar que f es un morfismo de k-álgebras que satisface p ◦ f = π.
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iii) R es casi-libre si y sólo si existe un morfismo de k-álgebras σ : R → U
tal que π ◦ σ = idR.

Teorema 3.2.5. Sea R una k-álgebra. Entonces R es casi-libre si y sólo si el bimódulo
Ω1(R) relativamente proyectivo.

Demostración. Supongamos que R es casi-libre. Sea σ : R → U como en el
Ejercicio 3.2.4, iii). Entonces σ(a) = a + ϕ(a), con ϕ k-lineal, y de la identidad
σ(ab) = σ(a)σ(b) obtenemos

dadb = aϕ(b)− ϕ(ab) + ϕ(a)b. (3.2.6)

Sea ∇r : Ω1(R) → Ω1(R)⊗R Ω1(R) = Ω2(R), ∇r(adb) = aϕ(b). Por defini-
ción, ∇r es morfismo de R-módulos a izquierda. Además se sigue de (3.2.6)
que

∇r((a0da1)a2) =∇r(a0d(a1a2))−∇r(a0a1d(a2))

=a0(ϕ(a1a2)− a1ϕ(a2))

=a0ϕ(a1)a2 + a0da1da2 = ∇r(a0da1)a2 + (a0da1)da2

Luego ∇r es una conexión a derecha. Por el Ejercicio 3.1.10, ∇l = ∇r + d es
conexión a izquierda. Luego Ω1(R) es relativamente proyectivo, por el Lema
3.1.11. Recı́procamente, supongamos que Ω1(R) es relativamente proyectivo.
Entonces existe una conexión a derecha ∇r : Ω1(R) → Ω2(R); un cálculo
sencillo muestra que ϕ := ∇r ◦ d : R → Ω2(R) cumple (3.2.6), y por tanto
σ : R→ U , σ(a) = a + ϕ(a) es como en el Ejercicio 3.2.4; luego R es casi-libre.
Esto termina la demostración.

Teorema 3.2.7. Sea R una k-álgebra. R es separable si y sólo si RRR es proyectivo.

Demostración. Supongamos que R es separable. Sea V = R ⊕ Ω1(R) con el
siguiente producto

(a + ω)(b + η) = ab + ω · b + a · η.

Notemos que V es una k-álgebra, que la proyección π : V → R es morfismo
de k-álgebras lo mismo que σ0, σ1 : R → V , σ0(a) = a, σ1(a) = a + da y que
πσi = idR (i = 0, 1). Como R es separable, existe x ∈ Ω1(R) tal que σ1(a) =
σ0(a) + [σ0(a), x], de lo que se sigue que d(a) = [a, x]. Sea s : R → R ⊗k R,
s(a) = a⊗ 1 + ax. Es claro que µ ◦ s = idR y que s es morfismo de R-módulos
a izquierda. Además,

s(ab) =ab⊗ 1 + abx = ab⊗ 1 + adb + axb
=ab⊗ 1 + a⊗ b− ab⊗ 1 + axb = (a⊗ 1 + ax)b = s(a)b.

Luego s es morfismo de bimódulos lo que implica que RRR es sumando di-
recto de R⊗k R y por tanto es proyectivo. Recı́procamente supongamos que
RRR es proyectivo. Entonces Ω1(R) es proyectivo y por tanto R es casi-libre,
por el Teorema 3.2.5. Sea s : RRR → R⊗k R un morfismo de R-bimódulos tal
que µ ◦ s = idR. Sea e = s(1); notemos que si a ∈ R, ae = s(a) = ea. Luego
para x = e− 1⊗ 1 y a ∈ R, tenemos

[a, x] = ax− xa = a(e− 1⊗ 1)− (e− 1⊗ 1)a = [a, e]− [a, 1⊗ 1] = d(a).
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Sean ahora p : E → R una extensión de cuadrado cero y sean f̂ y f̂ ′ son dos
levantamientos de f en el diagrama (3.2.1). Un cálculo sencillo muestra que
D = f̂ ′ − f̂ : R → I := Ker(p) es una derivación; luego por el Lema 3.1.8,
existe un morfismo de R-bimódulos D̄ : Ω1(R) → I tal que D = D̄ ◦ d. Sea
y = D̄(x); entonces para todo a ∈ R, D(a) = D̄(d(a)) = D̄([a, x]) = [a, y].

Corolario 3.2.8. R es separable si y sólo si existe un elemento p ∈ Re tal que µ(p) =
1 y (dx)p = 0 para todo x ∈ R.

Demostración. Dado que µ es la proyección al cociente R = Re/Ω1(R) y que
µ(1⊗ 1) = 1, dar una sección de µ que sea morfismo de R-bimódulos equivale
a dar un elemento p ∈ Re tal que µ(p) = 1 y a 7→ ap sea morfismo de
bimódulos, es decir,

ω · p = 0 ∀ω ∈ Ω1(R). (3.2.9)

Por el Lema 3.1.7, (3.2.9) se reduce a pedir que dx · p = 0 para todo x ∈ R.

Observación 3.2.10. Sea p = ∑n
i=1 xi ⊗ yi como en el Corolario 3.2.8. Entonces

en Re, (a⊗ b)p = ((ab)⊗ 1)p. En particular, p es idempotente:

pp = µ(p)p = p.

Ejemplo 3.2.11. Sea X un conjunto finito. Entonces e = ∑x∈X χx,x ∈ kX×X =
kX⊗k kX satisface µ(e) = 1 y eϕ = ϕe para todo ϕ ∈ kX . Luego kX es separable,
por el Corolario 3.2.8. Sea ahora E un grafo con E0 = X. Por el Ejemplo 2.4.8,
el Ejercicio 3.1.13 y lo que acabamos de probar, el álgebra de caminos P(E) es
casi-libre.

Proposición 3.2.12. Sean R1, R2 k-álgebras. Si R1 y R2 son separables, entonces
R = R1 ⊕ R2 es separable.

Demostración. Sean π : E → B una extensión de cuadrado cero, σ : B → E
una sección k-lineal y f : R1 ⊕ R2 → B un morfismo de k-álgebras. Sea ι :
k2 → R ⊕ S la suma de los morfismos estructurales. Por el Ejemplo 3.2.11,
ι se levanta a lo largo de π a un morfismo ι̂ : k2 → E . Sean p1 = f (1, 0),
p2 = f (0, 1), qi = ι̂(pi), Bi = piBpi y Ei = qiEqi. Entonces πi : π|Ei

: Ei →
Bi es una extensión con sección σi(x) = qiσ(x)qi y fi = f|Ri

: Ri → Bi es
morfismo de k-álgebras. Como Ri es separable, fi admite un levantamiento
f̂i : Ri → Ei, y f̂ = f̂1 + f̂2 es un levantamiento de f . Si g es otro, entonces
por separabilidad de k2 y el Ejercicio 3.2.3 existe u ∈ E∗ tal que π(u) = 1 y
tal que para ad(u) : E → E , ad(u)(x) = uxu−1, se tiene ad(u)(g(pi)) = qi
(i = 1, 2). Sea g′ := ad(u) ◦ g : R → E . Entonces g′(Ri) ⊂ Ei, g′i = g′|Ri

es un
levantamiento de fi y g = g1 + g2. Luego existe vi ∈ U (Ei) con π(vi) = 1 tal
que g′i = ad(vi) ◦ f̂i. Tenemos que v = v1 + v2 ∈ E∗ y g′ = ad(v) ◦ f̂ y por
tanto g = ad(uv) ◦ f̂ .

Proposición 3.2.13 (Villamayor-Zelinsky). Sean k un cuerpo y R una k-álgebra.
Si R es separable, entonces dimk R < ∞.

Demostración. Sea B una base de R como k-espacio vectorial. Entonces R ⊗k
R = R⊗k (

⊕
v∈B kv) =

⊕
v∈B R⊗k kv y por tanto cada elemento ξ ∈ R⊗k R

se escribe en forma única como x = ∑v∈B xv ⊗ v con xv ∈ R. Aplicando esto
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a ξ = p obtenemos un conjunto finito F = {v1, . . . , vn} ⊂ B y x1, . . . , xn ∈
R \ {0} tales que p = ∑n

i=1 xi ⊗ vi. Sea I = ∑n
i=1 kxi ⊂ R. Veamos que I es

un ideal a izquierda. Sean λ1, . . . , λn ∈ k y a ∈ R. Sea f : R → k la función
k-lineal dada por f (vi) = λi y f (v) = 0 para todo v ∈ B \ F. Entonces

a
n

∑
i=1

λixi =
n

∑
i=1

(axi) f (vi) = (1⊗ f )(ap) = (1⊗ f )(pa) =
n

∑
i=1

xi f (via) ∈ I.

Probamos ası́ que I es ideal a izquierda. Veamos que, más aún, I es fiel co-
mo R-módulo a izquierda. En efecto, a ∈ AnnR(I) ⇐⇒ axi = 0 ∀i. Pero
∑n

i=1 xivi = 1 y por tanto axi = 0 ∀i implica a = 0. Se sigue que el morfis-
mo de k-álgebras L : R → Endk(I), La(x) = a · x es inyectivo, lo que, como
dimk I < ∞, implica que dimk R < ∞.

Lema 3.2.14. Sean k un cuerpo y R una k-álgebra. Entonces

i) Si R es separable entonces Re y R son anillos semisimples.

ii) Si Re es un anillo semisimple, entonces R es separable.

Demostración. Un anillo A es semisimple si y sólo si todo A-módulo es pro-
yectivo ([11, Teorema 3.11.1]). Luego si Re es semisimple, RRR es proyectivo y
por tanto R es separable, por el Teorema 3.2.7. Recı́procamente, supongamos
que R es separable. Sea s : R → R⊗k R un morfismo de bimódulos tal que
µ ◦ s = idR y sea x = s(1) − 1 ⊗ 1. Sean M un R-módulo a derecha y ν :
M⊗R R⊗k R ∼= M⊗k R el isomorfismo canónico. Sea ∇ : M → M⊗R Ω1(R),
∇(m) = ν(m⊗ x). Entonces

∇(ma) = ν(ma⊗ x) = ν(m⊗ ax) = m⊗ da +∇(m)a

Luego M es proyectivo, por el Ejercicio 3.1.12. Notemos que si además M es R-
bimódulo, entonces ∇ es conexión a derecha. Análogamente, si ν′ : R⊗k R⊗R
M ∼= R⊗k R es el isomorfismo canónico, ∇l : M → Ω1(R)⊗R M, ∇l(m) =
−ν′(x⊗m) es conexión a izquierda. Luego M es un bimódulo proyectivo.

Ejemplo 3.2.15. Sean k un cuerpo y R una k-álgebra. Decimos que R es ma-
tricial si existen r ≥ 1 y n1, . . . , nr ∈ N tales que R ∼=

⊕r
i=1 Mni . Observemos

que una tal álgebra es separable. En efecto, Mni es semsimple, Mop
ni
∼= Mni y

Mni ⊗k Mni
∼= Mn2

i
. Luego R es separable, por la Proposición 3.2.12 y el Lema

3.2.14.

Ejemplo 3.2.16. Sean k ⊂ K cuerpos. Notemos que K es semisimple; sin
embargo, Ke = K ⊗k K no siempre lo es. Probaremos a continuación que si
char(k) = p > 0 y existe x ∈ K \ k tal que xp ∈ K –como ocurre, por ejem-
plo si K = Fp(t) es el cuerpo de fracciones de Fp[x] y k = Fp(xp)– entonces
Ke no es semisimple. Observemos que, como Ke es conmutativa, por Artin-
Wedderburn es semisimple si y sólo si es producto de cuerpos. Notemos tam-
bién que un producto de cuerpos no tiene elementos nilpotentes no triviales.
Sea y = d(x) = 1⊗ x − x ⊗ 1; tenemos yp = 0. Resta ver que y ̸= 0. Como
x /∈ k, {1, x} es un conjunto l.i. sobre k, luego se extiende a una base B de K
sobre k, y {v⊗ w : v, w ∈ B} es base de K⊗k K, por la Proposición 2.2.16. En
particular, x ⊗ 1 y 1⊗ x son linealmente independientes sobre k y por tanto
y ̸= 0.
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Un anillo R se dice hereditario (a izquierda) si todo submódulo de un R-
módulo proyectivo (a izquierda) es proyectivo. Con un poco de álgebra ho-
mológica se demuestra que R es hereditario si y sólo si para todo R-módulo
M existe un morfismo suryectivo π : P→ M con P y Ker(π) proyectivos.

Proposición 3.2.17. Sean k un cuerpo y R una k-álgebra. Si R es casi-libre entonces
es un anillo hereditario (a izquierda y a derecha).

Demostración. Como R es casi-libre, existe un conjunto X tal que para V =

k(X), Ω1(R) es sumando directo de un (R⊗k R)(X) = R⊗k V⊗k R. Luego si
N es un R-módulo a derecha, para W = N ⊗k V tenemos que el R-módulo a
derecha N ⊗R Ω1(R) es sumando directo de W⊗k R. Como k es un cuerpo,
W ∼= k(Y) para algún conjunto Y, luego W ⊗k R ∼= R(Y)

R como módulos a
derecha. Por tanto N⊗R Ω1(R) es proyectivo; luego la sucesión (3.1.3) presenta
a N como cociente de dos módulos proyectivos. Como esto vale para todo N,
R es hereditario.

3.3. Colı́mites

Sea I un conjunto parcialmente ordenado filtrante y sea {σi,j : Ri → Rj|i ≤
j} una familia de morfismos de álgebras de modo que σi,i = idRi y si i ≤ j ≤ k,
entonces σj,k ◦ σi,j = σi,k. Sea R = colimI Ri como en el Ejercicio 2.5.12; por
definición, R es un k-módulo. Usando la parte iii) del citado ejercicio en la
segunda y tercera igualdad obtenemos

R⊗k R = (colim
I

Ri)⊗k (colim
I

Rj) = colim
I

Ri(⊗k(colim
I

Rj)) = colim
I

colim
I

Ri⊗k Rj

(3.3.1)
Para seguir adelante, necesitamos el siguiente ejercicio.

Ejercicio 3.3.2.

i) Sean I y J conjuntos parcialmente ordenados filtrantes y sea I× J su produc-
to cartesiano, equipado con el orden producto; (i1, j1) ≤ (i2, j2) ⇐⇒ i1 ≤ i2
y j1 ≤ j2. Sean R un anillo y {Mi,j : (i, j) ∈ I × J} un sistema dirigido de
R-módulos. Probar que hay isomorfismos canónicos

colim
I

colim
J

Mi,j
∼= colim

J
colim

I
Mi,j
∼= colim

I×J
Mi,j.

ii) Sea I un conjunto parcialmente ordenado filtrante. Un subconjunto I0 ⊂ I es
cofinal si para todo i ∈ I existe i0 ∈ I0 tal que i0 ≥ i. Probar que I0 es filtrante y
que si {Ni : i ∈ I} es un sistema dirigido de R-módulos, entonces el morfismo
canónico

colim
I0

Ni → colim
I

Ni

es un isomorfismo.

Usando el Ejercicio 3.3.2, y observando que la diagonal ∆(I) = {(i, i) : i ∈
I} ⊂ I × I es cofinal, obtenemos

colim
I

colim
I

Ri ⊗k Rj = colim
I×I

Ri ⊗k Rj = colim
∆(I)

Ri ⊗k Ri = colim
I

Ri ⊗k Ri.
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Sea µi : Ri ⊗k Ri → Ri la multiplicación; como σi,j : Ri → Rj es morfismo
de anillos para cada i ≤ j, tenemos µj ◦ σi,j ⊗ σi,j = σi,jµi. Luego existe un
morfismo de k-módulos

µ : R⊗k R→ R (3.3.3)

tal que para todo i, µ ◦ (σi ⊗ σi) = σiµi. Por otro lado, se sigue de la propiedad
del colı́mite que si ιi : k → Ri es el morfismo estructural, y j ≥ i, entonces
σiιi = σjιj. Por tanto el morfismo

ι = σi ◦ ιi : k→ R, (3.3.4)

es independiente de i.

Ejercicio 3.3.5. Probar que R equipado con el producto (3.3.3) y el morfismo
(3.3.4) es una k-álgebra asociativa.

Proposición 3.3.6. Sea {σn,m : Rn → Rm|n ≤ m ∈ N} un sistema dirigido de
k-álgebras separables. Entonces R = colimn∈N Rn es casi-libre.

Demostración. Sean π : E → B una extensión, f : R → B un morfismo de
k-álgebras y fn = f ◦ σn (n ∈ N). Debemos probar que para cada n ∈ N existe
un levantamiento f̂n : Rn → E de fn, de modo tal que si m < n, entonces f̂n ◦
σm,n = f̂m. Hacemos esto por inducción en n. Para n = 1, f̂1 existe pues R1 es
casi-libre (ya que es separable) y es única a menos de un automorfismo interior
ad(u) con π(u) = 1 por separabilidad de R1. Supongamos f̂n construido.
Como Rn+1 es casi-libre, existe un levantamiento g : Rn+1 → E de fn+1.
Como Rn es separable y gσn,n+1 levanta a fn, existe una unidad u ∈ E∗ tal
que π(u) = 1 y ad(u) ◦ gσn,n+1 = f̂n. Luego f̂n+1 := ad(u) ◦ g cumple las
condiciones pedidas.

Ejemplo 3.3.7. Una k- álgebra R es ultramatricial si existe un sistema diri-
gido {σm,n : Rm → Rn|m ≤ n ∈ N} de k-álgebras matriciales tales que
R = colimN Rn. Por la Proposición 3.3.6, una tal álgebra es casi-libre.

Lema 3.3.8. Sean k un cuerpo, r, s ≥ 1, n1, . . . , nr y f :
⊕r

i=1 Mni → Mm un mor-
fismo de k-álgebras. Entonces existen q ∈ Nr

0 y u ∈ GLm(k) tales que ∑r
i=1 qini = m

y g := ad(u) ◦ f es el morfismo

g(A1, . . . , Ar) =
r⊕

i=1

A⊕qi
i

Demostración. El morfismo f hace de kn un R =
⊕r

i=1 Mni -módulo. Como R
es semisimple y, salvo isomorfismos, los R-módulos simples son kn1 , · · · , knr ,
existen q ∈ Nr

0 y un isomorfismo de R-módulos θ : kn ∼−→ ⊕r
i=1(k

ni )qi . Se
sigue que n = ∑r

i=1 qini. Sea B la base de kn = (kni )qi que se obtiene yuxtapoi-
nendo las bases canónicas de las copias de kni . La matriz u = [θ]E ,B cumple lo
pedido.

Corolario 3.3.9. Sean k un cuerpo, n1, . . . , nr, m1, . . . , ms ∈ N, y d = mcd(n1, . . . , nr).
Entonces existe un morfismo

⊕r
i=1 Mni →

⊕s
j=1 Mmj si y sólo si ∃Q ∈ Ns×r

0 tal que

Q ·

n1
...

nr

 =

m1
...

ms
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El Corolario 3.3.9 nos dice que, salvo conjugación, un morfismo entre álge-
bras matriciales equivale a una matriz Q como en el corolario. Esta matriz
tiene asociado un grafo con vértices (1, 1), . . . , (1, r), (2, 1), . . . , (2, s) y qi,j aris-
tas de (1, j) en (2, i). Si R∗ = {σp,q : Rp =

⊕rp
i=1 Mni,p → Rq|p ≤ q ∈ N} es un

sistema dirigido de álgebras matriciales, y Q(p) es la matriz asociada a σp,p+1,
obtenemos un grafo infinito E con vértices E0 = {(p, i) : p ∈ N, 1 ≤ i ≤ rp}
cuya matriz de incidencia A ∈ ME0(N0) está dada por

A(p,i),(p′ ,j) = δp′ ,p+1Q(p)j,i.

El grafo E es el diagrama de Bratelli del sistema dirigido R∗.

Ejemplo 3.3.10. Sea Md∗ = {Mdr |r ∈ N} el sistema dirigido donde Mdr →
Mdr+1 es la inmersión diagonal asociada a la matriz Q = [d]. Para d = 2, el
diagrama de Bratelli correspondiente es

1 ((
66 2

((
66 3

((
66 4 ''

44 . . .

Escribimos Md∞ = colimr Mdr .

3.4. Álgebra ultramatricial de un grafo

Sea E un grafo. Un vértice v ∈ E0 es un pozo si s−1{v} = ∅, un emisor
infinito si |s−1{v}| = ∞, es singular si es un pozo o un emisor infinito y regular
si no es singular. Escribimos sink(E) , ı́nf(E), sing(E) y reg(E) por los conjun-
tos de pozos, emisores infinitos, vértices singulares y vértices regulares de E.
Decimos que E es regular si sing(E) = ∅ y que es singular si no es regular. La

matriz de incidencia reducida de E es la matriz Ā = ĀE ∈ Nreg(E)×E0

0

Āv,w = |{e ∈ E1 : s(e) = v, r(e) = w}|.

En otras palabras, el coeficiente (v, w) de Ā es el mismo que el de la matriz de
incidencia A cuando ambos están definidos.

En lo que sigue, supondremos que E es finito, es decir, que tanto E0 como
E1 son finitos; equivalentemente, E0 es finito e ı́nf(E) = ∅. Asociaremos a E
un sistema dirigido de álgebras matriciales {M(E)n : n ∈ N0} donde para
cada n ∈ N0, Mn = M(E)n =

⊕
v∈E0Mn[v], con cada Mn[v] es un álgebra

matricial, definida como sigue. Para cada v ∈ E0 y n ≥ 0, sea P(n, v) el
conjunto de todos los caminos α de longitud n tales que r(α) = v. Sea

Mn[v] =
{

MP(n,v) v /∈ sink(E)⊕n
i=0 MP(i,v) v ∈ sink(E)

Si X ⊂ E0 es un subconjunto, ponemos Mn[X] =
⊕

v∈XMn[v]. El morfismo
de transición σn,n+1 :Mn →Mn+1 se define como sigue. SobreMn[sink(E)],
es la inclusión canónica en Mn+1[sink(E)]. Sobre Mn[reg(E)] es la inclusión
diagonal Mn[reg(E)] → Rn+1 dada por la transpuesta Āt de la matriz de
incidencia reducida. El álgebra ultramatricial de E es

M(E) = colim
N
M(E)n.
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Ejemplo 3.4.1. SeaAn como en el Ejercicio 2.3.6. Entonces para p ≥ n,M(An)p =
Mn, y σp,p+1 = idMn . LuegoM(An) = Mn.

Ejemplo 3.4.2. Sea Rn como en el Ejercicio 2,3,6. EntoncesM(Rn)p = Mnp y
el diagrama de Bratelli del sistema {M(Rn)p} es el descripto en el Ejemplo
3.3.10. LuegoM(Rn) = Mn∞ .

Proposición 3.4.3. Sea E un grafo finito regular. Entonces el diagrama de Bratelli
del sistemaM(E)∗ es el grafo Ẽ dado por

s, r : Ẽ1 = E1 ×N0 → Ẽ0 = E0 ×N0, s(e, n) = (s(e), n), r(e, n) = (r(e), n + 1).

Demostración. Como E es regular, el morfismo de transiciónMn =Mn(E)→
Mn+1 es el morfismo diagonal asociado a la matriz de incidencia transpuesta
At. Luego el diagrama de Bratelli deM∗ es aquél donde para todo n, la matriz
de transición del paso n al paso n + 1 es A; este es exactamente el grafo Ẽ.

3.5. Localización

Sea ϕ : R → S un morfismo de álgebras y sea f : M → N un morfismo de
R-módulos a derecha. Decimos que ϕ invierte f si el morfismo de S-módulos
f ⊗R idS es un isomorfismo. Decimos que ϕ invierte una familia de morfismos
de R-módulos Σ si invierte cada elemento f ∈ Σ.

Lema 3.5.1. Sean R un álgebra y f : P → Q un morfismo de R-módulos a derecha
proyectivos y finitamente generados. Sean n, m ≥ 1 y p ∈ Mn(R) y q ∈ Mm(R)
matrices idempotentes, α : Im(p) ∼−→ P y β : Q ∼−→ Im(q) isomorfismos, inc :
Im(q) ⊂ Rm la inclusión y A ∈ Rm×n la matriz de g = inc ◦β ◦ f ◦ αp en las bases
canónicas. Entonces

i) A = qA = Ap.

ii) f es un isomorfismo si y sólo si existe B ∈ Rm×n tal que B = pB = Bq, BA = p y
AB = q. Cuando existe, una tal matriz B es única.

Demostración. Por definción, Im(g) = Im(q), luego qA = A. Además g = gp,
lo que implica que Ap = A. Es claro que f es isomorfismo si y sólo si f1 =
β ◦ f ◦ α lo es. Supongamos que f1 es un isomorfismo y sea inc′ : Im(p) ⊂ Rn

la inclusión. Sea B la matriz de inc′ ◦ f−1
1 ◦ q en las bases canónicas; es claro

que B cumple lo pedido en ii). Si B′ ∈ Rn×m es otra matriz con las mismas
propiedades, entonces

0 = (B′A− BA)B = (B′ − B)(AB) = B′q− Bq = B′ − B.

Resta ver que si B existe, entonces f , o equivalentemente, f1, es un isomorfis-
mo. Notemos que f1(x) = Ax para todo x ∈ Im(p). Luego h : Im(q)→ Im(p),
h(x) = Bx es la inversa de f1.

Teorema 3.5.2 (Cohn). Sean R un álgebra y Σ un conjunto de morfismos entre R-
módulos a derecha proyectivos finitamente generados. Entonces existe un morfismo de
álgebras ι : R→ RΣ que invierte Σ y es tal que si ϕ : R→ S es otro morfismo con la
misma propiedad entonces existe un único morfismo de álgebras ϕ̄ : RΣ → S tal que
ϕ̄ ◦ ι = ϕ.
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Demostración. Para cada f : P → Q ∈ σ elegimos n, m ≥ 1, p ∈ MnR y
q ∈ MmR como en el Lema 3.5.1. Construiremos RΣ como cociente de un
álgebra tensorial del R-bimódulo libre L en el conjunto X definido como sigue.
Para cada f ∈ Σ, con n y m como antes, X contiene n × m elementos x f

i,j

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, que pensamos como los coeficientes de una matriz x f de
n×m. Definimos RΣ como el cociente de TR(L) por el ideal bilátero que tiene,
para cada f ∈ Σ, 2n× m generadores, (números que, como antes, dependen
de f ) dados por los coeficientes de x f A( f )− p( f ), A( f )x f − q( f ), p( f )x f − x f

y x f q( f ) − x f . El morfismo ι se define como la composición de la inclusión
R ⊂ TR(L) seguida por la proyección π al cociente. Por construcción, π(x f ) =
ι(q( f ))π(x f )ι(p( f )), ι(A( f ))π(x f ) = ι(p( f )) y π(x f )ι(A( f )) = ι(q( f )). Por la
Observación 2.8.5 y el Lema 3.5.1, ι invierte Σ. Nuevamente por el Lema 3.5.1,
si ϕ : R→ S es otro morfismo de álgebras que invierte a Σ, entonces para cada
f ∈ Σ existe una matriz B( f ) ∈ Sn×m (n y m dependen de f y son los mismos
de antes) tal que B( f )ϕ(A( f )) = ϕ(p( f )) y ϕ(A( f ))B( f ) = ϕ(q( f )). Como
L es libre, existe un único morfismo de R-bimódulos ϕ1 : L → ϕSϕ tal que
ϕ1(x f ) = B( f ) para cada f ∈ Σ. El par (ϕ, ϕ1) define un morfismo TR(L)→ S,
y es claro que desciende al cociente dando un morfismo ϕ̄ : RΣ → S tal
que ϕ̄ ◦ ι = ϕ. Notemos que si ϕ̄′ : RΣ → S es otro morfismo con la misma
propiedad, entonces para cada f la matriz B′( f ) = ϕ̄′(x f ) cumple lo mismo
que B( f ), y por tanto es igual a B( f ) por el Lema 3.5.1. Luego ϕ̄′ = ϕ̄.

Lema 3.5.3. Sean E un álgebra e I ◁ E un ideal tal que I2 = 0. Sea f : P → Q un
morfismo de E -módulos a derecha proyectivos finitamente generados. Si f̄ : P/PI →
Q/QI es un isomorfismo, entonces f es un isomorfismo.

Demostración. Sean p, q y A como en el Lema 3.5.1. Sea Ā la imagen de A
en (E/I)m×n; por el Lema 3.5.1, existe B ∈ En×m tal que B̄ = p̄B̄q̄, B̄Ā = p̄ y
ĀB̄ = q̄. Luego de reemplazar B por pBq si es necesario, podemos suponer que
B = pBq. Sea N = p− BA; entonces N ∈ pMn(I)p y por tanto N2 = 0. Luego
(p−N)BA = (p−N)(p+ N) = p−Np+ pN = p. Por construcción, la matriz
(p− N)B induce un morfismo g : Q → P tal que g ◦ f = idP. Análogamente,
existe N′ ∈ qMm(I)q tal que AB(I − N′) = q; B(I − N′) induce un morfismo
h : P → Q tal que f ◦ h = idQ. En conclusión, f tiene inversa a izquierda y a
derecha y por tanto es un isomorfismo.

Proposición 3.5.4. Sean R y Σ como en el Teorema 3.5.2. Si R es casi-libre, entonces
RΣ es casi-libre.

Demostración. Sean π : E → E/I una extensión semi-escindida con I2 = 0 y
ϕ : RΣ → E/I un morfismo de álgebras. Como R es casi-libre por hipótesis,
la composición ϕ ◦ ι se levanta a un morfismo ϕ0 : R → E . Tenemos ası́ un
diagrama conmutativo de flechas sólidas

R

ι

��

ϕ0 // E

π
��

RΣ ϕ
//

==

E/I

Como π ◦ ϕ0 se factoriza a través de ι, invierte a Σ, y por el Lema 3.5.3, ϕ0
también lo hace. Luego la flecha punteada existe por el Teorema 3.5.2.
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Ejemplo 3.5.5 (Anillos de fracciones). Sea Σ ⊂ R; identificando a cada ele-
mento s ∈ Σ con el morfismo RR → RR, x 7→ sx, podemos formar RΣ. Por
construcción, RΣ es el cociente del álgebra tensorial del bimódulo libre en
{xs : s ∈ Σ} por el submódulo generado por los elementos de la forma sxs − 1
y 1− xss con s ∈ Σ, de modo que xs = s−1 en RΣ. Luego (omitiendo ι) cada
elemento de RΣ es una suma de productos de la forma

a0s−1
1 · · · an−1s−1

n an, con ai ∈ R, si ∈ Σ. (3.5.6)

Si los elementos de Σ están en el centro de R, entonces para cada s ∈ Σ s−1

conmuta en RΣ con cada elemento de ι(R). Luego podemos reescribir (3.5.6)

a(s1 · · · sn)
−1, con a = a0 · · · an. (3.5.7)

Observemos que la suma de dos elementos de la forma (3.5.7) es de nuevo de
esa forma. Por tanto todo elemento de RΣ puede escribirse en la forma (3.5.7).
Si además Σ es cerrado por productos, nos queda que cada elemento de RΣ
es de la forma as−1 con a ∈ R y s ∈ Σ.

Ejercicio 3.5.8.

i) Sean R un anillo, Σ ⊂ R y a ∈ R. Probar que si existe un s ∈ Σ tal que as = 0
entonces ι(a) = 0.

ii) Sean R un dominio conmutativo y Σ = R \ {0}. Probar que RΣ es el cuerpo
de fracciones de R.

iii) Sean R1, R2 conmutativos, R = R1 ⊕ R2 y Σ = {(1, a) : a ∈ R2}. Calcular
RΣ.

iv) Sea R = k{x1, . . . , xn} el anillo de polinomios en variables no conmutativas
y sea Σ = {x1, . . . , xn}. Probar que RΣ es la k-álgebra del grupo libre en n
elementos.

Ejemplo 3.5.9 (Álgebras de Leavitt). Sea E un grafo finito. Para cada v ∈
reg(E), sea

σv :
⊕

s(e)=v

r(e)P(E)→ vP(E)

Sea Σ = {σv : v ∈ reg(E)}; el álgebra de Leavitt de E es L(E) = P(E)Σ.

Ejercicio 3.5.10. Sea Sv = Coker(σv) (v ∈ reg(E)). Probar que Sv⊗P(E) L(E) =
0. Probar que si k es un cuerpo, entonces Sv es un P(E)-módulo simple.

Proposición 3.5.11. Sea E un grafo finito. Entonces L(E) es canónicamente isomorfa
al cociente del álgebra de polinomios en variables {e, e∗, v : e ∈ E1, v ∈ E0} sujeta a
las siguientes relaciones

(P) vw = δv,wv, ∑v∈E0 v = 1, e = s(e)e = er(e), e∗ = r(e)e∗ = e∗s(e).

(CK1) e∗ f = δe, f r(e).

(CK2) v = ∑s(e)=v ee∗, (v ∈ reg(E)).
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Demostración. El álgebra es kE0
es el cociente de k{v : v ∈ E0} sujeto a

vw = δv,wv, ∑
v∈E0

v = 1 (3.5.12)

El kE0
-bimódulo kE1

es el k-espacio vectorial con base E1, con la estructura de
bimódulo determinada por e = s(e)e = er(e). Luego P(E) = TkE0 (kE1

) es el
cociente de k{v, e : v ∈ E0, e ∈ E1} por las relaciones (3.5.12) y las relaciones

e = s(e)e = er(e).

Para cada v ∈ reg(E), sea n = nv = |s−1({v})|. En cada sumando r(e)P(E),
el morfismo σv de la definición de L(E) es la multiplicación por e. Luego si
numeramos s−1({v}) = {e1, . . . , en}, podemos identificar a σv con la matriz

σv = [e1, . . . , en] ∈ P(E)1×n.

Por tanto L(E) es el cociente del álgebra P(E){e∗ : e ∈ E1} sujeta a las si-
guientes relaciones, donde, como antes, v ∈ reg(E), n = nv y s−1({v}) =
{e1, . . . , en}.

[e1, · · · , en]

e∗1
...

e∗n

 = v,

e∗1
...

e∗n

 [e1, · · · , en] = diag(r(e1), . . . , r(en)),

e∗1
...

e∗n

 = diag(r(e1), . . . , r(en))

e∗1
...

e∗n

 =

e∗1
...

e∗n

 [v]

Escribiendo estas relaciones coeficiente a coeficiente se obtienen las relaciones
CK1 y CK2, lo que concluye la demostración.

Observación 3.5.13. En la Proposición 3.5.11 las relaciones (P) son las relaciones
que definen al álgebra de caminos del doble D(E); este es el grafo con los
mismos vértices que E y con una arista adicional e∗ para cada arista de e ∈ E1,
con s(e∗) = r(e) y r(e∗) = s(e). Las relaciones (CK1) y (CK2) son las llamadas
relaciones de Cuntz-Krieger.

Ejercicio 3.5.14.

i) Sean n ≥ 1 y An como en el Ejercicio 2.3.6. Probar que L(An) ∼= Mn.

ii) SeaRn como en el Ejercicio 2.3.6 y sea Ln = L(Rn). Probar que L1 = k[t, t−1]
el álgebra de polinomios de Laurent.



Capı́tulo 4

Álgebras de Leavitt

La obra de referencia para todo este capı́tulo es el libro [1]. Para simplificar
y evitar las álgebras sin unidad, consideramos sólo álgebras de Leavitt de
grafos con finitos vértices, a los que llamaremos unitales, aunque la teorı́a está
desarrollada para grafos arbitrarios.

4.1. Semigrupo inverso asociado a un grafo

Recordemos que un semigrupo es un conjunto equipado con una multipli-
cación asociativa. Un elemento ∅ ∈ S es nulo si s∅ = ∅s = ∅ para todo
s ∈ S. Notemos que un semigrupo poseee a lo sumo un elemento nulo. Un
semigrupo se dice punteado si posee un elemento nulo. Si S es un semigrupo
punteado con elemento nulo ∅, el álgebra reducida de S es

kS = k[S]/k ·∅.

Un morfismo de semigrupos punteados es punteado si preserva elementos nu-
los; en ese caso induce un morfismo de entre las álgebras reducidas asociadas.
Dos elementos s, t ∈ S son inversos si sts = s y tst = t. Decimos que S es in-
verso si todo elemento s ∈ S tiene una única inversa s∗. En ese caso, la función
s 7→ s∗ es un isomorfismo punteado S ∼−→ Sop y se extiende a un isomorfismo
∗ : kS→ kSop = (kS)op.

Sea E un grafo y sea

S(E) = {(α, β) : α, β ∈ E∗, r(α) = r(β)} ∪ {∅}.
Definimos una operación

· : S(E)× S(E)→ S(E),
ξ ·∅ = ∅ · ξ = ∅ ∀ξ ∈ S(E),

(α1, β1) · (α2, β2) =

(α1α′2, β2) si α2 = β1α′2
(α1, β′1β2) si β1 = α2β′1

∅ en otro caso.
(4.1.1)

Sea P(E) como en el Ejemplo 2.3.5, y sea

ι : P(E)→ S(E), ι(∅) = ∅, ι(α) = (α, r(α)). (4.1.2)

47
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Lema 4.1.3. La operación (4.1.1) hace de S(E) un semigrupo inverso punteado y
de (4.1.2) un morfismo de semigrupos punteado. En S(E), ι(e)∗ι(e) = ι(r(e)) y
ι( f )∗ι(e) = ∅ si f ̸= e..Si T es otro semigrupo inverso punteado y ϕ : P(E) → T
es un morfismo punteado tal que ϕ(e)∗ϕ(e) = ϕ(r(e)) y ϕ( f )∗ϕ(e) = 0 para f ̸= e,
entonces existe un único morfismo punteado ϕ̄ : S(E)→ T tal que ϕ̄ ◦ ι = ϕ.

Demostración. Una verificación tediosa muestra que · es un producto asocia-
tivo [1, página 20]. Si ξ = (α, β) ∈ S(E), entonces ξ∗ = (β, α) es la única
inversa de ξ en S(E). Luego S(E) es un semigrupo inverso. Además, por de-
finición, (r(e), e)(r( f ), f ) ̸= ∅ si y sólo si e = f . Sean T un semigrupo inverso
punteado y ϕ : P(E)→ T un morfismo punteado como en el enunciado. Otra
verificación tediosa similar a la anterior muestra que ϕ̄ : S(E)→ T , ϕ̄(∅) = 0,
ϕ̄(α, β) = ϕ(α)ϕ(β)∗ es morfismo punteado de semigrupos. Es claro que ϕ̄ es
el único morfismo tal que ϕ̄ ◦ ι = ϕ.

4.2. Álgebra de Cohn de un grafo

Sea E un grafo unital. El álgebra de Cohn de E es el cociente del álgebra
libre en generadores E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ = {e, e∗, v : e ∈ E1, v ∈ E0} sujeta las
relaciones (P) y (CK1) de la Proposición 3.5.11. La biyección

E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ → E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗, v 7→ v, e 7→ e∗, e∗ 7→ e

se extiende en forma única a un morfismo k{E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗} → k{E0 ∪
E1 ∪ (E1)∗}op. Este morfismo pasa al cociente definiendo un isomorfismo
∗ : C(E)→ C(E)op.

Proposición 4.2.1. El único morfismo de álgebras C(E)→ kS(E) dado por la iden-
tidad en E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ es un isomorfismo.

Demostración. Como en la demostración de la Proposición 3.5.11, vemos que
de las relaciones (P) se obtiene un morfismo canónico P(E) = kP(E) → C(E)
que manda v 7→ v, e 7→ e. Una verificación sencilla muestra que la unión de
{0} con el subconjunto

BE = {αβ∗ : α, β ∈ E∗, r(α) = r(β)} ⊂ C(E) (4.2.2)

forma un semigrupo inverso T . Por el Lema 4.1.3, la aplicación evidente
P(E) → T se extiende en forma única a un morfismo de álgebras kS(E) →
C(E) que manda S(E) \ {∅} sobre BE. Recı́procamente, el morfismo de la
proposición manda BE sobre S(E) \ {∅}, por lo que ambos son mutuamente
inversos.

Corolario 4.2.3. El álgebra C(E) es libre como k-módulo con base (4.2.2).

Ejemplo 4.2.4 (Álgebra de Toeplitz). Sea Cn = C(Rn); en particular, C1 =
k{x, x∗}/⟨x∗x − 1⟩ se llama el álgebra de Toeplitz; es la versión puramente al-
gebraica de la C∗-álgebra del mismo nombre. Por esta razón algunos autores
llaman álgebra de Toeplitz de E al álgebra C(E).
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Ejercicio 4.2.5. Sean V = k(N), {χn : n ∈ N} la base canónica, E = Endk(k(N)).
Sean s, s∗ ∈ E definidos por

s(χn) = χn+1, s∗(χn) =

{
χn−1 si n ≥ 2

0 si no.

Sea ρ : C1 → E , ρ(t) = s, ρ(t∗) = s∗. Probar que ρ es un morfismo inyectivo.

4.3. Extensión de Cohn; base de L(E)

Por definición, tenemos un morfismo suryectivo p : C(E) → L(E); sea
K(E) = Ker(p). La extensión de Cohn es

K(E) ↪→ C(E) ↠ L(E).

Para cada v ∈ reg(E), sea

qv = v− ∑
s(e)=v

ee∗ ∈ C(E). (4.3.1)

Notemos que K(E) es el ideal bilátero generado por los elementos qv con
v ∈ reg(E).

Para cada v ∈ reg(E) fijemos un elemento ev ∈ s−1({v}). Sean

B′ = B′E = {αqvβ∗ : α, β ∈ E∗, r(α) = r(β) = v ∈ reg(E)}, (4.3.2)

B” = B”E = B \ {αeve∗v β∗ : αβ∗ ∈ B′, r(α) = v ∈ reg(E)}.

Proposición 4.3.3. Sea E un grafo unital. Entonces B′ es base de K(E) y B′ ∪ B”
es base de C(E) como k-módulos.

Demostración. Como ya dijimos, K(E) es el ideal generado por los qv con v ∈
reg(E). Luego los elementos de la forma ξqvη con ξ, η ∈ B generan K(E),
por el Corolario 4.2.3. Observemos que si α es un camino de longitud ≥ 1,
entonces qv = q∗v y

qvα = α∗qv = 0. (4.3.4)

Por otra parte es claro que

αqv = qvα∗ = 0 si r(α) ̸= v. (4.3.5)

Deducimos ası́ que B′ genera K(E) como k-módulo. Veamos que es l.i.; sea

0 = ∑ cα,βαqvβ∗

una ecuación de dependencia lineal con coeficientes cα,β ∈ k \ {0}. Usando
(4.3.1) y pasando de miembro queda

∑ cα,βαβ∗ = ∑
α,β

∑
s(e)=v

cα,βαee∗β∗.

Sea αβ∗ tal que |α| es máximo entre los que aparecen del lado izquierdo con
coeficiente no nulo; del lado derecho está αee∗β∗ con el mismo coeficiente;
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esto es una contradicción, ya que B es l.i. por el Corolario 4.2.3. Notemos que
si v ∈ reg(E), entonces

eve∗v = qv + ∑
s( f )=v, f ̸=ev

f f ∗.

Se sigue que cada elemento de B es combinación lineal de B′′′ = B′ ∪B”, que
por tanto es sistema de generadores. Acabamos de probar que B′ es l.i.; es
claro que B′′ también lo es, ya que es un subconjunto de B. Luego para ver que
B′′′ es l.i. basta ver que ninguna combinación lineal no nula ξ de elementos
de B′ está en el k-submódulo M generado por B”. Pero dado que −eve∗v es
uno de los sumandos de qv, cuando escribimos a ξ como combinación lineal
de elementos de B, aparecen términos de la forma αeve∗v β∗ con coeficiente no
nulo. Se sigue que ξ no está en M, lo que finaliza la demostración.

Corolario 4.3.6. El conjunto p(B”E) es base de L(E).

Sea α = e1 · · · en un camino en E con |α| ≥ 1. Decimos que α es cerrado si
s(α) = r(α) = v; el vértice v es la base de α . Si además s(ei) ̸= s(ej) para todo
i ̸= j, decimos que α es un ciclo. Decimos que E es acı́clico si no tiene ciclos.

Corolario 4.3.7. Sea E un grafo finito. Son equivalentes

i) L(E) es finitamente generada como k-módulo.

ii) C(E) es finitamente generada como k-módulo.

iii) K(E) es finitamente generada como k-módulo.

iv) E es acı́clico.

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.3.3 que para cada uno de los tres
módulos en cuestión, la condición de ser finitamente generado equivale a
que haya una cota en la longitud de los caminos en E. Como E es finito eso
equivale a que sea acı́clico.

4.4. El álgebra K(E)

Sea X un conjunto y sea MX el k-módulo libre k(X×X). Dadas ϕ, ψ ∈ MX ,
definimos

(ϕ · ψ)(x, y) = ∑
z

ϕ(x, z)ψ(z, y).

Para cada (x, y) ∈ X×X sea εx,y la función caracterı́stica de {(x, y)}. Tenemos

εx,y · εz,w = δy,zεx,w.

Se sigue que si Y ⊂ X, entonces MY ⊂ MX es una subálgebra. Además si
|X| = n, MX ∼= M{1,...,n} = Mn. Escribimos M∞ = MN y lo identificamos con⋃

n≥1 Mn.
Sea P = P(E) \ {∅} y para cada v ∈ E0, sean

Pv = {α ∈ P | r(α) = v}, Pv = {α ∈ P | s(α) = v}. (4.4.1)
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Proposición 4.4.2. El morfismo de k-módulos⊕
v∈reg(E)

MPv → K(E), εα,β 7→ αqvβ∗

es isomorfismo de k-álgebras.

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.3.3 que el morfismo en cuestión es
biyectivo. Además por (4.3.4) y (4.3.5) que

(αqvβ∗)(γqwµ∗) = δβ,γαqvµ∗.

Luego la función de la proposición es morfismo de álgebras.

4.5. L(E) en el caso acı́clico

Proposición 4.5.1. Sea E un grafo finito y acı́clico. Entonces el morfismo de k-
módulos ⊕

v∈sink(E)

MPv → L(E), εα,β → αβ∗

es un isomorfismo de álgebras.

Demostración. Sea B′′′ = {αβ∗ : r(α) = r(β) ∈ sink(E)}. Por la Proposición
4.3.3, una combinación lineal de elementos de B′′′ es 0 en L(E) si y sólo si
es igual en C(E) a una combinación lineal de elementos de B′. Expresada en
términos de la base B de C(E), toda combinación lineal no nula de B′ contiene
una combinación lineal no nula de elementos αβ∗ con r(α) = r(β) ∈ reg(E),
y por tanto no puede ser igual a una combinación lineal de elementos de B′′′.
Se sigue que el morfismo de la proposición es inyectivo. Notemos además
que, como E es finito y acı́clico, sink(E) ̸= ∅ y todo camino puede extenderse
hasta terminar en un pozo. Sea v ∈ reg(E) y sea Xv el conjunto de todos los
caminos de longitud positiva α tales que s(α) = v y r(α) ∈ sink(E). Sea nv
la longitud máxima entre los caminos de Xv. Probemos por inducción en nv
que v = ∑α∈Xv αα∗. Si nv = 1, esto se sigue de CK2. Sea nv > 1; entonces
v = ∑s(e)=v ee∗ y nr(e) < nv para todo e ∈ s−1({v}). Aplicando la hipótesis
inductiva probamos lo que querı́amos. Por lo que acabamos de probar, el
morfismo de la proposición es suryectivo. Finalmente se sigue de (4.1.1) y de
la Proposición 4.2.1 que la función en cuestión es morfismo de álgebras.

4.6. Graduación

Sean G un grupo y R un álgebra. Una G-graduación de R es una descompo-
sición en suma directa de k-submódulos R =

⊕
g∈G Rg tal que Rg · Rh ⊂ Rgh

para todo g, h ∈ G. Un álgebra G-graduada es un álgebra R junto con una gra-
duación. El k-submódulo Rg ⊂ R es la componente homogénea de grado g de R.
Todo elemento a ∈ R se escribe en forma única como a = ∑g∈G ag con ag ∈ Rg;
ag es la componente homogénea de grado g de a. Escribimos |a| = g si a ∈ Rg.
Si S es otra álgebra G-graduada y ϕ : R → S es un morfismo, decimos que ϕ
es homogéneo si ϕ(a)g = ϕ(ag) para todo a ∈ R y g ∈ G.
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Ejemplo 4.6.1. Sean G un grupo y R una k-álgebra. Entonces el álgebra de
grupo R[G] es g-graduada, con R[G]g = Rg.

Ejemplo 4.6.2. Sean n ≥ 1 y ω1, . . . , ωn ∈ Z. Sea F ⊂ R = k{x1, . . . , xn}
el subconjunto de todos los monomios en x1, . . . , xn. Notemos que F es el
monoide libre en x1, . . . , xn. Luego existe un único morfismo de monoides
| | : F → Z tal que |xi| = ωi. Para cada m ∈ Z, sean Fm = {w : |w| = m},
Rm = k[Fm] ⊂ R el k-submódulo generado por Fm. Entonces R =

⊕
m∈Z Rm es

una Z-graduación de R.

Ejemplo 4.6.3. Sean E un grafo unital, E∗ el conjunto de caminos finitos en E
y P(E) el álgebra de caminos. Entonces P(E) es Z-graduada con P(E)n = kEn

si n ≥ 0 y P(E)n = 0 si n < 0.

Sean R un álgebra G-graduada e I ◁ R un ideal. Decimos que I es ho-
mogéneo si a ∈ I ⇒ ag ∈ I para todo g ∈ G.

Ejercicio 4.6.4. Sean R un álgebra G-graduada e I ◁ R un ideal. Para cada
g ∈ G sea Ig = I ∩ Rg. Probar

i) I es homogéneo si y sólo si I =
⊕

g∈G Ig.

ii) Sea X ⊂ R un conjunto de elementos homogéneos y sea I = ⟨X⟩ ◁ R el
ideal bilátero generado por X. Entonces I es homogéneo.

iii) Si I es homogéneo entonce existe una única graduación en R/I tal que la
proyección al cociente es homogénea.

Ejercicio 4.6.5. Sea G un grupo y sea G∨ = hom(G, k∗).

i) Sea R un álgebra G-graduada. Para cada ϕ ∈ G∨, y a = ∑g ag (ag ∈ Rg), sea
ϕ · a = ∑g ϕ(g)ag. Probar que a 7→ ϕ · a es un automorfismo.

ii) Probar que la aplicación

G∨ → Autk−Alg(R), ϕ 7→ (a 7→ ϕ · a)

es morfismo de grupos, y que si f : R → S es un morfismo homogéneo de
álgebras G-graduadas, entonces

f (ϕ · a) = ϕ · f (a) ∀ϕ ∈ G∨, a ∈ R. (4.6.6)

iii) Decimos que G∨ separa elementos de G si ϕ(g) = ϕ(h) ∀ϕ ∈ G∨ ⇒ g = h.
Probar que si k es un cuerpo y G∨ separa elementos de G entonces para cada
g ∈ G

Rg = ∩ϕ∈G∨{a ∈ R : ϕ · a = ϕ(g)a}

iv) Probar que en las hipótesis de iii), un morfismo de R-álgebras graduadas
es homogéneo si y sólo si satisface (4.6.6).

iv) Probar que si k es un cuerpo infinito, entonces Z∨ ∼= k∗ separa elementos
de Z.

Lema 4.6.7. Sea E un grafo unital. Entonces L(E) admite una única Z-graduación
tal que |v| = 0, |e| = 1 y |e∗| = −1.
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Demostración. Por el Ejemplo 4.6.2, las prescripciones del lema determinan
una Z-graduación en k{E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗}. Es claro que todas las relaciones que
definen L(E) son homogéneas para esa graduación. El lema se sigue ahora del
Ejercicio 4.6.4.

Proposición 4.6.8. Sea E un grafo finito. Entonces existe un isomorfismo canónico
M(E) ∼= L(E)0.

Demostración. Sea ϕn : M(E)n → L(E)0, definida por ϕn(εα,β) = αβ∗. Un
cálculo muestra que ϕn es morfismo de álgebras. Sea σn,n+1 : M(E)n →
M(E)n+1 el morfismo de transición. Se sigue de CK2 que ϕn+1 ◦ σn,n+1 = ϕn;
luego por propiedad universal del colı́mite tenemos un único morfismo de
álgebras ϕ : M(E) → L(E)0 tal que para todo n, ϕ ◦ σn = ϕn. La imagen de
ϕ contiene a todos los elementos de grado 0 de B”; por tanto ϕ es suryectivo.
Se sigue del Ejercicio 2.7.13 que para probar que ϕ es inyectivo basta ver que
cada ϕn lo es. El morfismo ϕn manda la base canónica en el conjunto C de
elementos de la forma αβ∗ ∈ p(B) con α y β de la misma longitud y tales que
|β| = n si r(β) ∈ reg(E) y |β| ≤ n si r(β) ∈ sink(E). De ellos, todos salvo los
elementos de la forma αeve∗v β∗ con |α| = |β| = n− 1 están en B” y son por
tanto l.i. Para que una combinación lineal de elementos de C sea 0 en L(E), el
correspondiente elemento de C(E) tiene que estar en K(E) y por tanto debe
ser combinación lineal de los elementos de B′. Pero escrita en términos de
B, cualquier tal combinación involucra necesariamente elementos de la forma
αβ∗ con |α| = |β| ≤ n− 1 y r(α) ∈ reg(E), de lo que se sigue que C es l.i.

4.7. Teorema de unicidad de Cuntz-Krieger

La primera versión del teorema que da nombre a esta sección fue pro-
bada en [13, Theorem 2.13] el contexto de C∗-álgebras de grafos finitos. En
[1, Theorem 2.2.16] se da una versión para álgebras de Leavitt de grafos arbi-
trarios sobre un cuerpo k. Aquı́ damos el caso de grafos unitales de la versión
para álgebras de Leavitt sobre k arbitrario probada en [8, Theorem 3.1].

Sean E un grafo y α = e1 · · · en un camino en E de longitud n ≥ 1. Decimos
que α es cerrado si s(α) = r(α); s(α) es el vértice base de α. Un camino cerrado
α = e1 · · · en basado en v es simple si s(ei) ̸= v para todo i ̸= 1 y es un ciclo si
s(ei) ̸= s(ej) para todo i ̸= j.

Ejercicio 4.7.1. Sean E un grafo, v ∈ E0 y α un camino cerrado en E basado
en v. Probar que existen únicos n ≥ 1 y caminos cerrados simples c1, . . . , cn
tales que α = c1 · · · cn.

Decimos que un camino cerrado α de un grafo E tiene una salida en i si
existe f ∈ E1 \ {ei} tal que s( f ) = s(ei); la arista f es una salida de α.
Observación 4.7.2. Una salida de un camino cerrado puede formar parte del
mismo camino. Por ejemplo en R2, el camino α = e1e2 tiene 2 salidas; son e1
y e2.
Observación 4.7.3. El grupo cı́clico de n elementos actúa por rotación en el
conjunto de caminos cerrados de longitud n de un grafo E. Si α = e1 · · · en es
un camino cerrado, su órbita por esa acción es

Oα = {ei · · · ene1 · · · ei−1 : 1 ≤ i ≤ n}.
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Notemos que un camino cerrado α es un ciclo si y sólo si todos sus rotados
son caminos simples. En particular si un camino cerrado es simple pero no
es un ciclo, entonces tiene un rotado que no es simple. En otras palabras ser
un ciclo es invariante por rotación, pero ser simple no. Notemos también que
tener salida sı́ es invariante por rotación.

Lema 4.7.4. Sean E un grafo y v ∈ E0. Supongamos que existe al menos un camino
cerrado basado en v. Entonces o bien todo camino cerrado basado en v tiene salida o
bien ninguno la tiene. En este último caso, existe un ciclo c sin salidas basado en v tal
que todo camino cerrado basado en v es una potencia de c.

Demostración. Sea α un camino cerrado basado en v. Si en la factorización de α
como producto de caminos cerrados simples distintos basados en v (Ejercicio
4.7.1) hay al menos dos caminos distintos, α tiene salida. Si es una potencia
de un camino simple β que pasa dos veces por el mismo vértice w ̸= v,
entonces por la Observación 4.7.3, algún rotado β′ de β no es simple, lo que
por el Ejercicio 4.7.1 implica que β se factoriza como producto de al menos
dos caminos simples distintos. Por tanto β′ tiene salida, lo que implica (de
nuevo por la Observación 4.7.3) que β la tiene, y por tanto α tiene una salida.
Luego si α no tiene salidas tiene que ser una potencia de un ciclo c sin salidas
basado en v. Si un tal ciclo c existe, no puede existir ningún camino cerrado α
basado en v que no sea una potencia de c, ya que, de otro modo, la primera
arista de α que no sea parte de c serı́a una salida de c.

Lema 4.7.5. Sean E un grafo y 0 ̸= x ∈ L(E). Entonces existe γ ∈ E∗ tal que
0 ̸= xγ ∈ P(E).

Demostración. Para cada n ≥ 0, sea An ⊂ L(E) el k-submódulo generado por
todos los elementos αβ∗ ∈ S(E) con |β∗| ≤ n. Notemos que L(E) =

⋃
n≥0An;

luego si x ∈ L(E) existe n ≥ 0 tal que x ∈ An. Probaremos el lema por
inducción en n. Si x ∈ A0 = P(E) \ {0}, podemos escribir x = ∑r

i=1 ciαi
con los αi ∈ E∗ todos distintos y todos los ci ̸= 0. Entonces para v = r(α1),
xv = ∑i:r(α)=v ciαi ∈ P(E) \ {0}, luego γ = v cumple lo pedido. Si n > 0 y x ∈
An \ An−1 entonces existen r ≥ 1, e1, . . . , es ∈ E1 todos distintos, x1, . . . , xr ∈
An−1 \ {0} y y ∈ P(E) tales que

x =
r

∑
i=1

xie∗i + y.

Sea v = s(e1); reemplazando x por xv y renumerando si es necesario, podemos
suponer que s(ei) = v para todo i y que yv = y. Si y = 0, entonces xe1 = x1 ∈
An−1 \ {0} y por hipótesis inductiva existe γ ∈ E∗ tal que xe1γ ∈ P(E) \ {0}.
Supongamos entonces que y ̸= 0. Si v ∈ reg(E) entonces usando que v =
∑s(e)=v ee∗, agregando ej ∈ s−1({v}) si es necesario y reagrupando, nos queda
una suma

x =
t

∑
i=1

x′ie
∗
i .

donde todos los términos son no nulos, todos los ei son distintos y salen de v
y todos los x′i ∈ An−1. Entonces An−1 ∋ xe1 = x′1 ̸= 0, y estamos hechos por
hipótesis inductiva. Recordemos que v = s(ei) para todo i, luego no puede
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darse que v ∈ sink(E). Finalmente si v ∈ ı́nf(E), existe e ∈ E1 con s(e) = v
que no es ninguno de los ei. Luego xe = ye ∈ P(E) \ {0}; esto termina la
demostración.

Sea I ◁ L(E) un ideal. Decimos que I está libre de vértices si para todo
v ∈ E0 y a ∈ k,

av ∈ I ⇒ a = 0.

Lema 4.7.6. Sea 0 ̸= I ◁ L(E) un ideal. Si I está libre de vértices entonces existen
u ∈ E0, n ≥ 1, caminos cerrados β1, . . . , βn basados en u y elementos a0, . . . , an ∈
k \ {0} tales que

0 ̸= a0u +
n

∑
i=1

aiβi ∈ I.

Demostración. Como I ̸= 0, por el Lema 4.7.5 existe 0 ̸= x ∈ I ∩ P(E). Como
1 = ∑v∈E0 v, existe v ∈ E0 tal que y = vx ̸= 0. Como I está libre de vérti-
ces, existen m ≥ 1, b0, . . . , bm ∈ k con bi ̸= 0 si i ≥ 1 y caminos distintos
γ1, . . . , γm ∈ Pv, con 1 ≤ |γ1| ≤ · · · ≤ |γm|, tales que

y = b0v +
m

∑
i=1

biγi.

Probaremos a continuación que existe 0 ̸= z ∈ I de la forma

z = c0u +
l

∑
i=1

ciβi (4.7.7)

con u ∈ E0 y ci ̸= 0 para todo i –incluido i = 0– y todos los βi ∈ Pu dis-
tintos y de longitud positiva. Si b0 ̸= 0, no hay nada que probar. Si b0 = 0,
consideramos

γ∗1 y = b1r(γ1) +
m

∑
i=2

biγ
∗
1 γi.

Como I está libre de vértices, alguno de los γ∗1 γi ̸= 0, y como |γ1| es mı́nimo,
cada uno es un camino β j que sale de r(γ1). Luego

γ∗1 y = b1r(γ1) +
l

∑
i=2

diβi

tiene la forma deseada. Sea entonces z como en (4.7.7) y consideremos

zu = c0u + ∑
{i:r(βi)=u}

ciβi.

Como I está libre de vértices, hay al menos un βi en la suma; cada uno de
ellos es un camino cerrado basado en u. Como los coeficientes son todos no
nulos y los βi todos de longitud positiva y distintos, zu ̸= 0 y tiene la forma
deseada.

Lema 4.7.8. Sea u ∈ E0; supongamos que los ciclos basados en u tienen salida. Sean
n ≥ 1 y β1, . . . , βn caminos cerrados basados en u, todos distintos. Entonces existe
γ ∈ Pu tal que γ∗βiγ = 0 para todo i.
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Demostración. Sea τ un ciclo basado en u de longitud mı́nima. Como τ tiene
salida lo podemos escribir como τ = νµ con ν ∈ Pu, µ ∈ Pu \ {u} y de modo
que s−1({s(µ)}) contiene un elemento f que no es la primera arista de µ. Sea
m tal que |τm| ≥ |βi| para todo i. Tomamos

γ = τmν f .

Veamos que este elemento cumple lo pedido. Si τm = βiθ para algún camino
θ, entonces por el Ejercicio 4.7.1, existe 1 ≤ l < m tal que βi = τl . Luego

γ∗βiγ = f ∗ν∗τlν f = f ∗ν∗νµτl−1ν f = f ∗µτl−1ν f = 0.

Si βi no es una potencia de τ, entonces (τ∗)mβi = 0 y por tanto γ∗βiγ = 0.

Proposición 4.7.9. Si 0 ̸= I ◁ L(E) está libre de vértices, entonces existen un
vértice u ∈ E0, un ciclo sin salida α basado en u, n ≥ 1 y a0, . . . , an ∈ k no todos
cero, tales que

0 ̸=
n

∑
i=0

aiα
i ∈ I.

Demostración. Sea 0 ̸= x = a0u + ∑n
i=1 aiβi ∈ I como en el Lema 4.7.6. Si los

ciclos basados en u tienen salida, tomando γ como en el Lema 4.7.8, obtene-
mos

0 ̸= a0u = γ∗xγ ∈ I

lo que contradice la hipótesis de que I está libre de vértices. Luego los ciclos
basados en u no tienen salida y por el Lema 4.7.4, cada βi es una potencia del
único ciclo basado en u. Esto prueba la proposición.

Teorema 4.7.10. Sean E un grafo unital y ϕ : L(E) → S un morfismo de álgebras.
Entonces ϕ es inyectivo si y sólo si se satisfacen las siguientes dos condiciones

(G1) ϕ(av) ̸= 0 para todo a ∈ k \ {0} y todo v ∈ E0.

(G2) ϕ(q(c)) ̸= 0 para todo ciclo sin salida c de E y todo q ∈ k[t] \ {0}.

Demostración. Es claro que si ϕ es inyectivo entonces (G1) y (G2) se cumplen.
Sea I = Ker(ϕ). Si (G1) se cumple entonces I es libre de vértices. Por la
Proposición 4.7.9 si I ̸= 0 existen un ciclo sin salida c en E y 0 ̸= q ∈ k[t] tal
que I ∋ q(c) ̸= 0. Luego si ambas condiciones del teorema se cumplen, I tiene
que ser cero.

4.8. Teorema graduado de unicidad

Teorema 4.8.1. Sean E un grafo unital, S un álgebra Z-graduada y ϕ : L(E) → S
un morfismo homogéneo. Entonces ϕ es inyectivo si y sólo si satisface (G1).

Demostración. En virtud del Teorema 4.7.10, basta ver que si ϕ satisface (G1),
entonces satisface también (G2). Sean I = Ker(ϕ), c un ciclo y q = ∑n

i=0 aiti ∈
k[t] un polinomio de grado n; supongamos que q(c) ∈ I. Como ϕ es ho-
mogéneo, I lo es; luego como aici ∈ L(E) es homogéneo de grado i, aici ∈ I
para todo i, por el Ejercicio 4.6.4. En particular, ancn ∈ I y por tanto I ∋
(c∗)nancn = anr(c). Como an ̸= 0, esto contradice (G1).
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4.9. Ideales básicos homogéneos

La caracterización de ideales homogéneos de álgebras de Leavitt sobre un
cuerpo para grafos arbitrarios se da en [1, Theorem 2.5.8]. En esta sección
veremos el caso de grafos unitales de la versión para anillos de ese teorema,
probada en [23, Theorem 7.9].

Sean E un grafo unital e I ◁ L(E) un ideal. Decimos que I es básico si

k ∋ a ̸= 0, v ∈ E0, av ∈ I ⇒ v ∈ I.

Observación 4.9.1. Si k es un cuerpo, entonces todo ideal de L(E) es básico.
Sean v, w ∈ E0. Decimos que w desciende de v y escribimos v ≥ w, si

Pv ∩Pw ̸= ∅, es decir, si existe un camino que sale de v y llega a w. Notemos
que ≥ es un orden parcial y que

v ≥ w ⇐⇒ ∃u ∈ r(s−1{v}) u ≥ w.

En otras palabras, los elementos de r(s−1{v}) son los descendientes inmediatos
de v. Un subconjunto H ⊂ E0 se dice hereditario si v ∈ H y v ≥ w implica
que w ∈ H. Un subconjunto hereditario H ⊂ E0 es saturado si para todo
v ∈ reg(E), r(s−1{v}) ⊂ H ⇒ v ∈ H.

Sea
H(E) = {H ⊂ E0 : H hereditario y saturado }.

Observemos que si Hi, H2 ∈ H(E) entonces H1 ∩H2 también lo es. La satu-
ración de un conjunto hereditario H es la intersección H de todos los subcon-
juntos hereditarios y saturados de E0 que contienen a H. Más generalmente,
si X ⊂ E0 es cualquier subconjunto, escribimos

X =
⋂

X⊂H∈H(E)

H

Por definición, X es el mı́nimo subconjunto hereditario y saturado de E0 que
contiene a X; lo llamamos la clausura hereditaria y saturada de X.

Ejercicio 4.9.2. Dar un ejemplo de un grafo unital E y dos subconjuntos here-
ditarios y saturados H1, H2 ⊂ E0 tales que H1 ∪ H2 no sea saturado.

Notemos que el poset (H(E),≤) es un retı́culo, con ≤=⊂, e ı́nfimo y su-
premo dados respectivamente por

H1 ∧ H2 = H1 ∩ H2, H1 ∨ H2 = H1 ∪ H2.

Sea
I(L(E)) = {I ◁ L(E) : básico y homogéneo }

Notemos que I(L(E)) también es un retı́culo, con

I1 ∧ I2 = I1 ∩ I2, I1 ∨ I2 = I1 + I2.

Veremos en el Teorema 4.9.9 que estos dos retı́culos son isomorfos.
Sean E un grafo y H ∈ H(E). Notemos que, como H es hereditario, si

e ∈ E1 y s(e) ∈ H, entonces e ∈ r−1(H). En otras palabras, se satisface

e /∈ r−1(H)⇒ s(e) /∈ H.
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El grafo cociente E \ H es el grafo con vértices (E \ H)0 = E0 \ H0 y aristas
(E \ H)1 = E1 \ r−1(H), equipado con la restricción de las funciones de salida
y llegada de E.

Lema 4.9.3. Sea I ◁ L(E) un ideal. Entonces H(I) := I ∩ E0 ∈ H(E).

Demostración. Si e ∈ E1 y s(e) ∈ I, entonces e = s(e)e ∈ I y por tanto r(e) =
e∗e ∈ I. Luego H es hereditario. Si v ∈ reg(E) y r(s−1({v})) ⊂ H, entonces
e = er(e) ∈ I para todo e ∈ E1 tal que s(e) = v y por tanto v = ∑s(e)=v ee∗ ∈ I.
Luego v ∈ H.

Proposición 4.9.4. Sea H ∈ H(E) y sea IH ◁ L(E) el ideal bilátero generado por
H. Entonces IH es básico y homogéneo, IH ∩ E0 = H y tenemos

IH = spank{αβ∗ : α, β ∈ E∗, r(α) = r(β) ∈ H}.

Demostración. Por definición, IH es generado por elementos homogéneos; lue-
go es homogéneo por el Ejercicio 4.6.4. Es claro que si α y β son caminos con
r(α) = r(β) ∈ H, entonces αβ∗ ∈ IH . Luego para probar la igualdad de la
proposición, basta ver que el lado derecho es un ideal bilátero. Esto se sigue
de la ley de multiplicación en S(E) (4.1.1) y de la Proposición 4.2.1. Resta ver
que IH es básico. Sea

π : E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ → {0} ∪ (E \ H)0 ∪ (E \ H)1 ∪ ((E \ H)1)∗

π(v) = (id−χH)(v), π(e) = eπ(r(e)), π(e∗) = π(r(e))e∗.

Vemos que π se extiende a un morfismo de álgebras suryectivo

π : L(E) ↠ L(E \ H). (4.9.5)

Sea I = Ker(π); notemos que H ⊂ I; luego IH ⊂ I. Por el Corolario 4.3.6, si
v ∈ E0 \H, π(av) = av = 0 en L(E \H) implica que a = 0. Luego para v ∈ E0,
av ∈ IH con a ̸= 0 implica que v ∈ H. Finalmente veamos que E0 ∩ IH = H.
Si v ∈ E0 ∩ IH entonces como IH ⊂ I, π(v) = 0, y por tanto v ∈ H; luego
E0 ∩ IH ⊂ H. La otra contención es clara.

Ejercicio 4.9.6. Sea H ⊂ E0 un subconjunto hereditario, no necesariamente
saturado. Sea IH ◁ L(E) el ideal generado por H. Probar que

IH = spank{αβ∗ : α, β ∈ E∗, r(α) = r(β) ∈ H}. (4.9.7)

Lema 4.9.8. Sea X ⊂ E0 y sea IX ◁ L(E) el ideal bilátero generado por X. Se tiene
IX = IX .

Demostración. Basta ver que X ⊂ H = IX ∩ E0. Por el Lema 4.9.3, H es heredi-
tario y saturado. Luego H = H ⊃ X.

Teorema 4.9.9.

i) Las funciones

H(E)↔ I(E)
H 7→ IH

I(H)← [ I

son isomorfismos inversos de reticulados.
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ii) El morfismo (4.9.5) induce un isomorfismo homogéneo L(E)/IH ∼= L(E \ H).

Demostración. Probaremos primero ii). Sea π′ : L(E) → L(E)/IH la proyec-
ción. Por la Proposición 4.9.4 y su demostración, L(E)/IH es Z-graduado,
π′ es homogénea, y para π como en (4.9.5), existe un único morfismo π :
L(E)/IH → L(E \ H) tal que π ◦ π′ = π. Para cada elemento x ∈ (E0 \
H)∪ E1 \ r−1(H)∪ (E1 \ r−1(H))∗ sea ϕ(x) = π′(x). Los elementos ϕ(x) cum-
plen las relaciones (P), (CK1) y (CK2) que definen a L(E \ H). Luego tene-
mos un morfismo ϕ : L(E \ H) → L(E)/IH . Por construcción, π̄ ◦ ϕ coincide
con la identidad en los generadores de L(E \ H) y por tanto es la identi-
dad. Como además todos los elementos de E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ que no están en
(E \ H)0 ∪ (E \ H)1 ∪ ((E \ H)1)∗ están en IH , se sigue que ϕ es suryectivo.
Luego ϕ y π̄ son isomorfismos inversos. Resta probar la parte i). Es claro
que ambas funciones preservan el orden de inclusión; luego basta probar
que son biyecciones inversas. Sean I ∈ I(E) y H = H(I); por definición,
IH ⊂ I. Luego por la parte ii), existe un morfismo suryectivo homogéneo
ψ : L(E \ H) → L(E)/I, cuyo núcleo es isomorfo a I/IH . Si a ∈ k v ∈ E0 y
ψ(av) = 0, entonces av ∈ I, lo que, como I es básico, implica que v ∈ I y
por tanto v ∈ H, de lo que se sigue que es cero en L(E \ H). Por el Teorema
4.8.1, ψ es un isomorfismo. Luego I = IH(I). Por otro lado, probamos en la
Proposición 4.9.4 que H(IH) = IH ∩ E0 = H.

4.10. Clausura hereditaria y saturada

Sean E un grafo unital y v ∈ E0. El árbol de v es

T(v) = {w ∈ E0 : v ≥ w}.

Notemos que si X ⊂ E0 es un subconjunto, entonces

T(X) =
⋃

x∈X
T(x)

es el mı́nimo conjunto de vértices hereditario que contiene a X. Consideramos
también

S(X) = {v ∈ reg(E) : r({e ∈ E1 : s(e) = v}) ⊂ X} ∪ X.

Observemos que S(X) es hereditario si X lo es y que cualquier subconjunto
saturado X ⊂ Y ⊂ E0 contiene a S(X). Sea

Lema 4.10.1. Sean X0 = T(X), Xn+1 = S(Xn). Entonces X =
⋃∞

n=0 Xn.

Demostración. Es claro de la definición de Xn que todo conjunto de vértices
hereditario y saturado que contiene a X debe contener a todos los Xn. Como
además E0 es finito por hipótesis, existe m tal que Xm = Xn+m para todo n.
Habı́amos observado que S(Y) es hereditario si Y lo es; se sigue que Xm es
hereditario. Como además Xm = Xm+1 = S(Xm), Xm también es saturado.
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4.11. Grafos cofinales

Sea E un grafo unital. Un camino infinito en E es una sucesión infinita
α = (ei)i≥1 tal que para todo j, r(ej) = s(ej+1). El soporte de un camino, finito
o infinito, en E es

supp α = {s(ei), r(ei)}.
El soporte de un vértice v es {v}. Sea

X(E) = {α : camino infinito en E} ∪ {α ∈ P(E) : r(α) ∈ sing(E)}

Observemos que, como E es unital, todo camino infinito pasa por algún ciclo.
Decimos que E es cofinal si

(∀v ∈ E0, γ ∈ X(E)) T(v) ∩ supp(γ) ̸= ∅.

Equivalentemente, E es cofinal si se satisfacen las dos condiciones siguientes.

i) Para todo v ∈ E0 y todo ciclo c en E existe u ∈ supp(c) tal que v ≥ u.

ii) Para todo vértice v y todo vértice singular w, se tiene v ≥ w.

Proposición 4.11.1. El grafo unital E es cofinal si y sólo si H(E) = {∅, E0}.

Demostración. Supongamos que existe H ∈ H(E) \ {∅, E0}. Sea v ∈ E0 \ H;
construiremos un camino γ tal que tal que supp(γ) ∩ H = ∅ y o bien r(γ) ∈
sing(E) o bien existe un ciclo c tal que r(γ) ∈ supp(c). Si v ∈ sing(E), to-
mamos γ = v. Si v ∈ reg(E), como H es saturado, existe e ∈ s−1{v} tal
que r(e) /∈ H. Si r(e) ∈ sing(E), tomamos γ = e. Si no, seguimos hasta
que lleguemos a un vértice singular o repitamos un vértice regular; en este
último caso, llegamos a un vértice que está en el soporte de un ciclo. Te-
nemos ası́ un camino γ que empieza en v y termina en un vértice que no
está en H y que es singular o está un ciclo. Sea ahora w ∈ H (que exis-
te pues H ̸= ∅). Si E fuera cofinal, existirı́a u ∈ supp(γ) tal que w ≥ u,
y por tanto w ≥ r(γ) /∈ H, lo que contradice el hecho de que H es here-
ditario. Recı́procamente, supongamos que H(E) = {∅, E0}. Sean v ∈ E0 y
α ∈ X(E); queremos ver que existe v ≥ u ∈ supp(α). Si v ∈ supp(α), toma-
mos u = v. Supongamos entonces que v /∈ supp(α). Por hipótesis, {v} = E0.
Luego existe n ≥ 0 tal que {v}n = E0, y por tanto hay m ≥ 0 mı́nimo tal que
{v}m ∩ supp(α) ̸= ∅. Sea w ∈ {v}m ∩ supp(α); entonces α = α1α2 con α1 fini-
to, r(α1) = w = s(α2). Si m > 0, entonces por minimalidad de m, w ∈ reg(E) y
r(s−1{w}) ⊂ {v}m−1. En particular, como w es regular, |α2| ̸= 0, y si α2 = eα3,
entonces r(e) ∈ {v}m−1 ∩ supp(α), lo que contradice la minimalidad de m.
Luego m = 0, y por tanto v ≥ w, como querı́amos.

Ejercicio 4.11.2. Probar que un grafo cofinal tiene a lo sumo un pozo y que si
lo tiene, no puede tener ningún ciclo.

4.12. El ideal generado por un ciclo sin salida

Proposición 4.12.1. Sean E un grafo unital, c un ciclo sin salida en E, v = s(c) e
I(v) ◁ L(E) el ideal generado por v. Sea

Λc = {α ∈ Pv : α no contiene todas las aristas de c}.
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Sea c0 := v, y si n < 0, sea cn := (c∗)n. Entonces

ϕ : MΛc k[t, t−1]→ I(v), ϕ(εα,βtn) = αcnβ∗

es un isomorfismo de álgebras.

Demostración. Observemos que si β ̸= γ ∈ Pv y β∗γ ̸= 0, entonces uno de
los dos es segmento inicial del otro, lo que, como c no tiene salida, implica
que el resto del que tiene longitud mayor es una potencia positiva de c. Esto
no puede suceder si β, γ ∈ Λc, y por tanto β∗γ = δβ,γv. Se sigue que ϕ es
morfismo de álgebras. Sea H = T(v); como c no tiene salida, H = supp(c).
Dado que s(c) = r(c) = v, podemos reescribir

αcnβ∗ = γδ∗ (4.12.2)

con r(γ) = r(δ) = v y por tanto pertenece a IH . Para ver que ϕ es suryectiva,
basta, por el Ejercicio 4.9.6, mostrar que todo elemento de la forma αβ∗ con
w = r(α) = r(β) ∈ supp(c) está en la imagen de ϕ. Si w = v y α /∈ Λc,
entonces existen α1 ∈ Λv y n ≥ 0 tales que α = α1cn; aplicando lo mismo a β,
vemos que si w = v, entonces αβ∗ está en la imagen de ϕ. Si v ̸= w entonces
c = e1 · · · er y w = s(ei) para un único r ≥ i > 1, y

ci = ei · · · ere1 · · · ei−1 = ei · · · erc(ei · · · er)
∗.

Por lo que ya vimos, α = α1cn
i para algún n y algún α1 ∈ Λci . Si α1ei · · · er /∈

Λc, entonces α1 = α2e1 · · · ei−1 para algún y α2 ∈ Pv, que por lo anterior po-
demos escribir como α3cm con α3 ∈ Λc. En resumen α = α3cn+m+1(ei · · · er)∗;
aplicando lo mismo a β, obtenemos nuevamente que αβ∗ ∈ Im(ϕ). Para ver
que ϕ es inyectiva, basta ver que

C = {αcnβ∗ : α, β ∈ Λc, n ∈ Z}

es linealmente independiente. Pero usando que para todo 1 ≤ i ≤ r,

ei · · · er(ei · · · er)
∗ = s(ei),

vemos que C es un subconjunto de la base B” de la Proposición 4.3.3 y el
Corolario 4.3.6.

4.13. Simplicidad

Sea E un grafo unital. Decimos que E es simple si es cofinal y todo ciclo en
E tiene salida.

Teorema 4.13.1. Sea E un grafo unital. Entonces E es simple si y sólo si los únicos
ideales biláteros básicos de L(E) son 0 y L(E).

Demostración. Supongamos que E es simple. Sean I ⊊ L(E) un ideal básico y
π : L(E) → L(E)/I la proyección. Si a ∈ k \ {0}, v ∈ E0 y π(av) = 0, enton-
ces av ∈ I, lo que como I es básico implica que v ∈ H(I) = I ∩ E0, que es
hereditario y saturado por el Lema 4.9.3. Luego H(I) = E0 por cofinalidad de
E y a Proposición 4.11.1 y I ⊃ ⟨E0⟩ = L(E), contradicción. Luego π(av) = 0
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con a ∈ k implica que a = 0. Como por hipótesis todo ciclo en E tiene salida,
se sigue del Teorema de unicidad de Cuntz-Krieger 4.7.10 que π es un mo-
nomorfismo y por tanto I = 0. Recı́procamente, supongamos que los únicos
ideales biláteros básicos de L(E) son 0 y L(E). Entonces lo mismo ocurre con
los ideales biláteros básicos que además son homogéneos, y por tanto E es
cofinal por el Teorema 4.9.9 y la Proposición 4.11.1. Resta ver que todo ciclo
en E tiene salida. Supongamos que no y sean c un ciclo sin salida y v = s(c).
Entonces I(v) = L(E) y por la Proposición 4.12.1, L(E) ∼= MΛc k[t, t−1]. Como
E es unital, Λc es finito y A =MΛc(t− 1)k[t, t−1] es un ideal propio no nulo,
libre como k-módulo con base

{εα,β(t− 1)tn : n ∈ Z, α, β ∈ Λc}.

Bajo el isomorfismo de la Proposición 4.12.1, A corresponde al ideal

J = spank{αcn+1β∗ − αcnβ∗ : n ∈ Z, α, β ∈ Λc}.

Vemos que si w ∈ E0 y a ̸= 0 entonces aw no es combinación lineal de estos
elementos; luego J es básico y libre de vértices.

Corolario 4.13.2. Si k es un cuerpo entonces L(E) es simple si y sólo si E lo es.

Demostración. Se sigue del Teorema 4.13.1 y la Observación 4.9.1.

Ejercicio 4.13.3. Probar que si E es simple y acı́clico, entonces existe n ≥ 1 tal
que L(E) ∼= Mn.

4.14. Teorema de reducción

Teorema 4.14.1. Sean E un grafo unital y 0 ̸= x ∈ L(E). Supongamos que todo
ciclo de E tiene salida. Entonces existen 0 ̸= a ∈ k, v ∈ E0 y α, β ∈ P(E) tales que
α∗xβ = av.

Demostración. Por el Lema 4.7.5 existe β ∈ P(E) tal que 0 ̸= y = xβ ∈ P(E),
y basta probar el teorema para y. Escribamos y = ∑s

i=1 aiγi con todos los γi
distintos, y todos los ai ̸= 0; si s > 1 podemos además ordenar los sumandos
de modo que para todo i, |γi| ≤ |γi+1|. Notemos que para todo i, r(γi) =
r(β) =: v. Probaremos el teorema por inducción en s. Si s = 1, γ∗1 y = a1v. Sea
s > 1; entonces

γ∗1 y = a1v +
s

∑
i=2

aiγ
∗
1 γi.

Si algún γ∗1 γi = 0, la suma tiene menos de s sumandos y terminamos aplican-
do la hipótesis inductiva. Si no, para cada i, ci := γ∗1 γi es un camino cerrado
basado en v, que, por hipótesis del teorema, tiene salida. Luego por el Lema
4.7.8, existe un camino η ∈ Pv tal que η∗ciη = 0 para todo i. Por tanto

(γ1η)∗yη = η∗(γ∗1 y)η = a1η∗η = a1r(η).
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4.15. Idempotentes infinitos

Sean R un anillo y e, f ∈ R idempotentes. Decimos que e y f son Murray-
von Neumann equivalentes, y escribimos e ∼ f , si existen x, y ∈ R tales que
e = xy y f = yx. Decimos que e y f son ortogonales si e f = f e = 0; escribimos
e ⊥ f para indicar que e y f son ortogonales.

Lema 4.15.1. Sean R un anillo y e, f ∈ R idempotentes. Son equivalentes

i) e ∼ f .

ii) Existen x ∈ eR f y y ∈ f Re tales que xy = e y yx = f .

iii) Los ideales a izquierda Re y R f son isomorfos.

iv) Los ideales a derecha eR y f R son isomorfos.

Demostración. Si e ∼ f , por definición, existen x1, y1 ∈ R tales que x1y1 = e y
y1x1 = f . Entonces x = ex1 f y y = f y1e satisfacen ii). Luego i)⇐⇒ ii). El resto
se sigue de que la evaluación en e induce biyecciones homR(Re, R f )→ eR f y
homR(eR, f R)→ f Re.

Corolario 4.15.2. Sean e1, e2, f1, f2 idempotentes tales que e1 y e2 son ortogonales
entre sı́ y que f1 y f2 son ortogonales entre sı́. Si e1 ∼ f1 y e2 ∼ f2, entonces e1 + e2 ∼
f1 + f2.

Demostración. Sean e = e1 + e2 y f = f1 + f2 Las condiciones de ortogonalidad
implican que Re = Re1 ⊕ Re2 y R f = R f1 ⊕ R f2. Por el Lema 4.15.1, ei ∼ fi
implica que Rei

∼= R fi, y por tanto Re ∼= R f , lo que, nuevamente por el Lema
4.15.1, implica que e ∼ f .

Decimos que un idempotente e ∈ R es infinito si existen idempotentes
ortogonales e1, e2 tales que e = e1 + e2, e1 ∼ e y e2 ̸= 0.

Lema 4.15.3. Si e ≤ f ∈ R son idempotentes y e es infinito, entonces f también lo
es.

Demostración. Sea g = f − e y sean e1 y e2 como en la definición de idem-
potente infinito. Entonces Re2 ̸= 0, R f = Re1 ⊕ Re2 ⊕ Rg y Re1 ⊕ Rg ∼=
R(e1 + e2)⊕ Rg = R f . Luego e1 + g ∼ f , por el Lema 4.15.1.

Lema 4.15.4. Sean e ∼ f ∈ R idempotentes. Si e es infinito, entonces f es infinito.

Demostración. Sean e1, e2 como en la definición de idempotente infinito, x, y ∈
R como en la parte ii) del Lema 4.15.1 y fi = yeix. Entonces

f1 f2 = ye1xye2x = ye1(e1 + e2)e2x = ye1e2x = 0.

Cambiando f1 por f2 obtenemos que también f2 f1 = 0. Además

f = yx = yex = ye1x + ye2x = f1 + f2.

Como e1 ∼ e, hay z ∈ eRe1 y w ∈ e1Re tales que zw = e y wz = e1. Entonces

(ywx)(yzx) = y(wez)x = y(wz)x = ye1x = f1,
(yzx)(ywx) = yz(xy)wx = yzewx = yzwx = yex = yx = f .
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Lema 4.15.5. Mn no posee idempotentes infinitos.

Demostración. Suongamos que existe un idempotente infinito e ∈ Mn y sean
e1, e2 como en la definición de idempotente infinito, P = ekn y Pi = eikn

(i = 1, 2). Notemos que P = P1 ⊕ P2 y P2 ̸= 0. Sean x ∈ eMne1 y y ∈ e1Mne
tales que xy = e y yx = e1. Entonces P → P1, a 7→ ya y P1 → P, a 7→ xa son
isomorfismos inversos, luego P ∼= P⊕ P2. Sea m ◁ k un ideal maximal y sea
π : k → k/M = ℓ la proyección. Entonces P⊗k ℓ ∼= P⊗k ℓ⊕ P2 ⊗k ℓ implica
que P2 ⊗k ℓ = 0, es decir que π(e2) = 0. Luego e2 está en la intersección de
todos los ideales maximales de k, y por tanto 1− e2 no está en ningún ideal
maximal. Se sigue que 1 − e2 es inversible; como además es idempotente,
1− e2 = 1, luego e2 = 0, contradicción.

4.16. Anillos simples puramente infinitos

Sea R un anillo. Decimos que R es simple puramente infinito si R no es un
anillo de división y ∀x ∈ R \ {0} ∃ a, b ∈ R tales que axb = 1.

La referencia para anillos simples puramente infinitos es el artı́culo funda-
mental [6].

Lema 4.16.1. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes.

i) ∀x ∈ R \ {0} existen a, b ∈ R tales que axb es un idempotente infinito.

ii) Todo ideal a izquierda no nulo contiene un idempotente infinito.

iii) Todo ideal a derecha no nulo contiene un idempotente infinito.

Demostración. Supongamos que R satisface i), sean x ∈ R \ {0} y a, b ∈ R tales
que e := axb es un idempotente infinito. A menos de reemplazar a y b por ea y
be, podemos suponer que ea = a y be = b. Entonces (xba)(xba) = xbea = xba
es un idempotente equivalente a e y por tanto infinito, que está en el ideal
xR. Análogamente bax ∈ Rx y es un idempotente infinito. Luego i) =⇒ ii) y
iii). Supongamos que R satisface ii) y sea x ∈ R \ {0}. Entonces existe a ∈ R
tal que e = ax es idempotente infinito. Entonces e = axe es un idempotente
infinto. La demostración de que iii) =⇒ i) es similar.

Teorema 4.16.2. Sea R un anillo simple. Son equivalentes

i) R es simple puramente infinito.

ii) R satisface las condiciones equivalentes del Lema 4.16.1

Demostración. Supongamos que R es simple puramente infinito. Sean 0 ̸= I ⊂
R un ideal a derecha (el caso I = R no está excluido) y 0 ̸= J ⊂ I un ideal
a derecha de R tal que J ̸= R. Sea 0 ̸= x ∈ J y sean a, b ∈ R tales que
axb = 1. Entonces e = bax ∈ aR ⊂ J ⊂ I es idempotente, y no es 1 pues
pertenece a un ideal propio. Luego 1− e ̸= 0; como además e ∼ axb = 1, 1
es un idempotente infinito, lo que por el Lema 4.15.4 implica que e es infinito.
Probamos ası́ que i) del teorema implica iii) del Lema 4.16.1. Supongamos
ahora que R satisface iii) del Lema 4.16.1. Entonces R posee un idempotente
infinito, y por tanto no puede ser un anillo de división. Sea x ∈ R \ {0} y
sea e = xa ∈ xR un idempotente infinito. Sean e1, e2 como en la definición
de idempotente infinito, de modo que e1R ∼= eR y e2 ̸= 0. Como R es simple
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por hipótesis, existen n ≥ 1, a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R tales que ∑n
i=1 aie2bi = 1.

Entonces la función

(e2R)n → R, (y1, . . . , yn) 7→
n

∑
i=1

aiyi

es un morfismo suryectivo de R-módulos a derecha. Luego existe un R-módu-
lo a derecha P tal que (e2R)n ∼= R⊕ P. Por tanto

eR ∼= eR⊕ (e2R)n ∼= eR⊕ R⊕ P.

Luego existen idempotentes p, q ∈ EndR(eR) = eRe tales que p corresponde,
mediante el isomorfismo de arriba, a la projección sobre R y q a la proyección
sobre eR ⊕ P. Luego p y q son ortogonales, p + q = e y la composición del
isomorfismo de arriba con la proyección sobre R se restringe a un isomorfismo
pR ∼= R. Luego p ∼ 1, y por tanto existen b ∈ pR, a ∈ Rp tales que ba = p y
ab = 1. Como además p ∈ eR ⊂ xR, existe t ∈ R tal que p = xt. Luego

1 = abab = apb = axtb.

4.17. Álgebras de Leavitt simples puramente infini-
tas

Lema 4.17.1. Sean E un grafo unital, w ∈ E0, c un ciclo basado en w y e una salida
de c con s(e) = w. Entonces w es un idempotente infinito de L(E).

Demostración. Como r(c) = s(c) = w, w = c∗c ∼ cc∗ ≤ w. Además c∗e = 0
por CK1, luego (w− cc∗)e = we = e ̸= 0, y por tanto w− cc∗ ̸= 0.

Proposición 4.17.2. Sean E un grafo unital y v ∈ E0. Supongamos que existe un
ciclo con salida c tal que supp(c)∩ T(v) ̸= ∅. Entonces v es un idempotente infinito
de L(E).

Demostración. Sean v ∈ E0 y c un ciclo de E que tiene una salida e ∈ E1 en
w = s(e). Supongamos que T(v) ∩ c ̸= ∅. Entonces existe µ ∈ P(E) tal que
s(µ) = v y r(µ) = w. Entonces µ∗µ = w y µµ∗ ≤ v, luego f = v − µµ∗ es
idempotente y ortogonal a µµ∗. Por el Lema 4.17.1, w es infinito; luego µµ∗ es
infinito por el Lema 4.15.4 y por tanto v lo es por el Lema 4.15.3.

Corolario 4.17.3. Si E es simple y tiene al menos un ciclo, entonces todo vértice de
E es un idempotente infinito de L(E).

Teorema 4.17.4. Sea E un grafo unital. Las siguientes propiedades son equivalentes.

i) L(E) no posee ideales básicos propios no nulos y para todo elemento no nulo x ∈
L(E), existen α, β ∈ L(E), p ∈ L(E) idempotente infinito y 0 ̸= a ∈ k tales que
αxβ = ap.

ii) E es simple y tiene al menos un ciclo.
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Demostración. Si i) se satisface, entonces E es simple, por el Teorema 4.13.1.
Si E no tiene ciclos, entonces por el Ejercicio 4.13.3, L(E) ∼= Mn para algún
n ≥ 1. Pero Mn no posee idempotentes infinitos, por el Lema 4.15.5. Luego E
debe tener al menos un ciclo. Recı́procamente, si E es simple, entonces L(E)
no posee ideales básicos no triviales, por el Teorema 4.13.1. Si además tiene
al menos un ciclo, entonces por el Corolario 4.17.3, todo vértice es un idem-
potente infinito. Por el Teorema de reducción 4.14.1, si 0 ̸= x ∈ L(E) existen
α, β ∈ P(E), a ∈ k∗ y v ∈ E0 tales que av = α∗xβ.

Corolario 4.17.5. Si k es un cuerpo entonces L(E) es simple puramente infinito si y
sólo si E es simple y tiene al menos un ciclo.

Demostración. Basta ver que la condición i) del Teorema 4.17.4 equivale a que
L(E) sea simple y puramente infinito. Por la Observación 4.9.1, todo ideal de
L(E) es básico, luego la condición i) equivale a que L(E) sea simple y cumpla
la condición i) del Lema 4.16.1, lo que, a su vez, por el Teorema 4.16.2 equivale
a que L(E) sea simple puramente infinito.



Capı́tulo 5

Teorı́a de Morita

La referencia básica para este capı́tulo es [7, Chapter II, Section 3].

5.1. Contextos de Morita

Un contexto Morita es una séxtupla (R, S, P, Q, f , g) donde R y S son álge-
bras, P = RPS, Q = SQR son bimódulos y f : P⊗S Q → R y g : Q⊗R P → S
son morfismos de bimódulos que satisfacen

i) f (p⊗ q) · p′ = p · g(q⊗ p′) ∀p, p′ ∈ P, q ∈ Q.

ii) g(q⊗ p) · q′ = q · f (p⊗ q′) ∀p ∈ P, q, q′ ∈ Q.

Una equivalencia Morita entre R y S es un contexto Morita como arriba tal que
f y g son isomorfismos. Dos álgebras R y S son equivalentes Morita si existe
una equivalencia Morita entre R y S; escribimos R ∼ S para indicar que R y S
son equivalentes Morita.

Observación 5.1.1. Las condiciones i) y ii) de la definición de contexto Morita
nos dicen que f y g permiten darle una estructura de álgebra al conjunto de
matrices

C =

[
R P
Q S

]
.

Explı́citamente, el producto en C es[
a1 p1
q1 b1

]
·
[

a2 p2
q2 b2

]
=

[
a1a2 + f (p1 ⊗ q2) a1 p2 + p1b2

q1a1 + b1q2 b1b2 + g(q1 ⊗ p2)

]
.

Ejemplo 5.1.2. Sean S un álgebra y e ∈ S un idempotente. Sean R = eSe,
P = eS, Q = Se, f : P⊗S Q → R y g : Q⊗R P → S los morfismos inducidos
por la multiplicación de S. Entonces (R, S, P, Q, f , g) es un contexto Morita
con f suryectivo. La imagen de g es el ideal bilátero generado por e.

Ejemplo 5.1.3. Sean R un álgebra, P un R-módulo a izquierda, Q = homR(P, R)
y S = EndR(P)op. Entonces P ∼= homR(R, P) es un (R, S)-bimódulo y Q
es un (S, R)-bimódulo por el Ejemplo vii) de 1.1.3. Es sencillo verificar que
f : P⊗S Q → R, f (p⊗ q) = q(p) y g : Q⊗R P → S, g(q⊗ p)(p′) = q(p′)p
cumplen las condiciones i) y ii) de la definición de contexto Morita.

67
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Ejemplo 5.1.4. Sean R un álgebra, P un R-módulo a derecha, Q = homR(P, R)
y S = EndR(P). Entonces P ∼= homR(R, P) es un (S, R)-bimódulo y Q es un
(R, S)-bimódulo. Es sencillo verificar que f : Q⊗S P → R, f (q⊗ p) = q(p) y
g : P⊗R Q → S, g(p⊗ q)(p′) = pq(p′) cumplen las condiciones i) y ii) de la
definición de contexto Morita con las letras P y Q intercambiadas.

Ejemplo 5.1.5. Si C = (R, S, P, Q, f , g) es un contexto Morita, entonces C t =
(S, R, Q, P, g, f ) también lo es, y es una equivalencia si C lo es.

Un R-módulo P es un generador si para todo R-módulo M existen un con-
junto X y un morfismo suryectivo P(X) ↠ M.

Ejemplos 5.1.6.

i) Si R es un anillo y L es un R-módulo libre, entonces L es generador.

ii) Si R es semisimple y {S1, . . . , Sr} es un sistema completo de representantes
de las clases de isomorfismo de R-módulos simples, entonces M =

⊕r
i=1 S(Xi)

i
es generador si y sólo si Xi ̸= ∅ ∀i.

Ejercicio 5.1.7. Un R-módulo P es generador si y sólo si existen n ≥ 1 y
π ∈ homR(Pn, R) un morfismo suryectivo.

Proposición 5.1.8. Sea (R, S, P, Q, f , g) un contexto Morita. Supongamos que f es
suryectiva. Entonces

i) f es un isomorfismo.

ii) RP y QR son generadores.

iii) PS y SQ son proyectivos y finitamente generados.

iv) g induce isomorfismos de S-módulos

P ∼= homS(Q, S), Q ∼= homS(P, S).

v) Los morfismos de álgebras

R→ EndS(P), R→ EndS(Q)op

inducidos por las estructuras de bimódulos, son isomorfismos.

Demostración. Como f es suryectivo, existen n ≥ 1 y p1, . . . , pn ∈ P y q1, . . . , qn ∈
Q tales que

f (
n

∑
i=1

pi ⊗ qi) = 1. (5.1.9)

i) Sea x = ∑j p′j ⊗ q′j ∈ Ker( f ). Entonces
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x =x · f (∑
i

pi ⊗ qi)

=∑
i,j

p′j ⊗ q′j f (pi ⊗ qi)

=∑
i,j

p′j ⊗ g(q′j ⊗ pi)qi

=∑
i,j

p′jg(q
′
j ⊗ pi)⊗ qi

=∑
i,j

f (p′j ⊗ q′j)pi ⊗ qi

= f (∑
j

p′j ⊗ q′j)∑
i

pi ⊗ qi

=0.

ii) Sean hP
i : P → R, hi(p) = f (p ⊗ qi) y hQ

i : Q → R, hQ
i (q) = f (pi ⊗ q).

Entonces hP = ∑n
i=1 hP

i : Pn → RR, yhQ = ∑n
i=1 hP

i : Pn → RR son morfismos
suryectivos. Como RR y RR son generadores, se sigue que P y Q también lo
son.
iii) Sean α : P ↔ Sn

S : π, α(p) = (g(q1 ⊗ p), . . . , g(qn ⊗ p)), π(s1, . . . , sn) =
∑i pisi. Tenemos

π(α(p)) = ∑
i

pig(qi ⊗ p) = ∑
i

f (pi ⊗ qi)p = p.

Análogamente, β : Q ↔ SSn : π′, β(q) = (g(q⊗ p1), . . . , g(q⊗ pn)) y π′(s) =
(s1q1, . . . , snqn) satisfacen π′ ◦ β = idQ.
iv) El morfismo g induce un morfismo de bimódulos h : P → homS(Q, S),
h(p)(q) = g(q⊗ p). Si p ∈ Ker(h) entonces

p = ∑
i

f (pi ⊗ qi)p = ∑
i

pig(qi ⊗ p) = 0.

Luego h es inyectiva. Sea α ∈ homS(Q, S). Entonces para todo q ∈ Q,

α(q) = α(q ∑
i

f (pi ⊗ qi)) = ∑
i

α(g(q⊗ pi)qi)

= ∑(h(pi)α(qi))(q) = h(∑
i

piα(qi))(q).

Luego h es suryectiva. La prueba de que Q ∼= homR(P, R) es similar.
v) Sea ρ : R → EndS(P), ρ(a)(p) = ap; queremos probar que ρ es un iso-
morfismo. Si a ∈ Kerρ, entonces a = a ∑i f (pi ⊗ qi) = ∑i f (api ⊗ qi) = 0. Sea
α ∈ EndS(P). Para todo p ∈ P

α(p) = α(∑
i

f (pi ⊗ qi)p) = ∑
i

α(pig(qi ⊗ p))

= ∑
i

α(pi)g(qi ⊗ p) = ∑
i

f (α(pi)⊗ qi)p = ρ(∑
i

f (α(pi)⊗ qi))(p).

Luego ρ es suryectiva. La prueba de que µ : R → EndS(Q)op es un isomorfis-
mo es similar.
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Ejercicio 5.1.10. Completar la demostración de las partes iv) y v) de la Propo-
sición 5.1.8.

Ejemplo 5.1.11. Aplicando la Proposición 5.1.8 en el Ejemplo 5.1.2 obtenemos
que eS⊗S Se ∼= eSe.

Observación 5.1.12. Aplicando la Proposición 5.1.8 al contexto transpuesto
(S, R, Q, P, g, f ) del Ejemplo 5.1.5, obtenemos que si g es suryectiva enton-

ces es un isomorfismo, RP y QR son proyectivos finitamente generados, PS y
SQ son generadores, S ∼= EndR(P)op y R ∼= EndR(Q).

Teorema 5.1.13. Sea (R, S, P, Q, f , g) una equivalencia Morita.

i) Hay isomorfismos canónicos

Z(R) ∼= EndR⊗Sop(P) ∼= Z(S) ∼= EndS⊗Rop(Q) ∼= Z(S).

ii) Las funciones

{I ⊂ RR : ideal } → {M ⊂ P : S− submódulo}, I 7→ I · P
{I ⊂ SS : ideal } → {M ⊂ P : R− submódulo}, I 7→ P · I
{J ⊂ SS : ideal } → {N ⊂ Q : R− submódulo}, J 7→ J ·Q
{J ⊂ RR : ideal } → {N ⊂ Q : S− submódulo}, J 7→ Q · J

son isomorfismos de reticulados. Bajo estas biyecciones, los ideales biláteros correspon-
den a los sub-bimódulos. En particular, los reticulados de ideales biláteros de R y S
son isomorfos.

Demostración. i) Sean

α : Z(R)→ EndR⊗Sop(P), z 7→ (p 7→ zp)

β : EndR⊗Sop(P)→ Z(R), ϕ 7→ f (∑
i

ϕ(pi)⊗ qi).

Es inmediato que β ◦ α = idZ(R). Además si p ∈ P,

α(β(ϕ))(p) = f (∑
i

ϕ(pi)⊗ qi))p = ∑
i

ϕ(pi)g(qi ⊗ p)

= ∑
i

ϕ(pig(qi ⊗ p)) = ∑
i

ϕ( f (pi ⊗ qi)p)

= (∑
i

f (pi ⊗ qi))ϕ(p) = ϕ(p).

El resto de los isomorfismos de i) se prueba en forma similar.
ii) Por la Proposición 5.1.8 (aplicada con g y f intercambiados), RP es proyecti-
vo y por tanto playo. Luego I ⊗R P ∼= I · P para todo ideal I ⊂ RR. Del mismo
modo, SQ es proyectivo, luego ⊗SQ define una función en sentido inverso
que también preserva el orden, y que es inversa a izquierda de la anterior, ya
que P⊗S Q ∼= R. Del mismo modo se sigue del isomorfismo Q⊗R P ∼= S que
la composición inversa también da la identidad. Ambas funciones inversas
envı́an sub-bimódulos en sub-bimódulos. Luego la función del teorema es un
isomorfismo de reticulados bajo el cual los ideales biláteros se corresponden
biyectivamente con los sub-bimódulos. El resto de las afirmaciones de ii) se
sigue en forma similar.
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Observación 5.1.14. Por la parte iii) de la Proposición 5.1.8, los S-módulos PS y
SQ son proyectivos y finitamente generados. Luego por [11, Ejercicio 7b) de la
Práctica 6], son isomorfos a sus dobles duales respectivos. Luego se sigue de
la parte iv) de la Proposición que

homS(P, S) ∼= Q, , homS(Q, S) ∼= P

como S-módulos.

5.2. Módulos que inducen equivalencias Morita

Sean R un anillo y M, N R-módulos a derecha. Sean

M∨ = homR(M, R)

ε = εM,N : N ⊗R M∨ → homR(M, N),
εy,ϕ(x) = y · ϕ(x).

Si f : M2 → M1 y g : N1 → N2 son morfismos de módulos, sea

ad(g, f ) : homR(M1, N1)→ homR(M2, N2), ad(g, f )(T) = g ◦ T ◦ f .

Lema 5.2.1. Sean f : M2 → M1 y g : N1 → N2 morfismos de R-módulos a derecha.
El diagrama siguiente conmuta.

N1 ⊗R M1

g⊗ f∨

��

ε // homR(M1, N1)

ad(g, f )
��

N2 ⊗R M2
ε // homR(M2, N2)

Demostración.

ε ◦ (g⊗ f∨)(y⊗ ϕ)(z) =ε(g(y)⊗ (ϕ ◦ f ))(z)
=g(y)ϕ( f (z)) = g(yϕ( f (z)))
=g(εy,ϕ( f (z))) = (g ◦ εy,ϕ ◦ f )(z)

=(ad(g, f ) ◦ ε)(y⊗ ϕ)(z).

Proposición 5.2.2. Sean R un anillo y P, N R-módulos a derecha. Sea ε := εP,N :
N ⊗R P∨ → homR(P, N). Si P es proyectivo y finitamente generado, ε es un iso-
morfismo.

Demostración. Como P es proyectivo y finitamente generado, es sumando di-
recto de un módulo libre y finitamente generado. Luego existen n ≥ 1 y
morfismos de R-módulos ι : P → Rn y π : Rn → P tales que π ◦ ι = idP.
Aplicando ∨ := homR(−, P) obtenemos ι∨ ◦ π∨ = idP∨ . Luego

(idN ⊗ι∨) ◦ (idN ⊗π∨) = idN⊗RP∨

ad(idN , ι) ◦ ad(idN , π) = idhomR(P,N) .
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Por tanto, en virtud del Lema 5.2.1 y del hecho de que un retracto de un iso-
morfismo es un isomorfismo, basta probar que ε : N⊗ (Rn)∨ → homR(Rn, N)
es un isomorfismo. Sean E = {χ1, . . . , χn} la base canónica de Rn y E∨ =
{δ1, . . . , δn} la base dual. Consideremos los isomorfismos ϕ : Rn → (Rn)∨,
ϕ(χi) = δi, ψ : homR(Rn, N) → N ⊗R Rn, ψ(T)i = T(χi) ⊗ χi. Vemos que
ψ ◦ ε ◦ (idN ⊗ϕ) = idN⊗RRn , luego ε es un isomorfismo.

Sea P un R-módulo a derecha y sea

τ : P∨ ⊗EndR(P) P→ R, τ(ϕ⊗ p) = ϕ(p). (5.2.3)

Proposición 5.2.4. El morfismo (5.2.3) es suryectivo si y sólo si P es un generador.

Demostración. Por el Ejercicio 5.1.7 P es generador si y sólo si existen n ≥ 1 y
un morfismo suryectivo ϕ : Pn → R. Dar un morfismo Pn → R equivale a dar
n elementos ϕ1, · · · , ϕn ∈ P∨. El morfismo ϕ es suryectivo si y sólo si 1 está en
la imagen, lo que equivale a decir que existen p1, . . . , pn ∈ P tales que

1 =
n

∑
i=1

ϕi(pi) = τ(
n

∑
i=1

ϕi ⊗ pi). (5.2.5)

Por otro lado la suryectividad de τ también equivale a que 1 ∈ Im(τ), que es
lo mismo que decir que existen pi y ϕi que cumplen (5.2.5).

Lema 5.2.6. Sea (R, S, P, Q, f , g) un contexto Morita. Sean P∨ = homR(P, R),
Q∨ = homS(P, S), f̄ : Q → P∨, f̄ (q)(p) = f (p⊗ q), ḡ : P → Q∨, ḡ(p)(q) =
g(q⊗ p), µ : R → EndS(Q)op y ρ : S → EndR(P)op los morfismos inducidos por
las estructuras de bimódulo, y

µ′ : Q⊗R Q∨ → Q⊗EndS(Q)op Q∨ = Q∨ ⊗EndS(Q) Q

ρ′ : P⊗S P∨ → P⊗EndR(P)op P∨ = P∨ ⊗EndR(P) P

los morfismos inducidos por µ y ρ. Entonces los siguientes diagramas conmutan.

P⊗S P∨
ρ′ // P∨ ⊗EndR(P) P

τ

��
P⊗S Q

idP ⊗ f

OO

f // R

Q⊗R Q∨
µ′ // Q∨ ⊗EndS(Q) Q

τ

��
Q⊗R P

idQ ⊗g

OO

g // S.

Demostración. Verificación directa.

Teorema 5.2.7. Sean R un álgebra, P un R-módulo a derecha y S = EndR(P).
Sea C := (R, S, Q, P, f , g) el contexto Morita del Ejemplo 5.1.4. Entonces C es una
equivalencia Morita si y sólo si P es proyectivo finitamente generado y generador.
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Demostración. Si C es una equivalencia Morita entonces por la Proposición
5.1.8 y la Observación 5.1.12, P es proyectivo finitamente generado y genera-
dor. Por las Proposiciones 5.2.2 y 5.2.4, la recı́proca también vale.

Corolario 5.2.8. Sean R un álgebra y n ≥ 1. Entonces R y MnR son equivalentes
Morita.

Demostración. El contexto Morita (R, MnR, (Rn)∨, Rn, τ, ε) es una equivalencia
Morita por el Teorema 5.2.7.

5.3. Contextos, idempotentes y esquinas

Sean S un anillo y e ∈ S un idempotente y SeS ◁ S el ideal bilátero que
genera. Decimos que e es pleno si SeS = S. El anillo eSe ⊂ S se llama esquina de
e en S. Decimos que un anillo R es una esquina de S si existe un idempotente
e ∈ S tal que R ∼= eSe; R es una esquina plena si e es pleno.

Lema 5.3.1. Sean n ≥ 1 y a ∈ MnR. Sea I = ⟨ai,j : 1 ≤ i, j ≤ n⟩ ◁ R el ideal
bilátero generado por los coeficientes de a. Entonces (MnR)a(MnR) = Mn I.

Demostración. Como R-módulo, tanto a derecha como a izquierda, MnR es
libre con base εi,j 1 ≤ i, j ≤ n. Luego MnRaMnR es el R-bimódulo generado
por los elementos εp,iaε j,q = εp,qai,j, que es precisamente Mn I.

Corolario 5.3.2. Un idempotente e ∈ MnR es pleno si y sólo si

⟨ei,j : 1 ≤ i, j ≤ n⟩ = R.

Corolario 5.3.3. Si R es simple todo idempotente no nulo e ∈ MnR es pleno.

Sean n ≥ 1 y e ∈ MnR idempotente. Escribimos

eRn = {e ·

x1
...

xn

 : (x1, . . . , xn) ∈ Rn}

Rne = {
[
x1 . . . xn

]
· e : (x1, . . . , xn) ∈ Rn}.

Lema 5.3.4. La función

Rne→ homR(eRn, R), [x] 7→ ([y] 7→ [x] · [y])

es un isomorfismo de R-módulos.

Demostración. Tenemos eRn = Im(e) ∼= Rn/Ker(e) = Rn/Im(1− e) = Rn/(1−
e)Rn. Luego dar un elemento de homR(eRn, R) equivale a dar un morfismo
ϕ : Rn → R, ϕ(x) = ∑n

i=1 aixi tal que ∑n
i=1 ai(ex)i) = ∑n

i=1 aixi. Evaluan-
do en los vectores de la base canónica obtenemos ai = ∑n

j=1 ajej,i, es decir,
a = ae ∈ Rne.

Corolario 5.3.5. homR(Rne, R) ∼= eRn.

Demostración. Se sigue del Lema 5.3.4 y de [11, Ejercicio 7b), Práctica 6].
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Lema 5.3.6. Sea P = eRn y sea τ : HomR(P, R)⊗EndR(P) P → R como en (5.2.3).
Entonces Im(τ) es el ideal bilátero generado por los coeficientes de la matriz e.

Demostración. Por el Lema 5.3.4, la imagen de τ es el k-submódulo generado
por los elementos [x]e[y] con [x] ∈ R1×n y [y] ∈ Rn×1. Sea B = {χi : 1 ≤ i ≤ n}
la base canónica de Rn. Como (R, R)-sub-bimódulo, Im(τ) es generado por los
elementos de la forma [χi]e[χj] = ei,j

Corolario 5.3.7. τ es suryectiva si y sólo si e es pleno.

Corolario 5.3.8. Si R es simple, todo R-módulo proyectivo finitamente generado no
nulo es generador.

Teorema 5.3.9. Sean R y S álgebras.

i) Existe un contexto Morita (R, S, P, Q, f , g) con f suryectiva si y sólo si existe n ≥ 1
tal que R es una esquina de MnS.

ii) R y S son equivalentes Morita si y sólo si existe n ≥ 1 tal que R es una esquina
plena de MnS.

Demostración. Si C = (R, S, P, Q, f , g) es un contexto con f suryectiva, entonces
por la Proposición 5.1.8, PS es proyectivo y finitamente generado; luego existen
n ≥ 1 y e ∈ MnR idempotente tal que P ∼= eSn. Entonces EndS(P) ∼= e(MnS)e,
y de nuevo por la Proposición 5.1.8, R ∼= e(MnS)e. Si C es una equivalen-
cia, tenemos además que g : Q ⊗R P → S es un isomorfismo, lo que por el
Lema 5.2.6 implica que τ : Q∨ ⊗EndR(P) P → S es un isomorfismo. Recı́pro-
camente si ϕ : R ∼−→ e(MnS)e es un isomorfismo para algún n ≥ 1 y algún
idempotente e, entonces P = eSn es un (R, S)-bimódulo proyectivo (donde
R actúa a izquierda a través de ϕ) y finitamente generado como S-módulo y
ε : P⊗S P∨ ∼= EndS(P) = eMn(S)e es un isomorfismo. Entonces f = ϕ−1 ◦ ε
es un isomorfismo y (R, S, P, P∨, f , τ) es un contexto Morita. Si además e es
pleno, entonces τ es suryectiva, por el Corolario 5.3.7 y por tanto es un iso-
morfismo, por la Proposición 5.1.8 aplicada al contexto transpuesto.

5.4. Invariantes Morita

Una propiedad P referida a k-álgebras se dice invariante Morita si toda vez
que R y S son equivalentes Morita, entonces R cumple P si y sólo si S la
cumple.

Sea X = (X,≤) un poset. Una cadena en X es un subconjunto totalmente
ordenado. Decimos que X es noetheriano si toda cadena en X tiene máximo,
y que es artiniano si toda cadena tiene mı́nimo. Un módulo sobre un anillo
es noetheriano o artiniano a izquierda si el poset de sus ideales a izquierda
lo es. Un anillo es noetheriano (resp. artiniano) a derecha si RR lo es; esto
implica que todo R-módulo a derecha finitamente generado es noetheriano
(resp. artiniano). R es noetheriano (resp. artiniano) a izquierda si Rop lo es.

Proposición 5.4.1. La simplicidad, la noetherianidad y la artinianidad a izquierda y
a derecha son invariantes Morita.
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Demostración. Sea C = (R, S, P, Q, f , g) una equivalencia Morita. Por el Teore-
ma 5.1.13 los reticulados de ideales biláteros de R y S son isomorfos, luego
R es simple si y sólo si S lo es. Por la Proposición 5.1.8 aplicada a C y a su
transpuesta, RP, PS, SQ y QR son proyectivos y finitamente generados. Por el
Teorema 5.1.13, los reticulados de ideales a derecha y a izquierda de S son
isomorfos a los reticulados de R-submódulos al mismo lado de P y Q, respec-
tivamente. Como estos R-módulos son finitamente generados, los reticulados
respectivos son noetherianos o artinianos si R es noetheriano o artiniano. Por
tanto S es noetheriano o artiniano si R lo es, y al mismo lado.

Lema 5.4.2. Sea P una propiedad de álgebras invariante por isomorfismo de álgebras.
Entonces P es invariante Morita si y sólo si, toda vez que R tiene P y e ∈ R es un
idempotente pleno, entonces M2R y eRe tienen P.

Demostración. Como P es invariante por isomorfismos, se sigue del Teorema
5.3.9 que P es invariante Morita si y sólo si es preservada por esquinas plenas,
i.e. si R tiene P y e ∈ R es idempotente pleno entonces eRe la tiene y por
anillos de matrices, i.e. si R la tiene y n ≥ 1 entonces MnR también la tiene. Sea
pn la matriz identidad de MnR; por el Corolario 5.3.2, pn es un idempotente
pleno de MmR para todo m ≥ n. Luego si P cumple las condiciones del
lema y R tiene P, entonces MnR = pn M2n Rpn ∼= pn M2(M2(· · · (M2R) · · · ))pn
también la tiene.

Ejercicio 5.4.3. Decidir cuáles de las siguientes propiedades sobre un álgebra
R son invariantes Morita.

i) R es semisimple.

ii) Todo R-módulo proyectivo finitamente generado es libre.

iii) Todo submódulo de un R-módulo libre finitamente generado es libre.

iv) Todo submódulo de un R-módulo proyectivo finitamente generado es
proyectivo.

v) El morfismo estructural k→ Z(R) es un isomorfismo.

5.5. Simplicidad puramente infinita

En esta sección demostramos el teorema de Ara, Goodearl y Pardo [6]
que dice que la simplicidad puramente infinita es invariante Morita. Primero
necesitamos algunos resultados previos probados en loc. cit..

Un módulo M sobre un anillo R es directamente infinito si existe un R-
módulo N ̸= 0 tal que M ∼= M⊕ N.

Lema 5.5.1. Sea e ∈ R un idempotente. Entonces e es infinito si y sólo si eR es
directamente infinito, si y sólo si Re es directamente infinito.

Demostración. Supongamos que e es infinito y escribamos e = e1 + e2 como en
la definición de idempotente infinito. Entonces e2 ̸= 0, eR ∼= e1R, Re ∼= Re1.
Supongamos ahora que eR es directamente infinito y sean I ∼= eR y J ̸= 0
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ideales a derecha tales que eR = I ⊕ J. Entonces existen únicos e1 ∈ I y e2 ∈ J
tales que e = e1 + e2. Observemos que, como ei ∈ eR, eei = ei. Luego

e1 = ee1 = e2
1 + e2e1 = e1 + e2e1

y por tanto e2e1 = 0. Intercambiando e1 y e2 obtenemos que e1e2 = 0. Además
e2 ̸= 0 porque J ̸= 0 y e ∼ e1 por el Lema 4.15.1. En conclusión, e es infinito si
eR lo es. Aplicando esto a Rop obtenemos que e es infinito si Re lo es.

Proposición 5.5.2. Sean R un anillo simple, P y Q R-módulos proyectivos fini-
tamente generados. Si P es directamente infinito, entonces existe M ̸= 0 tal que
P ∼= Q⊕M.

Demostración. Sea N ̸= 0 tal que P ∼= P ⊕ N. Entonces N es proyectivo y
finitamente generado y por tanto es generador, por el Corolario 5.3.8. Luego
como Q es finitamente generado, existen n ≥ 1 y un morfismo suryectivo
Nn → Q. Como además Q es proyectivo, N ∼= Q ⊕ M1 para algún módulo
M1. Luego

P ∼= P⊕ Nn ∼= P⊕Q⊕M1.

Notamos que M = P⊕M1 cumple lo pedido.

Proposición 5.5.3. Sean R un anillo simple puramente infinito y P un módulo pro-
yectivo no nulo finitamente generado. Entonces P es directamente infinito.

Demostración. Por el Teorema 4.16.2, existe e ∈ R idempotente infinito. Enton-
ces eR y Re son directamente infinitos por el Lema 5.5.1. Si P es, digamos,
módulo a derecha, entonces por la Proposición 5.5.2, P es isomorfo a un su-
mando directo I de eR; en particular eR = I ⊕ J para algún ideal a derecha
J. Como I es un ideal a derecha no nulo, contiene un idempotente infinito f ,
por el Teorema 4.16.2. Luego por la Proposición 5.5.2 existe un ideal a derecha
K tal que eR = K ⊕ f R. Entonces I = f R⊕ K ∩ I. Como f es infinito, existe
N ̸= 0 tal que f R ∼= f R⊕ N. Luego I ∼= f R⊕ N ⊕ K ∩ I = I ⊕ N. Por tanto I
es directamente infinito y P, que era isomorfo a I, también lo es.

Corolario 5.5.4. Si R es simple puramente infinito, entonces todo idempotente de R
es infinito.

Demostración. Se sigue de la Proposición 5.5.3 y del Lema 5.5.1.

Teorema 5.5.5. La simplicidad puramente infinita es invariante Morita.

Demostración. Sea R simple puramente infinito. Como R contiene un idempo-
tente infinito f y 1 ≥ f , 1 es infinito. Luego R ∼= R⊕ M con M ̸= 0, por el
Lema 5.5.1. En particular, R no es artiniano. Luego si 0 ̸= e ∈ R es idempo-
tente, eRe es simple y no es artiniano por la Proposición 5.4.1; en particular,
no es un anillo de división. Si 0 ̸= x ∈ eRe, como R es simple puramente
infinito, existen a, b ∈ R tales que axb = 1. Entonces eaexebe = eaxbe = e y
eae, ebe ∈ eRe. Probamos ası́ que eRe es simple puramente infinito. Además
por las Proposiciones 5.5.2 y 5.5.3 R ∼= R2⊕N para algún R-módulo a derecha
no nulo N. Entonces R2 ∼= f R para algún idempotente 0 ̸= f ∈ R, y por tanto
M2R = EndR(R2

R)
∼= f EndR(RR) f = f R f es simple puramente infinito por lo

que acabamos de probar.



Capı́tulo 6

Grafos y equivalencias Morita

En este capı́tulo probaremos que ciertas transformaciones que pueden ha-
cerse a un grafo no cambian la clase de equivalencia Morita del álgebra de
Leavitt. La referencia básica del capı́tulo es el artı́culo [2].

6.1. Remoción de fuentes

Sea E un grafo y sea v ∈ sour(E) \ sing(E). Sea E\v el grafo con vértices
E0
\ = E0 \ {v}, E1

\v = E1 \ s−1{v}, con las funciones de salida y llegada ob-
tenidas por restricción de las de E. La operación E 7→ E\v es la remoción de la
fuente v.

Proposición 6.1.1. Sea E un grafo unital y sea v ∈ sour(E) \ sing(E). Entonces 1−
v es un idempotente pleno de L(E) y la inclusión E\v ⊂ E induce un ∗-isomorfismo
L(E\v)

∼−→ (1 − v)L(E)(1 − v). En particular, L(E) y L(E\v) son equivalentes
Morita.

Demostración. Como v /∈ r(E1), w ≤ 1− v para todo w ∈ r(E1). Luego αβ∗ =
α(1− v)β∗ para todo par de caminos α, β ∈ P(E) con r(α) = r(β). Dado que
los elementos αβ∗ con r(α) = r(β) generan a L(E) como k-módulo, tenemos
que L(E) = L(E)(1− v)L(E). Luego 1− v es pleno. Sea

L(E) ⊃ X := E0 \ {v} ∪ E1 \ s−1{v} ∪ (E1 \ s−1{v})∗.

Para todo x ∈ X, tenemos

x = (1− v)x(1− v)

En otras palabras X ⊂ R := (1− v)L(E)(1− v). Vemos que los elementos de X
cumplen las relaciones de la Proposición 3.5.11 y por tanto la identidad de X
induce un morfismo de álgebras ϕ : L(E\v)→ R. Observemos que si α y β son
caminos con r(α) = r(β) entonces (1− v)αβ∗(1− v) es αβ∗ si s(α) ̸= v ̸= s(β)
y es 0 en otro caso. Luego R ⊂ L(E) es el submódulo generado por el conjunto

Y = {αβ∗ : r(α) = r(β), s(α) ̸= v ̸= s(β)}.

Luego p(B”) ∩Y es base de R. Se sigue que ϕ manda una base en una base y
por tanto es un isomorfismo.

77
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Corolario 6.1.2. Para todo grafo unital E existe un grafo unital F tal que |Fi| ≤ |Ei|
para i = 0, 1, sour(F) \ sing(F) = ∅ y tal que L(E) ∼ L(F). Un tal F es simple o
simple y puramente infinito si E lo es.

Demostración. Aplicando reiteradamente la operación de remoción de fuentes
se llega en finitos pasos a un grafo F sin fuentes que no sean además vértices
singulares. Por la Proposición 6.1.1, L(E) ∼ L(F). Si E es simple o simple y pu-
ramente infinito, y ℓ es un cuerpo, entonces Lℓ(E) tiene la misma propiedad;
luego Lℓ(F) la tiene, por la Proposición 5.4.1 y el Teorema 5.5.5, y entonces
también la tiene F, por los Corolarios 4.13.2 y 4.17.5.

Sea E un grafo finito. Decimos que E es irreducible si para todo par de
vértices v, w ∈ E0, existe un camino en E que empieza en v y termina en
w. Decimos que E es esencial si no tiene pozos ni fuentes, y que es trivial si
consiste sólo de un ciclo, sin otros vértices o aristas.

Proposición 6.1.3. Las siguientes afirmaciones sobre un grafo finito E son equiva-
lentes.

i) E es irreducible, esencial y no trivial.

ii) E es simple puramente infinito y no tiene fuentes.

Demostración. Supongamos que E satisface i). Como E es finito y esencial,
tiene al menos un camino cerrado. Como además es irreducible, es cofinal.
Como es irreducible y no trivial, todo ciclo tiene salida. Luego E es simple
puramente infinito y no tiene fuentes por ser esencial. Recı́procamente si E
satisface ii), entonces no tiene fuentes por hipótesis y no tiene pozos pues es
cofinal y tiene al menos un ciclo. Luego es esencial; como además es finito,
todo vértice está en un camino cerrado y por tanto en un ciclo. Luego la
cofinalidad de E implica que es irreducible. Finalmente, como todo ciclo en E
tiene salida, E no puede ser trivial.

Corolario 6.1.4. Sea E un grafo finito simple puramente infinito. Entonces existe un
grafo irreducible, esencial y no trivial F con |Fi| ≤ |Ei| (i = 0, 1) tal que L(E) ∼
L(F).

Demostración. Por la Proposición 6.1.3, el grafo F del Corolario 6.1.2 cumple
lo pedido.

6.2. Expansión en un vértice

Sean E un grafo y v ∈ E0. Sean E0
v = Ev ⊔ {v̄}, E1

v = E1 ⊔ { f }. La expansión
de E en v es el grafo Ev con funciones de salida y llegada sv, rv : E1

v → E0
v

definidos como sigue.

sv(e) =

s(e) si s(e) ̸= v
v si s(e) = v
v si e = f

rv(e) =
{

r(e) si e ̸= f
v si e = f .

Si E y F son grafos y existe v ∈ E0 tal que F = Ev, decimos que F es una
epansión de E y que E es una contracción de F.
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Observación 6.2.1. Un grafo unital E es la expansión de un grafo F si y sólo si
tiene una arista f que no es un lazo y es tal que s−1(s( f )) = { f } y r−1(r( f )) =
{ f }. En otras palabras E es una expansión si tiene una arista que no es un lazo
y es tal que al quitarla su salida resulta un pozo y su llegada una fuente. En
términos de la matriz de incidencia A = AE, esto significa que A tiene una
fila con un único coeficiente no nulo, este coeficiente no está en la diagonal,
es igual a 1, y es también el único coeficiente no nulo de su columna.

Proposición 6.2.2. Sean E un grafo unital y v ∈ E0. Entonces p = ∑w∈E0 w es un
idempotente pleno de L(Ev) y L(E) ∼= pL(Ev)p. En particular, L(E) ∼ L(Ev).

Demostración. Como f es la única arista de Ev con sv( f ) = v, por CK2 tenemos
v = f f ∗ en L(Ev). Por la misma razón, si α, β son caminos en Ev con r(α) =
r(β) = v, entonces α = α′ f y β = β′ f con r(α′) = r(β′) = v, y

αβ∗ = α′(β′)∗ = α′p(β′)∗ ∈ L(Ev)pL(Ev).

Por tanto p es pleno. Sea X := E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ y sea ϕ : X → L(Ev) definido
como sigue.

ϕ(x) =

 x f si x ∈ s−1{v}
f ∗x si x∗ ∈ s−1{v}
x si no.

Es sencillo verificar que los elementos {ϕ(x) : x ∈ X} satisfacen las re-
laciones de la Proposición 3.5.11. Por tanto ϕ se extiende a un morfismo
ϕ : L(E) → L(Ev) cuya imagen está contenida en R := pL(Ev)p. Recorde-
mos que en el Corolario 4.3.6 obtuvimos una base del álgebra de Leavitt de
un grafo que depende de elegir una arista ew ∈ s−1{w} para cada w ∈ E0. Fija
una tal elección para E, hacemos una elección para Ev de la siguiente forma.
Si w ∈ E0 \ {v}, elegimos el mismo ew. Si w = v, elegimos ev, y si w = v,
tomamos la única elección posible, que es la arista f . Es claro que para esta
elección, ϕ envı́a la base de L(E) del Corolario 4.3.6 inyectivamente dentro
de la correspondiente base de L(Ev). Luego ϕ es inyectiva. Sea ξ = αβ∗ un
elemento de la base de L(Ev). Entonces r(α) ̸= v∗ y pξ p es no nulo si y sólo
si s(α) ̸= v ̸= s(β), en cuyo caso es igual a ξ. Luego aquellos ξ de la base de
L(Ev) con s(α) ̸= v ̸= s(β) forman una base de R. Si un camino no sale de v
y su última arista no es f , entonces o bien no pasa por v o bien contiene un
camino de la forma f e para algún e ∈ s−1{v}. En cualquiera de los casos, está
en la imagen de ϕ. Luego todo elemento de la base de R está en la imagen de
ϕ.

Corolario 6.2.3. Para todo grafo unital E existe un grafo unital F con |Fi| ≤ |Ei| pa-
ra i = 0, 1 y tal que si e ∈ E1 y s(e) ̸= r(e) entonces máx{|s−1{s(e)}|, |r−1{r(e)}|} ≥
2.

Demostración. Contrayendo sucesivamente en todos los vértices de donde sal-
ga una sola arista, se llega a un grafo F como en la proposición. El argumento
del Corolario 6.1.2 muestra que F es simple o puramente infinito si E lo es.

6.3. Etiquetamiento de aristas y particiones

Sea E un grafo. Un etiquetamiento de las aristas de E consiste de un conjunto
L y una función suryectiva θ : E1 ↠ L . Un etiquetamiento induce una
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partición P = {Pl : l ∈ L } en E1, la que a su vez induce, para cada v ∈
E0, una partición Pr(v) := {E v

l : l ∈ L } con E v
l = Pl ∩ r−1{v}, y una

una partición Ps(v) := {E l
v : l ∈ L } con E l

v = Pl ∩ s−1{v}. En adelante
supondremos que para cada v ∈ E0, las particiones Pr(v) y Ps(v) tienen
finitos elementos. A partir de (E,P) construiremos grafos Er(P) y Es(P) a los
que llamaremos respectivamente el grafo obtenido de (E,P) partiendo hacia
adentro y partiendo hacia afuera. El grafo Er(P) se define como sigue.

Er(P)0 = {(v, i) : v ∈ E0 \ sour(E), i ∈ θ(r−1{v})} ∪ sour(E),

Er(P)1 =

{(e, j) : e ∈ E1, s(e) /∈ sour(E), j ∈ θ(r−1{s(e)})} ∪ {e : s(e) ∈ sour(E)},
sEr(P)(e, j) = (s(e), j), sEr(P)(e) = s(e),

rEr(P)(e, j) = (r(e), θ(e)), rEr(P)(e) = (r(e), θ(e)).

Si E y F son grafos tales que F = Er(P) para alguna partición P de E1,
decimos que F se obtiene de E partiendo hacia adentro y que E se obtiene de F
amalgamando hacia adentro. El grafo Es(P) se define como sigue.

Es(P)0 = {(v, i) : v ∈ E0 \ sink(E), i ∈ θ(s−1{v})} ∪ sink(E),

Er(P)1 =

{(e, j) : e ∈ E1, r(e) /∈ sink(E), j ∈ θ(s−1{r(e)})} ∪ {e : r(e) ∈ sink(E)},
sEs(P)(e, j) = (s(e), θ(e)), sEs(P)(e) = (s(e), θ(e)),

rEs(P)(e, j) = (r(e), j), rEs(P)(e) = r(e).

Si E y F son grafos tales que F = Es(P) para alguna partición P de E1,
decimos que F se obtiene de E partiendo hacia afuera y que E se obtiene de F
amalgamando hacia afuera.

Ejercicio 6.3.1. El grafo transpuesto Et de un grafo E es el grafo con los mismos
vértices y aristas que E pero con las funciones de salida y llegada intercam-
biadas. Probar que si P es una partición de E1, entonces (Et)r(P) = (Es(P))t
y (Et)s(P) = (Er(P))t.

Ejercicio 6.3.2. Sea E un grafo finito sin pozos ni fuentes. Sea M ∈ {0, 1}E1
,

Me, f = δr(e),s( f ). Sea P la partición de E asociada a θ = idE1 , de modo que
cada término de la partición tiene un único elemento. Probar que M es la
matriz de incidencia tanto de Es(P) como de Er(P); deducir que estos grafos
son isomorfos.

Proposición 6.3.3. Sean E un grafo finito sin fuentes ni pozos y θ y P como arriba.
Para cada v ∈ E0, sea i(v) ∈ θ(r−1{v}) Entonces p = ∑v∈E0(v, i(v)) ∈ L(Er(P))
es un idempotente pleno y L(E) ∼= pL(Er(P))p. En particular L(E) ∼ L(Er(P)).

Demostración. Sea I ◁ L(E(P)) el ideal bilátero generado por p. Sean v ∈ E0,
i ∈ θ(r−1{v}) y e ∈ Ev

i . Entonces (e, i(v)) = (s(e), i(v))(e, i(v)) = p(e, i(v)) ∈ I
y por tanto I ∋ (e, i(v))∗(e, i(v)) = r(e, i(v)) = (v, i). Luego I contiene a
todos los vértices de E(P) y por tanto es todo L(E(P)). Esto prueba que p
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es pleno. Para cada v ∈ E0 y e ∈ E1, definimos ϕ(v) = (v, i(v)) y ϕ(e) =
∑s( f )=r(e)(e, i(s(e)))( f , θ(e))( f , i(r(e)))∗. Observamos que

ϕ(s(e))ϕ(e)ϕ(r(e)) =

(s(e), i(s(e)))

 ∑
s( f )=r(e)

(e, i(s(e)))( f , θ(e))( f , i(r(e)))∗

 (r(e), i(r(e))) = ϕ(e),

ϕ(e′)∗ϕ(e) =

∑
s(g)=r(e′),s( f )=r(e)

(g, i(r(e′)))(g, θ(e′))∗(e′, i(s(e′))∗(e, i(s(e)))( f , θ(e))( f , i(r(e)))∗

= δe,e′ ∑
s(g)=s( f )=r(e)

(g, i(r(e)))(g, θ(e))∗(r(e), θ(e))( f , θ(e))( f , i(r(e)))∗

= δe,e′ ∑
s(g)=s( f )=r(e)

(g, i(r(e)))(g, θ(e))∗( f , θ(e))( f , i(r(e)))∗

= δe,e′ ∑
s( f )=r(e)

( f , i(r(e)))( f , i(r(e))∗ = δe,e′(r(e), i(r(e))) = δe,e′ϕ(r(e)),

∑
s(e)=v

ϕ(e)ϕ(e)∗ =

∑
s(e)=v, s( f )=r(e)=s(g)

(e, i(v))( f , θ(e))( f , i(r(e)))∗(g, i(r(e)))(g, θ(e))∗(e, i(v))∗

= ∑
s(e)=v, s( f )=r(e)

(e, i(v))( f , θ(e))( f , θ(e))∗(e, i(v))∗

= ∑
s(e)=v

(e, i(v))(r(e), θ(e))(e, i(v))∗

= ∑
s(e)=v

(e, i(v))(e, i(v))∗ = (v, i(v)) = ϕ(v).

Luego por la Proposición 3.5.11, ϕ se extiende a un morfismo de álgebras
L(E) → L(Er(P)), cuya imagen está contenida en pL(Er(P))p. Para ver que
ϕ es inyectivo, basta comprobar que se satisfacen las conidiciones G1 y G2 del
Teorema 4.7.10. Dado que ϕ manda vértices en vértices, la condición G1 es
inmediata. Sean v ∈ E0, n ≥ 1 y α = e1 · · · en un camino cerrado sin salidas
basado en v. Entonces para cada j, ej+1 (suma módulo n) es la única arista que
sale de r(ej); luego

ϕ(ej) = (ej, i(s(ej))(ej+1, θ(ej+1))(ej+1, i(s(ej+1)))
∗.

Por tanto α̃ = (e2, θ(e2)) · · · (en, θ(en))(e1, θ(e1)) es un camino cerrado sin sali-
das y tenemos

ϕ(α) =(e1, i(v))(e2, θ(e2)) · · · (en, θ(en))(e1, θ(e1))(e1, i(v))∗

=(e1, i(v))α̃(e1, i(v))∗.

Se sigue que ϕ(αm) = (e1, i(v))α̃m(e1, i(v))∗, y por tanto si q(t) ∈ k[t, t−1] es
un polinomio, entonces

(e1, i(v))∗ϕ(q(α))(e1, i(v))∗ = q(α̃).
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Se sigue que ϕ satisface G2 y por tanto es inyectivo. Resta ver que todo ele-
mento de R = pL(Er(P))p está en la imagen de ϕ. Sea X = {α ∈ P(Er(P)) :
sEr(P)(α) = (v, i(v)), v ∈ E0}. Todo elemento de R es combinación k-lineal de
productos αβ∗ con α, β ∈ X y rEr(P)(α) = rEr(P)(β). Sea α ∈ X y sea v ∈ E0

tal que s(α) = (v, i(v)); definimos α0 ∈ P(E) como sigue. Si |α| = 0, ponemos
α0 = v. Si |α| = 1, entonces α = (e, i(s(e))), y tomamos α0 = e. Si |α| = n ≥ 2,
entonces

α = (e1, i(v))(e2, θ(r(e1)) · · · (en, θ(r(en−1))

y tomamos α0 = e1 · · · en. Vamos a probar que si r(α) = (w, l), entonces

ϕ(α0) = α ∑
s( f )=w

( f , l)( f , i(w))∗. (6.3.4)

Si |α| = 0, w = v, l = i(w) y (6.3.4) se sigue de CK2 para el vértice (v, i(v)).
Si |α| = 1, entonces α = (e, i(v)), α0 = e, w = r(e), l = θ(e), y el lado derecho
de (6.3.4) es la definición de ϕ(e1). Si |α| satisface (6.3.4) y e es una arista con
s(e) = w, entonces (α · (e, l))0 = α0 · e y

ϕ(α0 · e) =α ∑
s( f )=w

( f , l)( f , i(w))∗ϕ(e)

=α ∑
s( f )=w,s(g)=r(e)

( f , l)( f , i(w))∗(e, i(w))(g, θ(e))(g, i(r(e)))∗

=α · (e, l) ∑
s(g)=r(e)

(g, θ(e))(g, i(r(e)))∗

Esto prueba que (6.3.4) se satisface para todo α ∈ X. Luego si α es como arriba,
β ∈ X y r(β) = (w, l), entonces

αβ∗ =ϕ(α0)

 ∑
s( f )=s(g)=w

( f , l)( f , i(w))∗(g, i(w))(g, l)∗

 ϕ(β∗0)

=ϕ(α0β∗0).

Esto termina la demostración.

Proposición 6.3.5. Sean E un grafo finito y P una partición de las aristas de E.
Entonces existe un isomorfismo homogéneo de álgebras Z-graduadas ϕ : L(E) ∼−→
L(Es(P)).

Demostración. Para cada x ∈ E0∪E1 defnimos ϕ(x) como sigue. Si x ∈ sink(E)∪
r−1(sink(E)), ponemos ϕ(x) = x. Para v ∈ reg(E) y e /∈ s−1(sink(E)), pone-
mos

ϕ(v) = ∑
l∈θ(s−1{v})

(v, l), ϕ(e) = ∑
l∈θ(s−1{r(e)})

(e, l).

Para probar que ϕ se extiende a un morfismo de álgebras L(E) → L(Es(P)),
basta ver que los elementos ϕ(x), ϕ(x)∗ con x ∈ E0 ∪ E1 cumplen las relaciones
de la Proposición 3.5.11. Chequeamos aquı́ CK2 y dejamos el resto al lector.
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Empecemos por notar que reg(Es(P)) = {(v, θ( f )) : s( f ) = v} y que en
L(Es(P)), CK2 dice que

(v, i) = ∑
s(e)=v,θ(e)=i, j∈θ(s−1{r(e)})

(e, j)(e, j)∗ + ∑
s(e)=v, θ(e)=i, r(e)∈sink(E)

ee∗.

(6.3.6)
Luego si v ∈ reg(E), usando que rEs(P)(e, j) = (r(e), j) en la segunda igualdad
y (6.3.6) en la cuarta, tenemos

∑
s(e)=v

ϕ(e)ϕ(e)∗ = ∑
s(e)=v, l,i∈θ(s−1{r(e)})

(e, l)(e, i)∗ + ∑
s(e)=v,r(e)∈sink(E)

ee∗

= ∑
s(e)=v, l∈θ(s−1{r(e)})

(e, l)(e, l)∗ + ∑
s(e)=v,r(e)∈sink(E)

ee∗

= ∑
i∈θ(s−1{v})

 ∑
s(e)=v, θ(e)=i, l∈θ(s−1{r(e)})

(e, l)(e, l)∗ + ∑
s(e)=v, θ(e)=i, r(e)∈sink(E)

ee∗


= ∑

i∈θ(s−1{v})
(v, i) = ϕ(v).

El morfismo ϕ preserva el grado de los generadores y por tanto es homogéneo
para la Z-graduación. Luego por el Teorema graduado de unicidad 4.8.1, pa-
ra probar que ϕ es inyectivo basta verificar que cumple G1, lo cual es claro.
Notemos además que por definición, ϕ(x)∗ = ϕ(x∗) se cumple para todo
x ∈ E0 ∪ E1; luego se cumple para todo x ∈ L(E). Se sigue que la imagen
de ϕ es la subálgebra R ⊂ L(Es(P)) cerrada por ∗ generada por la ima-
gen de los generadores de L(E). También por definición, los elementos de
sink(E) ⊂ Es(P)0 y r−1(sink(E)) ⊂ Es(P)1 están en la imagen de ϕ. Para ver
que ϕ es suryectiva, basta verificar que los elementos (v, i) con v ∈ reg(E),
i ∈ θ(s−1{v}) y (e, j) con e ∈ E1 y j ∈ θ(s−1{s(e)}) están en R. Usando que
rEs(P)(e, j) = (r(e), j) en la segunda igualdad y (6.3.6) en la tercera, tenemos

∑
s(e)=v,θ(e)=i

ϕ(e)ϕ(e)∗ = ∑
s(e)=v,θ(e)=i,j,l∈θ(s−1{r(e)})

(e, j)(e, l)∗

+ ∑
s(e)=v, r(e)∈sink(E)

ee∗ = ∑
s(e)=v,θ(e)=i,j∈θ(s−1{r(e)})

(e, j)(e, j)∗

+ ∑
s(e)=v, r(e)∈sink(E)

ee∗ = (v, i).

Luego todo vértice de Es(P) está en R. Resta ver que (e, θ( f )) ∈ R toda vez
que r(e) /∈ sink(E) y s( f ) = r(e). Pero

ϕ(e)(r(e), θ( f )) = ∑
j∈θ(s−1{r(e)})

(e, j)(r(e), θ( f )) = (e, θ( f )) ∈ R.

6.4. Equivalencia de flujo

Sean E y F grafos. Decimos que F se obtiene de E mediante una transfor-
mación estándar si se obtiene por extendiendo o contrayendo en un vértice, o
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partiendo o amalgamando hacia afuera o hacia adentro. Una equivalencia de
flujo entre E y F es una sucesión finita de grafos E = E1, E2, . . . , En = F de
modo tal que para cada i, Ei+1 se obtiene de Ei mediante una transformación
estándar. E y F tienen flujo equivalente si existe una equivalencia de flujo entre
ellos.

Ejercicio 6.4.1. Sean E y F grafos finitos con flujo equivalente. Probar que E
es irreducible, esencial o trivial si y sólo si F lo es.

Sea E un grafo finito sin pozos y sea AE su matriz de incidencia. El grupo
de Bowen-Franks de E es

BF(E) = Coker(I − At
E).

En otras palabras BF(E) es el cociente de ZE0
por el subgrupo generado por

las filas de la matriz I − AE.
El siguiente teorema fue probado en [15, Theorem].

Teorema 6.4.2 (Teorema de Franks). Sean E y F grafos finitos irreducibles no
triviales. Entonces E y F tienen flujo equivalente si y sólo si BF(E) ∼= BF(F) y los
enteros det(I − AE) y det(I − AF) tienen el mismo signo.

Corolario 6.4.3. Si E y F son grafos finitos simples puramente infinitos sin fuentes
tales que BF(E) ∼= BF(F) y que det(I − AE) y det(I − AF) tienen el mismo signo,
entonces L(E) ∼ L(F).

Demostración. Se sigue de la Proposición 6.1.3, el Teorema 6.4.2, y las Proposi-
ciones 6.2.2, 6.3.3 y 6.3.5.

Pregunta 6.4.4. ¿Vale la recı́proca del Corolario 6.4.3?

Veremos más adelante que, BF(E) es un invariante Morita del álgebra de
Leavitt L(E) sobre un cuerpo k; esto reduce la pregunta anterior a

Pregunta 6.4.5. ¿Es det(I − AE) invariante Morita del álgebra de Leavitt sobre
un cuerpo k de un grafo finito simple puramente infinito sin fuentes?

Dados un grafo finito regular E con E0 = {v1, . . . , vn}; el empalme de Cuntz
de E en vn es el grafo E− cuya matriz de incidencia es

AE− =



0 0

AE
...

...
0 0
1 0

0 · · · 0 1 1 1
0 · · · 0 0 1 1


E− =

?> =<

89 :;

E
• vn • •$$dd $$dd�� aa

(6.4.6)

Proposición 6.4.7. BF(E) ∼= BF(E−) y det(I − AE−) = −det(I − AE).
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Demostración. Multiplicando a izquierda y a derecha la matriz I − At
E− por

matrices de la forma I + aεi,j con a ∈ Z, se llega a la matriz

0 0

I − At
E

...
...

0 0
0 0

0 · · · 0 0 0 −1
0 · · · 0 0 −1 0


Cambiando de orden las últimas dos filas se obtiene una matriz con el mismo
conúcleo que I− At

E y el mismo determinante; como el cambio de filas cambia
el signo del determinante, esto termina la demostración.

Para n ≥ 1, sea Ln− = L(R−n ).

Pregunta 6.4.8. ¿Son L2 y L2− equivalentes Morita?

Observación 6.4.9. A cada grafo E puede asociarse también una C∗-álgebra
O(E) que se obtiene completando el álgebra de Leavitt LC(E). Rørdam probó
en [21] que la respuesta al análogo de la pregunta 6.4.5 para O(E) es nega-
tiva. Para ello utilizó un argumento de Cuntz –explicado también en [21]–
que redujo el análogo C∗ de la pregunta 1 al análogo C∗ de la pregunta 2,
que sostiene que para On = O(Rn) y On− = O(R−n ), se tiene O2 ∼= O2− .
Una reducción similar es posible también en el caso puramente algebraico;
en [2, Theorem 2.13] se prueba que si que k es un cuerpo y si se supone
que existe un isomorfismo L2

∼−→ L2− con ciertas condiciones, entonces se
deduce que la respuesta a la pregunta 6.4.5 es negativa. Si bien mientras es-
cribimos esto no es sabido si L2(k) ∼= L2−(k), los resultados parciales que se
tienen apuntan en la dirección contraria. Se sabe por ejemplo que no exis-
te un isomorfismo L2(Z)

∼−→ L2−(Z) que preserve la involución canónica
e 7→ e∗ [18, Corollary 6.5]; otros resultados en la misma dirección se comen-
tan al final de la introducción de [18]. El resultado de Rørdam se deduce
como caso particular del teorema probado con posterioridad por Kirchberg y
Phillips [19, 20], de clasificación de C∗-álgebras simples puramente infinitas.
Ambos utilizan el teorema de Elliott [22] que dice que hay un isomorfismo
de C∗-álgebras O2 ⊗O2 ∼= O2. Se prueba en [3] que el análogo algebraico de
este resultado es falso; L2 ⊗ L2 ̸∼= L2. Tampoco existe un morfismo inyectivo
L2(Z)⊗ L2(Z)→ L2(Z) que preserve la involución [9].
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Capı́tulo 7

Grupo de Grothendieck

7.1. El monoide V∞(R)

Sean A un anillo, no necesariamente unital, y sea

Idem(A) = {e ∈ A : e2 = e}.

Consideremos la relación ∼ de equivalencia de Murray-von Neumann en A y
formemos el conjunto cociente

V(A) = Idem(A)/ ∼

Lema 7.1.1. Sean e1, e2, f1, f2 ∈ Idem(A) tales que e1 ⊥ f1 y e2 ⊥ f2. Si e1 ∼ e2 y
f1 ∼ f2, entonces e1 + f1 ∼ e2 + f2.

Demostración. Por el argumento de la parte ii) del Lema 4.15.1 existen x, y, z, w ∈
A tales que x = e1xe2, y = e2ye1, z = f1z f2, w = f2w f1, xy = e1, yx = e2, zw =
f1 y wz = f2. En particular xw = xe2 f2w = 0 = w f1e1x = wx y análogamente
zy = yz = 0. Luego (x + z)(y + w) = e1 + f1 y (y + w)(x + z) = e2 + f2.

Decimos que un anillo A tiene suficiente espacio si se cumple

∀e, f ∈ Idem(A) ∃e′, f ′ ∈ Idem(A), e′ ∼ e, f ′ ∼ f , e′ ⊥ f ′. (7.1.2)

Supongamos que A tiene suficiente espacio y sean e, f , e′ y f ′ como en
(7.1.2); pongamos

[e] + [ f ] = [e′ + f ′] (7.1.3)

Lema 7.1.4. Si A es un anillo con suficiente espacio entonces (7.1.3) define una
operación que hace de V(A) un monoide abeliano.

Demostración. La operación está bien definida por el Lema 7.1.1. Es conmuta-
tiva y asociativa con neutro [0] pues la suma en A tiene tales propiedades.

Sean R un anillo unital y 1 ≤ n ≤ ∞. Escribimos

Idemn(R) = Idem(MnR), Vn(R) = V(MnR)

Lema 7.1.5. Sea R un anillo unital. Entonces M∞R tiene suficiente espacio.

87
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Demostración. Basta ver que si 1 ≤ n < ∞ y e ∈ Idemn(R) entonces e es
equivalente a la matriz suma directa e ∼ 0n ⊕ e. Sea

σ : R2n → R2n, σ(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2n) = (xn+1, . . . , x2n, x1, . . . , xn)

y, abusando notación, llamemos también σ a su matriz en la base canónica.
Entonces f := σeσ−1 ∼ e y e ⊥ f .

Ejercicio 7.1.6. Sean R un anillo unital y n ≥ 1. Probar que la función Vn(R)→
Vn+1R inducida por la inclusión MnR ⊂ Mn+1R es inyectiva.

Ejemplo 7.1.7. Sea R un anillo; para cada n ≥ 0 sea pn ∈ Idem∞ R la matriz
identidad de n× n. La función ι : N0 → V∞(R), [n] 7→ [pn] es morfismo de
monoides. Notamos que ι es inyectivo si y sólo si R tiene noción de rango.
Veremos que si todo R-módulo proyectivo finitamente generado es libre –e.g.
si R es anillo de división o dominio principal–entonces ι es suryectiva. Sea
p ∈ Idemn(R); entonces pRn y (1− p)Rn son proyectivos y por tanto libres.
Sean B1 una base de pRn y B2 una base de (1− p)Rn, entonces B = B1 ∪ B2
es base de Rn. Sea C = CE ,B la matriz de cambio de la base canónica de Rn a
la base B. Entonces pr := CpC−1 es la matriz identidad de rango r = rk(p);
luego [p] = ι(r).

Lema 7.1.8. Sean M un monoide abeliano y R ⊂ M × M una relación. Entonces
existen un monoide M/R y un morfismo de monoides π : M → M/R tal que
xRy⇒ π(x) = π(y) y tal que si ϕ : M → N es otro morfismo de monoides tal que
xRy ⇒ ϕ(x) = ϕ(y), entonces existe un único morfismo de monoides ϕ̄ : M/R →
N tal que ϕ̄ ◦ π = ϕ.

Demostración. Una congruencia en M es una relación de equivalencia C tal que
xCy ⇒ (x + z)C(y + z) para todo z ∈ M. Sea R la intersección de todas las
relaciones de congruencia que contienen a R. Entonces R es una relación
de congruencia; escribamos x ≡ y si (x, y) ∈ R. Sea π : M → M/R :=
M/≡ la proyección al cociente. Notemos que si x ≡ x′ y y ≡ y′, entonces
x + y ≡ x′ + y ≡ x′ + y′. Luego π(x) + π(y) := π(x + y) es una operación
bien definida en M/R; es sencillo ver que hace de M/R un monoide abeliano
y de π : M→ M/R un morfismo de monoides. Si ϕ : M→ N es un morfismo
de monoides y ϕ(x) = ϕ(y), entonces ϕ(x + z) = ϕ(x)+ ϕ(z) = ϕ(y)+ ϕ(z) =
ϕ(y + z). Luego la relación de equivalencia x ∼ϕ y ⇐⇒ ϕ(x) = ϕ(y) es de
congruencia. En particular, si xRy ⇒ x ∼ϕ y, entonces x ≡ y ⇒ x ∼ϕ y.
Luego existe una única función ϕ : M/R → N tal que ϕ ◦ π = ϕ. Es sencillo
verificar que ϕ es morfismo de monoides.

Ejemplo 7.1.9. Sean E un grafo unital; dado que los vértices de E son idempo-
tentes ortogonales, tenemos un morfismo de monoides NE0

0 → V∞(L(E)). Si
v ∈ reg(E), entonces v = ∑s(e)=v ee∗ es una suma ortogonal de idempotentes,
con ee∗ ∼ e∗e = r(e). Además si A = AE es la matriz de incidencia, para cada
w ∈ E0 hay exactamente Av,w aristas e tales que s(e) = v y e∗e = r(e). Luego
el morfismo NE0

0 → V∞(L(E)) desciende al cociente ME de NE0

0 módulo la
relación [v] ∼ ∑s(e)=v A(r(e), v)[r(e)]. Tenemos ası́ un morfismo de monoides

can : ME → V∞(L(E)), [v] 7→ [v]. (7.1.10)

Teorema 7.1.11 ([1, Corollary 3.2.11]). Sean E un grafo unital y k un cuerpo.
Entonces la función (7.1.10) es un isomorfismo de monoides.
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7.2. Funtorialidad e invarianza Morita

Proposición 7.2.1. Sean R un álgebra y e ∈ Idem(R). Entonces la inclusión eRe ⊂
R induce un morfismo de monoides inyectivo ince : V∞(eRe) ⊂ V∞(R). Si más aún,
e es pleno, entonces ince es un isomorfismo.

Demostración. Sea pn ∈ M∞R la matriz identidad de n× n. Tenemos
epn MnRepn = Mn(eRe); se sigue que si p ∼ q ∈ Idemn(eRe) entonces p ∼ q
en Idemn(R). Luego la inclusión eRe ⊂ R induce un morfismo de monoides
V∞(eRe)→ V∞(R); veamos que es inyectivo. Sean p, q ∈ Idemn(eRe) tales que
p ∼ q en Idemn(R). Sean x, y ∈ Mn(R) tales que pxq = x, qyp = y y xy = p y
yx = q. Entonces epnxpn = epn pxqepn = pxq = x; análogamente, epnyepn = y
y por tanto x, y ∈ Mn(eRe). Luego x ∼ y en Idemn(eRe). Supongamos ahora
que e es pleno. Entonces existen n ≥ 1, x ∈ R1×ne y y ∈ eRn×1 tales que
xy = 1. Sean x′ ∈ MnR la matriz cuya primera fila es x y las demás son cero;
sea y′ ∈ MnR la matriz cuya primera columna es y y las demás son cero.
Sea {χ1, . . . , χn} la base canónica de Rn. Si m ≥ 1, la inclusión Rm → Rnm =
Rn ⊗R Rm, x 7→ χ1 ⊗ x induce un isomorfismo ϕ de MnR en la esquina de
MnmR = Mn ⊗MmR correspondiente al idempotente ε1,1 ⊗ 1. Conjugando ϕ
por una matriz de permutación, se obtiene la inclusión usual MnR ⊂ MnmR.
En particular, si q ∈ Idemm R, entonces ϕ(q) ∼ q. Sean Xm =

⊕m
i=1 x′, Ym =⊕m

i=1 y′ ∈ MnmR; notemos que XmYm = ϕ(1). Luego MnmeRe ∋ Ymϕ(q)Xm ∼
ϕ(q)XmYm = ϕ(q) ∼ q.

Corolario 7.2.2. La inclusión R ⊂ MnR induce un isomorfismo

V∞(R) ∼−→ V∞(MnR).

Corolario 7.2.3. Sean R, S álgebras, n ≥ 1, e ∈ Idemn(S) y ϕ : R → eMnSe
un morfismo unital de álgebras. Entonces ϕ induce un morfismo de monoides ϕ̄ :
V∞(R) → V∞(S). Si ϕ es un isomorfismo, entonces ϕ̄ es un monomorfismo. Si
además e es pleno, ϕ̄ es un isomorfismo.

Corolario 7.2.4. Sea k un cuerpo. Entonces la clase de isomorfismo del monoide ME
de un grafo unital E es un invariante Morita de su álgebra de Leavitt sobre k.

Demostración. Inmediata del Corolario 7.2.3 y el Teorema 7.1.11.

7.3. Completación de monoides abelianos

Proposición 7.3.1. Sea M un monoide abeliano. Entonces existen un grupo abeliano
M+ y un morfismo de monoides ι : M → M+ tal que si G es otro grupo y ϕ :
M → G es un morfismo de monoides entonces existe un único morfismo de grupos
¯phi : M+ → G tal que ϕ̄ ◦ ι = ϕ.

Demostración. Sea F = Z(M) el grupo libre en los elementos de M y sea S
el subrupo generado por los elementos de la forma χm + χn = χm+n con
m, n ∈ M. Sea M+ = F/S, π : F → M+ la proyección y ι = π ◦ χ : M → M+.
Es claro que ι es morfismo de monoides. Si G es un grupo y ϕ es morfismo de
monoides, entonces la imagen de ϕ es un submonoide abeliano de G, y por
tanto el subgrupo que genera es abeliano. Luego existe un único morfismo
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ϕ′ : Z(M) → G tal que ϕ = ϕ′ ◦ χ. Como ϕ es morfismo de monoides, existe
un único morfismo de grupos ϕ̄ : M+ → G tal que ϕ̄ ◦ π = ϕ′. Luego ϕ̄ es el
único morfismo tal que ϕ̄ ◦ ι = ϕ.

Ejercicio 7.3.2. Sea E un grafo unital. Probar que M+
E = BF(E).

Lema 7.3.3. Sea M un monoide abeliano. Entonces M+ = ι(M)− ι(M).

Demostración. Adoptamos la misma notación que en la demostración de la
Proposición 7.3.1. Cada elemento x ∈ F se escribe en forma única como x =
∑m∈supp(x) amχm. Sea supp+(x) = {m ∈ M : am > 0} y supp−(x) = {m ∈ M :
am < 0}. Sean x+ = ∑m∈supp+(x) amχm y x− = −∑m∈supp−(x) amχm. Entonces
x = x+ − x−, π(x+), π(x−) ∈ ι(M) y π(x) = π(x+)− π(x−).

Lema 7.3.4. Sea M un monoide abeliano y sean x, y, z, w ∈ M. Entonces ι(x) −
ι(y) = ι(z)− ι(w) en M+ si y sólo si existe u ∈ M tal que x + w + u = z + y + u.

Demostración. De nuevo adoptamos la notación de la demostración de la Pro-
posición 7.3.1. Pasando de miembro vemos que basta probar que si a, b ∈ M
son tales que ι(a) = ι(b), entonces existe c ∈ M tal que a + c = b + c. Supon-
gamos entonces que ι(a) = ι(b), es decir, que π(χa) = π(χb). Entonces existe
s ∈ S tal que χa = χb + s. Escribiendo s como combinación lineal con coefi-
cientes ±1 de elementos de la forma χx + χy − χx+y, separando por un lado
los términos con coeficiente 1 y por otro los de coeficiente positivo y pasando
de miembro obtenemos una igualdad en F = Z(M)

χa +
n

∑
i=1

χxi + χyi − χxi+yi = χb +
m

∑
j=1

χzj + χwj − χzj+wj

Pasando de miembro una vez más, tenemos una igualdad en N(M)
0

χa +
n

∑
i=1

χxi + χyi +
m

∑
j=1

χzj+wj = χb +
m

∑
j=1

χzj + χwj +
n

∑
i=1

χxi+yi .

Ahora aplicamos el morfismo de monoides N(M)
0 → M que manda χm 7→ m

en ambos lados de la igualdad. Para c = ∑n
i=1 xi + yi + ∑m

j=1 zj + wj tenemos
a + c = b + c.

Ejemplo 7.3.5. El monoide M = MR2 es el monoide libre en un generador [v]
módulo la relación [v] = 2[v]. No es trivial; tiene 2 elementos: 0 y [v]. Por otro
lado M+ = BF(R2) = 0.

Por definición, el grupo M+ viene con un submonoide distinguido ι(M).
En general si G es un grupo abeliano y G+ ⊂ G es un submonoide, podemos
considerar la siguiente relación entre elementos de G

x ≤ y ⇐⇒ y− x ∈ G+.

La relación ≤ es un preorden, es decir, es reflexiva y transitiva. Además es
invariante por traslaciones; x ≤ y⇒ x + z ≤ y + z para todo z ∈ G. El submo-
noide G+ se recupera de ≤ como el subconjunto {g : g ≥ 0}. El par (G, G+) es
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un grupo preordenado. Un morfismo de grupos ordenados (G, G+) → (H, H+)
es un morfismo de grupos f : G → H tal que f (G+) ⊂ H+. Una unidad de
orden en G es un elemento G+ ∋ u ≥ 0 tal que para todo x ∈ G existe n ≥ 1
tal que x ≤ nu. Un grupo preordenado con escala es un grupo G junto con
un submonoide G+ y una unidad de orden u ∈ G+. Un morfismo de grupos
preordenados con escala (G, G+, u) → (H, H+, v) (que a menudo notaremos
simplemente (G, u) 7→ (H, v)) es un morfismo de grupos preordenados que
envı́a u en v.

Ejemplo 7.3.6. Sea E un grafo unital. Entonces [1]E := ∑v∈E0 [v] ∈ BF(E) es
una unidad de orden de (BF(E), ι(ME)).

Lema 7.3.7. Sea M un monoide y u ∈ M. Si ι(u) ∈ M+ es unidad de orden,
entonces ∀ξ ∈ M+ ∃ x ∈ M, n ∈ N0 tal que ξ = ι(x)− ι(nu).

Demostración. Por el Lema 7.3.3, existen y, z ∈ M tales que ξ = ι(y) − ι(z).
Como ι(u) es unidad de orden, existen n ∈ N0 y w ∈ M tales que ι(nu) =
ι(z + w). Luego para x := y + w, tenemos

ξ = ι(y + w)− ι(z + w) = ι(x)− ι(nu).

7.4. Grupo de Grothendieck

El grupo de Grothendieck de un álgebra R es K0(R) = V∞(R)+. Es un grupo
preordenado, con K0(R)+ = ι(V∞(R)) y unidad de orden [1R].

Ejemplo 7.4.1. Sea k un cuerpo o un dominio principal, entonces K0(k) =
V∞(k)+ = N+

0 = Z. Si E es un grafo unital, k es un cuerpo y L(E) = Lk(E),
entonces K0(L(E)) = BF(E), por el Teorema 7.1.11. Si k es noetheriano y
es tal que todo k-módulo tiene una resolución proyectiva de longitud finita,
entonces K0(L(E)) = K0(k)⊗BF(E), por [12, Example 5.5]. En particular si
k es dominio principal, tenemos K0(L(E)) = BF(E). Para k cualquiera, el
morfismo de monoides (7.1.10) induce un morfismo de grupos preordenados
con escala

can : (BF(E), [1]E)→ (K0(L(E)), [1L(E)]). (7.4.2)

Proposición 7.4.3. Sean R, S álgebras, n ≥ 1, e ∈ Idemn(S) y ϕ : R→ S un mor-
fismo no necesariamente unital de álgebras. Entonces ϕ induce un morfismo de grupos
preordenados K0(ϕ) : K0(R)→ K0(S). Si ϕ es un isomorfismo sobre ϕ(1)MnSϕ(1),
y ϕ(1) es pleno, entonces K0(ϕ) es un isomorfismo.

Demostración. Inmediata del Corolario 7.2.3.

Corolario 7.4.4. Sea k un cuerpo. La clase de isomorfismo del grupo BF(E) es un
invariante Morita del álgebra L(E).

Ejemplo 7.4.5. Sean R y S álgebras. Si ϕ : R → S es un morfismo de álgebras
unital, entonces K0(ϕ) es un morfismo de grupos preordenados con escala.
Sea n ≥ 1; por la Proposición 7.4.3, la inclusión R ⊂ MnR en la esquina
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superior izquierda induce un isomorfismo K0(R) ∼−→ K0(MnR), que envı́a
[1R] 7→ [ε1,1]. Por otro lado,

[1MnR] =
n

∑
i=1

[εi,i] =
n

∑
i=1

[εi,1ε1,i] =
n

∑
i=1

[ε1,iεi,1] = n[ε1,1].

Luego el isomorfismo K0(R) ∼−→ K0(MnR) es morfismo de grupos preordena-
dos con escala si y sólo si (n− 1)[1R] = 0 en K0(R). Esto ocurre, por ejemplo,
si R = Ln.

Pregunta 7.4.6. Sean E y F grafos finitos simples puramente infinitos. ¿Si k
es un cuerpo y existe un isomorfismo ξ : (BF(E), [1]E) → (BF(F), [1]F) de
grupos preordenados con escala, se sigue que L(E) ∼= L(F)?.

Ejemplo 7.4.7. Por la Proposición 6.4.7, BF(R−2 ) = BF(R2) = 0. Por tanto el
morfismo trivial es un morfismo de grupos preordenados con escala K0(L2)→
K0(L2−). Luego un caso particular de la pregunta 7.4.6 es si L2 ∼= L2− .

7.5. Álgebras propiamente infinitas

Sea R un álgebra. Decimos que R es propiamente infinita si existe un mor-
fismo de álgebras unital ϕ : C2 → R.

Ejercicio 7.5.1. Sean {en : n ≥ 1} las aristas de R∞ y f1, f2 las de R2.

i) Probar que existe un morfismo de álgebras unital ϕ : C∞ → C2 tal que
ϕ(en) = f n

2 f1, ϕ(e∗n) = ϕ(en)∗.

ii) Probar que si R es un álgebra propiamente infinita si y sólo si existe un
morfismo de álgebras unital ψ : C∞ → R.

Lema 7.5.2. Sea R un álgebra propiamente infinita. Entonces R tiene suficiente es-
pacio, y la aplicación V1(R)→ V∞(R) es un isomorfismo.

Demostración. Por el Ejercicio 7.5.1 existen sucesiones {sn : n ≥ 1}, {tn :
n ≥ 1} ⊂ R tales que t∗i sj = δi,j. Si p, q ∈ Idem(R), entonces p′ = s1 pt1 y
q′ = s2qt2 son idempotentes ortogonales con p′ ∼ p y q′ ∼ q. Luego R tiene
suficiente lugar. La aplicación V1(R) → V∞(R), [p] 7→ [ε1,1 p] es inyectiva por
el Ejercicio 7.1.6 y es morfismo por el Lema 7.1.1. Sea [p] ∈ V∞(R) y sea n
tal que p ∈ Idemn(R). Sean Sn = ∑n

j=1 ε1,jsj y Tn = ∑n
i=1 εi,1ti; notemos que

TnSn = In, la matriz identidad de n × n y que Sn Mn(R)Tn ⊂ ε1,1R. Luego
Sn · [p] · Tn = ε1,1 p′ para algún p′ ∈ Idem R y ε1,1 p′ ∼ p, lo que termina la
demostración.

Corolario 7.5.3. Si R es propiamente infinita, entonces K0(R) = V1(R)+.

Lema 7.5.4. Sea R un álgebra. Si R es simple puramente infinita, entonces R es
propiamente infinita.

Demostración. Por el Corolario 5.5.4, podemos descomponer 1 = p1 + q1 como
suma de idempotentes ortogonales infinitos con p1 ∼ 1. Por la Proposición
5.5.2, podemos escribir q1 = p2 + q2 como suma ortogonal de dos idempoten-
tes infinitos con p2 ∼ 1. Luego p1, p2 son idempotentes ortogonales equiva-
lentes a 1. Sean s1, s2, t1, t2 ∈ R tales que siti = pi, tisi = 1, si = pisi, ti = ti pi.
Tenemos tisj = δi,j; luego R es propiamente infinita.
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Lema 7.5.5. Sea E un grafo unital simple puramente infinito y sin fuentes. Entonces
L(E) es propiamente infinita.

Demostración. Las hipótesis sobre E implican que todo vértice v está en un
ciclo con salida basado en v. Para cada v elegimos un ciclo con salida s1(v)
basado en v y un camino cerrado s2(v) basado en v que sigue s1(v) hasta
la salida y luego vuelve a s1(v) (lo que es posible ya que E es cofinal) y
sigue hasta v. Notemos que s1(v)∗s1(v) = s2(v)∗s2(v) = v y s∗2(v)s1(v) =
s1(v)∗s2(v) = 0. Para i = 1, 2, sea si = ∑v∈E0 si(v); tenemos s∗i sj = δi,j. Luego
L(E) es propiamente infinita.

Sea R un álgebra. Un idempotente p ∈ R es muy pleno si existe un idem-
potente q ≤ p tal que q ∼ 1. Sea Idem f (R) ⊂ Idem(R) el subconjunto de los
idempotentes plenos y V f (R) = Idem f (R)/ ∼ el conjunto de clases módulo
equivalencia Murray-von Neumann.

Ejercicio 7.5.6. Probar lo siguiente.

i) Todo idempotente muy pleno es pleno.

ii) Si e y f son idempotentes y e ∼ f , entonces e es muy pleno si y sólo si f lo
es.

iii) V f (R) ⊂ V1(R).

iv) Si R es simple puramente infinita, entonces Idem f (R) = Idem(R) \ {0}.

Ejercicio 7.5.7. Sea S = (S, ·) un semigrupo. Entonces S tiene a lo sumo un
elemento neutro. Si S es un monoide entonces S es grupo si y sólo si para todo
s, t ∈ S existe u ∈ S tal que s · u = t.

Proposición 7.5.8. Sea R un álgebra propiamente infinita. Entonces

i) V f (R) ⊂ V1(R) es un subsemigrupo.

ii) V f (R) es un grupo abeliano (con un elemento neutro distinto del de V1(R))

iii) La composición V f (R) → V1(R) → V1(R)+ = K0(R) es un isomorfismo de
grupos.

Demostración. Es claro de la definición de idempotente muy pleno que si p es
muy pleno y p ≤ q, entonces q es muy pleno. Luego si p, q ∈ Idem(R), q ⊥ p y
p es muy pleno, entonces p + q es muy pleno. En particular, V f (R) ⊂ V(R) es
un subsemigrupo. Si p es muy pleno, entonces existen x ∈ pR y y ∈ Rp tales
que yx = 1. Como R es propiamente infinita, existen s1, s2, t1, t2 ∈ R tales que
tisj = δi,j. Sean xi = xsi, yi = tiy, i = 1, 2; entonces yixj = δi,j. Si q ∈ Idem(R),
tenemos p ≥ q′ := x1qy1 ∼ q, [q] + [p− q′] = [p] y p− q′ ≥ x2qy2 ∼ q. Luego
si q ∈ Idem f (R), p− q′ ∈ Idem f (R). En particular, para todo p ∈ Idem f (R)
existe p ≥ p′ ∈ Idem f (R) tal que p′ ∼ p y p− p′ ∈ Idem f (R). Vamos a probar
que si q ∈ Idem f (R), entonces [q] = [p− p′] + [q]. Sea Idem f (R) ∋ q′ ≤ q tal
que q′ ∼ q y q− q′ ∈ Idem f (R). Como q′ ∈ Idem f (R), existe p” ≤ q′ tal que
[p] = [p”]. Luego a menos de reemplazar p por p”, podemos suponer p ≤ q′.
Entonces

[q] = [q′] = [q′ − p] + [p] = [q′ − p] + [p′] = [q′ − p + p′].
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Por tanto

[q] + [p− p′] = [q′ − p + p′] + [p− p′] = [q′ − p + p′ + p− p′] = [q′] = [q].

Luego [p− p′] es un elemento neutro de V f (R), y por el Ejercicio 7.5.7, [q−
q′] = [p− p′] para todo q ∈ Idem f (R) y V f (R) es un grupo con neutro [p− p′],
por el Ejercicio 7.5.7. Como vimos al principio de esta demostración, si p, q ∈
Idem(R) con p ∈ Idem f (R), entonces [p] = [q] + [p′] con p′ ∈ V f (R). En
particular, [p] = [p”] + [p′] con p” ∈ Idem f (R); luego ι([q]) = ι([p])− ι([p′]) =
ι([p”]). Por tanto la restricción de ι a V f (R) es una suryección V f (R)→ K0(R).
Como ι : V f (R) → K0(R) es morfismo de monoides, es morfismo de grupos;
luego para probar que es inyectivo, basta ver que Ker(ι) = 0. Si p ∈ Idem f (R)
y ι([p]) = 0, entonces por el Lema 7.3.4, existe q ∈ Idem(R) tal que [p] + [q] =
[q]. En particular existe p′ ≤ q tal que [p] = [p′] y por tanto q ∈ Idem f (R). Se
sigue que [p] es el elemento neutro del grupo V f (R).

7.6. Levantando morfismos

Teorema 7.6.1. Sean E un grafo unital, tal que E1 es numberable, R un álgebra
propiamente infinita, ξ : BF(E)→ K0(R) un morfismo de grupos y can : BF(E)→
K0(L(E)) como en (7.4.2).

i) Existe un morfismo de álgebras –no necesariamente unital– ϕ : L(E) → R tal que
K0(ϕ) ◦ can = ξ y tal que ϕ(v), ϕ(ee∗) ∈ Idem f (R) para todo v ∈ E0 y e ∈ E1.

ii) Si p ∈ Idem f (R) y ξ([1]E) = [p], ϕ se puede tomar de modo que se cumpla i) y
además ϕ(1) = p.

Demostración. Por la Proposición 7.5.8 hay idempotentes ortogonales {pe : e ∈
E1} ∪ {pv : v ∈ sing(E)} ⊂ Idem f (R) tales que [pv] = ξ[v] y [pe] = ξ[r(e)] en
K0(R) (v ∈ sing(E), e ∈ E1). Si e ∈ E1 y r(e) ∈ reg(E), entonces

[pe] = [ ∑
f∈E1, s( f )=r(e)

p f ].

Luego si σe = ∑ f∈E1, s( f )=r(e) p f , hay elementos ye ∈ σeRpe y xe ∈ peRσe

tales que pe = xeye y σe = yexe. Del mismo modo si e ∈ E1 y r(e) = v ∈
sing(E), entonces hay xe ∈ peRpv, ye ∈ pvRpe con xeye = pe y yexe = pv. Por
verificación directa se comprueba que

ψ(e) = xe, ψ(e∗) = ye (e ∈ E1), ψ(v) = pv (v ∈ sing(E))

define un morfismo de álgebras ψ : L(E) → R. Por construcción, K0(ψ) envı́a
[v] 7→ [pv] = ξ([v]) si v ∈ sing(E) y si v ∈ reg(E),

K0(ψ)([v]) = ∑
s(e)=v

K0(ψ)([ee∗]) = ∑
s(e)=v

[pe]

= ∑
s(e)=v

ξ([r(e)]) = ξ( ∑
s(e)=v

[r(e)]) = ξ([v]).

Sea q = ψ(1); entonces ψ(L(E)) ⊂ pRp y tenemos [q] = K0(ψ)([1]E) =
ξ([1]E) = [p]. Luego hay v ∈ pRq, u ∈ qRp tales que vu = p y uv = q.
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Entonces ϕ : L(E) → R, ϕ(a) = uψ(a)v es morfismo de álgebras y ϕ(1) =
upv = uv = q.

En el siguiente corolario y de aquı́ en adelante adoptamos el siguiente vo-
cabulario. Una subálgebra de un álgebra R es un k-submódulo A ⊂ R cerrado
por productos. Por ejemplo si e ∈ Idem(R) entonces A = eRe ⊂ R es una
subálgebra que tiene unidad e, que si e ̸= 1, no es la unidad de R. A es una
subálgebra unital si 1R ∈ A es decir, si tiene unidad y coincide con la de R.

Corolario 7.6.2. Sean R un álgebra propiamente infinita y E un grafo unital simple.
Supongamos que el morfismo estructural k → R es inyectivo. Entonces R contiene
una subálgebra –no necesariamente unital– isomorfa a L(E). Si además [1R] = 0 en
K0(R), entonces R contiene una subálgebra unital isomorfa a L(E).

Demostración. Por el Teorema 7.6.1 existe un morfismo de álgebras ϕ : L(E)→
R tal que K0(ϕ) ◦ can = 0 y tal que ϕ(v) es muy pleno para todo v ∈ E0, que
se puede elegir unital si [1R] = 0. Basta ver que ϕ es inyectivo. Como E es
simple, por el Teorema 4.7.10, esto se sigue si ϕ satisface G1. Sean v ∈ E0 y
p = ϕ(v); como p es muy pleno existen x ∈ pR, y ∈ Rp tales que xy ≤ p y
yx = 1. Si a ∈ k y a · p = 0, entonces 0 = y · ap · x = a · 1, lo que, como k → R
es inyectiva, implica que a = 0.

Corolario 7.6.3. Sea E un grafo unital simple puramente infinito sin fuentes tal que
[1]E = 0 en BF(E). Entonces para todo grafo unital simple F existe un morfismo
unital inyectivo ϕ : L(F)→ L(E).

Demostración. Por el Corolario 4.3.6, el morfismo estructural k → L(E) es
inyectivo. Como el morfismo canónico can : BF(E) → K0(L(E)) manda
[1]E 7→ [1L(E)], tenemos que [1]E = 0 implica [1L(E)] = 0. Por el Lema 7.5.5,
L(E) es propiamente infinita. Luego la afirmación del presente corolario se
sigue del Corolario 7.6.2.

Corolario 7.6.4. Existen morfismos unitales inyectivos L2 → L2− y L2− → L2.

Demostración. Por la Proposición 6.4.7 y el Ejemplo 7.3.5, BF(R2) = BF(R−2 ) =
0. Además R2 y R−2 son simples puramente infinitos; luego el presente coro-
lario se sigue del Corolario 7.6.3.

Ejercicio 7.6.5. Sea E un grafo regular finito.

i) Sea u ∈ L(E) un elemento inversible tal que uv = vu para todo v ∈ E0.
Probar que existe un endomorfismo ϕu : L(E) → L(E) tal que ϕu(e) = ue,
ϕu(e∗) = e∗u−1 para todo e ∈ E1 y ϕu(v) = v para todo v ∈ E0.

ii) Sea ϕ : L(E) → L(E) un endomorfismo tal que ϕ(v) = v para todo v ∈ E0.
Probar que u = ∑n

i=1 ϕ(e)e∗ es inversible, que uv = vu para todo v ∈ E0, y
que ϕ = ϕu.

iii) Probar que si f : L2 → L2− y g : L2− → L2 son morfismos unitales como
en el Corolario 7.6.4, entonces existe un elemento inversible u ∈ L2 tal que
g ◦ f = ϕu.
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Observación 7.6.6. Se sigue del Corolario 7.6.3 que para cada grafo unital sim-
ple E, L2 contiene una subálgebra unital isomorfa a L(E). De hecho vale algo
aún más fuerte. Brownlowe y Sørensen probaron en [8, Theorem 4.1] que para
todo grafo unital (simple o no) E existe un monomorfismo unital L(E) → L2
que conmuta con la involución.

El Lema siguiente muestra que el caso [1R] = 0 del Corolario 7.6.2 se sigue
del caso R = L2.

Lema 7.6.7. Sea R un álgebra propiamente infinita. Entonces [1R] = 0 en K0(R) si
y sólo si existe un morfismo unital ϕ : L2 → R. Un tal morfismo ϕ es inyectivo si y
sólo si el morfismo estructural k→ R es inyectivo.

Demostración. Por el Ejemplo 7.3.5, BF(R2) = 0. Luego si hay un morfismo
unital ϕ : L2 → R, [1R] = K0(ϕ)([1L2 ]) = 0. Recı́procamente, supongamos que
[1R] = 0 en K0(R). Por el Teorema 7.6.1, existe un morfismo unital ϕ : L2 → R.
El morfismo estructural k → R es inyectivo si y sólo si λ · 1R = 0 con λ ∈ k
implica que λ = 0, lo que, como ϕ es unital yR2 tiene un solo vértice, equivale
a que se cumpla la condición (G1) del Teorema 4.7.10. Por ese teorema y como
R2 no tiene ciclos sin salida, (G1) equivale a que ϕ sea inyectivo.

7.7. K0 de álgebras matriciales y ultramatriciales

Ejercicio 7.7.1. Sea {Mi : i ∈ I} una familia de monoides abelianos. La su-
ma directa

⊕
i∈I Mi ⊂ ∏i∈I Mi es el subconjunto de I-uplas de soporte finito,

equipado con la suma coordenada a coordenada. Para cada i ∈ I sea ιi : Mi →⊕
j∈I Mj la inclusión canónica. Probar que ∑i∈I ι+i :

⊕
i∈I M+

i → (
⊕

i∈I Mi)
+

es un isomorfismo.

Lema 7.7.2. Sean n ≥ 1, R1, · · · , Rn álgebras, R =
⊕n

i=1 Ri y πi : R → Ri la
proyección. El morfismo de monoides

V∞(R)→
n⊕

i=1

V∞(Ri), [p] 7→ ([π1(p)], . . . , [πn(p)])

es un isomorfismo.

Demostración. Para cualquier álgebra S, la función M∞ ⊗ S → M∞S, εi,j ⊗
s → εi,js es un isomorfismo de álgebras. Luego, como ⊗ conmuta con sumas
directas, tenemos M∞R ∼=

⊕n
i=1 M∞Ri. Por otro lado si S =

⊕n
i=1 Si, entonces

Idem(S) = ∏n
i=1 Idem(Si) y si p, q ∈ Idem(S) entonces p = (p1, . . . , pn) ∼ q =

(q1, . . . , qn) si y sólo si pi ∼ qi para todo i. Se sigue que el morfismo del lema
es un isomorfismo.

Corolario 7.7.3. Las proyecciones π1, . . . , πn inducen un isomorfismo K0(R) ∼−→⊕n
i=1 K0(Ri).

Demostración. El isomorfismo del Lema 7.7.2 induce un isomorfismo
K0(R) ∼−→ (

⊕n
i=1 V∞Ri)

+; por el Ejercicio 7.7.1, (
⊕n

i=1 V∞Ri)
+ =

⊕n
i=1 K0(Ri).

Ejemplo 7.7.4. Sean s ≥ 1, n1, . . . , ns ≥ 1 y R =
⊕s

i=1 Mni . Entonces



7.7. K0 DE ÁLGEBRAS MATRICIALES Y ULTRAMATRICIALES 97

K0(
⊕s

i=1 Mni ) = K0(k)s. En particular si k es un cuerpo, K0(R) es un grupo
abeliano libre y su rango es el número de clases de isomorfismo de R-módulos
simples.

Ejercicio 7.7.5. Sean I un poset filtrante y {σi,j : Mi → Mj, i, j ∈ I} un sistema
dirigido de monoides abelianos. El colı́mite del sistema filrante es el cociente de⊕

i∈I Mi por la relación de congruencia generada por x ∼ σi,j(x), x ∈ Mi, i ≤
j ∈ I. Sea π :

⊕
i∈I Mi → colimi∈I Mi la proyección. Para cada i ∈ I sean

ιi : Mi →
⊕

j∈I Mj la inclusión canónica, y sea σi = π ◦ ιi : Mi → colimI Mj.

i) Probar que si N es un monoide abeliano y { fi : Mi → N | i ∈ I} es una
familia de morfismos tal que f j ◦ σi,j = fi para todo i ≤ j entonces existe un
único morfismo de monoides f : colimI Mi → N tal que para todo i ∈ I,
f ◦ σi = fi.

ii) Probar que el morfismo canónico colimI M+
i → (colimI Mi)

+ es un isomor-
fismo.

Lema 7.7.6. Sea {σi,j : Ri → Rj} un sistema dirigido de álgebras y morfismos uni-
tales. Entonces el morfismo canónico σ : colimI V∞(Ri)→ V∞(colimI Ri) inducido
por la familia V∞(σi) : V∞(Ri)→ V∞(colimI Ri) (i ∈ I) es un isomorfismo.

Demostración. Sea R = colimI Ri. Entonces M∞R = M∞ ⊗ R = colimI M∞ ⊗
Ri = colimI M∞Ri. Luego p ∈ Idem∞(R), existen i ∈ I y x ∈ Ri tales que
p = σi(x). Como p2 = p, existe j ≥ i tal que pj := σi,j(x) = σi,j(x)2. En
particular V∞(R) ∋ [p] = [σj(pj)]) ∈ ℑ(σ). Sea µi : V∞(Ri) → colimI V∞(Rj)
el morfismo canónico. Sean ξ, ν ∈ colimI V∞(Ri); entonces existen i ∈ I y
p, q ∈ Idem∞(Ri) tales que µi([p]) = ξ y µi([q]) = η. Si σ(ξ) = σ(η) entonces
[σi(p)] = [σi(q)]. Luego existen x, y ∈ R tales que xy = σi(p) y yx = σi(q).
Como I es filtrante, podemos elegir j ≥ i suficientemente grande de modo
que existan xj, yj ∈ Rj tales que x = σj(xj), y = σj(yj), xjyj = σi,j(p) y yjxy =
σi,j(q). Luego [σi,j(p)] = [σi,j(q)] ∈ V∞(Rj) y por tanto ξ = µjµi,j([p]) =
µjµi,j([q]) = η.

Corolario 7.7.7. El morfismo natural colimI K0(Ri) → K0(colimI Ri) es un iso-
morfismo.

Demostración. Se sigue del Lema 7.7.6 y del Ejercicio 7.7.5.

Ejemplo 7.7.8. Sean d ≥ 2 y Md∞ como en el Ejemplo 3.3.10. Entonces

K0(Md∞) = colim
N

K0(Mdn) = colim(K0(k)
d→ K0(k)

d→ . . . )

= K0(k)⊗ colim
N

(Z d→ Z d→ . . . ) = K0(k)⊗ ((
∞⊕

n=1

Ztn)/⟨dtn − tn+1⟩)

K0(k)⊗Z[t]/⟨dt− 1⟩ = K0(k)⊗Z[1/d].

Teorema 7.7.9 (Elliott, [16, Theorem 15.26]). Sea k un cuerpo y sean R y S álge-
bras ultramatriciales. Sea ξ : (K0(R), K0(R)+, [1R])

∼−→ (K0(S), K0(S)+, [1S])
un isomorfismo de grupos preordenados con escala. Entonces existe un isomorfismo
ϕ : R ∼−→ S tal que K0(ϕ) = ξ.
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7.8. El álgebra de Leavitt como producto cruzado

Sean R álgebra unital, ϕ : R → R un endomorfismo de k-álgebras, no ne-
cesariamente unital, y p = ϕ(1). Decimos que ϕ es un isomorfismo de esquina si
su correstricción R→ pRp es un isomorfismo. Sea ϕ : R→ R un isomorfismo
de esquina. Sean M el R-bimódulo libre con base {t+, t−} y TR M el álgebra
tensorial. El producto cruzado (o álgebra de polinomios de Laurent torcida) de R por
ϕ [4] es el cociente

R[t+, t−; ϕ] = TR M/⟨t+at− − ϕ(a), t−t+ − 1⟩

Observemos que, en S = R[t+, t−; ϕ], si a ∈ R, t+t− = p y por tanto t−(1−
p) = (1− p)t+ = 0. Luego

t−at+ = t−(pap + (1− p)ap + pa(1− p) + (1− p)a(1− p)) (7.8.1)

= t−ϕ(ϕ−1(pap))t+ = t−t+ϕ−1(pap)t−t+ = ϕ−1(pap).

En el siguiente lema, si ψ : R → R es un isomorfismo de esquina con q =
ψ(1), escribimos (Rq)ψ por el R-bimódulo Rq con multiplicación a · (xq) ·
b = axqψ(b), y ψ(qR) por el R-bimódulo qR con multiplicación a · (qx) · b =
ψ(a)qxb.

Lema 7.8.2. Sea S = R[t+, t−, ϕ].

i) El álgebra S es Z-graduada tal que

Sn =

{
S0tn

+ si n > 0
t−n
− S0 si n < 0.

ii) Hay un isomorfismo de R-bimódulos

Sn ∼=
{

(Rpn)ϕn n ≥ 0
ϕ−n(p−nR) n ≤ 0

Demostración. El álgebra T = TR(M) admite una única Z-graduación con |a| =
0 si a ∈ R y |t±| = ±1. Para esta graduación, los elementos t+at− − ϕ(a)
con a ∈ R y t−t+ − 1 son homogéneos de grado 0. Luego el ideal bilátero
I ◁ T que generan es homogéneo y el cociente S es un álgebra Z-graduada
y la componente de grado n es la imagen por la proyección al cociente de la
componente Tn. Ésta es generada por todos las los productos de elementos de
R con t+ y t− de grado total n. Se sigue de (7.8.1) que S0 es la imagen de R. las
relaciones de I que Sn es generado como k-módulo, por las proyecciones de
todos los productos de elementos de R y potencias de t+ y t− de grado total n.
Las relaciones de I implican que todo tal producto es imagen de un elemento
de la forma atn

+ si n > 0 y t−n
− a si n < 0, con a ∈ S0. Esto prueba i) y muestra

además que para todo n ≥ 0, la proyección π : T → S aplica Rt⊗n
+ ↠ Sn

y t⊗n
− R ↠ S−n. Sea, para cada n ∈ Z, Ln el lado derecho del isomorfismo

de ii). Por lo que acabamos de ver, π induce un morfismo de R-bimódulos
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suryectivo fn : Ln ↠ Sn (n ∈ Z). Para cada m, n ∈ Z, sea

µm,n : Lm × Ln → Lm+n, µm,n(x, y) =



xϕm(y) m, n ≥ 0
ϕ−n(x)y m, n < 0

ϕ−(n+m)(x)y 0 ≤ m ≤ −n
xϕm+n(y) 0 ≤ −n ≤ m

ϕm(xy)p(m+n) m + n ≥ 0 ≥ m
p−(n+m)ϕ

−n(xy) n ≥ 0 ≥ m + n

Es claro que µm,n es k-bilineal para todo m, n ∈ Z. Sea µ : L × L → L,
µ(∑m xm, ∑n yn) = ∑m,n µm,n(xm, yn). Es largo pero sencillo verificar que µ
es asociativo y que f = ∑n fn : L → S es morfismo de álgebras. Sean
u+ = p ∈ L1, u− = p ∈ L−1; entonces µ(u−, u+) = ϕ−1(p) = 1 y si
a ∈ R = L0,

u+ · a · u− = µ1,−1(µ1,0(p, a), p) = µ1,−1(pϕ(a), p) = pϕ(a)p = ϕ(a).

Por tanto hay un único morfismo de álgebras g : S → L tal que g ◦ π(a) = a
si a ∈ R, y g(t±) = u±. Por la propiedad universal de S, tenemos f ◦ g = idS.
Además es claro que g ◦ f es la identidad sobre L0 = R y que fija u±. Un
cálculo muestra que Ln = u−n

− L0 si n < 0 y Ln = L0un
+ si n > 0. Luego

g ◦ f = idL.

Proposición 7.8.3. Sea R =
⊕

n∈Z Rn un álgebra Z-graduada. Sean u+ ∈ R1 y
u− ∈ R−1 tales que u−u+ = 1 y ϕ : R0 → R0, ϕ(a) = u+au−. Entonces hay un
isomorfismo de álgebras Z-graduadas R0[t+, t−; ϕ]

∼−→ R.

Demostración. Por propiedad universal de S = R0[t±; ϕ] la identidad de R0
se extiende a un morfismo homogéneo f : S → R que manda t± 7→ u±. Sea
x ∈ R homogéneo de grado n. Si n > 0, entonces y = xun

− ∈ R0 y x = yun
+;

si n < 0, z = un
+x ∈ R0 y x = un

−z. Luego f es suryectivo y Ker( f ) ◁ S
es un ideal homogéneo. Si n > 0 y x ∈ Sn ∩ Ker( f ), entonces x = ytn

+ para
algún y ∈ R0 y yun

+ = 0. Multiplicando a derecha por un
− obtenemos que

yϕn(1) = ypn = 0, lo que por el Lema 7.8.2 implica que x = 0. Análogamente
Ker( f ) ∩ Sn = 0 para n < 0.

Sean E un grafo finito sin fuentes, L(E) su álgebra de Leavitt y L(E)n la
componente homogénea de grado n ∈ Z. Recordemos de la Proposición 4.6.8
que L(E)0 = M(E), el álgebra ultramatricial de E. Para cada vértice v sea
fv ∈ E1 tal que r( fv) = v. Sean

u+ = ∑
v∈E0

fv, u− = u∗+, ϕ :M(E)→M(E), ϕ(x) = u+xu−. (7.8.4)

Proposición 7.8.5. Sea E un grafo finito sin fuentes y sean u± y ϕ como en (7.8.4).
Entonces ϕ es un isomorfismo de esquina y el morfismo canónicoM(E)[t+, t−; ϕ]→
L(E), x 7→ x si x ∈ M(E), t± 7→ u±, es un isomorfismo.

Demostración. Notemos que u−u+ = ∑v,w∈E0 f ∗v fw = ∑v∈E0 v = 1; en parti-
cular u+u−u+ = u+ y u−u+u− = u−. Se sigue que ϕ es un isomorfismo de
álgebras entre L(E)0 =M(E) y la esquina del idempotente p = u+u−. Luego
L(E) ∼=M(E)[t+, t−; ϕ], por la Proposición 7.8.3.



100 CAPÍTULO 7. GRUPO DE GROTHENDIECK

7.9. Grupo de Bowen-Franks graduado

Sea E un grafo unital, A = AE ∈ Zreg(E)×E0
su matriz de incidencia reduci-

da y Z[t, t−1] el anillo de polinomios de Laurent. Sea B = BE ∈ Z[t, t−1]E
0×reg(E),

B(v, w) = δv,w− tA(w, v). El grupo de Bowen-Franks graduado de E es el Z[t, t−1]-
módulo

BF(E) = CokerB.

Observación 7.9.1. Sea E un grafo finito sin pozos. Entonces B = BE ∈ Z[t]E0×E0
.

Miremos a la multiplicación por B como endomorfismo del grupo abeliano
Z[t, t−1]E

0
. Sean I ∈ ZE0×E0

la matriz identidad y A = AE la matriz de inci-
dencia. La matriz de la multiplicación por B con respecto a la base {tn : n ∈ Z}
tiene una descomposición en bloques

⊕
n∈Z

[
I 0
−At I

]
En otras palabras, podemos pensar a B como la resta de la matriz identidad
de tamaño E0 ×Z menos la matriz de bloques

⊕
n∈Z

[
0 0
At 0

]
Esta es la transpuesta de la matriz de incidencia del grafo Ẽ de la Proposición
3.4.3. El grafo Ẽ tiene asociado el monoide abeliano

MẼ = N(E0×Z)/⟨(v, n) ∼ ∑
s(e)=v

(r(e), n + 1)⟩.

Este monoide viene equipado con una acción de Z, donde el generador envı́a
la clase de (v, n) en la de (v, n + 1).

Ejercicio 7.9.2. Sea E un grafo finito regular. Probar que BF(E) = M+
Ẽ y que

la multiplicación por t es inducida por la acción de Z en MẼ descripta en la
Observación 7.9.1.

Proposición 7.9.3. Sea E un grafo finito sin pozos. Entonces hay un isomorfismo
natural de grupos abelianos f : BF(E) ⊗ K0(k)

∼−→ K0(M(E)). Si E no tiene
fuentes y ϕ :M(E)→M(E) es como en (7.8.4), entonces f (t−1x) = K0(ϕ)( f (x))
para todo x ∈ BF(E)⊗ K0(k).

Demostración. Sea A′ = At
E; como E = reg(E), A′ ∈ ZE0×E0

. Tenemos isomor-
fismos de grupos abelianos

BF(E)⊗ K0(k) = (Z[t, t−1]E
0
/(I − tA′)Z[t, t−1]E

0
)⊗ K0(k)

= (
⊕
n∈Z

ZE0
tn/⟨ZE0

tn − A′ZE0
tn+1)⊗ K0(k)

= colim(ZE0 A′−→ ZE0 A′−→ . . . )⊗ K0(k)

= colim(K0(k)E0 A′−→ K0(k)E0 A′−→ . . . ) = colim
n

(K0(MnE)) = K0(M(E)).
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Sea f la composición de los isomorfismos de arriba. Para cada n ∈ N, sea ψn :
K0(Mn(E)) ∼−→ K0(Mn+1(E)) la composición de los isomorfismos canónicos
K0(Mn(E)) ∼−→ K0(k)E0 ∼−→ K0(Mn+1(E)). La multiplicación por t−1 co-
rresponde a través de f al morfismo inducido en el colı́mite por el siguiente
morfismo de sistemas dirigidos

. . . // K0(Mn(E))

ψn

��

// K0(Mn+1(E))

ψn+1
��

// . . .

. . . // K0(Mn+1(E)) // K0(Mn+2(E)) // . . .

Por otra parte, la restricción de ϕ a Mn(E) manda αβ∗ 7→ fs(α)αβ∗ f ∗s(β) ∈
Mn+1(E). Dado que la clase en K0(Mn(E)) de αα∗ depende sólo de r(α) y
que el isomorfismo K0(k)E0 → K0(Mn(E)) manda [p]χv en [pαα∗], se sigue
que ϕ :Mn(E)→Mn+1(E) induce ψn : K0(Mn(E))→ K0(Mn+1(E)). Luego
en el colı́mite, K0(ϕ) es la multiplicación por t−1.

Conjetura (Hazrat, [17, Conjecture 1]). Sean E y F grafos regulares finitos y
sea k un cuerpo. Sea ξ : BF(E)→ BF(F) un isomorfismo de Z[t, t−1]-módulos
que manda ι(MẼ) → ι(MF̃) y ∑v∈E0(v, 0) 7→ ∑w∈F0(w, 0). Entonces existe un
isomorfismo de álgebras Z-graduadas ϕ : L(E) ∼−→ L(F).

Un automorfismo g de un álgebra R se dice interior si existe u ∈ R∗ tal que
para todo x ∈ R, g(x) = uxu−1. Decimos que g es localmente interior si para
todo subconjunto finito F ⊂ R existe un isomorfismo interior h de R tal que
g(x) = h(x) para todo x ∈ F.

Ejercicio 7.9.4. Sean R un álgebra, ϕ : R → R un isomorfismo de esquina y
u ∈ R∗. Sea ad(u) : R → R, x 7→ uxu−1. Probar que las álgebras R[t±; ϕ],
R[t±; ad(u) ◦ ϕ] y R[t±; ϕ ◦ ad(u)] son isomorfas.

Teorema 7.9.5 (Ara-Pardo, [5, Theorem 4.1]). Sean k un cuerpo, E y F grafos
finitos esenciales y ξ como en la Conjetura 7.9. Sea ϕ : M(F) → M(F) como en
(7.8.4). Entonces existe un automorfismo localmente interior g :M(F)→M(F) tal
que L(E) ∼=M(F)[t+, t−, g ◦ ϕ].
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[12] Guillermo Cortiñas and Diego Montero, Algebraic bivariant K-theory and Leavitt path algebras,
J. Noncommut. Geom., to appear, available at arXiv:1806.09204. ↑91

[13] J. Cuntz and W. Krieger, A class of C∗-algebras and topological Markov chains, Invent. Math. 56
(1980), 251–268. ↑53

[14] J. Cuntz and D. Quillen, Algebra extensions and nonsingularity, J. Amer. Math. Soc. 8 (1995),
251–289. ↑33

[15] J. Franks, Flow equivalence of subshifts of finite type, Ergodic Theory Dynam. Systems 4 (1984),
53–66. ↑84

[16] Kenneth Goodearl, Von Neumann regular rings, Pitman Publishing Limited, Belmont, CA,
1979. ↑97

[17] Roozbeh Hazrat, The graded Grothendieck group and the classification of Leavitt path algebras,
Math. Ann. 355 (2013), 273–325. ↑101

[18] Rune Johansen and Adam P.W. Sørensen, The Cuntz splice does not preserve ∗-isomorphism of
Leavitt path algebras over Z, J. Pure Appl. Algebra 220 (2016), 3966–3983. ↑85

[19] Eberhard Kirchberg, The classification of purely infinite C∗-algebras using Kasparov theory, Pre-
print. ↑85

[20] N.C. Phillips, A classification theorem for nuclear purely infinite simple C∗-algebras, Doc. Math. 5
(2000), 49–114. ↑85

[21] Mikael Rørdam, Classification of Cuntz-Krieger algebras, K-theory 9 (1995), no. 1, 31–58. ↑85

[22] , A short proof of Elliott’s theorem, C. R. Math. Rep. Acad. Sci. Canada 16 (1994), 31–36.
↑85

[23] M. Tomforde, Leavitt path algebras with coefficients in a commutative ring, J. Pure Appl. Algebra
215 (2011), 471–484. ↑57

103

arXiv:1806.09204

	Módulos y bimódulos 
	Álgebras y bimódulos
	Grafos y bimódulos

	Producto tensorial
	Funciones bilineales
	Producto tensorial
	Álgebra tensorial
	Producto tensorial de álgebras
	Producto tensorial y sucesiones exactas
	Módulos inyectivos
	Módulos playos
	Extensión de escalares

	Propiedades de levantamiento
	Módulos proyectivos y conexiones
	Álgebras separables y casi-libres
	Colímites
	Álgebra ultramatricial de un grafo
	Localización

	Álgebras de Leavitt
	Semigrupo inverso asociado a un grafo
	Álgebra de Cohn de un grafo
	Extensión de Cohn; base de L(E)
	 El álgebra K(E)
	L(E) en el caso acíclico
	Graduación
	Teorema de unicidad de Cuntz-Krieger
	Teorema graduado de unicidad
	Ideales básicos homogéneos
	Clausura hereditaria y saturada
	Grafos cofinales
	El ideal generado por un ciclo sin salida
	Simplicidad
	Teorema de reducción
	Idempotentes infinitos
	Anillos simples puramente infinitos
	Álgebras de Leavitt simples puramente infinitas

	Teoría de Morita
	Contextos de Morita
	Módulos que inducen equivalencias Morita
	Contextos, idempotentes y esquinas
	Invariantes Morita
	Simplicidad puramente infinita

	Grafos y equivalencias Morita
	Remoción de fuentes
	Expansión en un vértice
	Etiquetamiento de aristas y particiones
	Equivalencia de flujo

	Grupo de Grothendieck
	El monoide V(R)
	Funtorialidad e invarianza Morita
	Completación de monoides abelianos
	Grupo de Grothendieck
	Álgebras propiamente infinitas
	Levantando morfismos
	K0 de álgebras matriciales y ultramatriciales
	El álgebra de Leavitt como producto cruzado
	Grupo de Bowen-Franks graduado


