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Préctica 4

En esta préctica, A es un anillo, R es un anillo con unidad, e ¢ : A — M, A e inc : M,A - M,11A
denotan los morfismos t(a) = aeyq, inc(a) = a. Escribimos

KH,(R) = coker(K H,,(Z) — KH,(R))

por el conticleo del morfismo inducido por el morfismo canénico Z — R.

(1) Sean F = (22 — y?)y + 2* € C[z,y] y R = Clx,y]/(F). Calcular K, (R) para n < 0. Sug: imitar
lo hecho en clase para calcular K,,(S), S = C[z,y]/(y? — 2% — 2?).

(2) Sean A; y Aj anillos, sea P = {z, : a € A;,i = 1,2} el anillo no conmutativo de polinomios sin
término constante y sea

Ay x Ag := P/{xaqp — xaxp : a,b € Ajyi = 1,2).
Sea F': Rings — Ab un funtor. Probar:

(a) La aplicacién j; : A; — Aj * Ag, ji(a) = [x,] es morfismo de anillos. Si f; : Ay — B
y fa : A2 — B son morfismos de anillos entonces existe un unico morfismo de anillos
fi A1« Ay — Btalque foj, = f; (i=1,2).

(b) Sea 7 : Ay x Ay — A; @ A, el morfismo candnico y sea diag : A1 ® As — Ms(A; * As),
diag(a,b) = ae11 + beas. Si F es May-estable entonces F(Man)F(diag) es un isomorfismo.

En particular, F(m) es suryectivo. Sug: encontrar elementos u,v € M3(A; * Az) tales que
vu = 1, u(inc(Mz(A; * Az))v C inc(Ma(Ay * Ag)) e inc(Mz(m)(diag(z))) = u(zes 3)v.

(c) Siademds F es invariante por homotopias polinomiales, entonces F'(diag)F'(7) es un isomor-
fismo. En particular F(7) es un isomorfismo. Sug: considerar el morfismo H : A; x Ay —
M3(Aq x As)[t] determinado por

H(ji(a)) = a(l — t*)%e;; + at(t* — D)eg; + a(l — £2)(t> — 2t)e; 3 — at(t® — 2t)es 3

(3) Sea QA = A x A el coproducto de A consigo mismo.

(a) Sea u: QA — A el tinico morfismo tal que p o j; = idy para i = 1,2, y sea ¢A = ker p.
Probar que ¢A es el ideal bildtero generado por los elementos ¢(a) = j1(a) — j2(a) (a € A).
(b) Sean k: ¢gA — QA la inclusién y F': Rings — Ab un funtor exacto escindido. Sea

F(jo,j1) = F(k) " (Lr@ay — F(j11))F (jo)-
Probar que F'(jo,j1) es un morfismo de grupos F'(A) — F(qA).
(c) Sea 7 : QA — A el morfismo determinado por 7w o j; = idg, Tojo =0. Sead: qgA — Ala
restriccién de w. Probar que si F': Rings — Ab es un funtor exacto escindido, Ms-estable e
invariante homotdpico, entonces F () y F(jo, 1) son isomorfismos inversos.

(4) Un grafo dirigido G = (E,V,r,s) consiste de un conjunto de vértices V, un conjunto de aristas
E, y funciones r, s : F — V que mandan una arista a su destino y su salida, respectivamente. Un
camino en G es una sucesién finita de aristas e = (ey,...,€;) tal que r(e;) = s(e;41); el nimero
I es la longitud de e, y s(e) := s(e1) y r(e) := r(e;) son respectivamente la salida y la llegada de
e. Los vértices se consideran caminos de longitud cero. Si e, f son caminos con r(e) = s(f), ef
es el camino que resulta de concatenar e con f. Sea P(G) el Z-mdédulo libre generado por todos
los caminos de G.

(a) Probar que P(G) tiene una estructura de anillo donde si e y f son caminos entonces su
producto es la concatenacién si r(e) = s(f) y cero en otro caso.

(b) Sea F : Rings — Ab un funtor. Probar que si V es finito y F' es aditivo e invariante
homotopico, entonces

F(P(G) = @ F(2).
veV



(5)

(6)

(¢) Probar que si ademdas F' conmuta con colimites filtrantes entonces la férmula de arriba vale
aunque V no sea finito.

Probar que los morfismos canénicos Z[t] ® A — Aft], PZLQ A - PAy QZ® A — QA son
isomorfismos.

Sea A un anillo. Sea T'(A) el anillo de polinomios sin término constante en las variables indepen-
dientes no conmutativas {z, : a € A}.

(a) Probar que hay un dnico morfismo de anillos 7 : T(A) — A que manda z, — a.

(b) Sea JA = kerw. Probar que KH,(JA) = KH,1(A) (n € Z).

b)
(a) Probar que K H satisface Mayer-Vietoris para todos los cuadrados de Milnor de anillos.
b)

(

Un poliedro es un conjunto finito K junto con una coleccién s(K) de subconjuntos no vacios de
K tal que 0 € s(K)y 0 #7 Co = 7 € s(K). Los elementos de K son los vértices del poliedro
y los de s(K) sus simples. Un morfismo de poliedros es una aplicacién f : L — K tal que

o€ s(K)= f(o) € s(K).
Un subpoliedro de K es un poliedro L tal que L C K y tal que la inclusién es morfismo. La unidn

(resp. la interseccion) de dos subpoliedros Ly, Ly C K es el subpoliedro con vértices Ly U Loy
(resp. L1 N Lg) y simples o (L) Uo(La) (resp. o(L1) No(Ls)).

Sea
2K =Zw:ve KD v-1, J[v. (5¢s(K)).
veK veS
(a) Probar que K — ZX es un funtor de poliedros en anillos unitales.
(b) Probar que si L C K es un poliedro entonces ZX — Z% es suryectivo.
c)
d)

Probar que KH satisface Mayer-Vietoris para cuadrados de Milnor en Rings L

Sea pt el poliedro de un solo vértice. Describir el morfismo Z — Z% inducido por K — pt.
Sea K un poliedro que es unién de dos subpoliedros Ly y Lo. Probar que el siguiente es un
cuadrado de Milnor:

7K s 7l

L

ZL2 ZLI NLo .

(e) Probar que si K € s(K) entonces I?f{n(ZK) =0.
(f) Sea S™ el poliedro con n + 1 vértices donde los simples son todos los subconjuntos propios.
Calcular K H,(Z%") (* € Z) en funcién de K H.(Z).



