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Préctica 3

En esta préctica, A es un anillo, R es un anillo con unidad, e t : A - M, A e inc : M,A — M, 1A
denotan los morfismos ¢(a) = ae;y, inc(a) = a. Un algebra sobre un anillo conmutativo unitario k¥ es un
anillo A con una estructura de k-mdédulo tal que si a,b € Ay A € k, entonces

A (ab) = (A-a)b=a(X-b).

Algunos de los ejercicios (indicados con un *) utilizan resultados bédsicos de la teorfa de operadores en
espacios de Hilbert y estdn pensados para quienes hayan cursado una materia (Anélisis Funcional, e.g.)
en la que se hayan dado. El ejercicio 6) estd destinado a quienes no estén familiarizados con el producto
tensorial.

(1) Sean F : Rings — Ab un funtor y A un anillo. Probar:
(a) Son equivalentes:
e Para todo n,p € N, F' es M-estable en M, A.
e Para todon € N, F' es My-estable en M, A.
En particular, un funtor Ms-estable es M,,-estable, para todo n.
(b) Si F es M,-estable tanto en A como en M, A, entonces F' es M,,-estable en A. En particular,
si F' es M.-estable, entonces es M, -estable para todo n.

(2) (a) Sea L un R-mdédulo libre, finitamente generado de rango n. Eligiendo una base 9B de L se
obtiene un isomorfismo ¢ = ¢ : M,,R — Endg L. Probar que K;(¢) es independiente de
la eleccién de B (5 = 0,1).

(b) Supongamos que R es un cuerpo. Si e € Endg L es idempotente, entonces ¢, : R — Endg L,
x +— ze es un morfismo de anillos. Probar que si e € Endgr L es de rango 1, entonces
K;(te) = Kj(¢r). En particular, K;(¢.) es independiente de la eleccién del idempotente e
de rango 1.

(c) * Sean H un espacio de Hilbert complejo separable (e.g. H = (?(N)) y F el anillo de
operadores T': H — H con dimim7T < oo. Si V C W C H son subspacios de dimensién
finitay U = V-NW entonces la descomposicién W = V@U induce una inclusién Endc (V) C
Endc(W). Probar que

F= |J Ende(V)
dim V <oo
(d) * Probar que si e € F is cualquier idempotente autoadjunto y de rango 1, entonces la

inclusién C — F, x — ze, induce un isomorfismo K;(C) — K,;(F). Probar més ain que
este isomorfismo es independiente de la eleccién de e.

(3) * Sean H como en el gjercicio anterior y sea B = B(H) el anillo de operadores acotados H — H;;
ie.
B={T:H — H: lineal tal que ||T|| := sup [|T(h)|| < oo}
[[R|]=1
(a) FaB.
(b) Sea KC <1 B la clausura de F; los elementos de K son los operadores compactos. Un resultado
clasico de Calkin establece que si I <1 B es un ideal propio, entonces F C I C K. Sea
R; = C&® I/F; probar que Ry es un anillo local (sug. usar el teorema de Riesz-Schauder).
(¢) Probar que hay un diagrama con filas exactas y columnas exactas escindidas:

0 F I I/F 0
0 F Col R; 0




(d) Probar que Ko(I/F) = 0. Deducir que Ko(F) = Ko(I) es suryectivoy que K1 (I/F) — KoF
se factoriza a través de K1 (R;) — Ko F.

(e) Ki(C®I) — Ki(Ry) es suryectivo.

(f) Ko(F) — Ko(I) es un isomorfismo.

(g) Sea Q= B/F ysea T € B tal que su imagen T € GL;(Q). Probar que T es un operador de
Fredholm.

(h) Probar que si T' es como en el {tem anterior y 0 : Ko(F) = Ko(C) = Z es el isomorfismo
del ejercicio anterior, entonces la imagen por #0 de la clase de T en K 1(Q) coincide con el
indice ind(T) = dimker 7' — dimim 7":

00[T) = ind(T).

(i) ;Qué pasa si reemplazamos F por un ideal propio cualquiera I en los dos {tems anteriores?

(4) Dados a,b € A, sea [a,b] = ab — ba. Sea

[A,A] = {i[ai,bi] ca;,b; €A (1 <1< n)}

Sea
HHy(A) .= A/[A, A]
Probar:
(a) La aplicacién Tr : MA — HHy(A), Tr(a) = [Y_, a;;] es una suryeccién con kerT D

(Moo A, Mo Al
(b) Si A% = A entonces ker T' = [My, A, Moo A] y HHg es My.-estable en A.
(¢) HHy conmuta con colimites filtrantes.
(d) HHy es un funtor aditivo.

(5) Sea Lo el anillo del ejercicio 16 de la practica 1. Probar:
(a) HHo(L2) # 0.
(b) L2 no es un anillo con sumas directas infinitas.

(6) Sean k un anillo conmutativo unital y sean M, N y P médulos sobre k. Sea
M ®i N =Z[M x N]/{(Am,n) — (m,An) :m € M,n € N)
Sea m ®n la clase de (m,n) en M ®; N. Probar:
(a) Hay una unica estructura de k-médulo en M @5 N tal que A- (m®@n) = (A-m) @n.
(b) La aplicacién b: M x N - M ®; N, (m,n) — m ®n es k-bilineal.
(c) Sif:MxN — P es bilineal, entonces existe un tinico morfismo de k-médulos f : M@ N —
P tal que f(m®n) = f(m,n).
(d) Hay isomorfismos canénicos (M ®; N) @ P2 M Q) (N @ P) y M @, N 2 N ®@; M.
(e) M ®, k=M.
(f) El funtor M®y, : £ — Mod — k — Mod conmuta con colimites filtrantes y sumas directas
arbitrarias.
(g) Si Ay B son k-algebras entonces A ® B tiene una unica estructura de k-dlgebra tal que

(a1 X bl) . (CLQ X bg) = (a1 . CL2) Rk (b1 . bg)
(h) Si A es una k-algebra y 1 < n < co entonces M, A = M,k ®j, A.

(7) Sean I' =TZ y A un anillo. Probar:
(a) Existe un morfismo de anillos canénico f : T’ ®z A — T'A que envia v ® a en va (recordar
queTA<TADT).
(b) Sean 7,7 : N x N — N las proyecciones. La funcién caracteristica ys € Z"*N de un
subconjunto S C N x N estd en I' si y sélo si
Se€O={TCcNxN:(3N)VneN),#(r, '(n)NT) < N,i=1,2}.
(c) SiaeTA, entonces
a= f( Z A ® X{(i,5):ai;=A})-
A€ima
En particular, f es suryectiva.



(d) Cada elemento z € I' ® A puede escribirse de la forma

n
= a;®xs,
1=1

con S1,...,5, €0,8; #8;sii#j.
(e) Sea S =UP,S;. Si FC{l,...,n}, sea
Se=([1S)N(((S\S))
ieF j¢F
Tenemos

Sperl, SFQSF/Z(DSiF#F,,
Xsi =) Xsp ¥ =3 (O ) ®Xs,-
i€F F ieF
(f) f es un isomorfismo.

(g) f induce un isomorfismo X ® A = Y A.

(8) Sean R un anillo unital y MR < E un anillo que contiene a M, R como ideal bildtero. Probar
que existe un tinico morfismo de anillos ¢ : ['*(R) — E tal que ¢(z) = = para todo € M, R.

(9) * Un resultado cldsico de Karoubi establece que K_1(K) = 0. Asumiendo ese resultado, probar
que K_1(I) = 0 para todo ideal propio I < B.

(10) Sean k un cuerpo y R = k[t?,t3] C k[t]. Probar que K_,, R = 0 para todo n > 1.

(11) Sean k un cuerpo y R = {(f,g) € k[t]|f(0) = g(0) y f(1) = g(1)}. Calcular K, (R) para todo
n < 0.



