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Subespacios vectoriales

Definicién

Un subconjunto S C R™ es un subespacio vectorial si se cumplen las
siguientes condiciones:

Q0csS
Q@ SiveSyweS, entonces v+we S
@ SiveSyA\eR, entonces A\v € §

Tomamos S = R"™, entonces S es un subespacio de R™

Tomemos S = {0}, entonces S es un subespacio de R”
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Subespacios de R?

Lineas por el 0

Sea v #+ 0 un vector en R2 y sea L la linea recta formada por todos los
multiplos de v. es decir

L = {\v|]A € R}

Veamos que es un subespacio.
00=0vel
@ Siv, e Ly wel, entonces existen A € Ry u € R tales que

v, = Av y w = uv. Por lo tanto

vitw=Av+uv=A+puvel

@ Siwel y\eR, entonces existe 4 € R tal que w = pv, por lo
tanto Aw = A(uv) = (Ap)v € L.
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Tercer caso
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Continuacion

Sea S un subespacio de R? que no es {6} ni es una linea.
@ Como S # {0} tiene que existir v € S tal que v # 0.
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Continuacion

Sea S un subespacio de R? que no es {6} ni es una linea.
@ Como S # {0} tiene que existir v € S tal que v # 0.

@ Como S no es una linea, debe existir un vector no nulo w € S que
sea linealmente independiente de v.
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Continuacion

Tercer caso

Sea S un subespacio de R? que no es {6} ni es una linea.
@ Como S # {0} tiene que existir v € S tal que v # 0.

@ Como S no es una linea, debe existir un vector no nulo w € S que
sea linealmente independiente de v.

@ Sean L la linea de multiplos de v y L; la linea de multiplos de w.
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Continuacion

Tercer caso

Sea S un subespacio de R? que no es {6} ni es una linea.
@ Como S # {0} tiene que existir v € S tal que v # 0.

@ Como S no es una linea, debe existir un vector no nulo w € S que
sea linealmente independiente de v.

@ Sean L la linea de multiplos de v y L; la linea de multiplos de w.

@ Supongamos que u es un vector no nulo de R2. Si u € L, entonces
uesS.Siu¢l
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Continuacion

Tercer caso

Sea S un subespacio de R? que no es {6} ni es una linea.
@ Como S # {0} tiene que existir v € S tal que v # 0.

@ Como S no es una linea, debe existir un vector no nulo w € S que
sea linealmente independiente de v.

@ Sean L la linea de multiplos de v y L; la linea de multiplos de w.

@ Supongamos que u es un vector no nulo de R2. Si u € L, entonces
uesS.Siu¢l

@ Trazamos las paralelas L” a L por uy L] a L; por u.
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Continuacion

Tercer caso

Sea S un subespacio de R? que no es {6} ni es una linea.
@ Como S # {0} tiene que existir v € S tal que v # 0.

@ Como S no es una linea, debe existir un vector no nulo w € S que
sea linealmente independiente de v.

@ Sean L la linea de multiplos de v y L; la linea de multiplos de w.

@ Supongamos que u es un vector no nulo de R2. Si u € L, entonces
uesS.Siu¢l

@ Trazamos las paralelas L” a L por uy L] a L; por u.
@ Sea v =L NLj. Entonces 3\ tal que v/ = Av € S.
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Continuacion

Tercer caso

Sea S un subespacio de R? que no es {6} ni es una linea.
@ Como S # {0} tiene que existir v € S tal que v # 0.

@ Como S no es una linea, debe existir un vector no nulo w € S que
sea linealmente independiente de v.

@ Sean L la linea de multiplos de v y L; la linea de multiplos de w.

@ Supongamos que u es un vector no nulo de R2. Si u € L, entonces
uesS.Siu¢l

@ Trazamos las paralelas L” a L por uy L] a L; por u.
Sea v/ =L NLj. Entonces 3\ tal que v/ = Av € S.
@ Sea w' =L, NL’. Entonces Ju tal que w' = pw € S.

©
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Continuacion

Tercer caso

Sea S un subespacio de R? que no es {6} ni es una linea.
@ Como S # {0} tiene que existir v € S tal que v # 0.

@ Como S no es una linea, debe existir un vector no nulo w € S que
sea linealmente independiente de v.

©

Sean L la linea de multiplos de v y LL; la linea de multiplos de w.

Supongamos que u es un vector no nulo de R?. Si u € L, entonces
uesS.Siu¢l

Trazamos las paralelas L” a L por uy L] a LL; por u.
Sea v/ =L NLj. Entonces 3\ tal que v/ = Av € S.

©

Sea w' =L; NL’. Entonces Ju tal que w' = pw € S.

© 000

Entoncesu=v' +w’ € § = S =R?
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Conclusion

Finalmente

Los subespacios de R? son:
o {6}
@ Lineas rectas por el origen.
@ Todo R2.

Subespacios de R3

Los subespacios de R3 son:
o {0}
@ Lineas rectas por el origen.
© Planos por el origen.
@ Todo R3.
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Operaciones con subespacios

Operaciones

Dados dos subespacios S; C R"” y S, C R” podemos formar dos nuevos
subespacios. La suma de subespacios

Sl+S2={V+W’V€S:l,WGS2}

Y la interseccién de subespacios

Demostrar que S; + S5 y S; NSy son subespacios de R™.
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Generadores

Definiciéon (Combinacién lineal)

Sea U = {vy,..., v, } un conjunto finito de vectores de R". Se dice que
un vector w € R" es una combinacion lineal de v, ..., v, si existen
numeros reales A, ..., \; tales que

W = /\1V1 + + )\kvk

Si tenemos v, un vector w es combinacion lineal de v, si w = \; v,

Tomemos v; = (1,0,0) y v, = (0,1,0), entonces w es combinacién
lineal de v; Y v, si w = (A;, Ay,0). Es decir w es solucién de la
ecuacion z = 0.
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Generadores 11

Definicion (Sub

Sea U = {vy,..., v, } un conjunto finito de vectores de R". El
subespacio S generado por vy, ..., Vv, es el conjunto formado por todas
las combinaciones lineales de vy, ..., v,. Voy a usar la notacién

S =< vy, ., v >

Proposicion

Sea U = {vy,...,v,} un conjunto finito de vectores de R". El
subespacio § =< v,,..., v, > es un subespacio vectorial de R"
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Generadores I11

Demostracion

Hay que ver que S cumple las tres condiciones de subespacio. Como

entonces 0 € S.
Siw=MANv,+-+A\v,eESyu=p v+~ p,v, €85, entonces

Wt u= (A + pg) vy + o (A + ) vy

por lo tanto w+u € S.
Siw=Av,+:+v, €Sy acR, entonces

aw = a\; vy +-+a\ v, €8,
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Generadores IV

Definicién

Dado un subespacio vectorial S C R™ se dice que un conjunto de
vectores vq,..., v, de S generan el subespacio S si § =< v,..., v, >.
Es decir si todos los elementos de S son combinacién lineal de los
vectores vq,..., Vv,

Dos conjuntos distintos pueden generar el mismo espacio. Por ejemplo
tomemos v, = (1,2), w; = (—1,—-2),w, = (2,4) veamos que

<v; >=< w,w, >. Como v; = —1w,, entonces si u = A\v; e<v; >
vale que u = (—\)w; + 0w, €< wy, w, >, es decir que

<v; >C< wy,w, >. Notemos que w, = 2v;. Si

U= [y Wy + [loWy €E< W, Wy >, entonces

u=—pu vy +2uyvy = (—pg +2p,)vy €< vy >, por lo tanto

< Wi, Wy >C< vy >,
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Generadores V

Ejemplo

Otro ejemplo es tomar el plano I de ecuacién y = 0 Los vectores
v, = (1,0,0),vy = (0,0, 1) generan II. Los vectores
w; = (—1,0,1),w, = (1,0,1), w3 = (2,0, 3) también generan II.

| \

Preguntas
Hay dos preguntas naturales:

@ ;Dado un subespacio S de R" cuales la minima cantidad de
vectores que se necesitan para generarlos?

@ ;Como se sabe si un conjunto de vectores es minimo?
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Vectores linealmente independientes

Idea

Volvamos el ejemplo anterior. Si tomamos
w; = (—1,0,1),w, = (1,0,1), w3 = (2,0,3). Se ve que

wy = (1/2)wy + (5/2)wy, o (1/2)vy + (5/2)wy + (=1)wy =0

U= [y Wy + [1gWy + [i3W3
entonces

U= Wy + Wy + 3 ((1/2)wy + (5/2)wsy)
= (1 + (1/2)pg)wq + (po + (5/2)p13) Wy
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Vectores linealmente independientes II

Vemos que w;, Wy, W3 y Wy, Wy generan el mismo subespacio.

Proposicion

Sivy,..., Vv, son un conjunto de vectores de R y uno de los vectores,
por ejemplo v, es combinacion lineal de los demds, entonces el espacio
generado por vy, ..., Vv, es igual al espacio generado por vq,...,v,_; )
Dado un conjunto vy, ..., v, de vectores de R™ existe un vector que es
combinacién lineal de los demés < existen A, ..., A\, no todos nulos tal
que

(_j = )\1V1 + + )\kvk

.
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Vectores linealmente independientes 111

Se dice que un conjunto de vectores vy, ..., v, son linealmente
independientes si

62)\1V1++>\kvk:>)\1:>\2==>\k=0

Tomemos v, = (1,1) y vo = (1,—1). Si \;v; + A\yv, = 0 esto implica
que A\; + Ay = A — Ay = 0. La tnica solucién de estas ecuaciones es
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Como se sabe si un conjunto de vectores son L.i.

Criterios
Supongamos que tenemos vectores v; = (v;1,;9, ..., U;,) con
1=1,...,k. ;Como podemos saber si son 1.i.? Un modo es formar la
matriz
Ull Ul2 cee Uln
A= : c c c
Vi1 Ugo - Vin

y ver que tiene rango k, es decir que después de hacer eliminacién
Gaussiana no quedan filas nulas.
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Ejemplo 1

Ejemplo 1

Tomemos v; = (2,1,4), v, = (5,1,—2), v5 = (3,1,0). La matriz es

2 1 4
A:(51—2)
3 1
2 1 4 2 1 4
51 2| —— |1 -1 —10
(3 1 0>F2*F2‘2F1 (3 1 0)
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Continuacion

2 1 4 1 -1 —10
1 -1 —-10| —=s ]2 1 4
3 1 o0 ) B9 \3 1 0

v

1 —1 —10 1 —1 —10
2 1 4 |——lo 3 24
3 1 o) B3 1 9

1 —1 —10 1 —1 —10
0 3 24 |—5lo 3 24
3 1 o ) BBBR g 4 30
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Continuacion

1 -1 —10 1 -1 —-10
0 3 24— 10 3 24

F3—F3—(4/3)F,

0 4 30 0 0 -2

Como tenemos una matriz triangular sin filas nulas, los vectores son 1.i.
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Ejemplo 2

Problema

Tomemos v; = (4,1,—2), vy = (—3,0,1), v4 = (1,—2,1). Queremos ver
si son Li,
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Continuacion

1 -2 1 1 -2 1
0 6 4|— |0 —6 4
4 1 —2) BeBHR o\ 9 g

1 -2 1 1 -2 1
0 6 4|—|0 —6 4
0 9 _g) BeRHA9R o o 9

Entonces hay dos vectores L.i. y el tercero es combinacion lineal de los
otros.
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Base de un subespacio

Definicién

Un conjunto de vectores vy, ..., v, son una base de un subespacio
S C R” si se cumplen todas las siguientes condiciones:

Q v,,...,v, generan S

© Los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes.

Teorema

| A\

Sea S un subespacio de R". Si vq,..., v, y Wy,..., w; son dos bases de
S, entonces k = j.

Definicién

Si S es un subespacio de R™ la cantidad de vectores que tiene cualquier
base de S se denomina la dimensién de S.
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Ejemplos

dim 1

Una linea recta por el origen esta generada por un vector no nulo. Por
lo tanto tiene dimensién 1.

dim 2

Un plano en R? por el origen estd generado por dos vectores no nulos
que no son multiplos uno del otro. Por lo tanto tiene dimensién 2

R2

| A\

Una base de R? es v; = (1,0), v, = (0,1), por lo tanto R? tiene
dimensién 2. Esta base se denomina la base canénica de R2.

Una base de R? es v; = (1,0,0), v, = (0,1,0), v3 = (0,0, 1) por lo
tanto R? tiene dimensién 3. Esta base se denomina la base canénica de
R3.
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