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Repaso de limite

Definicién

Sea f una funcién a valores reales definida para todo z € (a,b), excepto
posiblemente para un valor z, € (a,b) se dice que

o, T ="

si Ve > 0, existe 0 > 0 tal que 0 < |x — x| < § implica que |f(z)—1] <€

Definicién

Sea f: (a,+00) — R, se dice que

si Ve > 0, existe K > 0 tal que K < x implica que |f(z) — 1] <€

Jorge A. Devoto Funciones, Limites 2 de noviembre de 2020 2/23



Sea f:(—o00,b) — R, se dice que

lim f(z) =1
Tr—r—00

si Ve > 0, existe K > 0 tal que x < —K implica que |f(z) =] <€

Sea f: R — R, se dice que

S S =

si Ve > 0, existe K > 0 tal que |z| < K implica que |f(z) —1] <€
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Propiedades de los limites

Sean f y g dos funciones. Supongamos que lim,_,, f(z) =1,
lim,_,, g(x) =1y, y que k € R, entonces vale que

lim, ., (f£9)(z) =1 £,

My sz, kf(z) =kl
limwﬁa:‘j(fg)(x) =l

Sily #0, Hmz—):zzo(f/g)(x> =1;/l,

Sic € Ry existe lim, ,, f°(z), entonces lim,_,, f(z)=1]

©000O0OF0

Si f(z) < g(x) para todo = € (xq —r,xzy + ) excepto posiblemente
en x,, entonces [; <,

v
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Repaso de Continuidad

Definicién

Sea f: (a,b) - R y sea z € (a,b). Se dice que f es continua en x si

lm f(z) = f(x)

T—x)

Sea f: (a,b) — R. Se dice que f es continua, si f es continua en z
para todo z, € (a,b)
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Propiedades de las funciones continuas

Sean f y g dos funciones continuas en z, entonces
@ [+ g es continua en z,,
@ fg es continua en x,
@ Sig(zy) # 0, entonces f/g es continua en z,

© Si h es una funcién continua en y, = f(z,), entonces ho f es
continua en x
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Funciones escalares y funciones vectoriales

Funciones escalares

Una funcién escalar (los fisicos las llaman campos escalares) de
n-variables es una funcién f : % C R” — R. Normalmente se escribe
f(zq,...,x,). Cuando n = 2 normalmente se escribe f(z,y) y cuando
n = 3 se escribe f(z,y,2)

Funciones vectoriales

Una funcién vectorial (los fisicos las llaman campos vectoriales) de
n-variables es una funciéon f: & C R™ — R™ con m > 2. Se escribe

f(@q,--z,,) = (f1(@1, - Tp)s ey Fin( Ty o Z))

donde f;Uf C R™ — R son funciones escalares llamadas las componentes
de f.

=
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Ejemplos

Funciones escalares

Q f(z,y) = cos(zy) + 3x
(2] f($7 Y, Z) = xQZ + e®Y — sen(32)

(8] f($1,1’2,133,1’4) = ‘/L‘% _CE% —33% _1"421

Funciones vectoriales

0 f(z,y) = (zy,2* —y?)
Q f(x,y) = (e” cos(y), e” sen(y),y)
Q f(z,y,2) = (z*y°,In(cos(zyz)))
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Limite

Dado v, € R", un entorno reducido de v, es un conjunto de la forma
U=V —{v,} donde V es un conjunto abierto que contiene a v

Definicién

| A

Dado v, € R" y dada una funcién f: % — R™ definida en un entorno
reducido U de v,. Se dice que

lim f(v)=1€R™

V—vVg

si Ve > 0, existe 0 > 0 tal que 0 < |v — v,| < d implica que

I£(v) =1 <e
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Nota

La definicién de limite es formalmente igual en una o varias variables.
Por eso las propiedades formales de los limites son iguales.

Proposicion
Sea f: U CR™ - R™. Seal=(ly,...,1,). Si
fxy,..z,) = (fi(zq,...xp)s ooy (X, ... T,,)), entonces

lim f(zy,..2,) =1 lim f(z;,..2,)=1,V1<j<m

V=V V=V

3
[0}
| A\

Nota

La proposicién anterior nos dice que para estudiar limites basta
considerar funciones escalares. Esta proposiciéon es consecuencia de la
siguiente desigualdad: dado un vector en R™ se cumple

| A

2l < N@ps ez )| <3yl 1<k <n

\
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Propiedades de los limites

Sean f y g dos funciones a valores escalares. Supongamos que
im, ., f(v) =1, im,, , g(v) =1l y que k € R, entonces vale que

o 11,Inv—>vo (f + g)(‘T) = ll + l2

2 11,rnv—>v0 kf(l‘) = k;ll

o 11/Inv%vo (fg) (QL') = l1l2

Q Sily, #0, limy_,, (f/9)(x) =i/,

Q@ Sic € Ry existe lim, ,, f°(z), entonces lim,_,, f(z) = 1]

@ Si f(v) < g(v) para todo v € U donde U es un entorno reducido
de v, entonces [; <,
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Ejemplo

Tomemos
, 2x2 — Ty — y2
im ———>
(@y)—(1,1) 22 —y?

Notemos que la funcién no esté definida en (1,1).
Solucién: Vale que

i 2 —my—y? o Qety)@—y)
(@y)—-(1,1)  z2—y? (@y)—~(1,1) (T +y)(z—y)
_ lim 22HY)
(@y)—-(1,1) (T +y)
3
3

Nota: En este limite suponemos que (z,y) no se acerca a (1,1) por la
recta x =y
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Diferencia entre una y varias variables

Una variable

Cuando x — x hay solo dos direcciones de acercamiento

N Vi
7 A}

Lo

Dos variables

Hay muchas direcciones de acercamiento. Cuando (x,y) — (a,b)
podemos acercarnos por lineas rectas
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Curvas en el plano

Definicién

Una curva continua parametrizada en R? es una funcién v : [a, b] — R,
con y(t) = (x(t),y(t)) tal que las funciones x(t), y(t) son continuas.

Ejemplo 1

Sea ~y(t) = (cos(t),sen(t)),t € [0,27] se obtiene el circulo de centro
(0,0) y radio 1

A\
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Ejemplo 2 v(t) = (t* — 3t,3t* — 6.5)
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Curvas en el espacio

Definicién

Una curva continua parametrizada en R? es una funcién v : [a, b] — R3,
con y(t) = (x(t),y(t), 2(t)) tal que las funciones x(t), y(t), y z(t) son
continuas.

Ejemplo 1: La hélice (cos(t),sen(t),t)
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Limites curvilineos

Una curva 7 : [a,b] — R™ pasa por un punto v, € R” si existe
ty € [a,b] tal que v(t,) = v,

Definicion

Sea vy € R" y sea f: U — R una funcién definida en un entorno
reducido de v. Si 7 : [a,b] — R™ es una curva que cumple que
v(ty) = v, para algun t, € [a,b] definimos el limite de f a lo largo de la
curva y cuando v — v como lim,_, (f(7(¢))).

| A\

Nota
La idea es que el limite de f a lo largo de una curva es un limite de una
variable y por lo tanto es méas facil de estudiar.

v
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Teorema

Si lim,, . f(v) = [ entonces para cualquier curva 7 que pase por v el
limite de f a lo largo de la curva v cuando v — v, es [

| A

Nota

Este teorema se usa del modo siguiente: Si no existe el limite a lo largo
de una curva, o el limite a lo largo de dos curvas distintas es distinto,
entonces no existe lim,_,, f(v) =1

| \

Nota

El problema con los limites curvilineos es que puede ser dificil
encontrar curvas que pasen por vy.

.
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Limites direccionales

Un modo de resolver este problema es tomar lineas rectas que pasen
por v,. Sea w # 0 € R™ un vector fijo. Se define el limite de f en la
direccién del vector w como

15% fvo +tw)

El teorema nos dice entonces que si existe lim,_,, f (v) = [ entonces
todos los limites direccionales existen y son iguales. El problema es que
puede pasar que todos los limites direccionales son iguales, pero el
limite no existe.
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Ejemplo

Tomemos
22 yz
lim

(@)(0,0) 21 + 3y
Solucién En este caso f(z,y) = (z%y?)/(z* + 3y*). Hay un modo de

considerar todos los limites direccionales al mismo tiempo: tomemos
W= <w17w2)7 entonces f((070) + t(w17w2)) = f(twl?th) y

(twy)*(twy)? _ ﬁ ( (wy)?(wy)? )
(twy)* +3(twy)? 4 \ (wy)* + 3(wy)*

f(twlv t’UJ2> =

por lo tanto

, () (wy)?
b fbwn, twa) = 0 Sa T 3wy 78

Si tomamos w = (0,1) el limite es 0. Si tomamos w = (1,1) el limite es
1/4. Por lo tanto no existe el limite.
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Ejemplo
Tomemos
2y

lim ———
(2.9)-(0,0) T4 + ¢/
Soluciéon Consideramos dos casos. El primero es w = (w;,0). Entonces
f(tw,,0) = 0 para todo t, por lo tanto el limite es 0. Si
w = (wy,w,), wy # 0, entonces

t3ww tw?w
tw,, tw,) = i 1Wa
f(twy, tp) thwt + 12w 2wt 4w -0

En definitiva todos los limites direccionales son 0, Si nos acercamos por
la curva y(t) = (t,t?), entonces
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Una funcién f: U C R™ — R™ es acotada si existe K € R, tal que
|| f(zq,...,2,)|| < K para todo (zq,...,x,) € U

Una funcién f: U C R® - R™ ¢

flzy,...z,) = (fi(zq,.. T ),...,f (:Ul, ...x,)). Entonces f es acotada si
y solo si f; es acotada para todo 1 < j < m. Esto se demuestra usando
la misma desigualdad que usamos para los limites. Por esta razén es
suficiente considerar el caso de funciones escalares.
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Propiedades de las funciones acotadas.

Sean f:U — Ry g: U — R dos funciones acotadas. Entonces
Q@ [ + g es acotada.
@ fg es acotada.

@ Si tenemos h : & — R una funcién y k£ : R — R es acotada,
entonces k o h es acotada.

Si tenemos f: R®™ — R y queremos estudiar la acotacién, entonces se
puede usar la idea de tomar direcciones. Es decir para cada v #+ 0 € R"
podemos estudiar la acotacién de la funcién h,(t) = f(tv). Vale que si
f es acotada, entonces todas las funciones h,, son acotadas.
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