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Curvas suaves

Definición
Una curva parametrizada 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] → R𝑛, con 𝛾(𝑡) = (𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡))
es suave si las funciones 𝑥𝑗(𝑡) son derivables en (𝑎, 𝑏). En ese caso si
𝑎 < 𝑡0 < 𝑏 el vector 𝛾′(𝑡0) = (𝑥′

1(𝑡0), … , 𝑥′
𝑛(𝑡0)) se llama el vector

tangente en 𝛾(𝑡0)

𝛾(𝑡0)

𝛾′(𝑡0)
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Definición
Una curva 𝐶 ⊂ R𝑛(piensen en la idea intuitiva de una curva) es suave
si para cada punto v0 ∈ 𝐶 existe una curva parametrizada suave
𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] → R𝑛 y 𝑡0 ∈ (𝑎, 𝑏) tal que 𝛾(𝑡) ∈ 𝐶, para todo 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] y
𝛾(𝑡0) = v0. En ese caso vamos a decir que 𝛾 es una parametrización de
𝐶 cerca de v0

Nota
Una idea intuitiva es pensar a una curva como una ruta en un mapa.
Entonces parametrizar una curva es recorrer esa ruta en un auto
anotando en cada instante 𝑡 la posición exacta del auto.

Una curva no suave en un punto 𝑃

𝑃
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Derivadas a lo largo de curvas y direccionales

Definición
Sea 𝑓 ∶ 𝒰 ⊂ R𝑛 → R una función donde 𝒰 es un abierto. Si v0 ∈ 𝒰 y
𝛾 ∶ (𝑎, 𝑏) → 𝒰 es una curva con 𝛾(𝑡0) = v0 (𝑡0 ∈ (𝑎, 𝑏)) se define la
derivada de 𝑓 a lo largo de 𝛾 en v0 como (𝑓 ∘ 𝛾)′(𝑡0) (cuando esta
derivada existe)
Si v es un vector y 𝛾(𝑡) = v0 + 𝑡v definida para 𝑡 ∈ (−𝑟, 𝑟) se define la
derivada direccional de 𝑓 en la dirección de v por

𝜕𝑓
𝜕v(v0) = lím

𝑡→0
𝑓(v0 + 𝑡v) − 𝑓(v0)

𝑡

Nota
Cuando v = 𝑒𝑗 donde 𝑒𝑗 son los vectores de la base canónica, entonces

𝜕𝑓
𝜕v(v0) = 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(v0)

Jorge A. Devoto Significado geométrico del gradiente 6 de junio de 2021 4 / 18



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Propiedades

Nota
Vamos a usar la siguiente notación

𝐷v𝑓(v0) = 𝜕𝑓
𝜕v(v0), 𝐷𝑗𝑓(v0) = 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(v0)

Propiedades básicas
Valen las mismas fórmulas básicas que para las derivadas usuales

1 𝐷v(𝑓 ± 𝑔)(v0) = 𝐷v𝑓(v0) ± 𝐷v𝑔(v0).
2 𝐷v(𝑓𝑔)(v0) = 𝑔(v0)𝐷v𝑓(v0) + 𝑓(v0)𝐷v𝑔(v0)
3 SI w = 𝑘v donde 𝑘 ∈ R, entonces 𝐷w𝑓(v0) = 𝑘𝐷v𝑓(v0).
4 Si ℎ ∶ (𝑐, 𝑑) → R es una función derivable y 𝑓(v0) ∈ (𝑐, 𝑑), entonces

𝐷v(ℎ ∘ 𝑓)(v0) = ℎ′(𝑓(v0))𝐷v𝑓(v0).
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Nota
Muchos libros y autores trabajan solo con vectores de norma 1 para
definir derivadas direccionales. Esto se justifica por la propiedad 3.

Teorema
Sea 𝑓 ∶ 𝒰 ⊂ R𝑛 → R una función diferenciable en v0. Sea 𝛾 ∶ (𝑎, 𝑏) → 𝒰
una curva parametrizada suave y supongamos que 𝛾(𝑡0) = v0 para un
cierto 𝑡0 ∈ (𝑐, 𝑑), sea 𝛾′(𝑡0) el vector tangente a la curva en v0, entonces

(𝑓 ∘ 𝛾)′(𝑡0) = ∇𝑓(v0) ⋅ 𝛾′(𝑡0)

Corolario
Vale que si 𝑓 ∶ 𝒰 ⊂ R𝑛 → R es una función diferenciable en v0 y
v ∈ R𝑛, entonces

𝐷v𝑓(v0) = ∇𝑓(v0) ⋅ v
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Curvas de nivel

Recordar
Supongamos que tenemos una función 𝑓 ∶ 𝒰 ⊂ R2 → R. Para cada
𝑐 ∈ R la curva de nivel 𝑐 son las soluciones de la ecuación 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐.

Teorema
Sea 𝑓 ∶ 𝒰 ⊂ R2 → R una función diferenciable (Vamos a suponer de
clase 𝒞1) y sea 𝐶 la curva de nivel 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐. Si 𝐶 es no vacía y en
cada punto (𝑥0, 𝑦0) de 𝐶 se cumple que ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≠ (0, 0), entonces 𝐶
es una curva suave.

Jorge A. Devoto Significado geométrico del gradiente 6 de junio de 2021 7 / 18



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Idea de curva de nivel

𝑥

𝑦
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Relación con el gradiente

Idea
Supongamos que tenemos una función diferenciable 𝑓 ∶ 𝒰 ⊂ R2 → R,
Sea 𝑐 ∈ R y sea 𝐶 la curva de nivel 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐. Suponemos 𝐶 ≠ ∅ y
que 𝐶 es suave. Si 𝑝 = (𝑥0, 𝑦0) es un punto de 𝐶 y 𝛾 ∶ (𝑎, 𝑏) → 𝒰 es una
parametrización de 𝐶 cerca de 𝑝 con 𝛾(𝑡0) = 𝑝 para un cierto
𝑡0 ∈ (𝑎, 𝑏). Como 𝑓(𝛾(𝑡)) = 𝑐 para todo 𝑎 < 𝑡 < 𝑏, entonces

(𝑓 ∘ 𝛾)′(𝑡0) = 0, pero (𝑓 ∘ 𝛾)′(𝑡0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0).𝛾′(𝑡0)

si ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 entonces

∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ⟂ 𝛾′(𝑡0)
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Nota
Cualquier vector tangente a 𝐶 en 𝑝 es un vector tangente para alguna
curva parametrizada 𝛾.

Proposicion
Sea 𝑓 ∶ 𝒰 ⊂ R2 → R una función diferenciable. Sea 𝑘 ∈ R y sea 𝐶 la
curva de nivel 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑘. Suponemos 𝐶 ≠ ∅. Si 𝑝 = (𝑥0, 𝑦0) es un
punto de 𝐶 y ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0, entonces ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) es ortogonal a la
recta tangente a 𝐶 por 𝑝.
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Ejemplo
Tomemos 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦3 − 𝑦4 y sea 𝐶 la curva de nivel 0 de 𝑓 .

1 Entonces 𝐶 son las soluciones de 𝑥2𝑦3 − 𝑦4 = 0
2 Como 𝑥2𝑦3 − 𝑦4 = 𝑦3(𝑥2 − 𝑦) entonces 𝐶 es la unión del eje 𝑥 con

la parábola 𝑦 = 𝑥2

3 Tomemos 𝑝 = (1, 1), como 𝑓(1, 1) = 0 el punto 𝑝 ∈ 𝐶. Este punto
está en la parábola.

4 Podemos parametrizar la parábola cerca de 𝑝 con 𝛾(𝑡) = (𝑡, 𝑡2),
vale que 𝛾(1) = 𝑝

5 Tenemos

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = (2𝑥𝑦3, 3𝑥2𝑦2 − 4𝑦3), ∇𝑓(1, 1) = (2, −1),

6 Por otro lado 𝛾′(𝑡) = (1, 2𝑡) y por lo tanto 𝛾′(1) = (1, 2).
Finalmente

∇𝑓(1, 1) ⋅ 𝛾′(1) = (2, −1) ⋅ (1, 2) = 0
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Dirección de máximo crecimiento

Idea geométrica
Sea 𝑓 ∶ 𝒰 ⊂ R2 → R. una función diferenciable Sea 𝑝0 = (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝒰 y
sea 𝑞0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑥0, 𝑦0)).
Si tenemos un vector v = (𝑣1, 𝑣2) ∈ R2 podemos considerar recta 𝐶
dada por

𝛾(𝑡) = (𝑡𝑣1 + 𝑥0, 𝑡𝑣2 + 𝑦0, 0)
y la curva 𝐷 dada por

𝜎(𝑡) = (𝑡𝑣1 + 𝑥0, 𝑡𝑣2 + 𝑦0, 𝑓(𝑡𝑣1 + 𝑥0, 𝑡𝑣2 + 𝑦0))

Esta curva está contenida en el gráfico de 𝑓 y 𝜎(0) = (𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑥0, 𝑦0)).
Su derivada es

𝜎′(0) = (𝑣1, 𝑣2, 𝜕𝑓
𝜕v(𝑥0, 𝑦0))
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En la figura siguiente la recta 𝐶 está en negro, la curva 𝐷 en verde y el
vector 𝜎′(0) en azul

C
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Nota
La tercer componente del vector 𝜎′(0) mide la pendiente de la curva 𝜎
en el punto 𝑞0

Problema
Queremos saber para que dirección de movimiento esa pendiente es
máxima,

Nota
Hay que poner una restricción al problema. Si 𝜆 ∈ R es una constante
positiva vale que

𝜕𝑓
𝜕𝜆v(𝑥0, 𝑦0) = 𝜆𝜕𝑓

𝜕v(𝑥0, 𝑦0)

por lo cual tomando 𝜆 → ∞ se puede hacer la derivada direccional (si
𝜕𝑓
𝜕v(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0) tan grande como uno quiera.
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Solución
La restricción que ponemos es que ||v|| = 1. Después de todo solo nos
interesa la dirección representada por v Recordemos que

𝜕𝑓
𝜕v(𝑥0, 𝑦0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0).v

Si ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 tenemos

∇𝑓(𝑥0, 𝑦0).v = ||∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)||||v||𝑐𝑜𝑠(𝜃) = ||∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)||𝑐𝑜𝑠(𝜃)

donde 𝜃 es el ángulo entre los vectores ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) y v
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Como −1 ≤ 𝑐𝑜𝑠(𝜃) ≤ 1 tenemos

−||∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)|| ≤ 𝜕𝑓
𝜕v(𝑥0, 𝑦0) ≤ ||∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)||

Si tomamos
v = 1

||∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)||∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)

entonces 𝜃 = 0, cos(0) = 1 y obtenemos el valor máximo

𝜕𝑓
𝜕v(𝑥0, 𝑦0) = ||∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)||
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Otras dos direcciones interesantes son tomar 𝜃 = 𝜋 en ese caso estamos
tomando

v = − 1
||∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)||∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)

y obtenemos la dirección de mayor decrecimiento. En general

𝜕𝑓
𝜕v(𝑥0, 𝑦0) > 0 ⇔ ∡(∇𝑓(𝑥0, 𝑦0), v) < 𝜋

2
𝜕𝑓
𝜕v(𝑥0, 𝑦0) = 0 ⇔ ∡(∇𝑓(𝑥0, 𝑦0), v) = 𝜋

2
𝜕𝑓
𝜕v(𝑥0, 𝑦0) < 0 ⇔ ∡(∇𝑓(𝑥0, 𝑦0), v) > 𝜋

2
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