Problemas cuarto, quinto y sexto año 2009
En este libro se enuncian los problemas que aparecieron semana a semana en la parte de problemas de práctica en el año 2009 en la página http://www.olimpiadas.edu.ar/. Estos problemas sirvieron de práctica a los alumnos para las Olimpíadas Sanluiseñas del Conocimiento en el nivel de cuarto hasta sexto año. En la primera parte aparecen los enunciados de los 36 problemas. Y luego, a partir de la página 20, aparecen los enunciados junto con las resoluciones. En la primera parte sólo aparecen los enunciados, para que ningún alumno se vea tentado a leer rápidamente la solución sin antes pensar un poco el problema.
1) El banquero quiere almorzar

En un banco hay 3 cajas para atención al público. En general lo que ocurre a partir de la una del mediodía es que con las 3 cajas funcionando se mantiene una cola con unas 10 personas. O sea, las personas que van entrando al banco se compensan con las que van saliendo porque ya fueron atendidas. Sabemos que entre la 1 y las 2 del mediodía entra al banco aproximadamente una persona por minuto.

Cierto día, uno de los cajeros, se levanta a la 1:00 del mediodía y dice: 

“Muchachos: Es mi horario de almorzar, vuelvo en media horita”

Así es que el banco ese día siguió atendiendo con sólo 2 cajas abiertas durante esa media hora.
¿Cuando vuelva el cajero, a la 1:30, cuánta gente habrá aproximadamente en la cola?
2) Región pintada

Conociendo las medidas a y b que se muestran en la figura hay que averiguar cuánto mide el área de la región pintada 
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3) Un fórmula 1 en la 9 de julio

A fines del año pasado hubo un auto de fórmula 1 corriendo por la Avenida 9 de Julio en Buenos Aires. La recta más larga del circuito era de 600 metros

La duda que me surgió es si podría llegar el auto a una velocidad de 300 Km. / h. en ese trayecto. Buscando por Internet conseguí los siguientes datos sobre estos coches:

Aceleran:

· De 0 a 100 en 1,7 seg.

· De 0 a 200 en 4 seg.

· De 0 a 300 en 9 seg.

Y frenan 

· De 300 a 0 en 150 metros

Además tenemos que tener en cuenta algo que sabemos intuitivamente o por jugar a los jueguitos, que mientras más rápido va el coche, más le cuesta acelerar.

Entonces la pregunta es: ¿Pudo llegar a 300 Km. /h. y frenar por completo en sólo 600 metros?

4) Balanza de 2 platillos

Tenemos la clásica balanza de 2 platillos, que nos sirve para reconocer cuando 2 cosas pesan lo mismo ya que quedan los 2 platillos a la misma altura.

Tenemos 9 monedas de oro, de las cuales sabemos que una es falsa y pesa menos que las otras 8 monedas que pesan todas iguales entre sí. La cuestión es lograr reconocer cuál de las monedas es la que pesa menos, usando la balanza en sólo 2 ocasiones. 

¿Cómo usarías la balanza?

5) Superficie de campos
Cristina tenía un campo en forma de trapezoide (2 lados paralelos y 2 no), como se muestra en la figura. Decidió dividirlo en 4 campos triangulares, uno para cada uno de sus hijos, trazando las 2 diagonales. Si sabemos que las áreas de 2 de los triángulos son A y B respectivamente como se muestra en la figura.

1) ¿Qué relación hay entre las áreas de los 2 triángulos restantes? ¿Cuál tiene más área?

Si llamamos C al triángulo sin nombre de la derecha y D al triángulo sin nombre de la izquierda:

2) ¿La relación entre C y A es la misma que la que hay entre B y D?

O dicho de otro modo: ¿La cantidad de veces más grande que es c con respecto a A es lo mismo que la cantidad de veces más grande que es B con respecto a D?

3) ¿Cuál es la superficie de todo el trapezoide? Escribir el resultado en función de las superficies A y B
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Antes que nada quiero aclarar que este tipo de problemas son muy difíciles y a veces requieren de mucha imaginación o de mucha práctica para que a uno le salgan. Así que no hay que frustrarse si no salió ya que la idea es que con el correr del año vayamos practicando y aprendiendo hasta que en algún momento nos empiecen a salir. Suerte!
6) Un peso en monedas

Si nos dan $1 usando por lo menos 2 monedas. 

¿De cuántos modos diferentes nos pueden dar el peso?

Recordemos que hay monedas de 50, de 25, de 10, de 5 y de 1 centavo
7) Comisión en cámara de diputados

En cierta sesión de la cámara de diputados asistieron solamente 45 legisladores. Decidieron armar entre los presentes una comisión de 10 de ellos para estudiar un proyecto de ley. Quisieron que la comisión sea lo más plural posible, sin embargo notaron que en cualquier modo que quisieran armar la comisión siempre quedaban al menos 3 diputados del mismo partido político.

Pregunta 1: ¿Se puede concluir que hay 12 o más diputados de un mismo partido político ese día?
Pregunta 2: ¿Se puede concluir que hay 11 o más diputados de un mismo partido ese día?
8) Patentes de autos
Para las patentes de los autos se usan 3 letras y 3 números.

Las 3 letras se eligen dentro de 26 posibles (se excluyen la “ch” la “rr” y la “ll”)

Y los 3 números se eligen entre 10 posibles  (0, 1, 2, …, 9)
Supongamos que ya fueron entregadas todas las patentes posibles:
1) ¿Cuántas patentes diferentes hay?

Si no se permitiera que una misma letra aparezca 2 veces en la misma patente ni tampoco que un mismo número aparezca 2 veces en la misma patente,

2) ¿Cuántas patentes habría en total?

Pablo dice que es muy afortunado porque en su patente (que cumple con las condiciones de 2) las letras están ordenadas alfabéticamente y los números ordenados de menor a mayor

3) ¿Aproximadamente 1 de cada cuántas patentes son como la de Pablo?

Pablo sale todos los días a la vereda a ver pasar autos. Y entra recién cuando ve un auto que tenga las mismas cualidades del suyo en cuanto a la patente.

4) (difícil, dar respuesta intuitiva) ¿Cuántos autos creés que ve en promedio Pablo cada vez que sale?
9) Dibujar una casa

¿Sos capaz de dibujar la clásica casita que se muestra abajo sin levantar el lápiz y sin pasar 2 veces por el mismo lado?
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Si lo lográs, mostrá en qué orden dibujás los lados.

Y si pensás que no se puede, tenés que intentar explicar por qué no se puede.

Ayuda: Si no sabés bien por donde pensarlo podés ver el problema 10 de “Mis problemas favoritos de 2008” en las páginas 41 y 42 pero buscalo en el nivel de cuarto, quinto y sexto año!

Y si la casa fuera así:
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¿Podés dibujarla sin levantar el lápiz?

10) El genio de las tostadas

El otro día fui a hacer unas tostadas por la mañana. La situación era la siguiente. Tenía que tostar 9 pancitos. Los 9 pedazos eran cuadrados e iguales y mi tostadora es cuadrada y tal que los 9 pedazos cabían perfecto como se ve en la figura.
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Pero resulta que la tostadora tiene un poco doblada la chapa y calienta desparejo. De hecho, los panes puestos en las esquinas demoran 1minuto con 30’’  cada uno en tostarse. El pan puesto en el medio demora sólo 30 segundos en tostarse mientras que los panes puestos en los cuadrados norte, Sur Este y oeste demoran 1 minuto en tostarse.

Yo me creí muy piola cuando al tostarse el pan del medio, lo saqué y reemplacé con otro posicionado en una esquina para aprovechar el fuego fuerte. Sin embargo hay un amigo que asegura ser quien más rápido puede cocinar las 9 tostadas. 

¿Cuánto demora?

¿Cómo hace?
Observación: Los panes los tostamos de un solo lado no es necesario dar vuelta ningún pan.

11) Cambio de $100

Vamos al banco un día a pedir cambio de $100 y el cajero nos dice que no hay monedas que tiene que ser todo con billetes.

¿De cuántas maneras diferentes nos puede dar el cambio?

Recordemos que hay billetes de $2, $5, $10, $20 y $50
12) Las llamas atadas

Dentro de un campo, en una región con forma de polígono convexo de 4 lados y alambrada, se atan 4 llamas, una a cada uno de los vértices. En la figura se muestra sombreada toda la región de pasto que pueden comer las pobres llamas.
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Los círculos, son círculos centrados en los vértices del polígono y de radio 3 metros,  justamente el largo de la soga.

¿Qué superficie de pasto comen entre las 4 llamas?

13) Imagen digital

Es muy clásico ver en los relojes digitales que para marcar la hora se usan siempre los mismos 7 palitos, de los cuales aparecen algunos sí y otros no, dependiendo del número que se quiere representar. 

Por ejemplo podríamos ver la hora escrita del siguiente modo:

[image: image7.png]



Olvidémonos de los 2 puntos en la hora pues no tienen nada que ver con lo que queremos preguntar.

O en un estadio de fútbol podríamos ver la pantalla gigante con la siguiente inscripción
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La pregunta es: ¿Con esos 7 palitos, cuántos símbolos diferentes se pueden hacer?
Un símbolo es diferente a otro si hay algún palito que aparece en uno de los símbolos y no en el otro. Importa el lugar del palito. Ver el ejemplo que sigue:
Por ejemplo, los siguientes 2 símbolos son diferentes ya que a pesar de tener aspecto similar, en el de la izquierda se usan 2 palitos de arriba y en el de la derecha se usan 2 palitos de abajo:
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14) Apertura y Clausura

La primera división del fútbol Argentino tiene 2 torneos en el año. Uno que se llama Apertura y otro que se llama Clausura. 
Sabemos que en el torneo clausura jugaron exactamente los mismos 20 equipos que en el apertura, y además sabemos que el que ganó el apertura no ganó el clausura y el que salió 2º en el apertura no salió 2º en el clausura. 

Conociendo el orden del apertura, ¿De cuántos modos diferentes pudo haber sido el orden del clausura?
15) Cuánto mide el lado

En el triángulo equilátero que se muestra en la siguiente figura,
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Los lados pintados de rojo miden 
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cada uno y los otros como se indica en la figura
¿Cuánto vale 
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, la medida del lado?
16) Transformando una matriz

Se empieza con una matriz con 4 números enteros no negativos, digamos por ejemplo:
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 . La matriz se cambia del siguiente modo:

En cada lugar de la matriz se pone la diferencia en valor absoluto con el número que sigue, recorriéndola en sentido antihorario:

Veamos como se va transformando la matriz:
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Se llegó a una matriz con todos ceros. 
Lo que hay que explicar es por qué siempre que empecemos con una matriz de 4 valores enteros no negativos y la vayamos transformando con el método propuesto, se va a terminar tarde o temprano en una matriz de 4 ceros.
17) Cables cruzados

En una superficie llana, totalmente nivelada, hay 2 postes. Uno de 20 metros de altura y el otro de 30 metros de altura. Se atan 2 cables. Uno de estos va desde el pie de uno de los postes hasta la punta del otro. Y el otro al revés. Como se muestra en la siguiente figura:
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¿A qué altura sobre el nivel del piso se cruzan los 2 cables?
18) Partido de bolitas

Problema: 2 amigos, Pichi y Martín juegan un partido a las bolitas al mejor de 3 juegos. Esto significa que gana el partido aquel que logre ganar 2 juegos o más, de los 3 que juegan.

Digamos que en cada juego Pichi tiene una probabilidad de 
[image: image24.wmf]3

2

de ganar, mientras que Martín tiene una probabilidad de 
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de ganar.

¿Qué probabilidad tiene Martín de ganar el partido?
Aclaración: Que Pichi tenga una probabilidad de 
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 de ganar significa que en promedio (a largo plazo) gana 2 de cada 3 juegos que juega contra Martín.

19) Apuestas por Internet

Ayer escuché en la radio que comentaban sobre los sitios de apuestas para eventos deportivos que hay en Internet. Decían que para el partido de Fútbol entre el Barcelona y el Chelsea por la copa de campeones de Europa, cierto sitio de Internet pagaba:

· $2,26 por cada $1 apostado, si ganaba el Barcelona, a aquellos que apostaron al Barcelona

· $2,75 por cada $1 apostado, si ganaba el Chelsea, a aquellos que apostaron al Chelsea

· $3,28 por cada $1 apostado, si empataban, a aquellos que apostaron al empate
Aclaración: Apenas una persona hace una apuesta, ese dinero que apuesta ya es propiedad del sitio de Internet. O sea, si alguien por ejemplo le apostó $1 al empate y luego empatan, entonces recibe $3,28 pero su ganancia real se de $2,28 ya que $1 ya lo había gastado para apostar.
El dato me resultó curioso, y formulé el siguiente problema:

Supongamos que el modo de operar de este sitio de Internet es el siguiente:

Primero recibe las apuestas. Hay 3 tipos de apuestas. O gana Barcelona, o gana Chelsea o empatan. Luego, del total de plata que recauda por apuestas, se queda con cierto porcentaje  de ese total y entonces ahí, una vez que ya se quedó con ese porcentaje anuncia cuánto paga según el resultado.

¿Cuál es aproximadamente el porcentaje que se queda el sitio de Internet?
20) Diámetro del círculo

En la siguiente figura:
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El círculo está centrado en el punto O y el segmento CB yace en la recta tangente a la circunferencia que pasa por B

CD mide 6

AD mide 10

¿Cuál es el diámetro del círculo?
21) Jugando a los dardos

2 amigos juegan a los dardos apuntando a un blanco como el que muestra la figura

[image: image28.png]



O sea hay sólo 2 puntajes posibles en cada tirada: Se suman 15 puntos si se acierta en el círculo central y sólo 7 puntos en el resto del blanco.

Luego de cada tirada se sumaban el puntaje obtenido

Y Ganaba el juego quien llegaba a 55 puntos con menos cantidad de tiradas. Luego de jugarlo varias veces notaron que nunca llegaban justo a 55.

Se pusieron a pensar y notaron que a partir de cierto número, para cualquier número más grande, siempre era posible llegar justo a ese número.

La pregunta es:

1) ¿Cuál es el número más grande al que es imposible llegar justo?

Supongamos que  

Supongamos que acertar al centro da 
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 puntos y en el resto del tablero da 
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 ambos números naturales y el máximo común divisor entre 
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 y 
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 es 1

2) ¿Cuál es el máximo número al que no se puede llegar sumando de 
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 y/o 
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? 
22) Razón entre los triángulos

El cuadrado ABCD tiene lados de longitud 1.
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El punto M es el punto medio entre C y D

Se trazan la diagonal AC y el segmento BM y quedan formados 2 triángulo que pintamos de rojo y verde

1) ¿Qué relación hay entre la superficie del triángulo rojo y la del triángulo verde?

Y si el punto M hubiera estado en el segmento CD, pero a una distancia de 
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 del puno C

2) ¿Qué relación habría habido entre los triángulos rojo y verde que se formaban?
23) Cuántos rectángulos

En las siguientes figuras hay tres, nueve y dieciocho rectángulos, respectivamente: 
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¿Cuántos rectángulos hay en esta otra figura?: 
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24) Juego con cartas

El juego consiste en lo siguiente:

Agarramos una baraja española, separamos el 1, 2, 3 y 4 de oros y también 1, 2, 3 y 4 de copas. De este modo tenemos sólo estas 8 cartas para jugar.

El juego consiste en mezclar las 8 cartas y luego ir dando vuelta de a una las cartas. En el momento que damos vuelta la última carta de oro, contamos cuantas cartas en total dimos vuelta (contando la última) y anotamos ese número. Lo menos que podemos anotar es 4 (si justo las 4 primeras que damos vuelta son de oro) y lo máximo 8.

1) ¿De cuántos modos diferentes pueden quedar ordenadas las cartas luego de mezclar?

2) ¿De cuántos modos pueden quedar ordenadas para que las 4 cartas de arriba sean de oro (o sea se anote 4 en el juego)?

3) De cuántos modos diferentes pueden quedar ordenadas las cartas para que se anote 5 en el juego.

4) Responder lo mismo para anotar 6, 7 u 8
25) Prode

El Prode (Pronósticos deportivos) es el clásico juego donde se llena una tarjeta intentando predecir los resultados de 13 partidos de fútbol que se jugarán el fin de semana. En la tarjeta figuran 13 partidos, y en cada partido hay que arriesgar sobre si va a ganar el local, si va a ser empate o si va a ganar el visitante, hay que elegir sólo una de las opciones. De yapa, hay 2 de los 13 partidos donde se pueden arriesgar 2 resultados posibles. Supongamos que de antemano en cada uno de los 13 partidos hay una probabilidad de 
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 para cada uno de los resultados posibles. O sea, la suposición que hacemos es que no hay equipos mejores que otros, como si el juego fuera totalmente de azar.

¿Cuál es la probabilidad de acertar llenando una tarjeta los resultados de los 13 encuentros?
26) 1001

1) Si nos quedamos con el conjunto de números naturales entre 1 y 1001 que no son múltiplos ni de 7, ni de 11 ni de 13: ¿Cuántos hay?

2) Si sumamos dichos números: ¿Cuánto da?
27) Círculos que se cruzan

2 Círculos se cruzan como se ve en la figura de modo que el centro de un círculo es parte del otro círculo y viceversa.
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En el dibujo pintamos de rojo un arco dentro del círculo B. Y los puntos O y O’ son los centros de ambos círculos

¿Qué porción del círculo B es la pintada de rojo?
28) No a los grupos cerrados

Una chica que cumplía 15 años tenía la particularidad de que no le gustaban los grupos de amigos cerrados. Y por eso al momento de diagramar las mesas intentó hacerlas de modo que en cada mesa no todos sean conocidos entre sí, para que se integren y se conozcan.

En una mesa, en la que había 8 personas, resultó que ninguno conocía a más de 3 de la mesa de sus 7 comensales. Sin embargo cualquier par de personas de la mesa o se conocían o tenían un conocido en común en esa misma mesa. 

¿Puedes dar un ejemplo de quienes se conocía con quienes en dicha mesa?
29) Justo a tiempo

En el canal Telefé hay un programa de entretenimientos que se llama “Justo a tiempo”. Uno de los juegos del programa consiste en que llaman a un televidente y hay 7 personas sentadas en una mesa, cada una de las cuales tiene un plato, que en la parte de abajo (que queda contra la mesa) tiene una leyenda o no. Hay un plato que abajo dice “Justo”, hay otro que dice “a” y hay otro que dice “tiempo” y los otros 4 platos no dicen nada.

Antes de comenzar muestran los 7 platos al televidente en su parte de abajo para que constate lo que tienen escrito los platos y para que intente seguirlos. Luego, estas 7 personas se empiezan a pasar los platos de un modo que yo pierdo de vista cualquiera de los platos que sabía que decía y luego de semejante mareo, para mí cualquier plato puede estar en cualquier lugar. Supongamos que me llaman justo a mí y tengo que arriesgar quien tiene el plato que dice “Justo”, quién tiene el que dice “a” y quién tiene el que dice “tiempo”

1) ¿Qué probabilidad hay de que acierte los 3?

2) ¿Y qué probabilidad hay de que acierte exactamente 2?
30) Patineta

2 hermanos, Sebastián y Rodrigo, tienen una sola patineta que la tienen que compartir.

Tienen que ir por la ciclovía hasta el club que queda a 1 Km. de la casa. 

· Sebastián camina a 5Km. /h. 

· Rodrigo camina a 10 Km. /h. 

· Y cualquiera de los 2, en la patineta anda a 15 Km. /h.

¿Cuánto es lo mínimo que pueden demorar en llegar ambos al club?

Pista: Pueden dejar la patineta en la ciclovía sola que nadie se la va a robar. 
31) Mínimo común múltiplo

Hay 2 números naturales cuyo mínimo común múltiplo es 3780 y estos 2 números difieren sólo en 5 unidades. 
¿Serías capaz de encontrarlos?


32) Distancia entre las ciudades

Dos ciclistas recorren a velocidades constantes el camino entre A y B ida y vuelta sin parar. Los dos salen al mismo tiempo. Uno sale de A, llega a B y de inmediato regresa a A y así continúa. El otro, sale de B, llega a A y de inmediato regresa a B y continúa del mismo modo. Durante el viaje, se cruzan de frente las dos primeras veces: la primera a 11km de A, y una hora más tarde se cruzan por segunda vez a 9km de B. 

1) ¿Qué distancia hay entre las 2 ciudades?
2) ¿A qué velocidad iban los ciclistas?

33) MCM y MCD

Dos números naturales tienen como mínimo común múltiplo al 264.600

Y como máximo común divisor al 30

¿Cuál es el producto de ambos números?

Explica con claridad
34) Partido de Metegol

Pablo y Walter juegan al metegol. Uno contra el otro. Pablo juega mejor que Walter. De hecho, cada bola que juegan, Pablo tiene un 60% de probabilidades de hacer gol y Walter sólo un 40%. Cada bola nueva que juegan, se repite dicha  probabilidad.

¿Cuál es la probabilidad de que Pablo le gane a Walter un partido de metegol?

Recordamos que en un partido de metegol se juegan 7 bolas y gana quien logra meter al menos 4 de estas. 
35) Mundial de fútbol

En un mundial de fútbol, llegan 16 equipos a los octavos de final.

A partir de entonces se diagraman los partidos como se ve en el siguiente gráfico. Donde numeramos los equipos desde f1 hasta f16 donde f1 es el primer favorito y así siguiendo hasta el último favorito.
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De esos 16 hay 4 equipos que son los grandes favoritos (f1, f2, f3 y f4), digamos que son Argentina, Brasil, Alemania e Italia. Supongamos que cualquiera de estos grandes favoritos tiene una probabilidad de
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de ganarle a cualquier equipo entre f5 y f16. Y cuando juegan 2 grandes favoritos entre sí, hay probabilidad 
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para cada uno de ganar o pasar a la siguiente ronda que en nuestro caso es lo mismo..

Digamos que Argentina es f1.

1) ¿Al menos que probabilidad hay de que Argentina gane la copa del mundo?

Para responder 1) deberías poder decir Argentina tiene al menos tantas probabilidades de ganar la copa.

2) ¿Qué probabilidad hay de que f4 no llegue a la semifinal?

3) ¿Qué probabilidad hay de que f2 no llegue a la final?

4) ¿Qué probabilidad hay de que Argentina gane la copa sin necesidad de ganarle a ninguno de los grandes favoritos?

5) ¿Qué probabilidad hay de que Argentina gane la copa?

6) ¿Qué probabilidad hay de que alguno de los grandes favoritos gane la copa?
A partir de la ahora están los enunciados con sus respectivas resoluciones!!!
1) El banquero quiere almorzar

En un banco hay 3 cajas para atención al público. En general lo que ocurre a partir de la una del mediodía es que con las 3 cajas funcionando se mantiene una cola con unas 10 personas. O sea, las personas que van entrando al banco se compensan con las que van saliendo porque ya fueron atendidas. Sabemos que entre la 1 y las 2 del mediodía entra al banco aproximadamente una persona por minuto.

Cierto día, uno de los cajeros, se levanta a la 1:00 del mediodía y dice: 

“Muchachos: Es mi horario de almorzar, vuelvo en media horita”

Así es que el banco ese día siguió atendiendo con sólo 2 cajas abiertas durante esa media hora.
¿Cuando vuelva el cajero, a la 1:30, cuánta gente habrá aproximadamente en la cola?
Pensemos primero como es el funcionamiento del banco cuando funcionan las 3 cajas. Sabemos que en promedio entra una persona por minuto. O sea, entre la una y las 2 entran unas 60 personas. Pero también sabemos que con las 3 cajas se atienden unas 60 personas en ese período. Eso nos podría sugerir que cada cajero atiende unas 20 personas durante esa hora. Y eso significa que atender a una persona, en promedio demora unos 3 minutos.

Esto es lo importante, que cada persona demora en promedio unos 3 minutos en ser atendida.

Entonces, ahora para responder la pregunta del problema. Veamos los datos que sabemos:

· Entre la 1:00 y la 1:30 entran unas 30 personas.

· En 30 minutos, cada cajero logra atender unas 10 personas. O sea, entre los 2 atienden 20 personas.

O sea, en ese período entraron al banco 30 personas y salieron 20. Por lo tanto hay 10 personas más en la cola que las que había a la una.

Y como a la 1:00 había unas 10 personas, entonces a la 1:30 hay unas 20 personas en la cola

Resolución propuesta por Camila Mana, con una corrección al final
cuando el cajero se fue, habia dos personas atendidas, y 10 haciendo cola, en los 30 minutos entraron 30 personas al banco, 30 mas 10 que habia mas dos atendidas es 42 personas...
si uno saca la cuenta las personas estan 3 minusos siendo atendidas, entonces 30 dividido 3 es 10, atiendes a dies personas en 30 minutos...
42 personas menos 10 es 32...
cuando vuelva el banquerohabra una cola de 32 personas...

Corrección del profe: Está bien el razonamiento que hiciste. Lo único que contaste como si hubiera un sólo cajero, ya que contás como que sólo se atienden 10 personas en esos 30 minutos cuando en realidad cada cajero atiende a 10 y entonces se atiende a 20. Pero lo razonaste muy bien, que es lo más importante. Saludos, Agustín
2) Región pintada

Conociendo las medidas a y b que se muestran en la figura hay que averiguar cuánto mide el área de la región pintada 

[image: image45.png]



Resolución: Los problemas de geometría tienen una gran dificultad, pues hay muchos modos de pensarlos y a veces uno no sabe cuál convendrá. Y llegar hasta el final de uno de esos modos y resolverlo suele no ser fácil, por lo que uno se ve tentado a cambiar de modo de pensarlo por la mitad, lo que no es muy recomendable. Tal vez es bueno para resolver este tipo de problemas ir viendo cosas intuitivamente y avanzando en una posible resolución basada en que la intuición no está fallando y luego intentar comprobarlas. Por ejemplo, en el siguiente dibujo
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da la impresión que dividimos al triángulo ABC en 3 triángulos:

Uno, el pintado que es CDB

Y otros 2 triángulos que parecen iguales, que son ABD y ADC.

Este “parecen” sería nuestra primera intuición que dejamos para corroborar al final

Esto nos da la pauta que podríamos calcular el área de la región pintada, restándole al área de ABC 2 veces el área de ABD

Hasta ahora es pura intuición, pero sigamos este camino.

El área de ABC es 
[image: image47.wmf]2
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. Esa la tenemos!

Nos faltaría calcular el área de ABD. 

Dibujemos:

[image: image48.png]Al




Si los triángulos ABD y ADC son iguales, ambos tienen la misma altura 
[image: image49.wmf]x

.

Para calcular 
[image: image50.wmf]x

, que es lo que nos falta para calcular el área de ABD, pensamos lo siguiente.

Sabemos que BDE y BFA son triángulos semejantes, por lo que tiene que valer la siguiente igualdad:
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O dicho de otro modo:
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En base a esto vamos a intentar despejar 
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.
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Si este es el valor de 
[image: image55.wmf]x

, entonces el triángulo ABD tiene área 
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Entonces el área de la región pintada sería:
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Entonces, si la suposición de que los triángulos ABD y ACD son iguales, llegamos a la conclusión de que el área de la región pintada es 
[image: image58.wmf]b
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Ahora vamos a intentar justificar  que ABD y ACD son iguales, aún a riesgo de que resulte un plomo. 
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Observando el dibujo, vamos a ir justificando. Obviamente el ángulo 
[image: image60.wmf]C
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es igual que el ángulo 
[image: image61.wmf]B
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porque en ambos casos da lo mismo la división entre cateto opuesto y cateto adyacente. Pero por la misma razón también es claro que el ángulo 
[image: image62.wmf]F
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 es igual a 
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Y de estas 2 igualdades de ángulos se desprende claramente que 
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Pero entonces si pensamos en el triángulo DBC y pensamos que BC es la base, la altura de dicho triángulo es la distancia del punto medio del segmento BC, que llamamos H, hasta el punto D. 

Pero el punto H en el plano de coordenadas sería el punto 
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 si pensamos al punto 
[image: image66.wmf]A

 como el origen de coordenadas. Y el punto D también cumple que sus coordenadas son iguales ya que HD es perpendicular a BC. Y de ahí resulta que A, D y H están alineados y resulta que los ángulos 
[image: image67.wmf]B
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 y 
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 son iguales y por lo tanto, ya podemos concluir que los triángulos ADB y ADC son iguales.

3) Un fórmula 1 en la 9 de julio

A fines del año pasado hubo un auto de fórmula 1 corriendo por la Avenida 9 de Julio en Buenos Aires. La recta más larga del circuito era de 600 metros

La duda que me surgió es si podría llegar el auto a una velocidad de 300 Km. / h. en ese trayecto. Buscando por Internet conseguí los siguientes datos sobre estos coches:

Aceleran:

· De 0 a 100 en 1,7 seg.

· De 0 a 200 en 4 seg.

· De 0 a 300 en 9 seg.

Y frenan 

· De 300 a 0 en 150 metros

Además tenemos que tener en cuenta algo que sabemos intuitivamente o por jugar a los jueguitos, que mientras más rápido va el coche, más le cuesta acelerar.

Entonces la pregunta es: ¿Pudo llegar a 300 Km. /h. y frenar por completo en sólo 600 metros?

Resolución: Para resolverlo hacemos la siguiente cuenta.

Primero intentamos calcular cuántos metros recorrió mientras aceleraba de 0 a 100.

Lo que podemos suponer es que la velocidad promedio en ese trayecto es por lo menos de 50 Km./ h. y esto se debe justamente a que mientras más rápido va, más le cuesta acelerar. Eso hace que esté más tiempo en las velocidades altas que en las bajas. Y que la velocidad promedio sea más que la mitad.

Pero ir a 50 Km. /h. es lo mismo que ir a 50.000 metros cada 3600 segundos.

Entonces en 1,7 segundos hace por lo menos 
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De un modo similar, vemos que mientras acelera de 100 a 200 va en promedio a más de 150 Km. /h., entonces en ese lapso de 2,3 segundos, recorre por lo menos  
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Y mientras acelera de 200 a 300, recorre por lo menos 
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Si sumamos esas 3 distancias, más la distancia del frenado nos da 
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Por lo que deducimos que por lo menos necesita 616 Mts. de pista para llegar a 300 Km. /h. y frenar a 0.

4) Balanza de 2 platillos

Problema: Tenemos la clásica balanza de 2 platillos, que nos sirve para reconocer cuando 2 cosas pesan lo mismo ya que quedan los 2 platillos a la misma altura.

Tenemos 9 monedas de oro, de las cuales sabemos que una es falsa y pesa menos que las otras 8 monedas que pesan todas iguales entre sí. La cuestión es lograr reconocer cuál de las monedas es la que pesa menos, usando la balanza en sólo 2 ocasiones. 

¿Cómo usarías la balanza?

Resolución: En la primera pesada ponemos 3 monedas en uno de los platillos y 3 en el otro. Hay 2 opciones:

1) La balanza queda equilibrada

2) No queda equilibrada

En el caso de que quede equilibrada, significa que la moneda liviana es una de las 3 que no usamos en la primera pesada. Y lo que hacemos es agarrar 2 de las 3 monedas que no usamos y poner 1 en cada platillo. Si la balanza nuevamente queda equilibrada es por que la que pesa menos es la que no usamos en ninguna pesada. Si en cambio la balanza no queda equilibrada, la moneda falsa será aquella que el platillo quedó más alto

En caso de que luego de la primera pesada, la balanza no quede equilibrada, lógicamente es porque la moneda falsa es una de las 3 que quedó en el platillo más alto. Por lo tanto nos queda aún una pesada y conocemos las únicas 3 candidatas a ser falsas. Como antes, despejamos los platillos y ponemos una de las sospechosas en uno de los platillos y otra de las sospechosas en el otro. Si queda equilibrado es la restante sospechosa la más liviana. Y si no, es la del platillo que queda alto

De ese modo siempre resulta posible encontrar la moneda falsa usando sólo 2 veces la balanza.

5) Superficie de campos
Problema: Cristina tenía un campo en forma de trapezoide (2 lados paralelos y 2 no), como se muestra en la figura. Decidió dividirlo en 4 campos triangulares, uno para cada uno de sus hijos, trazando las 2 diagonales. Si sabemos que las áreas de 2 de los triángulos son A y B respectivamente como se muestra en la figura.

1) ¿Qué relación hay entre las áreas de los 2 triángulos restantes? ¿Cuál tiene más área?

Si llamamos C al triángulo sin nombre de la derecha y D al triángulo sin nombre de la izquierda:

2) ¿La relación entre C y A es la misma que la que hay entre B y D?

O dicho de otro modo: ¿La cantidad de veces más grande que es c con respecto a A es lo mismo que la cantidad de veces más grande que es B con respecto a D?

3) ¿Cuál es la superficie de todo el trapezoide? Escribir el resultado en función de las superficies A y B

[image: image73.png]b




Antes que nada quiero aclarar que este tipo de problemas son muy difíciles y a veces requieren de mucha imaginación o de mucha práctica para que a uno le salgan. Así que no hay que frustrarse si no salió ya que la idea es que con el correr del año vayamos practicando y aprendiendo hasta que en algún momento nos empiecen a salir. Suerte!
Resolución:
1) Para pensar en el problema, primero digamos que los otros 2 triángulos miden C y D respectivamente, como se muestra en la figura abajo.

Los triángulos 
[image: image74.wmf]C

 y 
[image: image75.wmf]D

 tienen la misma área. Y eso se desprende del hecho que el triangulo que queda al juntar 
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 con 
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 tiene la misma área que el triángulo que queda al juntar 
[image: image78.wmf]B

 con 
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 ya que ambos triángulos tienen la misma base y la misma altura.

Pero entonces:


[image: image80.wmf]D

B

C

B

+

=

+


O en otras palabras,
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  Ecuación 1
[image: image82.png]P




2) En el dibujo, también dividimos a una de las diagonales en 2 segmentos que miden u y v respectivamente

A simple vista, uno puede notar que el triángulo que mide A mide menos que C.

Y también el que mide D mide menos que B.

Nos podríamos preguntar:

¿Qué relación hay entre A y C?

¿Y qué relación hay entre D y B? 

¿Será la misma?

Bueno, si pensamos los triángulos 
[image: image83.wmf]A

 y 
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con bases 
[image: image85.wmf]u

 y 
[image: image86.wmf]v

 respectivamente, la altura de ambos es la misma. Y esa altura es 
[image: image87.wmf]h

, como se muestra en la siguiente figura
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Entonces:
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Por lo tanto, 
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Eso da una idea de la relación que hay entre las medidas de ambos triángulos.

Pero con la misma idea se puede notar que 
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 también da igual a 
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Por lo tanto, podemos concluir que:
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Por lo tanto, 
[image: image94.wmf]D

C

B

A

×

=

×

   Ecuación 2
-¿Y con eso qué viejo?, me dirás enfadado y con toda razón

Pero si juntamos la Ecuación 1 y la Ecuación 2 formamos la siguiente igualdad
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O directamente 
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Entonces, el área total del trapezoide es:
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3) Que es lo mismo que decir 
[image: image98.wmf](
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En conclusión, conociendo las áreas 
[image: image99.wmf]A

 y 
[image: image100.wmf]B

 podemos calcular el área del trapezoide. 

6) Un peso en monedas

Problema: Si nos dan $1 usando por lo menos 2 monedas. 

¿De cuántos modos diferentes nos pueden dar el peso?

Recordemos que hay monedas de 50, de 25, de 10, de 5 y de 1 centavo
Resolución: Para resolver este problema vamos a introducir un método que va a facilitar la resolución de este y de otros ejercicios del estilo. Ya que contar todas las posibilidades es bastante tedioso.

El método consiste en usar ciertos polinomios, multiplicarlos y en base a eso encontrar la solución del problema.

Siempre usaremos polinomios cuyos coeficientes son 1.

Pare entenderlo bien, vamos a empezar por un ejemplo:
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Si sólo estuviésemos interesados en los coeficientes del producto pero para los términos con potencias no mayores que 5 (hasta 
[image: image102.wmf]5
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), no haría falta hacer toda la multiplicación que hicimos, bastaría hacer:
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Efectivamente empieza igual que el producto más largo que habíamos hecho anteriormente.

En realidad, nuestro problema, lo podemos pensar como que cada tipo de moneda va a aportar una cierta cantidad de centavos en el total  que suma $1 (o 100 centavos). Depende del tipo de moneda, cuanto puede aportar en la suma final, como vemos en la siguiente tabla:

De 1C.   :   0  ;   1   ;   2   ;   3   ;   4   ;   5   ;   …   ;   97  ;  98  ;  99  ;  100

De 5C.   :   0  ;   5   ;  10  ;  15  ;  …  ;  95  ;  100

De10 C. :   0  ;  10  ;  20  ;  30  ;  …  ;  90  ;  100  

De 25C. :   0  ;  25  ;  50  ;  75  ;  100

De 50C. :  0   ;  50  ; 100

Supongamos que tenemos que hacer el producto de los siguientes polinomios:
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Lo que ocurre es que el coeficiente que acompaña a 
[image: image105.wmf]100
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 en este producto de polinomios es justamente la cantidad de formas distintas en que nos pueden dar $1 usando al menos 2 monedas. Y eso se debe a que el coeficiente que acompaña a 
[image: image106.wmf]100
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 corresponde a la suma de todos los modos de elegir un término de cada uno de los 5 polinomios y que el producto de 
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. Y cada uno de esos modos se puede pensar como una forma diferente de pagar $1 con al menos 2 monedas.

Por ejemplo en el producto 
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, uno de los términos va a ser:
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Y dicho producto se puede corresponder con la siguiente forma:

0 monedas de 1C. , 1 moneda de 5C. 2 monedas de 10C. 1 moneda de 25 C. 1 moneda de 50C.

Bueno, la verdad es que lo más difícil de esta resolución es entender esta correspondencia, o sea, que el coeficiente que acompaña a 
[image: image110.wmf]100

x

 es lo mismo que lo que tenemos que responder. Ahora pasamos a la parte del cálculo del coeficiente que acompaña a 
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Empezamos haciendo 
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Ahora hacemos 
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Ahora hacemos 
[image: image116.wmf]
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Pero del producto  
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 sólo nos interesa el término que acompaña a 
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 y se puede conseguir fácilmente con sólo sumar los coeficientes de 
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Eso significa que hay 292 formas diferentes de dar $1 en monedas usando 2 o más monedas.

Ya iremos haciendo ejercicios parecidos para ir entendiendo de a poco esta idea, que es muy difícil!

Entonces, habría que contar de un modo razonablemente ordenado, para no perdernos, todas las posibilidades

Entonces, podríamos ir probando todas las posibilidades usando algún orden conveniente

	
	Aporta en monedas de 50C.
	Aporta en monedas de 25C.
	Aporta en monedas de 10C.
	Aporta en monedas de 5C.
	Aporta en monedas de 1C.

	1
	100
	0
	0
	0
	0

	2
	50
	50
	0
	0
	0

	3
	50
	25
	20
	5
	0

	4
	50
	25
	20
	0
	5

	5
	50
	25
	10
	15
	0

	6
	50
	25
	10
	10
	5

	7
	50
	25
	10
	5
	10

	8
	50
	25
	10
	0
	15

	9
	50
	25
	0
	25
	0

	10
	50
	25
	0
	20
	5

	11
	50
	25
	0
	15
	10

	12
	50
	25
	0
	10
	15

	13
	50
	25
	0
	5
	20

	14
	50
	25
	0
	0
	25

	15
	50
	0
	50
	0
	0

	16
	50
	0
	40
	10
	0

	17
	50
	0
	40
	5
	5

	18
	50
	0
	40
	0
	10

	19
	50
	0
	30
	20
	0

	20
	50
	0
	30
	15
	5

	21
	50
	0
	30
	10
	10

	22
	50
	0
	30
	5
	15

	23
	50
	0
	30
	0
	20

	24
	50
	0
	20
	30
	0

	25
	50
	0
	20
	25
	5

	26
	50
	0
	20
	20
	10

	27
	50
	0
	20
	15
	15

	28
	50
	0
	20
	10
	20

	29
	50
	0
	20
	5
	25

	30
	50
	0
	20
	0
	30

	31
	50
	0
	10
	40
	0

	32
	50
	0
	10
	35
	5

	33
	50
	0
	10
	30
	10

	34
	50
	0
	10
	25
	15

	35
	50
	0
	10
	20
	20

	36
	50
	0
	10
	15
	25

	37
	50
	0
	10
	10
	30

	38
	50
	0
	10
	5
	35

	39
	50
	0
	10
	0
	40

	40
	50
	0
	0
	50
	0

	41
	50
	0
	0
	45
	5

	42
	50
	0
	0
	40
	10

	43
	50
	0
	0
	35
	15

	44
	50
	0
	0
	30
	20

	45
	50
	0
	0
	25
	25

	46
	50
	0
	0
	20
	30

	47
	50
	0
	0
	15
	35

	48
	50
	0
	0
	10
	40

	49
	50
	0
	0
	5
	45

	50
	50
	0
	0
	0
	50

	51
	0
	100
	0
	0
	0

	52
	0
	75
	20
	5
	0

	53
	0
	75
	20
	0
	5

	54
	0
	75
	10
	15
	0

	55
	0
	75
	10
	10
	5

	56
	0
	75
	10
	5
	10

	57
	0
	75
	10
	0
	15

	58
	0
	75
	0
	25
	0

	59
	0
	75
	0
	20
	5

	60
	0
	75
	0
	15
	10

	61
	0
	75
	0
	10
	15

	62
	0
	75
	0
	5
	20

	63
	0
	75
	0
	0
	25

	64
	0
	50
	50
	0
	0

	65
	0
	50
	40
	10
	0

	66
	0
	50
	40
	5
	5

	67
	0
	50
	40
	0
	10

	68
	0
	50
	30
	20
	0

	69
	0
	50
	30
	15
	5

	70
	0
	50
	30
	10
	10

	71
	0
	50
	30
	5
	15

	72
	0
	50
	30
	0
	20

	73
	0
	50
	20
	30
	0

	74
	0
	50
	20
	25
	5

	75
	0
	50
	20
	20
	10

	76
	0
	50
	20
	15
	15

	77
	0
	50
	20
	10
	20

	78
	0
	50
	20
	5
	25

	79
	0
	50
	20
	0
	30

	80
	0
	50
	10
	40
	0

	81
	0
	50
	10
	35
	5

	82
	0
	50
	10
	30
	10

	83
	0
	50
	10
	25
	15

	84
	0
	50
	10
	20
	20

	85
	0
	50
	10
	15
	25

	86
	0
	50
	10
	10
	30

	87
	0
	50
	10
	5
	35

	88
	0
	50
	10
	0
	40

	89
	0
	50
	0
	50
	0

	90
	0
	50
	0
	45
	5

	91
	0
	50
	0
	40
	10

	92
	0
	50
	0
	35
	15

	93
	0
	50
	0
	30
	20

	94
	0
	50
	0
	25
	25

	95
	0
	50
	0
	20
	30

	96
	0
	50
	0
	15
	35

	97
	0
	50
	0
	10
	40

	98
	0
	50
	0
	5
	45

	99
	0
	50
	0
	0
	50

	100
	0
	25
	70
	5
	0

	101
	0
	25
	70
	0
	5

	…
	…
	…
	…
	…
	…


7) Comisión en cámara de diputados

En cierta sesión de la cámara de diputados asistieron solamente 45 legisladores. Decidieron armar entre los presentes una comisión de 10 de ellos para estudiar un proyecto de ley. Quisieron que la comisión sea lo más plural posible, sin embargo notaron que en cualquier modo que quisieran armar la comisión siempre quedaban al menos 3 diputados del mismo partido político.

Pregunta 1: ¿Se puede concluir que hay 12 o más diputados de un mismo partido político ese día?
Pregunta 2: ¿Se puede concluir que hay 11 o más diputados de un mismo partido ese día?
Resolución: 
Respuesta 1: No necesariamente hay 12 o más, ya que podría haber por ejemplo 4 partidos diferentes de los cuales asistieron 11 legisladores y un quinto partido del cuál asistió 1 legislador (
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). En ese caso serían 45 legisladores y cualquier grupo de 10, tendría al menos 9 de ellos que son de los 4 partidos que más asistieron. Pero si hay 9 diputados de 4 partidos, seguro que hay 3 de ellos que son del mismo partido ya que si de estos 4 partidos hubiera 2 o menos, no habría 9. 

Respuesta 2: Ahora veamos si necesariamente hay 11 o más de alguno de los partidos:

Supongamos que no hay ningún partido del cuál hayan asistido 11 diputados, entonces podríamos hacer varias filas de diputados. En cada fila ponemos diputados del mismo partido político. Las ordenamos decrecientemente  por cantidad de diputados. Digamos que la fila de la izquierda es la que más diputados tiene y la de la derecha la que menos. 

Como ninguna de las filas tiene más de 10 diputados, y en total hay 45, tiene que haber al menos 5 filas. Luego, de izquierda a derecha, de cada fila podríamos ir eligiendo 2 diputados si hay 2 o más en la fila, hasta llegar a juntar 10 para la comisión. De ese modo podríamos armar una comisión de 10 diputados en la que no hay 3 diputados del mismo partido ya que fuimos eligien do a 2 por fila. Pero como eso no se podía hacer, significa que la suposición de que hay menos que 11 diputados de todos los partidos es falsa. Por lo tanto necesariamente hay algún partido que tiene al menos 11 diputados ese día.
8) Patentes de autos
Problema: Para las patentes de los autos se usan 3 letras y 3 números.

Las 3 letras se eligen dentro de 26 posibles (se excluyen la “ch” la “rr” y la “ll”)

Y los 3 números se eligen entre 10 posibles  (0, 1, 2, …, 9)
Supongamos que ya fueron entregadas todas las patentes posibles:
1) ¿Cuántas patentes diferentes hay?

Si no se permitiera que una misma letra aparezca 2 veces en la misma patente ni tampoco que un mismo número aparezca 2 veces en la misma patente,

2) ¿Cuántas patentes habría en total?

Pablo dice que es muy afortunado porque en su patente (que cumple con las condiciones de 2) las letras están ordenadas alfabéticamente y los números ordenados de menor a mayor

3) ¿Aproximadamente 1 de cada cuántas patentes son como la de Pablo?

Pablo sale todos los días a la vereda a ver pasar autos. Y entra recién cuando ve un auto que tenga las mismas cualidades del suyo en cuanto a la patente.

4) (difícil, dar respuesta intuitiva) ¿Cuántos autos creés que ve en promedio Pablo cada vez que sale?
Resolución:

1)  Para resolver el primer punto se utiliza el producto de la cantidad de opciones para cada lugar de la patente. Le llamamos primer lugar al que está más a la izquierda, segundo lugar al que le sigue y así siguiendo hasta el sexto.

Entonces en el primer lugar pueden ir 26 caracteres diferentes, y lo mismo en el segundo y tercero. Mientras que en el 4°, 5° y 6° lugar pueden ir 10 caracteres en cada uno. El total de combinaciones diferentes posibles es 
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2) Para resolver este, se puede pensar que en primer lugar de la patente hay 26 letras posibles, pero una vez elegida la primera letra, en el segundo lugar sólo hay 25 lugares posibles y una vez elegidas las 2 primeras letras, para el tercer lugar hay sólo 24 letras posibles. Y para el 4°, 5° y 6° lugar se puede pensar que hay 10, 9 y 8 posibles. Entonces aquí el producto que se hace es 
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2) La cantidad total sería de 11.232.000

3) Sabemos que la patente de pablo cumple las condiciones de 2. Supongamos, por decir algo que la patente de Pablo es ABC123

Del total de patentes que tienen exactamente las mismas letras y los mismos números que las de Pablo, la única ordenada es la suya. Pero ¿cuántas patentes hay que cumplen eso?

Tenemos:

ABC123

ABC132

ABC213

ABC231

ABC312

ABC321

ACB123

ACB132

ACB213

ACB231

ACB312

ACB321

Etc.

En total son 36 las patentes que tienen las mismas letras y los mismos números que las de Pablo pero sólo una (la de Pablo) está totalmente ordenada.

Pero haber elegido las letras ABC y los números 123 para la patente de Pablo no tiene importancia. En realidad, lo que se puede ver es que las patentes que cumplen con las condiciones de 2)  se pueden dividir en muchos grupos de 36 patentes cada uno y donde en cada uno de esos grupos hay una sola patente ordenada. Eso significa que 1 de cada 36 patentes de las 11.232.000 que cumplen con 2 están ordenadas. Eso sería: 312.000

Ahora falta ver, que porción es 312.000 del total de patentes.

Hacemos pues la división: 
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3) Eso significa que aproximadamente 1 de cada 56  patentes son como la de Pablo
4) Bueno, uno podría creer que en promedio espera 28 autos (la mitad de 56) para ver uno cuya patente esté totalmente ordenada, pero si piensa eso está mal. Porque en realidad, en promedio espera entre 
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autos hasta ver uno con suerte como él.

No vamos a explicar el por qué de la respuesta 4) pero sólo vamos a dar el siguiente ejemplo. Un hombre va al casino y le juega 1 ficha al número 14 hasta que salga. Cuando sale cobra 36 fichas (que es lo que paga el casino) y se vuelve a la casa. Como la ruleta tiene 38 números, uno supone que en promedio el 14 sale 1 de cada 38 veces. Sin embargo, si en promedio la primera vez que saliese desde que él llega al casino fuera la vez número 19, significaría que él estaría en promedio apostando 19 fichas por noche y cobrando 36.

Y todos sabemos que los casinos ganan plata  no hay ningún método para ganar.

Esto nos da una pauta de que efectivamente Pablo ve una patente con suerte en promedio la vez número 
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Con esas 3 letras y esos 3 números se pueden hacer 
9) Dibujar una casa

¿Sos capaz de dibujar la clásica casita que se muestra abajo sin levantar el lápiz y sin pasar 2 veces por el mismo lado?

[image: image129.png]



Si lo lográs, mostrá en qué orden dibujás los lados.

Y si pensás que no se puede, tenés que intentar explicar por qué no se puede.

Ayuda: Si no sabés bien por donde pensarlo podés ver el problema 10 de “Mis problemas favoritos de 2008” en las páginas 41 y 42 pero buscalo en el nivel de cuarto, quinto y sexto año!

Y si la casa fuera así:
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¿Podés dibujarla sin levantar el lápiz?

Resolución: Primero pensamos en la casita clásica:

La respuesta final es que no se puede dibujar dicha casita sin levantar el lápiz sin pasar 2 veces por el mismo lado. Lo increíble es que si uno quisiera explicar por qué no se puede realmente se vería en una complicación enorme ya que son tantos los posibles caminos que uno podría intentar que uno intuye que no se puede, pero no tiene la certeza porque no probó todos los caminos posibles. Quien dio la táctica para resolver este tipo de problemas es un matemático famoso del siglo 18 nacido en Suiza y apellidado Euler. El razonamiento que tuvo es más o menos el siguiente:

Supongamos que se puede dibujar la casa entera sin levantar el lápiz y empezando digamos desde alguno de los vértices que se muestra en la figura. [image: image131.png]



Pensemos en ese recorrido del lápiz que logra dibujar toda la casita. Supongamos, por decir algo que el vértice C es un punto de paso que no es ni el comienzo ni el final del recorrido. Entonces cuando pase por C la primera vez recorrerá 2 de los lados que llegan a C, uno de los lados lo dibujará al llegar a C y el otro lado al salir de C. Pero C como vemos en la figura tiene 4 lados que llegan a él, así que seguro necesita pasar de nuevo por C para recorrer los 2 lados que le faltan recorrer. Bueno, cuando pase por segunda vez por C recorrerá los 2 lados que aún no había recorrido. Y entonces ya no pasará de nuevo por C.

Lo que podemos deducir de este razonamiento es que cualquier vértice que no sea ni el comienzo ni el final del recorrido que recorre todo sin repetir lados y sin levantar el lápiz tiene que tener si o si una cantidad par de lados que llegan a él. Pero por otro lado, los únicos que tiene la posibilidad de no tener una cantidad par de lados son el comienzo y el final de dicho recorrido. O sea, a lo sumo 2 lados pueden tener una cantidad impar de lados que llegan a él.

Sin embargo, en nuestro dibujo, vemos que a los vértices A, B, E y G llegan exactamente 3 lados a cada uno.

Esto nos asegura que no existe un modo de dibujar la casita sin levantar el lápiz y sin repetir lado porque si existiese un modo, seguro que como mucho habría 2 vértices a los cuales llegan una cantidad impar de lados. Y en cambio en la casita hay 4 vértices.

Para la segunda casita:
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Los 2 puntos que resaltan son los únicos que tienen una cantidad impar de lados que llegan. Por lo tanto, si llega a existir un modo de dibujar todo sin levantar el lápiz, si o si tiene que empezar en uno de estos vértices y terminar en el otro. Los numeritos de arriba indican un posible modo de dibujarla.

10) El genio de las tostadas

Problema: El otro día fui a hacer unas tostadas por la mañana. La situación era la siguiente. Tenía que tostar 9 pancitos. Los 9 pedazos eran cuadrados e iguales y mi tostadora es cuadrada y tal que los 9 pedazos cabían perfecto como se ve en la figura.

[image: image133.png]



Pero resulta que la tostadora tiene un poco doblada la chapa y calienta desparejo. De hecho, los panes puestos en las esquinas demoran 1minuto con 30’’  cada uno en tostarse. El pan puesto en el medio demora sólo 30 segundos en tostarse mientras que los panes puestos en los cuadrados norte, Sur Este y oeste demoran 1 minuto en tostarse.

Yo me creí muy piola cuando al tostarse el pan del medio, lo saqué y reemplacé con otro posicionado en una esquina para aprovechar el fuego fuerte. Sin embargo hay un amigo que asegura ser quien más rápido puede cocinar las 9 tostadas. 

¿Cuánto demora?

¿Cómo hace?
Observación: Los panes los tostamos de un solo lado no es necesario dar vuelta ningún pan.

Resolución: Podríamos empezar a pensar el problema del siguiente modo:

Si tuviéramos muchas tostadas y 3 minutos para hacer tostadas de estas cuadraditas, del mismo tamaño que las 9 del enunciado. Podríamos tostar en el cuadrado central un total de 6 tostadas, ya que cada una demora 30’’. En cada uno de los cuadrados de las esquinas se tostarían 2 (8 en las esquinas). Y en cada cuadrado de punto cardinal se tostarían 3 en cada uno (12 en estos cuadrados). De ese modo, en 3 minutos haríamos un total de 
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 tostadas. Y la tostadora en esos 3 minutos se aprovechó al máximo, ya que siempre hubo tostadas en toda la superficie.  Y esto nos da la pauta que para hacer 26 tostadas, como mínimo se demoran 3 minutos justamente porque la tostadora se aprovechó al máximo.

Podríamos arriesgarnos a decir que si para hacer 26 tostadas se demora como mínimo 3 minutos, entonces para hacer 9 tostadas se demora como mínimo 
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Esto sería 1 minuto + 
[image: image136.wmf]'
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, aproximadamente 1’ 2’’ y 31 cent.

Ahora nos faltaría encontrar el método de cómo ir poniendo las tostadas para demorar eso. Supongamos que cada tostada va a estar la misma cantidad de tiempo en los 3 tipos de fuego.  De ese modo nos aseguramos que todas se tuesten igual. Y como el tiempo es el justo para tostar las 9 tostadas (creemos) todas se van a terminar tostando en ese tiempo.

Empecemos pensando en el sector cuadrado del centro de la tostadora.

Tenemos 9 tostadas y el tiempo total es de 
[image: image137.wmf]'
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. Si las 9 tostadas están todas el mismo tiempo en el fuego del centro, cada una tiene que estar: 
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 en el centro. Y cada tostada tendrá que estar 
[image: image139.wmf]'

26

12

 en el fuego de los cuadrados del vértice y 
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 en el fuego de los cuadrados de puntos cardinales.

Encontramos el siguiente modo: Numeramos las tostadas del 1 al 9 y en los siguientes gráficos mostramos como las vamos moviendo

Desde el minuto 0 hasta los 
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las ponemos así
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Desde los 
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 hasta los 
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las ponemos asá
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Y entre los 
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 y los 
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las colocamos del siguiente modo 
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Y entre los 
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 y los 
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se cocinan así
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Luego, entre los 
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 y los 
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se tuestan asá
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En el siguiente lapso, entre los
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 les damos la siguiente disposición
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Luego, entre los 
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 y los 
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se disponen del siguiente modo
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Y finalmente entre los 
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 y los 
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les damos el batacazo final y las tostamos así:
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11) Cambio de $100

Vamos al banco un día a pedir cambio de $100 y el cajero nos dice que no hay monedas que tiene que ser todo con billetes.

¿De cuántas maneras diferentes nos puede dar el cambio?

Recordemos que hay billetes de $2, $5, $10, $20 y $50
Resolución: Acá, los polinomios que vamos a tener en cuenta son los siguientes:
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Y luego de hacer el producto de los 5 polinomios nos interesa el término que acompaña a 
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Empezamos por hacer 
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Ahora hacemos 
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Ahora hacemos 
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Y para saber el coeficiente que acompaña a 
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Hay que sumar los coeficientes del polinomio 
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 que acompañan a potencias de 
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 múltiplos de 10. (Piensen esto hasta convencerse y si no pregunten!)

Entonces, el coeficiente de 
[image: image175.wmf]100
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Hay 196 modos diferentes de cambiar $100 en billetes

12) Las llamas atadas

Dentro de un campo, en una región con forma de polígono convexo de 4 lados y alambrada, se atan 4 llamas, una a cada uno de los vértices. En la figura se muestra sombreada toda la región de pasto que pueden comer las pobres llamas.

[image: image178.png]



Los círculos, son círculos centrados en los vértices del polígono y de radio 3 metros,  justamente el largo de la soga.

¿Qué superficie de pasto comen entre las 4 llamas?

Resolución: En el problema 10 de “Mis problemas favoritos de 2006” que se encuentra su resolución a partir de la página 24 de dicho archivo se explica una fórmula para saber cuántos grados suman los ángulos de un polígono convexo solo sabiendo cuántos lados tiene. 
Para los polígonos convexos de 4 lados, los ángulos suman 360°
Eso significa que las regiones sombreadas, donde comen las cabras, sumadas dan lo exactamente lo mismo que el área del círculo, que sabemos se calcula con la cuenta: 
[image: image179.wmf]2
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 es el radio de la circunferencia. En nuestro caso 
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y por lo tanto la superficie de pasto que comen las cabras es:
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Si hay dudas se puede consultar el problema se puede consultar el problema 10 de “Mis problemas favoritos de 2006” que se encuentra su resolución a partir de la página 24 de dicho archivo.

13) Imagen digital

Problema: Es muy clásico ver en los relojes digitales que para marcar la hora se usan siempre los mismos 7 palitos, de los cuales aparecen algunos sí y otros no, dependiendo del número que se quiere representar. 

Por ejemplo podríamos ver la hora escrita del siguiente modo:

[image: image183.png]



Olvidémonos de los 2 puntos en la hora pues no tienen nada que ver con lo que queremos preguntar.

O en un estadio de fútbol podríamos ver la pantalla gigante con la siguiente inscripción

[image: image184.png]



La pregunta es: ¿Con esos 7 palitos, cuántos símbolos diferentes se pueden hacer?
Un símbolo es diferente a otro si hay algún palito que aparece en uno de los símbolos y no en el otro. Importa el lugar del palito. Ver el ejemplo que sigue:
Por ejemplo, los siguientes 2 símbolos son diferentes ya que a pesar de tener aspecto similar, en el de la izquierda se usan 2 palitos de arriba y en el de la derecha se usan 2 palitos de abajo:

[image: image185.png]



Resolución: Un símbolo queda totalmente determinado por los palitos que aparecen y los que no. Podríamos llamar a los  palitos 
[image: image186.wmf]7
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. Podríamos pensarlo así: 

Para armar un símbolo hay 7 decisiones que tomar. Primero decidimos si aparece o no 
[image: image187.wmf]1
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, luego decidido si aparece o no 
[image: image188.wmf]2
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 y así siguiendo hasta decidir si aparece o no 
[image: image189.wmf]7
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. Como en cada caso tengo 2 elecciones, el total de símbolos diferentes es 
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Rta.: Hay 128 símbolos diferentes, o 127 si no consideramos el símbolo en el cuál no aparece ningún palito

Otra resolución:

¿Cuántos símbolos hay en los cuales aparece un solo palito?

Bueno, claramente hay 7 de tales símbolos.

¿Cuántos símbolos hay en los cuales aparecen 2 palitos?

Hay el número combinatorio 
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¿Cuántos símbolos hay en los cuales aparecen 3 palitos?

Son 
[image: image192.wmf]35
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Si nos preguntamos cuántos símbolos hay en los que aparecen 4 palitos, nos va a dar que es la misma cantidad de símbolos que los que aparecen 3 palitos. O sea, hay 35.

Con 5 palitos hay la misma cantidad que con 2 palitos, o sea 21. Y con 6 palitos hay igual que con 1, o sea 7 más.

Y con 7 palitos hay 1 (el oooooooooocho)

Entonces en total hay:
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1

7

21

35

35

21

7

=

+

+

+

+

+

+


14) Apertura y Clausura

Problema: La primera división del fútbol Argentino tiene 2 torneos en el año. Uno que se llama Apertura y otro que se llama Clausura. 
Sabemos que en el torneo clausura jugaron exactamente los mismos 20 equipos que en el apertura, y además sabemos que el que ganó el apertura no ganó el clausura y el que salió 2º en el apertura no salió 2º en el clausura. 

Conociendo el orden del apertura, ¿De cuántos modos diferentes pudo haber sido el orden del clausura?
Resolución 1: Vamos a llamar 
[image: image194.wmf]i

A

 al equipo que salió 
[image: image195.wmf]i

- ésimo en el torneo apertura.

O sea, 
[image: image196.wmf]1

A

 es el campeón del apertura y
[image: image197.wmf]2

A

 es el segundo del apertura.

Si en el clausura, 
[image: image198.wmf]1

A

sale segundo, entonces 
[image: image199.wmf]2
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 puede quedar en cualquiera de los 19 lugares, a
[image: image200.wmf]3

A

le quedan 18 lugares, y así siguiendo. Resulta que hay 
[image: image201.wmf]!
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modos de ordenarse para el clausura en los que
[image: image202.wmf]1

A

sale segundo.

Si en cambio
[image: image203.wmf]1

A

no sale segundo, tiene los lugares del tercero al 20 para salir. O sea, tiene 18 posibilidades. Y para 
[image: image204.wmf]2
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 también hay 18 posibilidades ya que hay que descartar el puesto ocupado por 
[image: image205.wmf]1
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y también hay que descartar que salga segundo. Luego, para
[image: image206.wmf]3

A

quedan los 18 lugares restantes, para 
[image: image207.wmf]4
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 quedan 17 lugares y así siguiendo hasta que a
[image: image208.wmf]20
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 le queda una sola posiblidad.

Luego hay 
[image: image209.wmf]!
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 modos de ordenarse en los cuales 
[image: image210.wmf]1
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 no sale ni primero ni segundo y 
[image: image211.wmf]2
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no sale segundo.

En total hay 
[image: image212.wmf]!
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posibilidades. Que es lo mismo que 2.196.014.181.064.700.000

Otro modo de pensarlo es: (al final se da una explicación de la idea de esta resolución) Del total de órdenes posibles, que son 
[image: image213.wmf]!
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 restamos todos los órdenes en que
[image: image214.wmf]1

A

sale primero, que son 
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 y también restamos todos los órdenes en los que 
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A

sale segundo, que también son 
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. Pero al hacer esto, estamos restando en 2 ocasiones los órdenes en que 
[image: image218.wmf]1

A

sale primero y 
[image: image219.wmf]2

A

sale segundo, pero sólo había que restarlo una vez. Entonces hay que volver a sumarlos. Y el total de órdenes en que 
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sale primero y 
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sale segundo son 
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Entonces el total de órdenes posibles es 
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 que da lo mismo que el cálculo anterior.

Explicación de la idea. 

Llamamos U al total de 20! Ordenes posibles para el clausura

Llamamos A al conjunto de órdenes para el clausura en los cuales
[image: image224.wmf]1

A

sale primero

Llamamos B al conjunto de órdenes para el clausura en los cuales
[image: image225.wmf]2

A

sale segundo. Hacemos un dibujo para representar los conjuntos

[image: image226.png]



A y B tienen elementos en común, por ejemplo cuando 
[image: image227.wmf]1

A

sale primero y 
[image: image228.wmf]2

A

sale segundo. Para hacer el cálculo del problema debemos calcular el total de casos en U- (AUB). Pero al restarle al total de casos (U) los casos de A y luego restar los casos de B, estamos restando 2 veces la intersección de A y B

[image: image229.png]



Por lo tanto tenemos que sumarla una vez para que al fin de cuentas hayamos restado lo que había que restar.
15) Cuánto mide el lado

En el triángulo equilátero que se muestra en la siguiente figura,

[image: image230.png]



Los lados pintados de rojo miden 
[image: image231.wmf]7

cada uno y los otros como se indica en la figura
¿Cuánto vale 
[image: image232.wmf]x

, la medida del lado?
Resolución:

[image: image233.png]xf2




Lo vamos a ir haciendo en varios pasos.

Primero, calculamos el valor de la altura del triángulo (la llamamos 
[image: image234.wmf]T

)

Usando el teorema de Pitágoras, planteamos la igualdad.
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Luego, pensamos al segmento de medida 
[image: image236.wmf]T

 dividido en 2 segmentos, como se muestra en la siguiente figura:

[image: image237.png]xj2
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Podemos calcular cuánto mide el segmento rojo ya que se forma un triángulo rectángulo en el que el cateto menor mide
[image: image238.wmf]2
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 y la hipotenusa
[image: image239.wmf]7

. Por lo tanto, si llamamos 
[image: image240.wmf]h

a la longitud del segmento rojo, para calcularlo  hacemos:
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Pero también podemos calcular el largo del segmento verde de longitud 
[image: image242.wmf]r

del siguiente modo: 
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Una vez hecho mostramos la siguiente figura
[image: image244.png]



Y vamos a hacer una ecuación basados en el triángulo violeta y en el teorema de Pitágoras.


[image: image245.wmf](

)

2

13

5

2

12

25

5

0

3

5

4

7

5

4

1

2

4

1

4

27

2

9

4

3

2

2

1

2

27

2

3

2

2

2

2

2

2

2

+

=

-

±

=

=

+

-

=

+

-

=

+

-

×

+

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Elegimos el valor de 
[image: image246.wmf]x

 que tiene sentido. Ya que 
[image: image247.wmf]1
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 Sin embargo no puede ser que 
[image: image248.wmf]x

 sea menor que 1, como se ve claramente en la primera figura.
16) Transformando una matriz

Problema: Se empieza con una matriz con 4 números enteros no negativos, digamos por ejemplo:
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 . La matriz se cambia del siguiente modo:

En cada lugar de la matriz se pone la diferencia en valor absoluto con el número que sigue, recorriéndola en sentido antihorario:

Veamos como se va transformando la matriz:
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 EMBED Equation.3  [image: image251.wmf]®
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 EMBED Equation.3  [image: image253.wmf]®
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 EMBED Equation.3  [image: image255.wmf]®
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 EMBED Equation.3  [image: image257.wmf]®



 EMBED Equation.3  [image: image258.wmf]÷
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Se llegó a una matriz con todos ceros. 
Lo que hay que explicar es por qué siempre que empecemos con una matriz de 4 valores enteros no negativos y la vayamos transformando con el método propuesto, se va a terminar tarde o temprano en una matriz de 4 ceros.
Resolución: Cualquier matriz con que empecemos tiene uno de los 4 números que es el más grande de la matriz. Digamos que la matriz tiene los números:
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Siempre vamos a suponer que 
[image: image260.wmf]a

 es el máximo. Total si con esa suposición llegamos a que siempre se llega a la matriz de los 4 ceros, lo mismo va a ocurrir si el máximo no se alcanza en 
[image: image261.wmf]a

ya que el lugar en la matriz no cumple ninguna función distinguida de las demás.

Vamos a ver las distintas posibilidades. Paciencia!!!. Supongamos que:
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Y además 
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Entonces, en este caso, en el siguiente paso la matriz es:
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Pero claramente los 4 números que quedan son todos menores que 
[image: image267.wmf]a

(entenderlo con ejemplos si no queda claro), que era el máximo de la matriz anterior. O sea, en un solo paso, el máximo de la matriz baja.

Fíjense que si lográramos asegurar que en una cierta cantidad fija de pasos estamos seguros que baja el máximo, entonces podríamos asegurar que en algún momento llegan todos a ser 0. Paciencia al final volvemos con esto.

Pero tenemos que analizar otros casos. 

Seguimos con la suposición de que 
[image: image268.wmf]a

 es el único máximo.

Supongamos que:
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Entonces tenemos:


[image: image272.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

®

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

®

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

*

0

d

c

c

d

c

a

d

c

c

d

a

a

c

d

a

 Entonces en 2 pasos se bajó el máximo!

Usamos el símbolo en * en un lugar donde no era posible que dé 
[image: image273.wmf]a


Si en cambio:
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En 3 pasos bajamos el máximo. Donde pusimos $ y * son lugares donde no había chance que dé 
[image: image278.wmf]a
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En el caso en que:
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 y el máximo bajó en 2 pasos.

Si 
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Bien, ahora nos tomó 4 pasos bajar el máximo.

Hasta ahora analizamos los casos en que el máximo al comenzar erá unico, no estaba repetido.

Veamos los casos en que el máximo aparece 2 o más veces

Empezamos con 2 
[image: image287.wmf]a

 consecutivas.
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Si 
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entonces en un paso se bajó el máximo.

Si 
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Bien, en 3 pasos bajamos el máximo.

Si 
[image: image298.wmf]c
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En 3 pasos llegamos a una matriz donde el máximo bajó.

Analizamos ahora el caso en que 
[image: image303.wmf]a
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 son los únicos 2 máximos, o sea hay 2 máximos que no son consecutivos:

Si 
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 Bien, en un paso ya bajamos el máximo

Ahora analizamos la posibilidad de que 
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 Bien, en 2 pasos bajó el máximo.

El caso en que 
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 es análogo al caso anterior!

Falta el caso en que 
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 En 2 pasos lo bajamos!

Y para finalizar, analizamos el caso en que hay 3 máximos, por ejemplo:

Si 
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Listo, ya lo bajamos en un paso

Y si 
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 En 4 pasos lo bajamos.

De todos los casos que vimos, que representan el total de los casos, siempre llegamos a que en a lo sumo 4 pasos, baja el máximo de la matriz. Y si baja, baja al menos 1. Eso significa por ejemplo, que si el máximo de la primera matriz con la que empezamos fuera 120, en como mucho 
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pasos vamos a llegar a la matriz de 4 ceros. Pero lo que es seguro es que llegamos. 

Y en general, si el máximo de la matriz es N, seguro que en a los sumo 
[image: image320.wmf]N
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pasos llegamos a la matriz de los 4 ceros. Y de este modo queda probado que siempre se llega a la matriz con 4 ceros.

17) Cables cruzados

Problema: En una superficie llana, totalmente nivelada, hay 2 postes. Uno de 20 metros de altura y el otro de 30 metros de altura. Se atan 2 cables. Uno de estos va desde el pie de uno de los postes hasta la punta del otro. Y el otro al revés. Como se muestra en la siguiente figura:
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¿A qué altura sobre el nivel del piso se cruzan los 2 cables?
Resolución: Pensemos en los 2 cables saliendo desde el poste de 20 Mts. de alto. Podemos pensar que uno baja 20 metros hasta el siguiente poste y el otro sube 30 Mts hasta el siguiente poste. La cuestión es que esa relación se conserva, si en cierta distancia un cable baja 
[image: image322.wmf]x

 en esa misma distancia el otro cable va a subir: ¿Cuánto?

La respuesta es 
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O sea cuando se cruza, empezando desde el poste de 20 Mts. llamamos 
[image: image325.wmf]x

 a lo que bajó el que va bajando, entonces el que va subiendo subió 
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 pero por otro lado, como empezaron a 20 Mts. de distancia, tiene que ocurrir que 
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Por lo tanto, 
[image: image328.wmf]8
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. O sea, el que baja bajó 8 Mts. cuando se cruzan y había empezado a 20 Mts.

Rta.: Eso significa que se cruzan a 12 Mts. de altura
18) Partido de bolitas

Problema: 2 amigos, Pichi y Martín juegan un partido a las bolitas al mejor de 3 juegos. Esto significa que gana el partido aquel que logre ganar 2 juegos o más, de los 3 que juegan.

Digamos que en cada juego Pichi tiene una probabilidad de 
[image: image329.wmf]3
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de ganar, mientras que Martín tiene una probabilidad de 
[image: image330.wmf]3
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de ganar.

¿Qué probabilidad tiene Martín de ganar el partido?
Aclaración: Que Pichi tenga una probabilidad de 
[image: image331.wmf]3
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 de ganar significa que en promedio (a largo plazo) gana 2 de cada 3 juegos que juega contra Martín.

Resolución: A continuación, hacemos un diagrama de árbol
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En la columna de la izquierda aparecen las posibilidades para el primer juego: Hay 2: o gana Pichi, o gana Martín, cada una de las 2 posibilidades se da con la proporción que se indica. Para el segundo juego también hay 2 posibilidades por cada comienzo. Y para el tercer juego hay 2 posibilidades hayan salido como hayan salido los 2 primeros partidos.

Cada situación posible tiene una proporción en la que ocurre, o una probabilidad también se le llama.

Por ejemplo el redondel pintado más arriba indica la posibilidad de que Pichi gane el primer partido y Martín gane los 2 siguientes. A la derecha de ese punto hay una cuenta que indica en qué proporción ocurre ese acontecimiento, en 
[image: image333.wmf]27
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 de los partidos en promedio.

Así es que marcamos con un  redondel negro todos los modos en que Martín le gana a Pichi y marcamos en qué proporción ocurre. En total, Martín le gana a Pichi en promedio en 
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Rta.: Martín tiene una probabilidad de 
[image: image335.wmf]27
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de ganar el partido.

19) Apuestas por Internet

Problema: Ayer escuché en la radio que comentaban sobre los sitios de apuestas para eventos deportivos que hay en Internet. Decían que para el partido de Fútbol entre el Barcelona y el Chelsea por la copa de campeones de Europa, cierto sitio de Internet pagaba:

· $2,26 por cada $1 apostado, si ganaba el Barcelona, a aquellos que apostaron al Barcelona

· $2,75 por cada $1 apostado, si ganaba el Chelsea, a aquellos que apostaron al Chelsea

· $3,28 por cada $1 apostado, si empataban, a aquellos que apostaron al empate
Aclaración: Apenas una persona hace una apuesta, ese dinero que apuesta ya es propiedad del sitio de Internet. O sea, si alguien por ejemplo le apostó $1 al empate y luego empatan, entonces recibe $3,28 pero su ganancia real se de $2,28 ya que $1 ya lo había gastado para apostar.
El dato me resultó curioso, y formulé el siguiente problema:

Supongamos que el modo de operar de este sitio de Internet es el siguiente:

Primero recibe las apuestas. Hay 3 tipos de apuestas. O gana Barcelona, o gana Chelsea o empatan. Luego, del total de plata que recauda por apuestas, se queda con cierto porcentaje  de ese total y entonces ahí, una vez que ya se quedó con ese porcentaje anuncia cuánto paga según el resultado.

¿Cuál es aproximadamente el porcentaje que se queda el sitio de Internet?
Resolución: Llamamos:
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 a la cantidad de dinero que apostaron a favor del Chelsea
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 a la cantidad de dinero que apostaron a favor del Barcelon
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 a la cantidad de dinero que apostaron a favor del Empate
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 es entonces el total de apuestas que recibió la agencia.

Sabemos que la empresa está dispuesta a pagar:
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Eso significa, por la suposición de cómo trabaja la empresa, que esos 3 números son iguales ya que ambos coinciden con sacarle un pequeño porcentaje ( que es el que debemos averiguar al total 
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O sea, podemos plantear las siguientes ecuaciones:
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Y además:
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Y con esto podemos decir, reemplazando que 
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O sea, la empresa recauda un total de 
[image: image347.wmf]E

×

644

,

3


pero sólo está dispuesta a pagar como premio 
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Tendríamos que calcular ahora qué porcentaje hay que sacarle aproximadamente a 
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para que nos dé 
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Si llamamos 
[image: image351.wmf]x

 al porcentaje que se le saca, podemos plantear la siguiente ecuación:
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Y ahora debemos despejar 
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Rta.: O sea, llegamos a que aproximadamente se queda con un 10% de las apuestas
20) Diámetro del círculo

Problema: En la siguiente figura:

[image: image355.png]



El círculo está centrado en el punto O y el segmento CB yace en la recta tangente a la circunferencia que pasa por B

CD mide 6

AD mide 10

¿Cuál es el diámetro del círculo?
Resolución: Si llamamos 
[image: image356.wmf]h

al diámetro del círculo o la longitud del segmento 
[image: image357.wmf]AB

que es lo mismo. Dividimos el segmento 
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en los segmentos 
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 y 
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Y como 
[image: image362.wmf]AD

mide 10 y 
[image: image363.wmf]AC

mide 16, la misma relación tiene que haber entre los segmentos 
[image: image364.wmf]AP

 y 
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. O sea, 
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Entonces:
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Por otro lado el ángulo 
[image: image368.wmf]B
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es un ángulo recto. Esto ocurre siempre que hacemos un camino desde un punto de un círculo hasta su opuesto pasando por otro punto del círculo, el ángulo que se forma es recto.
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Esto nos permite plantear, usando el teorema de Pitágoras, la siguiente ecuación:


[image: image370.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

2

10

h

DB

AB

DB

AD

=

+

=

+


A esta última la llamamos Ecuación 1
Para seguir con la ecuación, tenemos que ver cuánto vale 
[image: image371.wmf]DB

.

Para encontrar una expresión para 
[image: image372.wmf]DB

vamos a usar que 
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 y en tanto en la primera igualdad como en la tercera igualdad usamos Pitágoras
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Volviendo a la Ecuación  1 y usando el valor de 
[image: image375.wmf](
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Que se puede resolver del simplemente despejando el valor de 
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 positivo, que es el que nos interesa a nosotros.
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Rta.: Por lo tanto, 
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21) Jugando a los dardos

2 amigos juegan a los dardos apuntando a un blanco como el que muestra la figura

[image: image380.png]



O sea hay sólo 2 puntajes posibles en cada tirada: Se suman 15 puntos si se acierta en el círculo central y sólo 7 puntos en el resto del blanco.

Luego de cada tirada se sumaban el puntaje obtenido

Y Ganaba el juego quien llegaba a 55 puntos con menos cantidad de tiradas. Luego de jugarlo varias veces notaron que nunca llegaban justo a 55.

Se pusieron a pensar y notaron que a partir de cierto número, para cualquier número más grande, siempre era posible llegar justo a ese número.

La pregunta es:

1) ¿Cuál es el número más grande al que es imposible llegar justo?

Supongamos que  

Supongamos que acertar al centro da 
[image: image381.wmf]m

 puntos y en el resto del tablero da 
[image: image382.wmf]n

 puntos, donde 
[image: image383.wmf]n
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 ambos números naturales y el máximo común divisor entre 
[image: image384.wmf]m

 y 
[image: image385.wmf]n

 es 1

2) ¿Cuál es el máximo número al que no se puede llegar sumando de 
[image: image386.wmf]n

 y/o 
[image: image387.wmf]m

? 
Resolución: 
1) Veamos los números posibles que podemos sumar con los dardos:

Los vamos a ordenar del siguiente modo: En la fila 1 ponemos los puntajes posibles si nunca acierta al centro. En la fila 2 los puntajes si acertara 1 veces al centro, y así siguiendo.

  0 ,  7  , 14 , 21 , 28 , 35 , 42 , 49 , 56 , 63 , 70 , 77 , 84 , 91 , 98 , 105
15 , 22 , 29 , 36 , 43 , 50 , 57 , 64 , 71 , 78 , 85 , 92 , 99 , 106 , 113 , …

30 , 37 , 44 , 51 , 58 , 65 , 72 , 79 , 86 , 93 , 100 , 107 , 114 , , …

45 , 52 , 59 , 66 , 73 , 80 , 87 , 94 , 101 , 108 , 115 , 

60 , 67 , 74 , 81 , 88 , 95 , 102 , 109 ,  116 , …

75 , 82 , 89 , 96 , 103 , 110 , 117 , …

90 , 97 , 104 , 111 , 118 , …

Se puede ver en la grilla que a partir del 84, cualquier puntaje más alto que se nos ocurra será posible. Marcamos en rojo del 84 al 90, pero si recorreríamos la “diagonal” que queda un lugar a la derecha de los marcados en rojo, tendríamos del 91 al 97 y luego si hacemos lo mismo tendríamos del 98 al 104. Y eso nos da la pauta de que cualquier número más alto que 84 se puede conseguir.

Sin embargo el 83 no es un puntaje posible.

1) El puntaje más alto que es imposible conseguir es el 83

2) En realidad, en el punto 1 lo que se puede ver que hicimos es conseguir 7 números consecutivos que sean conseguibles, que fueron del 84 al 90.

Una vez que tuvimos 7 consecutivos luego podemos estar seguros que todos los más grandes son conseguibles, ya que de a 7 podemos sumar y luego conseguimos cualquiera más grande.

En el ejemplo 1 además, ocurre que el máximo común divisor entre 15 y 7 es 1. Si analizamos los restos de dividir por 7, a los múltiplos de 15 veamos qué dan:
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Esto que vemos es que luego de ver los primeros 6 múltiplos de 15 ya tenemos todos los restos posibles de dividir por 7 salvo el resto 0. Este hecho ocurre siempre que 2 números tengan como máximo común divisor a 1, como son 7 y 15.

¿Y por qué esto mismo ocurre con 2 números cualesquiera 
[image: image389.wmf]n

 y 
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 con 
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digamos con la única condición de que tengan máximo común divisor 1?

La razón no es sencilla, pero vamos a intentar entenderlo. 

Supongamos que hay 2 múltiplos de 
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) que tengan el mismo resto al dividirlos por 
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. Y digamos que 
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Pero entonces cuando restamos 2 números del mismo resto al dividir por 
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tiene que dar como resultado un múltiplo de 
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. O sea, 
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 es múltiplo de 
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Pero si 
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 y 
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 eran números entre 
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 y 
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 inclusive, eso significaría que hay un múltiplo de 
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 y de 
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 que es menor que 
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. Sin embargo es un hecho conocido (por algunos) que el mínimo común múltiplo entre 2 números 
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 y 
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 de máximo común divisor 1 tiene que ser 
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2) Entonces va a resultar que el mayor número no conseguible es 
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Así como en el caso de 15 y 7 el máximo no conseguible fue el 
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22) Razón entre los triángulos

El cuadrado ABCD tiene lados de longitud 1.

[image: image413.png]17”2




El punto M es el punto medio entre C y D

Se trazan la diagonal AC y el segmento BM y quedan formados 2 triángulo que pintamos de rojo y verde

1) ¿Qué relación hay entre la superficie del triángulo rojo y la del triángulo verde?

Y si el punto M hubiera estado en el segmento CD, pero a una distancia de 
[image: image414.wmf]n
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 del puno C

2) ¿Qué relación habría habido entre los triángulos rojo y verde que se formaban?
Resolución: En la siguiente figura comparamos los ángulos entre los 2 triángulos
[image: image415.png]s/
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Y nos damos cuenta que los triángulos son semejantes. Los ángulos que llamamos 
[image: image416.wmf]a

son iguales por que son opuestos por el vértice.

Y los que llamamos 
[image: image417.wmf]b

 son iguales porque son ambos de 45° porque vienen de la diagonal de un cuadrado. Y los 2 ángulos restantes tienen que ser iguales entre sí, porque en ambos triángulos los ángulos suman 180°.

Esto nos asegura que los 2 triángulos son semejantes. Y entre triángulos semejantes, la relación entre los lados que se corresponden es siempre la misma. 

¿Cuáles serían en este caso los lados que se corresponden y cuál sería la relación entre los lados?

Veamos nuevamente el dibujo algo alterado:
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Podemos decir que el lado 
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se corresponde con 
[image: image420.wmf]CM

 y sabemos que 
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[image: image422.wmf]BP

 se corresponde con 
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 (
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 se corresponde con 
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Entonces también tiene que ocurrir que 
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(Esto queda para que lo piensen y se convenzan!)

Luego, en el triángulo rojo, si pensamos que 
[image: image429.wmf]AB

 es la base y que 
[image: image430.wmf]RP

es la altura, llegamos que tiene una superficie de: 
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Mientras que el triángulo 
[image: image432.wmf]CPM

se puede pensar con base 
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 y altura 
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Entonces su superficie es:
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1) O sea, la superpie del triángulo verde es un cuarto la del rojo. O equivalentemente la del rojo es 4 veces más que la del verde

2) Para resolver el problema 2 nos va a quedar que los lados del triángulo de la izquierda son 
[image: image436.wmf]n

 veces más grandes que los de la derecha, ya que sigue ocurriendo que son triángulos semejantes. Y lo mismo ocurre con la altura cuando intentamos calcular la superficie. 

2) Por lo tanto la superficie del triángulo de la izquierda es 
[image: image437.wmf]2
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 veces más que la del triángulo de la derecha

23) Cuántos rectángulos

En las siguientes figuras hay tres, nueve y dieciocho rectángulos, respectivamente: 

[image: image438.png]1 columna 2columnas




¿Cuántos rectángulos hay en esta otra figura?: 
[image: image439.png]



Resolución: Veamos cuántos rectángulos se agregan al agregar una columna más.

	
	
	
	

	
	
	
	


Vamos a pensar en cada rectángulo que se puede formar dependiendo de cuál es el rectangulito que queda arriba a la izquierda de dicho rectángulo.

Por ejemplo podemos pensar que si el rectangulito superior izquierdo queda en alguna de las 3 columnas de la derecha, en total va a haber 18 rectángulos así que son los que habíamos contado para 3 columnas. Entonces, podemos pensar que los nuevos son aquellos en que el rectangulito superior izquierdo queda en la primera columna.

	
	
	
	

	x
	
	
	


Si el rectángulo superior izquierdo está en donde se ve la x, hay 4 rectángulos posibles, que son los siguientes:

	
	
	
	

	
	
	
	


	
	
	
	

	
	
	
	


	
	
	
	

	
	
	
	


	
	
	
	

	
	
	
	


Ahí están los 4 rectángulos posibles que tienen como superior izquierdo al rectangulito donde habíamos puesto la x.

Ahora nos falta contar los rectángulos que se pueden formar para los cuales el rectangulito superior izquierdo que donde marcamos la x a continuación:

	X
	
	
	

	
	
	
	


Veamos cuáles son los posibles:

	
	
	
	

	    
	
	
	


	
	
	
	

	    
	
	
	


	
	
	
	

	    
	
	
	


	
	
	
	

	    
	
	
	


	
	
	
	

	    
	
	
	

	
	
	
	

	    
	
	
	


	
	
	
	

	    
	
	
	


	
	
	
	

	    
	
	
	


O sea, en total hubo 8 cuyo superior izquierdo estaba donde marcamos la última cruz. 4 de estos 8 eran rectángulos que no agarraban ningún rectangulito de la segunda fila y los otros 4 llegaban a la segunda fila.

O sea, en total, al agregarle la cuarta columna, aparecieron 
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Y al agregarle la quinta columna van a aparecer con el mismo razonamiento 
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O sea, de los 18 que había con 3 columnas, llegamos a 
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Rta.: Hay un total de 45 rectángulos

24) Juego con cartas

El juego consiste en lo siguiente:

Agarramos una baraja española, separamos el 1, 2, 3 y 4 de oros y también 1, 2, 3 y 4 de copas. De este modo tenemos sólo estas 8 cartas para jugar.

El juego consiste en mezclar las 8 cartas y luego ir dando vuelta de a una las cartas. En el momento que damos vuelta la última carta de oro, contamos cuantas cartas en total dimos vuelta (contando la última) y anotamos ese número. Lo menos que podemos anotar es 4 (si justo las 4 primeras que damos vuelta son de oro) y lo máximo 8.

1) ¿De cuántos modos diferentes pueden quedar ordenadas las cartas luego de mezclar?

2) ¿De cuántos modos pueden quedar ordenadas para que las 4 cartas de arriba sean de oro (o sea se anote 4 en el juego)?

3) De cuántos modos diferentes pueden quedar ordenadas las cartas para que se anote 5 en el juego.

4) Responder lo mismo para anotar 6, 7 u 8
Resolución: En el lugar de arriba de todo puede quedar cualquiera de las 8 cartas. Pero una vez que sabemos cuál quedó arriba, para el segundo lugar hay 7 posibilidades. Y una vez que sabemos las 2 primeras, para la tercera hay 6 posibilidades. Y así se puede generar un diagrama que nos permite ver que hay un total de 
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 órdenes.
1) En total hay 40.320 órdenes posibles.
2) Si las 4 de arriba son de oro, sabemos que esas 4 pueden quedar en cualquier orden. O sea hay 4! Ordenes. Y para cada uno de esos órdenes, las otras 4 cartas están abajo, pero pueden ordenarse de cualquier modo. O sea por cada una de los 4! Modos en que pueden quedar los oros de arriba ordenados, hay 4! Modos en que pueden quedar las 4 copas de abajo ordenadas.

2) O sea, en total hay 
[image: image444.wmf]576
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órdenes posibles en los cuales quedan los 4 oros arriba.
3) Si se anota un 5 es porque la 5 carta que se da vuelta es de oro y de las 4 primeras, había 3 que eran de oro. Supongamos que justo la primera, la segunda y la tercera que damos vuelta son de oro y la quinta también. Eso puede ocurrir de 
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 modos, como habíamos calculado antes. Sin embargo los 3 primeros oros no tienen por qué haber salido primero segundo y tercero. En realidad hay que elegir 3 lugares entre los 4 primeros, o sea el número combinatorio 
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. Y para cada una de esas 4 posibilidades hay 
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órdenes posibles. 

3) O sea, hay un total de 
[image: image448.wmf]2304
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 órdenes posibles para que se anote 5.
4) Si anotamos 6, sabemos que la sexta carta es de oro y que entre las 5 primeras hay 3 que son de oro. Una vez que elegimos los tres lugares para los oros, hay 
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 órdenes. Pero hay 
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 modos de elegir los 3 lugares para los oros.

4) O sea, en total hay 
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órdenes posibles para anotar 6

Y hay 
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órdenes para anotar 7

Y hay 
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 órdenes para terminar en la octava

Podemos notar, que 20160 es justo la mitad del total de los órdenes lo que tiene total sentido. En promedio la mitad de las veces terminamos en la octava, ya que en promedio la mitad de las veces la última que damos vuelta es un oro.
25) Prode

Problema: El Prode (Pronósticos deportivos) es el clásico juego donde se llena una tarjeta intentando predecir los resultados de 13 partidos de fútbol que se jugarán el fin de semana. En la tarjeta figuran 13 partidos, y en cada partido hay que arriesgar sobre si va a ganar el local, si va a ser empate o si va a ganar el visitante, hay que elegir sólo una de las opciones. De yapa, hay 2 de los 13 partidos donde se pueden arriesgar 2 resultados posibles. Supongamos que de antemano en cada uno de los 13 partidos hay una probabilidad de 
[image: image454.wmf]3
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 para cada uno de los resultados posibles. O sea, la suposición que hacemos es que no hay equipos mejores que otros, como si el juego fuera totalmente de azar.

¿Cuál es la probabilidad de acertar llenando una tarjeta los resultados de los 13 encuentros?
Resolución: Como decimos casi siempre: 

“Hay varios modos de pensar este problema” Habrá muchos que leyeron el enunciado y todavía no saben con certeza qué significa probabilidad, tal vez tienen una noción pero no la definición exacta. La idea es que en este tiempo de práctica vayamos aprendiendo algunas cosas nuevas y esta podría ser una. Así, que para comenzar podemos dar una noción básica de probabilidad para los que no tienen muy en claro el concepto todavía 

Empezamos con un ejemplo muy sencillo: Supongamos que nuestro experimento consiste en tirar un dado equilibrado, o sea no tiene en principio ninguna propensión a que algún número salga más que otro. Los resultados posibles son:

Sale 1 ; Sale 2 ; Sale 3 ; Sale 4 ; Sale 5 o Sale 6

Si repetimos el experimento a lo largo del tiempo muchas veces, la intuición nos dice que es de esperar que cada una de las 6 posibilidades salga aproximadamente en 
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 de los experimentos. Ese número: 
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 es lo que llamamos probabilidad de que ocurra dicho resultado. Por ejemplo, una oración bien formulada sería:

“Al tirar un dado equilibrado, la probabilidad de que salga el 5 es 
[image: image457.wmf]6
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Podríamos hacer exactamente la misma oración, cambiando donde dice 5, por 1, por 2, por 3 , por 4 o por 6 ya que cada uno de los resultados tiene probabilidad 
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Otra oración posible es: 

“Al tirar un dado equilibrado, la probabilidad de que salga un número par es
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En esta última oración hablamos de la probabilidad de que salga un número par, o sea de la probabilidad de que salga 2, 4 o 6. O sea, son 3 los resultados favorables (que hacen que salga un número par) y son 6 todos los resultados posibles. Y lo que hicimos para calcular la probabilidad es dividir los casos favorables por el total de casos. Esto vale siempre que estemos ante un experimento en que todos los resultados tienen la misma probabilidad. En el problema del Prode por ejemplo hay, el experimento consiste en jugar los 13 partidos y un resultado del experimento es el resultado de los 13 partidos simultáneamente. O sea, un resultado del experimento sería por ejemplo:

	
	Local
	Empate
	Visitante

	Partido 1
	X
	
	

	Partido 2
	
	X
	

	Partido 3
	
	X
	

	Partido 4
	X
	
	

	Partido 5
	
	
	X

	Partido 6
	
	
	X

	Partido 7
	
	X
	

	Partido 8
	X
	
	

	Partido 9
	
	x
	

	Partido 10
	x
	
	

	Partido 11
	
	
	X

	Partido 12
	
	x
	

	Partido 13
	
	
	X


Donde la cruz de más arriba, significa que en el partido 1 ganó el local. La segunda cruz significa que el partido 2 resultó empate y así siguiendo.

El total de resultados posibles del experimento es de 
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 ya que en cada partido hay 3 posibilidades y luego se va multiplicando 
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Supongamos que Gerardo jugó una tarjeta de prode. Digamos por ejemplo que Gerardo había elegido arriesgar 2 resultados en cada uno de los partidos 1 y 2.

Para esa tarjeta que jugó Gerardo, hay 4 resultados posibles del experimento que hacen que Gerardo gane el Prode. Y hay 4 porque en el primer partido sirven 2 resultados, en el segundo sirven 2 resultados y en los restantes 11 sirve sólo 1 resultado. O sea, hay 
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 combinaciones (o resultados posibles del experimento) para que Gerardo gane el prode.

Sabíamos que en total había 
[image: image463.wmf]594323
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resultados posibles. De los cuales hay 4 de ellos que son favorables. Como estamos bajo la suposición de que todos los resultados son igual de probables, eso significa que la probabilidad de ganar al prode, se calcularía como 
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26) 1001

3) Si nos quedamos con el conjunto de números naturales entre 1 y 1001 que no son múltiplos ni de 7, ni de 11 ni de 13: ¿Cuántos hay?

4) Si sumamos dichos números: ¿Cuánto da?
Resolución:

1) Este es un problema bastante molesto, y que lleva su trabajo resolverlo. Así que vamos de a pasitos. Suena razonable creer que sería atinado contar primero cuántos números son múltiplos de 7, de 11 o de 13. 

Primero factoreamos 1001. 
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. Sabemos que:

Los múltiplos de 7 entre 1 y 1001 son 
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Los múltiplos de11 entre 1 y 1001 son 
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Los múltiplos de 13 entre 1 y 1001 son 
[image: image468.wmf]77

13

:

1001

=


Pero hay que tener cuidado, no se puede directamente hacer la suma 
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Y decir hay 311 número que son múltiplos de 7, de 11 o de 13

¿Y por qué no se puede?

Bueno porque estaríamos contando algunos de los número más de una vez. Por ejemplo el 77 es uno de los 143 múltiplos de 7, pero también es uno de los 91 múltiplos de 11. Para visualizar mejor la situación hacemos un diagrama de Venn de 3 conjuntos de números:

A = los múltiplos de 7 entre 1 y 1001

B = los múltiplos de 11 entre 1 y 1001

C = los múltiplos de 13 entre 1 y 1001

[image: image470.png]



El 1 en la intersección de los 3 conjuntos fue puesto en alusión a que hay sólo un elemento en la intersección de los 3 conjuntos. Dicho elemento es el 
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Un primer ejercicio podría ser intentar completar la cantidad de elementos que hay en cada región que queda en el diagrama que vemos arriba. Antes de mirar el siguiente dibujo, intentá descubrir cuántos elementos hay en cada región.

Ahora viene esa respuesta:

[image: image472.png]



El modo para llenarlo es empezar por las regiones  en las que llenamos con 12, 10 y 6. Por ejemplo, en la región que hay 6 elementos: ¿Cómo lo sabemos?

Bueno, sabemos que la región que marcamos con 6 elementos unida a la región en la que hay 1 elemento es la región de intersección entre los múltiplos de 11 y los de 13. Para que un número sea múltiplo de 11 y de 13 a la vez, tiene que ser múltiplo del mínimo común múltiplo de estos números, que es justamente 
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. Y los múltiplos de 143 hasta 1001, son justamente 7 ya que 
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. Y como en total hay 7 en la intersección de B y C y uno ya lo habíamos contado en la triple intersección, significa que en la región en cuestión hay 6 para que sumen en total 7. Ese mismo razonamiento sirve para completar el 10 y el 12 y luego se pueden completar los otros números.

En total, en 
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 números naturales menores o iguales que 1001 que son múltiplos de 7, de 11 o de 13.

Bueno, todo este análisis no conduce a buena empresa de un modo directo, pero nos será útil para resolver el problema tener en mente estas regiones.

A continuación cuando hablemos de 
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 vamos a estar pensando en la suma de todos los elementos de 
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. Y lo mismo con 
[image: image479.wmf]B

, 
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 o cualquier otro conjunto.

Para calcular la suma de los números que no son múltiplos de 7, de 11 ni de 13 hay que hacer la siguiente cuenta (recordar que significa ahora 
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De hecho, vamos a darle un nombre a las regiones del diagrama:
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Con nuestro modo de notar, resulta lo siguiente:
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Entonces, nuestro objetivo es sumar
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.Al hacer esto, estaremos calculando la suma de los número que sí son múltiplos alguno de 7, de 11 o de 13. Y si le restamos a la suma total de los números entre 1 y 1001 lo que nos de 
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 vamos a obtener el resultado deseado.
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Entonces, desarrollamos la cuenta que habíamos dicho antes:
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Ahora todavía falta un largo camino, ya que tenemos que calcular 
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Empecemos por 
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Si uno hace toda la cuenta que decíamos antes da
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Y si uno suma todos los número desde 1 hasta 1001 da 
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Entonces, en total, los números que no son múltiplos ni de 7 ni de 11 ni de 13 suman:
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Rta.: La suma de los números naturales que no son múltiplos de 7, de 11 ni de 13 entre 1 y 1001 es 360.360

27) Círculos que se cruzan

Problema: 2 Círculos se cruzan como se ve en la figura de modo que el centro de un círculo es parte del otro círculo y viceversa.

[image: image510.png]



En el dibujo pintamos de rojo un arco dentro del círculo B. Y los puntos O y O’ son los centros de ambos círculos

¿Qué porción del círculo B es la pintada de rojo?
Resolución: Primero observamos que ambos círculos deben tener el mismo radio, que es justamente la distancia de O a O’. 

A continuación dibujamos un triángulo

[image: image511.png]



Dicho triángulo claramente es equilátero ya que todos los lados miden igual al radio de los círculos que es el mismo. Pero si el triángulo es equilátero debe ocurrir que todos sus ángulos miden 60°.
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Y entonces la porción de arco pintada corresponde a un ángulo que es 2 veces 60°, o sea a un ángulo de 120°.
[image: image513.png]



Pero como la vuelta entera mide 360°. El arco que corresponde a un ángulo de 120° mide 
[image: image514.wmf]3
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 del total de la circunferencia.

Rta.: La porción del círculo B que está pintada de rojo es la tercera parte de dicho círculo.

28) No a los grupos cerrados

Problema: Una chica que cumplía 15 años tenía la particularidad de que no le gustaban los grupos de amigos cerrados. Y por eso al momento de diagramar las mesas intentó hacerlas de modo que en cada mesa no todos sean conocidos entre sí, para que se integren y se conozcan.

En una mesa, en la que había 8 personas, resultó que ninguno conocía a más de 3 de la mesa de sus 7 comensales. Sin embargo cualquier par de personas de la mesa o se conocían o tenían un conocido en común en esa misma mesa. 

¿Puedes dar un ejemplo de quienes se conocía con quienes en dicha mesa?
Resolución: Llamemos a las personas de la mesa 
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A continuación vamos a dar un ejemplo de los pares de personas que se conocen:
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Queda como ejercicio chequear que efectivamente si estos que escribimos arriba se conocen de a pares entonces pasa lo que dice en el enunciado.

29) Justo a tiempo

Problema: En el canal Telefé hay un programa de entretenimientos que se llama “Justo a tiempo”. Uno de los juegos del programa consiste en que llaman a un televidente y hay 7 personas sentadas en una mesa, cada una de las cuales tiene un plato, que en la parte de abajo (que queda contra la mesa) tiene una leyenda o no. Hay un plato que abajo dice “Justo”, hay otro que dice “a” y hay otro que dice “tiempo” y los otros 4 platos no dicen nada.

Antes de comenzar muestran los 7 platos al televidente en su parte de abajo para que constate lo que tienen escrito los platos y para que intente seguirlos. Luego, estas 7 personas se empiezan a pasar los platos de un modo que yo pierdo de vista cualquiera de los platos que sabía que decía y luego de semejante mareo, para mí cualquier plato puede estar en cualquier lugar. Supongamos que me llaman justo a mí y tengo que arriesgar quien tiene el plato que dice “Justo”, quién tiene el que dice “a” y quién tiene el que dice “tiempo”

1) ¿Qué probabilidad hay de que acierte los 3?

2) ¿Y qué probabilidad hay de que acierte exactamente 2?
Resolución:

1) Digamos que arriesgo los 3. Para el plato que dice “Justo” puedo elegir entre los 7 lugares. Para el que dice “a” me quedan 6 personas para elegir. Y para el que dice “tiempo” me quedan 5 posibilidades. O sea, tengo un total de 
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 modos diferentes de arriesgar, de los cuales sólo uno es el acertado. Por lo tanto, la probabilidad de acertar los 3 es de 
[image: image518.wmf]210
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2) Para analizar este caso, hay que sumar todos los modos posibles que tengo de acertar exactamente 2.

Por ejemplo si acierto el que dice “justo” y el que dice “tiempo” pero no el otro, si o si elegí para “justo” y para “tiempo” la persona correcta y sin embargo para la palabra “a” tengo que haber elegido alguno de los 4 de los 5 restantes que no tienen el plato con la “a”. Esto quiere decir que en total tengo 4 modos diferentes de acertar “justo”, “tiempo” y no “a”.

Pero son 4 así, pero otros 4 para acertar por ejemplo los platos de “justo” y “a” y no el de “tiempo”

Y son otros 4 para acertar los platos de “a” y “tiempo” pero no el de “justo”.

O sea, en total hay 10 modos diferentes de acertar de un total de 210 modos. 

2) Por lo tanto la probabilidad de acertar exactamente 2 platos es de 
[image: image519.wmf]210

12


30) Patineta

Problema: 2 hermanos, Sebastián y Rodrigo, tienen una sola patineta que la tienen que compartir.

Tienen que ir por la ciclovía hasta el club que queda a 1 Km. de la casa. 

· Sebastián camina a 5Km. /h. 

· Rodrigo camina a 10 Km. /h. 

· Y cualquiera de los 2, en la patineta anda a 15 Km. /h.

¿Cuánto es lo mínimo que pueden demorar en llegar ambos al club?

Pista: Pueden dejar la patineta en la ciclovía sola que nadie se la va a robar. 
Resolución: Este no es un problema fácil de pensar. Una cosa que podríamos pensar es que si uno de los 2 hermanos llega antes que el otro, seguro que están haciendo algo mal ya que para llegar ambos lo más rápido posible seguro que llegan ambos al mismo tiempo. Porque si ese que llegó antes andaba un poquito menos en patineta, el llegaría un poquito más tarde, pero el otro iba a andar un poco más en patineta e iba a llegar más rápido y la llegada de ambos sería antes. Entonces, podemos intentar hacer un modo en que ambos lleguen al mismo tiempo y además podemos suponer que la patineta en total se va a usar el largo del trayecto, esto es 1 Km. Digamos que Seba la va a usar en 
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 Km. donde 
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 es un número entre 0 y 1 y entonces Rodrigo la va a usar en 
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 Km., que sería el resto del trayecto.

Ahora, tenemos que buscar para que valor de 
[image: image523.wmf]x

 demoran lo mismo. Para eso, tenemos que empezar por calcular cuánto demoran.

Empecemos por Seba:

Seba usa la patineta 
[image: image524.wmf]x

 Km. y el resto del trayecto, que son 
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 Km. camina.

Eso significa que hace 
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 Km. a 15 Km. /h. y 
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 Km. a 5 Km. /h.

Sabemos de la fórmula que dice que la velocidad es el espacio recorrido dividido el tiempo: 
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. En otras palabras, se puede decir que 
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. En el caso de la parte que Seba anduvo en patineta, tendríamos que 
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, mientras que cuando Seba caminó tenemos 
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En total el tiempo que le llevó llegar es de 
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Hasta acá calculamos el tiempo que demora Seba y dicho tiempo quedó expresado en función de 
[image: image533.wmf]x

, que es la distancia en Km. que recorre a patineta.

Ahora nos toca calcular el tiempo que demora Rodrigo:

Rodrigo anda 
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 Km. en patienta, eso en tiempo, sería 
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Y además Rodrigo, camina 
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 Km. para lo que demora 
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Por lo tanto, el tiempo total que demora es de


[image: image538.wmf]x

x

x

×

+

=

+

-

30

1

15

1

10

15

1

 horas

Pero habíamos dicho que íbamos a intentar que ambos hermanos lleguen al mismo tiempo.

O sea deberíamos igualar los tiempos en los que llegan. Y por eso planteamos la siguiente ecuación:
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Ahora tenemos que despejar el valor de 
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. Para eso juntamos los términos que tienen 
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 de un lado y los otros del otro.
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Cuando buscamos para recordar que representaba 
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, encontramos que 
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 era la cantidad de Km. que Seba usaba la patineta. Y habíamos llegado a que Seba demoraba en total 
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 nos da 
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Rta.: Lo más rápido que pueden llegar ambos es en 5 minutos y 36 segundos.

31) Mínimo común múltiplo

Problema: Hay 2 números naturales cuyo mínimo común múltiplo es 3780 y estos 2 números difieren sólo en 5 unidades. 
¿Serías capaz de encontrarlos?


Resolución: Lo primero que podemos hacer para resolver un problema como este es factorizar el número 3780

	3780
	2

	1890
	2

	945
	3

	315
	3

	105
	3

	35
	5

	7
	7


O sea, 
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Cuando se calcula el mínimo común múltiplo entre 2 numeros, el número resultante (el mcm) tiene una factorización en la que cada primo aparece a la potencia máxima que aparecía en la factorización de dichos números. Esto quiere decir que alguno de los 2 números que buscamos tiene por ejemplo a 
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 en su factorización.

Probando un poco usando uno de los números que tenga a 
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 en su factorización, podemos encontrar los siguientes números:
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El secreto para buscar más rápido es que los primos que no aparecen en uno de los números tienen sí o sí que aparecer en el otro y a la máxima potencia.

32) Distancia entre las ciudades

Problema: Dos ciclistas recorren a velocidades constantes el camino entre A y B ida y vuelta sin parar. Los dos salen al mismo tiempo. Uno sale de A, llega a B y de inmediato regresa a A y así continúa. El otro, sale de B, llega a A y de inmediato regresa a B y continúa del mismo modo. Durante el viaje, se cruzan de frente las dos primeras veces: la primera a 11km de A, y una hora más tarde se cruzan por segunda vez a 9km de B. 

1) ¿Qué distancia hay entre las 2 ciudades?
2) ¿A qué velocidad iban los ciclistas?

Resolución:

1) Para comenzar llamamos 
[image: image556.wmf]d

 a la distancia en Km. que hay entre A y B

El que salió de B (lo llamamos Braulio), se cruza con el que salió de A (Atilio digamos) a 11 Km. de A, luego Braulio recorre 11 Km. hasta llegar a A y pega la vuelta. Y desde que pega la vuelta recorre 
[image: image557.wmf]9
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Km. hasta volver a cruzarse con Atilio. O sea, en total, entre los 2 cruces con Atilio, Braulio recorre 
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Podemos analizar cuánto recorre Atilio desde el primer cruce hasta el segundo con Braulio. Veamos:

Atilio se cruza con Braulio por primera vez luego de recorrer 11 Km. Desde A, luego de cruzarse recorre 
[image: image559.wmf]11
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 Km. hasta llegar a B. Ahí pega la vuelta y recorre 9 Km. más hasta encontrarse con Braulio por segunda vez. Por lo tanto, en total Atilio recorre entre la primera vez que se cruzan y la segunda un total de
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En el primer lapso, o sea hasta cruzarse por primera vez, Braulio recorrió 
[image: image561.wmf]11
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 mientras que Atilio recorrió 11. O sea, entre los 2 recorrieron 
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Entre ambos cruces, vimos que Braulio recorrió 
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 y que Atilio recorrió 
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. Y por tanto, entre ambos recorrieron 
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O sea recorrieron el doble de distancia entre el primer cruce y el segundo que lo que había recorrido antes del primer cruce. Pero como sus velocidades eran constantes quiere decir que pasó el doble de tiempo.

Para responder cuál es la distancia 
[image: image566.wmf]d

 entre las 2 ciudades podríamos pensar lo siguiente. Braulio por ejemplo, en el primer lapso (hasta el primer cruce) recorrió 11 Km. Y en el segundo lapso (entre los 2 cruces) recorrió 
[image: image567.wmf]2
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 Km. Pero sabemos que el segundo lapso es el doble que el primero y por lo tanto Braulio recorrió el doble de distancia. Eso nos permite plantear la siguiente ecuación:
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1) Entre las 2 ciudades hay 20 Km.
2) Una hora pasó entre el primer cruce y el segundo. Y Braulio recorrió 
[image: image569.wmf]2
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 Km. en ese lapso, o sea recorrió 22 Km. en una hora por lo que su velocidad era de 22 Km. /h. Mientras que Atilio recorrió 
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 Km. en el tiempo entre los 2 cruces y por lo tanto la velocidad de Atilio es de 18 Km. /h.

33) MCM y MCD

Problema: Dos números naturales tienen como mínimo común múltiplo al 264.600

Y como máximo común divisor al 30

¿Cuál es el producto de ambos números?

Explica con claridad
Resolución: Para analizar este problema me parece razonable que uno se ponga a factorizar el número 264.600

	264600
	2

	132300
	2

	66150
	2

	33075
	3

	11025
	3

	3675
	3

	1225
	5

	245
	5

	49
	7

	7
	7

	1
	


Obtenemos que 
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Y por otro lado sabemos que 
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A los dos números en cuestión, o sea los que tienen MCM 264.600 y MCD 30 los llamamos 
[image: image573.wmf]a

 y 
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Como el MCD es 30 eso significa que en ambos números, al factorizarlos, aparecen el 2, el 3 y el 5. Además tiene que pasar que en uno de los números aparecen una sola vez (o elevado a la potencia 1 dicho de otro modo). Mientras que en el otro tiene que aparecer elevado a la potencia que alcanza en el MCM.

O sea, por ejemplo el 2 aparece en la factorización de uno de los números elevado a la 1 y en la otra elevado a la 3. O sea, cuando multipliquemos ambos números, el 2 va a aparecer elevado a la 
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El 3 va a aparecer también elevado a la 
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 en el producto.

El 5 va a aparecer elevado a la 
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Sin embargo el 7 sólo aparece en la factorización de uno de los números (aparece al cuadrado) y por lo tanto en el producto va a aparecer elevado a la 
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. Finalmente podemos decir que el producto entre ambos números da
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Al fin de cuentas el producto entre dos números 
[image: image580.wmf]a

 y 
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 cualesquiera siempre resulta igual al producto entre el MCM y el MCD de estos números. O sea, vale que:


[image: image582.wmf](

)

b

a

MCD

b

a

MCM

b

a

,

)

,

(

×

=

×


34) Partido de Metegol

Problema: Pablo y Walter juegan al metegol. Uno contra el otro. Pablo juega mejor que Walter. De hecho, cada bola que juegan, Pablo tiene un 60% de probabilidades de hacer gol y Walter sólo un 40%. Cada bola nueva que juegan, se repite dicha  probabilidad.

¿Cuál es la probabilidad de que Pablo le gane a Walter un partido de metegol?

Recordamos que en un partido de metegol se juegan 7 bolas y gana quien logra meter al menos 4 de estas. 
Resolución: Podríamos empezar calculando cuál es la probabilidad de que Pablo le gane a Walter 7 a 0. Para que esto ocurra tiene que pasar que 7 veces seguidas pasa que Pablo mete el gol. La probabilidad de que el Primer gol lo haga Pablo es de 
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Y la probablidad de que haga los 7 goles Pablo es de 
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Calculemos ahora cuál es la probabilidad de que Pablo le gane a Walter 6 a 1. Eso puede pasar de 7 modos diferentes. Esos 7 modos diferentes corresponden al gol que hace Walter, ya que puede darse que Walter haga el primer gol y Pablo los 6 restantes. O que Walter haga gol en la segunda bola y Pablo en las 6 restantes. En fin, hay 7 modos diferentes como se puede ver.

Calculemos la probabilidad por ejemplo de que Walter haga el primer gol y Pablo los 6 restantes. Dicha probabilidad es 
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Pero la probabilidad de que Walter haga gol en la segunda bola y Pablo en las restantes es: 
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Con esto nos damos cuenta que los 7 modos de ganar 6 a 1 que tiene Pablo son todos igual de probables. Cuando sumamos las probabilidades de cada uno para ver cuál es la probabilidad total de que Pablo le gane a Walter 6 a 1 nos da:
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Y de a poco se va complicando. Ahora tendríamos que calcular la probabilidad de que Pablo le gane A Walter 5 a 2.

¿Cuántos modos diferentes hay de que Pablo le gane a Walter 5 a 2?

La cantidad de modos diferentes se va a contar contando por ejemplo en qué 2 bolas hace los goles Walter. Tiene un total del número combinatorio 
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 momentos diferentes en que hacer los 2 goles Walter.

Veamos por ejemplo la probabilidad de que Walter haga los 2 primeros goles y Pablo haga los 5 restantes. Dicha probabilidad es de 
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Pero si calculábamos por ejemplo la probabilidad de que Walter haga sus 2 goles en la bola 3 y en la 5 y Pablo haga los restantes, da:
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La probabilidad es la misma (El orden de los faroles no altera el alumbrado, como decía mi abuelo)

En fin, para cualquiera de los 21 modos diferentes en que Pablo le puede ganar a Walter 5 a 2 la probabilidad de que se dé de esa manera es de 
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Cuando sumamos todas estas 21 probabilidades para calcular la probabilidad total de que Pablo le gane a Walter 5 a 2 nos da como resultado 
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Ahora falta ver la probabilidad de que Pablo le gane a Walter 4 a 3 y luego sumar todas las probabilidades que conseguimos y tendremos la probabilidad de que Pablo le gane a Walter.

Pablo tiene 
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modos diferentes de ganarle a Walter 4 a 3. Y cada uno de los modos tiene una probabilidad de (ya lo podrán adivinar ustedes) 
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Y en consecuencia, la probabilidad total de que Pablo le gane a Walter 4 a 3 es de 
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En resumen, la probabilidad de que Pablo le gane a Walter su partido de metegol es la suma de las probabilidades de que le gane 7 a 0 ; 6 a 1 ; 5 a 2 y 4 a 3.

Hacemos la cuenta final:

Probabilidad de que Pablo le gane a Walter =
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O sea, hay una probabilidad de aproximadamente 71% de que Pablo le gane a Walter
[image: image598.wmf]
35) Mundial de fútbol

Problema: En un mundial de fútbol, llegan 16 equipos a los octavos de final.

A partir de entonces se diagraman los partidos como se ve en el siguiente gráfico. Donde numeramos los equipos desde f1 hasta f16 donde f1 es el primer favorito y así siguiendo hasta el último favorito.
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De esos 16 hay 4 equipos que son los grandes favoritos (f1, f2, f3 y f4), digamos que son Argentina, Brasil, Alemania e Italia. Supongamos que cualquiera de estos grandes favoritos tiene una probabilidad de
[image: image600.wmf]3
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de ganarle a cualquier equipo entre f5 y f16. Y cuando juegan 2 grandes favoritos entre sí, hay probabilidad 
[image: image601.wmf]2

1

para cada uno de ganar o pasar a la siguiente ronda que en nuestro caso es lo mismo..

Digamos que Argentina es f1.

7) ¿Al menos que probabilidad hay de que Argentina gane la copa del mundo?

Para responder 1) deberías poder decir Argentina tiene al menos tantas probabilidades de ganar la copa.

8) ¿Qué probabilidad hay de que f4 no llegue a la semifinal?

9) ¿Qué probabilidad hay de que f2 no llegue a la final?

10) ¿Qué probabilidad hay de que Argentina gane la copa sin necesidad de ganarle a ninguno de los grandes favoritos?

11) ¿Qué probabilidad hay de que Argentina gane la copa?

12) ¿Qué probabilidad hay de que alguno de los grandes favoritos gane la copa?
Resolución: 

1) Salvo algún malentendido estamos llamando f1 a Argentina y por como está hecho el diagrama de partidos es seguro que en ninguno de los 2 primeros partidos le va a tocar enfrentarse con otro de los grandes favoritos por lo que en los primeros 2 partidos tiene seguro 
[image: image602.wmf]3
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de probabilidades de ganar en cada uno si es que juega ambos. La probabilidad de que gane los 2 primeros partidos y llegue a semifinal es entonces 
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En semifinal lo más difícil que le podría tocar es que justo llegue el favorito f4 y en tal caso tendría 
[image: image604.wmf]2
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de probabilidades de ganar ese partido. Pero si f4 no llegase a la semifinal, la probabilidad de Argentina de ganar esa semifinal sería aún mayor. De lo que estamos seguros es que en caso de que Argentina llegue a semis su probabilidad de ganar en dicha instancia será de al menos 
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. Y por lo tanto, la probabilidad de Argentina de llegar a la final es de al menos 
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Y en caso de que llegue a la final, en el peor de los casos le tocará contra otro de los favoritos ya sea f2 o f3 y su probabilidad será de 
[image: image607.wmf]2
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. Esto quiere decir que la probabilidad de Argentina de Ganar la copa del mundo es de al menos 
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Lo interesante que podríamos notar de esto es que a pesar de ser 16 equipos, parece que Argentina tiene una en 9 chances de ganar

2) Podríamos pensar primero cuál es la probabilidad de que f4 llegue a la semifinal. Esa es fácil de calcular ya que f4 en sus 2 primeros partidos se enfrenta ante rivales que no son grandes favoritos y por lo tanto tiene en cada uno de sus 2 primeros partidos una probabilidad de 
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 de ganar. Por lo tanto la probabilidad de llegar a semis para f4 es de 
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Sin embargo, va a pasar una de las 2 cosas, o f4 llega a semis o f4 no llega a semis y entonces ambas probabilidades deben sumar 1 entre sí. 

2) Por lo tanto la probabilidad de que f4 no llegue a Semis es de 
[image: image611.wmf]9
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3) Calculemos que probabilidad hay de que llegue a la final. 

Hay 2 formas en que f2 puede llegar a la final:

Una de las formas es que f3 no llegue a semis y que f2 gane sus 3 primeros partidos. La probabilidad de que f3 no llegue a semis es la misma que la probabilidad de que f4 no llegue a semis que es como calculamos en 2) 
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 . Y la probabilidad de que f2 gane los 3 partidos una vez que sabemos que f3 no llega a semis es 
[image: image613.wmf]27

8

3

2

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

. Entonces, la probabilidad de que f2 llegue a la final sin que f3 no llegue a semis es de 
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Y la otra forma de que f2 llegue a la final es ganándole a f3 en semis. Para que esto ocurra tanto f2 como f3 deben ganar sus 2 primeros partidos, para lo cual hay una probabilidad de 
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. Y luego f2 le debe ganar a f3 lo que tiene probabilidad 
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. Por lo tanto la probabilidad de que f2 llegue a la final ganándole a f3 en semis es de 
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Luego, de las 2 formas que tenía f2 de llegar a semis, una tenía probabilidad 
[image: image618.wmf]243
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 y la otra tiene probabilidad 
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Y la probabilidad de que ocurra una de ambas (o sea, que f2 llegue a la final) es de 
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3) Por lo tanto la probabilidad de que f2 no llegue a la final es de 
[image: image621.wmf]243
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Las demás preguntas quedan para otra oportunidad ya que dar las respuestas se complica demasiado para esta etapa del año justo antes de las pruebas. Así que queda pendiente para más adelante.

4) Para empezar intentaremos dividir las distintas posibilidades.

F4 seguro que no tiene que llegar a semis para que Argentina no se enfrente con ningún gran favorito. Por el lado de f2 y f3 hay que analizar con mucho cuidado las posibilidades.

Una posibilidad sería que ni f2 ni f3 lleguen a semis con lo cuál menos van a llegar a la final. La probabilidad de que f2 no llegue a semis es la misma que la probabilidad de que f3 no llegue a semis y es la misma que la de que f4 no llegue a semis que la habíamos calculado en el punto 2 y era 
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Por lo tanto la probabilidad que ninguno (ni f2 ni f3 ni f4) lleguen a semis es de 
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Pero hay otros modos de que Argentina llegue a la final sin enfrentar a ningún gran favorito. Por ejemplo podría pasar que f2 llegue a semis pero f3 no y que además f2 pierda en semis y además que f4 no llegue a semis.

La probabilidad de que:

f2 llegue a semis,

f3 no llegue

f4 no llegue a semis

 y f2 pierda en semis es:
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O sea, para que Argentina gane el mundial sin necesidad de ganarle a ningún gran favorito debe pasar:

Opción 1) Ninguno de los otros 3 grandes favoritos llega a semifinal (
[image: image625.wmf]729
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) y Argentina gana sus 4 partidos (
[image: image626.wmf]16
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)

La probabilidad de esta opción 1 es de 
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Opción 2) 

· f2 llega a semis y pierde

· f3 no llega a semis

· f4 no llega a semis

· f2 pierde en semis

· Argentina gana sus 4 partidos


[image: image628.wmf]16
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Opción 3)

· F3 llega a semis 

· F2 no llega a semis

· f4 no llega a semis

· f3 pierde en semis

· Argentina gana sus 4 partidos
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4) Si sumamos las 3 opciones da una probabilidad aproximada de 
[image: image630.wmf]01393
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5) Dividamos los posibles casos:

Opción 1)

· Argentina llega a la final

· F2 llega a la final

· Argentina gana la copa

Opción 2 

· Argentina llega a la final

· F3 llega a la final

· Argentina gana la copa

Opción 3:

· Argentina llega a la final

· Ni F2 ni F3 legan a la final

· Argentina gana la copa

La opción1) tiene probabilidad 
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La opción 2) tiene la misma probabilidad 
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Mientras que en la opción 3) hay que calcular la probabilidad de que ni f2 ni f3 llegue a la final y para eso hay 2 opciones:

O ninguno de los 2 llega a semis (
[image: image633.wmf]81
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O 

f2 llega a semis

f3 no

f2 pierde en semis

cuya probabilidad es de
[image: image634.wmf]3
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O si no

F3 llega a semis

F2 no

F3 pierde en semis

Que también tiene probabilidad 
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Si sumamos estas 3 probabilidades nos da la probabilidad de que ni f2 ni f3 lleguen a la final que sería: 
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Luego la probabilidad de que

· Argentina llegue a la final

· Ni f2 ni f3 lleguen a la final

· Argentina gane la final

Es de 
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Luego si sumamos la opción 1) con la opción 2) con la opción 3) nos da como resultado: 
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