Analisis I - Practica 5
Verano 2007

Limites y Continuidad en R”

1. Siz € R", ponemos Nz = /> 1, 2.

(a) Muestre que si z € R™, se tiene que
L]z <Nz, sii=1,...,n;
iil. Nz <y/n-max{|z;|:i=1,....,n}
iil. max{|z;| : 1 < i < n} < Nz < ynmax{|z;| : 1 < i < n}.
Describa geométricamente esta doble desiguadad.

(b) Usando lo hecho, concluya que:
{x € R": /nmax|r;| <r} C{r e R" : Nz <7} C {z € R" : max |x;| < r}.

(c) Sea A C R™. Muestre que equivalencia de los siguientes dos enunci-
ados:

i. A es abierto;
ii. cualquiera sea y € A, existe r > 0 tal que

{x € R" : max|z; —y;| <r} C A.

2. (a) Muestre que los siguientes subconjuntos de R? son abiertos
i A={(z,y) eR?: 1< 2? +4?> <7}
ii. B={(z,y) eR?: 2z +y> 1}
ili. C={(z,y) eR?:2#0Vy#0}.

(b) Dé un ejemplo de un conjunto en R? que no sea ni abierto ni cerrado.

3. Para cada uno de los siguientes conjuntos A C R3, calcule A, A, A\ Ay
A\ DA:

(a) A={(z,y,2) eR®: 22 + 9> + 22 < 1}

(b) A={(z,y,2) eR3:2? +y? —2 < 1Az <2};

() A={(z,y,2) eER?:2? + 9> — 2 < 1A+ y? + (2 + 1) < 1}
(d) A={(z,y,2) eR®: 2% +y? <1 A2? +y? <1/2}.

4. Determine cuéles de los siguientes subconjuntos de R? son cerrados y
acotados:
B1(0) = {(z,y) e R? : 2% + 42 < 1};
{(a: y) € R?: 2?2 + 92 < 1};
={(z,y) eR?:2>0Ay > 0};
{(0,;) :n e N}

n

(a) K
(b) Kz =
(c) K3 =
(d) K



(e) Ky ={(z,y) eR?:0<z<1Ay=0}

5. En cada uno de los siguientes casos, encuentre una sucesién de puntos de
A que no posee ninguna subsucesién convergente a un punto de A:

(a) A= B,(0) C R?;
(b) A={(z,y) eR?:2>0Ay >0}

6. Dé el dominio de definicién para cada una de las siguientes funciones y

grafiquelo:

) f@y) = e+ g -2

1— 22 —9y2

(c) flo,y) = /6= 22+ 3y); (@ﬂ%m:/zgﬁu

1
(d) flz,y) = —; Ccos T
r (h) f(2,y) = —F—m——ms;
(e) fla,y) = a¥; V1-a2? g
2 sin 22
(0) Sy = BETEEL ) fle) =

7. Encuentre las curvas de nivel de las siguientes funciones:

(a) flz,y) =z +y; d) flz,y) ==
(b) fla,y) =2 +y%
(©) fz,y) = Vay; () flz,y) =a®—y>

8. Estudie las superficies de R? representadas por las siguientes ecuaciones y
diga cudles de estas superficies son la grafica de una funcién z = f(z,y).

(a) z =222 +y% (e) z=ay* + 1;
2 _1_ 2_y_2. 2_I2 y? .
1
sy (h)z*i conz >0
(d) 3z 42y — z = 0; A :

9. Encuentre las superficies de nivel de las siguientes funciones:

(a) u=z+y+ 2 (c) u=a"+y*+2%
(b) u=2a®41y* — 2% (d) u =24 2y%



10. (a) Usando sélo la definicién de limite demuestre que:

i lim z4+y=1;
(z,y)—(1,0)

ii. lim zy = —8.
(z,y)—(=1,8) Y

(b) Sie=1,e=1/100 6 € = a2, encuentre § > 0 tal que

N(z,y) — (-1,8) <0 = |2y + 8| <e.

11. Pruebe que:

~ 2., .2 e o
(®) (z y%Lnl(72)x Ty ey =39 (e)  lim %:Osic#(ﬁ
T ’ Ty (z,y)—(c,0) T2 — Y
(b) lim ze™ = 0; ,
2y =01 . y? +cos(m—x) 8
i @ () lim 2 ™" = _ =
(C) (z y%1—>1n(0 1) ye = L (z,y)—(0,3) Y 3
d lim  sin(zcosy) = 0;
(d) Lo (z cosy)

12. (a) Sea f: By(a,b) — R tal que ( %IIII( b)f(a:,y) = 0. Pruebe que:
T,y)—\a,
sin f(z, y)

lim =1.
(@y)—(ab) f(z,y)

(b) Sea f: B,(a,b) — R tal que ( %Hn( b)f(gc,y) = 4o00. Pruebe que:
z,y)—(a,
In f(z,y)

lim =0.
(@y)—(ab) f(z,y)

(c) Calcule:
sin(2? + y?)
. im @ ——;
(@y)—(00) x> +y?
sinzy

i

ii. im ;
(z,y)—(0,2) X
iii. lim 22 4+ 92 In(x? 4 3?).
(x7y)—>(070)( v)In( v)
13. Analice la existencia de los limites restringido a los ejes coordenados y del

limite doble de las siguientes funciones en el origen:

(®) f(x,y):ilz; (d) f(x,y)ZSinlx;
0) 1) = (@) Jlw.y) = lal”;

sin(z? + y?
© 100) = (0 fa) = 22,



.1?2—|—y2

(g) f(x,y)=W§ D) flz,y) = \/m_l;
h) fla,y) = (@ + 42" T T
k) 7@9) (xﬂgy;l—yz)erl (m) f(l‘,y)zxsin§+ysmg;
0) fley) = L0
y T
1 (n) f(z,y) =sin —;
)] f(fc,y)**JrQ; Y
U ey = Y —a -1
(k) f(z,y) = EEaDl (0) f(z.y) lz — 9

14. Demuestre que las siguientes funciones tienden a cero si (z,y) se aproxima
al origen a lo largo de cualquier recta, pero que para ninguna de ellas existe
el limite cuando (z,y) — (0,0)

4,4 2
(a) f(x,y)zﬁ; (c) f(ﬂf,y)zrvgmij{yy
372
() f@y) = mr

15. Estudie la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados

[ s @) # 0,0
&) fle9) {0» si (z,y) = (0,0);
en (1,0) y (0,0);
A+, si(z,y) #(0,0) y x> =1
B 7w = {1, si (2,9) = (0,0);

en (1,0) y (0,2);
(c) f(z,y) =sin(zcosy) en (1,1) y (0,2);

z+y, six#0ey+#0;
(@) flay) = {1
, en otro caso;
en (0,0) y (1,1);
1, siaxy#0;
e x? = .
(©) f(y) {07 I
en (1,0) y (—1,2).
16. Consideremos la funcién f(z,y) =z -y - sin % sin %

(a) Calcular su dominio natural.

(b) Determinar si es posible extenderla a R? de modo que resulte con-
tinua.



17. Encuentre los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

@ J@) =06 ) () gy = DL

e -y
(b) flz,y) = 1— a2 — 42 . B wfﬁﬂ, si (z,y) # (0,0);
© S =lyl O F@ED=16""" @) = 0,0)
(@ floy) =227

18. Demuestre que la funcion

Fag) = {2;;, si (2,9) # (0,0);

—~

0, si (x,y) = (0,0);

es continua respecto de cada una de las variables por separado pero no lo
es como funcién de ambas.

19. Estudie la continuidad de las siguientes funciones:
(a) f(z,y) = (z*,€7);
sin(z?+y? 612+y2 _
(b) f(:z:,y) = ( ﬂc(2+zg )7 2212 1)~

20. Sea f: {(x,y) : ¢ # 0} — R dada por

2%y sin xe¥
_|_
/22 + y2 2x

SibeR, calcule  lim z,Y).
(z,y)—(0,b) fz-9)

f(x,y) =

21. (a) Sea f: B1(0) C R? — R dada por f(z,y) = m Muestre que
f es continua y no es acotada.
(b) Sea g : B1(0) C R? — R dada por g(z,y) = N (z,y). Pruebe que g
es continua y acotada pero no alcanza su maximo en By (0).

sin(x2y)
22. = —
(a) Encuentre el dominio D de f y grafiquelo.
(b) Dado ¢ = (q1,¢2) € Fr(D). ;Existe lim flz,y)?

(z,y)—(q1,92)
23. Definimos F : R? — R como

xr1 T2 I3
F(z1,x9,...,09) =det | x4 =5 w6
7 Tg T9



(a) Sea a € R%. Muestre que si F(a) # 0, entonces hay un entorno U de
a tal que si « € U entonces F(x) # 0.

ay az as
(b) Concluya que si a € RY es tal que la matriz [ ay a5 ag | es in-
ar ag ag

versible, entonces existe un entorno U de a tal que si z € U, la matriz
xr1 T2 I3
T4 x5 Te | también lo es.
T7 T8 Ty



