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Verano 2007

Continuidad
1. Si f tiene grafico:
trazar el grafico de las funciones g1, go, ..., g7, si es
(a) g1(z) = f(z —3); (e) gs(x) = —f(2);
(b) 92('1') = f(23;‘), f ) = f(—zx
(©) gsl2) = f(2) — 3: (f) g6(x) = f(—=);
(d) ga(z) = 2f(2); (8) g7(z) = [f(2)|

2. Esbozar el gréfico de las siguientes funciones:

(a) fi(xz) =sinz, (d) fa(z) = sin(z + ),
(b) fa(z) = 3sinz, (e) f5(xz) =sin(x + 27).
(¢) fs(z) =sin3z. (f) fo(x) =sin(x + 37).

3. Graficar las funciones

(a) fi(z)
(b) fa(z)

e’ (©) fa(z) = —e”;

e " (d) fa(z)=—e".

4. Construir las graficas de las siguientes funciones:

(a) f:[-1,1] — R dada por

1+z, si—-1<2<0;
f(z) = .
1—-2z, si0<zx<1;

(b) f:]0,2] — R dada por

x3, si0<x< 1,
r, sil<z<2.



5. Usando la propiedad del grafico de funciones inversas, graficar la funcién
dada por f(z) =Inz.

6. (a) Sip(x) = 475, escribir las expresiones ¢(3) ¥ 5ia-

(b) Si \I/(m) Va2 + 4, escribir las expresiones U(2x) y ¥(0).
(c) Si f(z) =Inzy g(x) = 2%, hallar f(g(2)), f(g(x)), g(f(2)).

7. Hallar el dominio natural de las siguientes funciones:

(8) filz) = H% (@) fa(x) = ROF42)

(b) fo(z) =2+ 3z — 22
© fita) = (1+2) (©) fola) = °

T

2348
8. Demostrar, usando sélo la definicién, que:
(a) lim(x —1)sin LI 0; li sin vz
r—1 rx—1 ’ (e) xi,r(()lJr €T - +OO7
(b) lim vz = v/a (a > 0);
z—a z2 -2 1
2 —1 (f) lim = ;
(c¢) lim ——— =1; g—+oo 202 —3 2
1—0222 —x —1 )
22 -1 2 z¢ —4
im ———— = — = +00
@) =1 = 3§ G
9. Para cada una de las siguientes funciones
fi(z) = Lsin®(2); folz) = Si?TZv i s?a:<0;
@) {x, sizeQ; —zf 45z, siz>1;
2(x) = )
—z, sizé¢ Q; f7(x):x2—[sc2};
2 i <1
fg(:L‘) _ COS(ﬂ'l’/ )7 S% |CC| >4 fS(x) = xarctan(% + xiil%
|z — 1], si |z > 1,
fa(z) = [z] sinmz; Sin(zﬁ, siz <05
@)= {55 sie>0 Jo(@) = (1+22)1%, si0<z<1;
falw) = 2241, siz<O0; vz siz>1;

(a) Calcular su dominio natural.

(b) Estudiar la continuidad en cada punto de su dominio. En los puntos
de discontinuidad, indicar de qué tipo se trata.

(¢) En los puntos que no pertenezcan al dominio, definirla (si es posible)
de modo que resulte continua.

10. Calcular



%] = [2]? (¢) lim In(z®+ 3) — In(x? + 2);

(@) o =g oo
€T
(b) lim xsina; (d) lim w.
z——F o0 z—+oco €% +1lnzx

11. (a) Sean n y x tales que n <z < n + 1. Mostrar que es

1 n+1 1 x 1 n
1+ — >(1+—-) >(1+ .
n T n+1

(b) Usando esto, probar que

. 1\"*
lim (1 + —) =e.
r—00 x

12. Cacular los limites:

T . 1/x,
(a) lim <1_1> ; (d) lim (1+2)"%
Tr— 00 €T
e (e) lim In(1 + ax) ;
(b) lim (1 ) ; e—=0 z
T—00 +x (f) }lin (1 + x)l/tana:;
N x
li 1 e . . 1/z
(c) zg&( + x) ; (g) ili% (cosz) /",

13. Sea f(z) = apx"+---+arx+ao y g(x) = bpx™+- - -+ b1+ by polinomios
de grado n y m respectivamente. Suponiendo que a,,b,, > 0, investigue
el limite

f(z)

z—+oo g(x)
cuandon >m,n=myn <m.

Analizar también los correspondientes limites cuando x — —oo.

14. Calcular:

. 3z 422 —1 . —® 423 —4
(a) lim ——;  (¢) lim ———;
b) T2 @) -
. im .
(®) t—too 528 — Bz2 £ 1 — 9 #—+00 &+ ap_12" L+ + a1z + ag

15. Si f : R — R es una funcién continua, entonces |f| también es continua.
i Vale la reciproca?

16. (a) Mostrar que existe M € R tal que si z > M,

1071052 101" > 101" 4 10107



(b) Encontrar el minimo M que tiene esa propiedad.
17. Sea f: R — R una funcién continua tal que f(z) =0 Vz € Q.

(a) Calcular f(+/2).
(b) Calcular Im(f).

18. (a) Hallar todas las funciones continuas f : R — R tales que f(r)?—e® =

0.

(b) Demostrar que la ecuacién 22* = 1 tiene al menos una rafz positiva
y menor o igual que 1.

(¢) Demostrar que una funcién continua f : R — R tal que

lim f(x) =+o0 y lim f(z) = —o0

T——+00 T——00

es sobreyectiva.
(d) Sea f(x) =327 — 42% — 525 4+ 32* — sinx. Calcular Im(f).

(e) Probar que si f : R — R es continua y f(z) € Q para todo z € R,
entonces debe ser constante.

(f) Probar que todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz
real.

19. Sea f:z € (0,+00) — zsinz € R.
(a) Probar que existen sucesiones (zp)nen € (Yn)nen en Rsg tales que

lim  f(z,) = 400 y lim  f(yn) = —oc.

n—-+4oo n—-+o0o
(b) Probar que Im(f) = R.
20. Sea f: R\ {0} — R tal que cualquiera sea x € R\ {0},
z+1 . (m 1
f(l’) = m Sin (2 -+ {L‘) .
Mostrar que:

(a) f es continua.

(b) f no puede extenderse a todo R de manera que resulte alli discon-

tinua.
(©) lim fl@)=1, lim_f@)=-1y|f@)|<1

(d) Im(f) = (=1,1).
21. Sea f continua y estrictamente creciente en la semirecta [a, +00) y tal que
lim, o f(z) = M. Probar que Im(f) = [f(a), M).

Mostrar con un ejemplo que si sélo se pide que f sea creciente, entonces
puede ser Im(f) # [f(a), M).



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Sea f : (a,b) — R estrictamente creciente y continua. Supongamos que
ademss es

lim f(z) = y lim f(z)=d.

r—at T—b—

Mostrar que:

(2) Tm(f) = (c, ).

(b) Existe f=1: (¢,d) — (a,b) y es continua.

(¢) limy_c+ f7H(2) = ay lim,_q- fH(z) =b.
)

(d) Encontrar contraejemplos para las dos tltimas afirmaciones si f no
es creciente o f no es continua.

Sea f : (a,b) — R una funcién continua y sean T = sup ¢, f(2) ¥
B = inf,e(qp) f(x). Demostrar que (B,T) C Im(f).

Sea D un subconjunto denso en (a,b) y sean f,g : (a,b) — R funciones
continuas tales que f = g en D. Mostrar que f = g en (a,b).

(a) Probar que existe z € (1,2) tal que 2® — 3z + 1 = 0.
(b) Probar que existe z € R tal que cosz = z.

(c) Encontrar un nimero r tal que el polinomio x? — 100z* + 323 + 12
tenga al menos una raiz en el intervalo (—r,r).

Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas que no se anulan. Supongamos
que |f(z)| = |g(z)| si ¢ € [a,b] y que existe zg € [a,b] tal que f(xp) =
g(xo). Mostrar que f = g en [a,b].

Sea f: R — R tal que Im(f) = [a,b] U [c,d] cona < b < ¢ <d. jEsf
continua?

Sea f : R — R tal que f(ax) = af(x) si z,a € R. Mostrar que f es
continua. M4&s aun, describir a todas las funciones con esa propiedad.

n

S = i
ea f(x) n oo 1+ 2m

(a) Calcular el dominio de definicién de f.

(b) (Para qué valores de x resulta f continua?



