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Verano 2007

Limites y Series

1. Resolver las siguientes inecuaciones:

(a) |z+3| < 1; (d) |3z —1] < |z —1];
b) |z — 3| > 10; N

(b) |z —3| > © |2=2] <1

(€) [a| > |z +3[; 3r+ 1

2. Representar los siguientes conjuntos en R:

(a) {x: |z —1|< 1,z ¢ Z}; (c) {x:0<2? < a3}
(b) {z:fe =3 <[22}

3. (a) Mostrar que los siguientes conjuntos no estdn acotados superior-
mente:
1. Rxo;
ii. {n €N:3m €N conn=m?}.
(b) Mostrar que los siguientes conjuntos no estédn acotados inferiormente
i. Z;
ii. {z7: 2 <0}
iii. Im(f) donde f(z) = —a% + 2z + 1.

4. Determinar si los siguientes conjuntos poseen supremo, infimo, maximo y
minimo, y, en caso de poseerlos, calcularlos:

(a) {neN:20<n <35} (¢) {L:neN}
{

(b) {E2 0 e Ny (d) {7225 :n € N}.

5. Estudiar los extremos de los siguientes conjuntos y representarlos en la
recta real:

(a) A={zeR:|z+3|+ |z -9 > 2};

(b) B={zcR:|lz+2| -z - 1| <1}
(c) C={zeR:|a®—1|+[2-2 =1}
6. (a) Probar que el conjunto A = {a € Q : a® < 2} no tiene maximo ni
supremo en Q.
(b) Probar que el conjunto B = {a € Q : a® > 2} no tiene minimo ni
infimo en Q.
Sugerencia: en (a) mostrar explicitamente que, dado a € A, existe un
elemento mayor que a en A y en (b) proceder andlogamente.
7. Calcular



(a) sup{g—j :n € N} (c) inf{(1+ )" :n e N}

(b) sup{lvgfi :n € N} (d) inf{n? —9n —10:n € N}.

8. Sea a > 0. Determinar para qué valores de b se verifican cada una de las
siguientes condiciones:

(a) la+b] = |af +b]; (d) |a— bl <fa| +[bf;
(b) la+0f < laf + |b]; (e) [lal = [bl} = la— bl
(©) |a— bl = la| + [bf; (£) [la] = [bl| < la —b]-

9. Sean 0 < x <y. Probar que x < \/zy < % <u.
10. Mostrar que lim,, ”T'H = 1 y determinar para cada ¢ > 0 un valor

ng = no(e) tal que |"T+1 — 1| < e si n > ng. Completar la siguiente tabla:

e | 0,1]0,001 | 0,00001 | 10
no || | |

11. Mostrar usando la directamente la definicién que:

sin(n® +3n—2) -3

n2+1

b) L —_ =1

(>n—1>r-li-loon27n+4 '
3n 3

I =2

() Jm s %
2 o

(d) lim LT _y

n—-+too n2 + cosn

12. Sean f(x) = apa™+- - -+arx+agy g(x) = bpx™+- - -+ b1z +bg polinomios
de grado n y m respectivamente. Suponiendo que a,, b,, > 0, investigar
el limite

f(k)

im
k—+o00 g(k‘)
cuandon >m,n=m oén < m.

13. Calcular:
k

1 |
(a) lim m,siogk<l;
n—+oo n + 1
. 1 2 n—1
. 1 4 (n—1)2
(©) nkffw<$+$+"'+7 :



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sugerencia: Usar que Y . i = % y oo i = %@nﬂ).
Estudiar la convergencia de la sucesién (2, )nen cuando n — 400 si:
1 1 1

(a) n = (1= )= ) (1= 50

La sucesién de Fibonacci es la sucesién (F,),ecy univocamente determi-
nada por las condiciones

F1:F2=1;
Froyo = Fhp + Fy, sin > 0.

Mostrar que lim,,, o F}, = +00.

Definamos una sucesién (a,,),en poniendo a3 = a # 0, y

2
ap+1 = —
n

cualquiera sea n € N. ;jPara qué valores de « es a,, convergente?

Mostrar que si la sucesién (a,)nen converge, también lo hace (Jan|)nen-
;Qué relacién hay entre los limites de ambas sucesiones? ;Vale la impli-
cacion reciproca?

Sin usar ningtin criterio de convergencia, calcule, cuando r € R,

(a) limy, o {/7;

(b) limy o0 ™.

(a) Sea (an)nen una sucesién con a, € RT cualquiera sea n € N, y
supongamos que existe lim,,_, % = [. Probar que:
n
i. sil <1, entonces lim,,_., a, = 0;
ii. sil > 1, entonces lim,,_. a, = 400;
iil. limy— 00 Yan, = 1.

(b) Calcular, usando la parte anterior, el limite de las sucesiones con

términos dados por:
i a, = ¥n;

il. a, = Vn!;

iii. a, = /37 + 2n.

(c) Sea (an)nen una sucesion con a,, € RT cualquiera sean € N. Mostrar
mediante un ejemplo que puede existir lim, .o, /a, y no existir
lim,— oo %

Sugerencia: considerar a, = 2+ (—1)".



. Probar que, si |z] <1y «a € R, la sucesién (a,)nen con término general

dado por

ala—1)---(a—n+1)
n!

n

Ap =

tiende a cero cuando n — oo.

21.

22.

23.

24.

Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

(n+3)!—n!
(n+4)! ~’

(b) n4—n+2"n.
(n3 —1)2n ’
8™ — 4"

(€ S

(a)

(@ .

(e) Vn?2+mn;

)

f) cos(nm/2) .
n?(Vn+1—-+vn-1)
2+ (1)t

(g) m7

(h) eﬁn;

6 2,

Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

(a) (1 - %)n

sin(n)

(b) n= s r
(c) (n4 +n)1/" ;

Escribir los primeros tres términos de las series dadas por los siguientes

términos generales:

1
(a) Un:m7
3
n
(b) un—n+17

9 1 7L2J:r14
n+ n

d .
(d) <2n + 3) ’

o (2"

(n})?

(€) un = 537
_1\n+1
(d) u, = %

Estudiar la convergencia de las siguientes series:

n?+3n—1
(&) Z mZ+3
n=1

(b) > 5

n=1

=1
(© > o




25.

26.

27.

28.

29.

30.

0> () Y sin(d).
@ Y 5

Demostrar que si n € N, es

1+1+1+ +1>1(+1)>1+1+ + L
ST T M n(n T T .
2 3 n 2 3 n—+1

Si para cada n € N es

SIS PP S Ry
m=2T5T3 n

mostrar que la sucesién (1, )nen converge.

Hallar la suma de las siguientes series:

n=1 n=1
(b) ; (2n—1)(2n+1)’ (e) ; (6%)2 :

= 1
© 2 nn+1)(n+2)°

Se deja caer una pelota desde una altura de 5 metros. Cada vez que
rebota en el piso, alcanza una altura de 3/4 partes de la distancia desde
la que cay6. Calcule la distancia total que habra recorrido cuando quede

€en reposo.

Hallar la suma de la serie

oo

n=1 n! '

Sugerencia: descomponer el término general en la forma

3712—4n+27AJr B N c
n! nl " (n—=1! (n—2)

Cuéantos primeros términos hay que tomar en las series siguientes para que
su suma difiera no més que en 1/10° de la suma de las series correspondi-

entes:



w . EU © >

n=1 n=1

31. (a) (Es cierto quesi > o~ ar y > oo, by son dos series divergentes, en-
tonces Y-, axby es divergente?

(b) Sia, > 0 cualquiera sea n € Ny (a,)nen €s creciente, entonces:

oo
i. E a, diverge.

n=1
oo

ii. Z(fl)"an no converge.

n=1

32. Decir si las siguientes series convergen condicional o absolutamente:

i n72n—1

n=1

n+1

S
>

33. (a) Probar que la serie arménica alternada

oo n+1
n=1
converge condicionalmente.
%) 71)n+1 , . .
(b) Seas =3}~ , ~—-—. Reordenemos los términos de la serie de modo

que después de un término positivo vayan dos términos negativos:

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1l - 4 _Z4-__—_ e e
2 4+3 6 8+5 10 12+7 14 16+

Determinar la expresion del término general de esta serie y demostrar

que la serie obtenida converge a s’ = %s.



