TALLER DE CALCULO AVANZADO - SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2009

Practica 2

1. Decir qué propiedades (abierto, cerrado, acotado) tienen los siguientes conjuntos.

a) Q
b) N
c) {:L‘G]R x > 0}.
d) (0, ]
e){
)

2. Sean S, T subconjuntos de R. Demostrar las propiedades siguientes:

a) Si S C T entonces S° C T °.

b) (SNT)° = S°NT°. ;Se puede generalizar esta igualdad a una interseccién
infinita?

(SUT)® D S°UT°. ;jVale la igualdad?

Cc

d

)

) SUT= SUT. {Se puede generalizar esta igualdad a una unién infinita?
e) SNTC SNT. ;Vale la igualdad?

)

/) R-8)°=R-S.
3. En cada uno de los siguientes casos hallar S°, S y 95S.
a) S=10,1].
b) S=QnJo0,1].
c) S=[-1,0)U{1}.
d) S={Li neN}.
e) {(72::” in € N}.
f) S=12.
4. Sea S C R. Demostrar :

a) S es abierto si y solo si es disjunto con 05S.
b) S es cerrado siy solo si S C S.

c) S es cerrado si y solo si R — S es abierto.

5. Sea S C R. Demostrar que 9S = SNR — S.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Si S C R, notamos con S’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de S.

a) Hallar S’ para cada uno de los conjuntos del ejercicio 3.
b) Un punto p € S se dice punto aislado de S si existe € > 0 tal que (p —e,p +
e) NS = {p}. Demostrar que S = 5" U {puntos aislados de S}.

1

Hallar los puntos de acumulacion del conjunto S = {(% + E) :n,méeN }

Hallar todos los subconjuntos no vacios de R que son a la vez abiertos y cerrados.

Para cada n € N, n > 2, se considera el intervalo abierto I, = (%, %) Demostrar
que (0,1) = | I,. (Existe un conjunto finito F C N>g tal que (0,1) = |J I,?
n>2 neF

Justificar. ;Qué puede decir sobre la compacidad del conjunto (0,1)?

Decidir cuédles de los siguientes conjuntos son compactos:

a) Q.

b @N[0,1]

c) R.

d) [0,1] U[100,1000].
e) {£:neN}

7 {yiineN)

Sea K un subconjunto compacto de R. Probar que K tiene minimo y méximo.

Sea (zp)nen una sucesion acotada y sea P el conjunto de sus puntos limite. Probar
que P es compacto. Mostrar que el limite inferior de (x,)nen es el minimo de Py el
limite superior de (2, )nen €l méximo.

Sean S, T C R conjuntos compactos. Demostrar que SUT y SNT son compactos.
., Qué ocurre si se toman uniones o intersecciones infinitas?

Sea S C R. Demostrar que S es compacto si y solo si toda sucesion contenida en S
contiene una subsucesion que converge a un punto de S.

Mostrar que si K es compacto y F' es cerrado, entonces K N F' es compacto.

Determinar todos los subconjuntos de R que tienen la siguiente propiedad: Todo
cubrimiento cerrado tiene un subcubrimiento finito.

Sea K C R compacto. Probar que los siguientes conjuntos también son compactos:
S={r+y:x,yec K} ,P={zy:z,ye K}.

Mostrar una sucesién decreciente (F),),en de conjuntos cerrados no vacios y una
sucesién decreciente (Ej,)nen de conjuntos acotados no vacios tales que (| F,, = 0

neN
neN



19. Sean S C Ry p € R. Se define la distancia d(p,S) entre p y S como
d(p,S) == f{[p—z| : 2 € S}.

a) Demostrar que |d(p,S) — d(q, S)| < d(p, q) para todo p,q € R.
b) Hallar todos los p € R tales que d(p, S) = 0.

¢) Demostrar que si S es cerrado la distancia entre un punto p y el conjunto S se
realiza, es decir, existe ¢ € S tal que d(p,S) = |p — q|.

d) Seae >0yseaG={veR:d(vS)<e}. Demostrar que G es abierto.
20. Sean S, T C R. Se define la distancia entre S'y T' como
d(S,T)=inf{|lx —y|:x €S,y € T}.

a) ;Es cierto que d(S,T) = inf {d(p,T) : p € S}?
b) Mostrar que no necesariamente existen p € S'y ¢ € T tales que d(S,T") = |p—q|.

¢) ;Qué ocurre con la pregunta anterior si S'y T' son compactos? ;Y si los dos son
cerrados? ;Y si uno es compacto y el otro cerrado no acotado?



