Probabilidades y Estadistica (M) Practica 9 Convergencia en probabilidad y casi segura

X
1. Sean (Xp),>2 v. a. independientes X,, ~ ¢(1). Sea Y,, = l—n
= nn

a) Probar que Y, Zo.
b) Probar que lim P(UJ_,|Y;| > €) = 1. Deducir que P(Y,, — 0) = 0.

1 1
¢) Sean (X,)n,>1 v. a. independientes tal que P(X,, =1)=—, P(X, =0)=1— —.
= n n
Entonces X, — 0, pero P(X,, — 0) =0.

2. Sean X1,...,X, v.a. independientes tales que X; = 0 y para j > 2

1
= si k=41,42,..., 45
PXj=k)=¢ 71 4
1—,—2 si k=0
J
Probar que
n
X4
2450 sla>—
— n& 2
7j=1

Sugerencia: i k2 = U+ DEj+1)
33 - ‘
k=1

3. Sean Xji,...,X, v.a. independientes tales que X,, ~ U[0,ay,], a,, > 0. Probar que:

a) Sia, = n? entonces con probabilidad 1 s6lo un ndmero finito de las X,, toma valores < 1.
b) Si a, = n entonces con probabilidad 1 un ndmero infinito de las X,, toma valores < 1.

4. Se tira una moneda equilibrada infinitas veces en forma independiente. Consideremos una racha fija
(s1,...,5) donde cada s; € {¢,s}; 1 <i<k.

a) ;Cudl es la probabilidad de que la racha aparezca entre el tiron +1 y el n + k?

b) Mostrar que la probabilidad de que la racha aparezca infinitas veces es 1.
5. Se elige al azar un nimero en el intervalo [0, 1].

a
b

) Encontrar la probabilidad de que la primera cifra decimal sea 2.
)

c¢) Sea B el suceso: “el nimero 57 aparece infinitas veces en el desarrollo decimal”. Probar que P(B) = 1.
)

Encontrar la probabilidad de que la n-ésima cifra decimal sea 5 y la (n + 1)—ésima sea 7.

d) Sea A, el suceso: “el 9 aparece n veces consecutivas en los 2n primeros lugares”. Calcular P(A)

o0 [e.e]
con A® = {A,, infinitas veces} = lim sup A, = (| U Ax.

n—00 n=1k=n

e) {Cudl es la probabilidad de que sea racional?

Observacidn: Si un nimero admite dos desarrollos decimales se optara por el finito. Por ejemplo, se toma
0.745 y no 0.7449.

6. Una coleccién { X}, 4 de variables aleatorias se dice acotada en probabilidad (o tight que suele traducirse
como tensa o rigida) si dado ¢ > 0 existe K > 0 tal que

P(|Xa|>K)<e YacA



a) Sea (X,),cn una sucesién de variables aleatorias y X una v. a. tales que X, £ X. Probar que
(Xn)pen estd acotada en probabilidad. Mas atin, dado € > 0 mostrar que existe un K > 0 tal que

P( X, >K)<e VneNyP((X|>K)<e,
es decir que la coleccién {(Xn)neN , X } estd acotada en probabilidad.

b) Probar que si X, Loe (Yn),en estd acotada en probabilidad, entonces XY, Zo.

7. Sean (X, )nen € (Yn)nen dos sucesiones de v. a.

a) Si XngX eYngY probar que X, + Y, £>X+quue XnYngXY.
b) Si|X,| <c¢ Vmn,probar que la condicién necesaria y suficiente para que X, L 0es que lim F (| X,|) =
n—oo

0. Exhibir un contraejemplo para la equivalencia anterior en el caso en que la sucesiéon (X, ),en no
sea acotada.

8. Sean (X,)nen € (Yn)nen dos sucesiones de v. a. y sean X e Y dos v. a.

a) Si X, I x y g es una funcién uniformemente continua, probar que g(X,,) il g9(X).
b) Idem 8a para g continua.

Sugerencia: Usar 8a y el ejercicio 6.
c) Si X, il X, Y, Ly y g es una funcién continua, probar que g(X,,Y,) Lt g(X,Y).
d) Si X, %X ,Y, %Y y g es una funcién continua, probar que g(X,,Y,) <> ¢(X,Y).

e) Usando 7b probar que si X, L ¢ donde c es una constante y si f es una funcién acotada y continua
en ¢, entonces lim,, o, E[f(X,)] = f(c).

9. Sean f y g funciones continuas en [0, 1] tales que 0 < f(z) < cg(z) donde ¢ es una constante positiva y
fol g(z)dz > 0.

a) Sean Xi,..., X, las coordenadas de un punto P elegido al azar en el cubo [0,1]" (es decir, con
n ) n Xz
distribucién uniforme). Sean Y,, = > @ Y Zn=Y, M Verificar que:
i=1 i=1 M

p (!

Y —>/ f(x)dx
0
p !

Zn —>/ g(z)dz
0

b) Probar que

1 1 ! d
. / / fl@) ot flen) po g folf(:v) x
n— Jo 0 9(z1)+ - +g(an) Jo 9(z) dz

Sugerencia: Usar el ejercicio Se.
10. Un minorista recibe galletitas sin sal de 3 fabricas distintas siendo las cantidades recibidas medidas en

kg. v.a. independientes X, Y, Z con distribuciones: X ~ N(100,20), Y = 97+ W con W ~ 5(%) y
Z ~ U[80,90]. Acotar inferiormente la probabilidad de que el total recibido se encuentre entre 275 y 295.

11. Una méquina produce rieles cuya longitud es una v.a. con distribucién ¢[0,8,1,2]. Se eligen al azar n
rieles en forma independiente y se forma el promedio X de sus longitudes. Hallar n para que

P(0,99 < X < 1,01) > 0,90.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Una maquina produce articulos de 3 clases: A, B y C en proporciones 25 %, 25 % y 50 % respectivamente.
Las longitudes de los articulos A y B siguen distribuciones U0, 1] y U|0, 2] respectivamente y las longitudes

de los articulos C se distribuyen segin la densidad f(xz) = (1 — g Ij9,2) (). Se eligen n articulos al azar

de la produccién total y se calcula el promedio de sus longitudes.

a) Dar una cota inferior para la probabilidad de que el promedio de las longitudes esté comprendido

entre % y % si el tamano de la muestra es n = 100.

b) ;Cuadl debe ser el tamano de la muestra para que la probabilidad de que el promedio de las longitudes
esté comprendido entre % y % sea mayor o igual que 0.907

Sea p la probabilidad de que una persona elegida al azar apoye la legalizacion del consumo de marihuana
(p es desconocida). Se toma una muestra de 50 personas elegidas al azar, se les pregunta si apoyan o no
la legalizacién y se estima p a partir de la frecuencia relativa f, que se define por

f = N° de personas encuestadas que estan a favor de la legalizacién
=
50

Observar que f, es una variable aleatoria, y p es un nimero. Cuanto mas cerca esté f,. de p, mejor
estimador serd. Hallar una cota superior para P(]|f, — p| > 0,1) que no dependa de p.

Sean (X,)n>1 v.a. independientes con P(X,, = n’) = P(X,, = —n’) = 1 y X,, = 3> =*. Probar que si
B i=1 M

0<b< % entonces X, Lo,
n 1/n
Sean (Xp)n>1 v.a.did., X; ~ U0, 1]. Hallar el limite c.s. de Y;, donde Y;, = <H Xz-> )
i=1

Sean (X,)n>1 v.adid., B(X;) =var(X;) =1y E(X}) < co. Probar que entonces

n

2 Xi

=1 c_s> i
n 1/2 \/5
i=1

Sean (X,)p>1 v.a. iid., B(|X1]|?) < co. Hallar

n—o0

Sugerencia: Probar que F(X|X1 + -+ X,,) = X;.
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