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Practica 2 - Curvas planas

1. La Lemniscata. Sea o : R — R? la funcién

alt) = (t1+t2 tl—tQ)

14+t 14+ t¢4

a) Probar que « es diferenciable, regular y simple.

b) Calcular lim;_, o, a(t) y limy_ 1 (t). Concluir que o no es un homeomorfismo entre R
y su traza.

2. Un disco (circular) de radio 1 rueda en el plano zy sin resbalar sobre el eje z. La figura
descripta por un punto fijo sobre la circunferencia del disco se llama Cicloide.

a) Obtener una parametrizacién del cicloide. Determinar los puntos singulares.

b) Calcular la longitud de arco del cicloide correspondiente a una rotacién completa del
disco.

3. Sea a: (0,m) — R? dada por
a(f) = (sin(f), cos(#) + log(tan(6/2)) .
La traza de a es llamada Tractriz.

a) Probar que « es diferenciable pero no regular.

b) Probar que la longitud del segmento de la tangente de la tractriz entre el punto de
tangencia y la interseccion con el eje y es siempre 1.

4. Sea v : (—1,+00) — R? dada por

() = 3at  3at?
We\are1ee)
a) Probar que « es tangente al eje z en t = 0.

b) Probar que tliin a(t) =(0,0) y th’r+n a/(t) = (0,0).

¢) Ver que cuando t — —1 esta curva y su tangente se aproximan a la recta © +y +a = 0.

La figura que se obtiene completando la curva con su simétrica respecto de la recta y = x se
llama Folio de Descartes.

5. Considerar la curva a(t) = (ae® cos(t),ae’ sin(t)) con a > 0y b < 0 dos constantes. Esta
curva se llama Espiral logaritmica.



10.

11.

a) Mostrar que . h’+m a(t) = (0,0), siguiendo una trayectoria que envuelve al origen infinitas
——+00
veces.

b) Probar que tligl a'(t) = (0,0) y que tligl j:; |o/(t)|dt es finito. Por lo tanto, « tiene

longitud de arco finita en [tg, +00).

. Sea «a una curva que no pasa por el origen. Probar que si a(ty) es el punto de su traza mas

préximo al origen y o/ (o) # 0, entonces a(ty) y o/(to) son vectores ortogonales.

Probar que si todas las normales a una curva parametrizada por longitud de arco pasan por
un punto fijo entonces la traza de la curva esta contenida en un circulo.

Sea a(s) = (ai(s), as(s)) una curva parametrizada por longitud de arco. Sea t(s) = o/(s)
la tangente de « y sea n(s) (la normal de «) el tinico vector unitario tal que {t,n} es una
base ortonormal orientada de R%. La curvatura de « es el tinico escalar x(s) tal que

t'(s) = k(s) - n(s). (1)

a) Probar que la curvatura de « es el drea (con signo) del rectdngulo definido por el par
ordenado de vectores {t,t'}, y halle una expresién explicita para x(s) en funcién de
a1(s), az(s) y sus derivadas.

b) Probar que t’ y n’ son ortogonales.

¢) Probar que |k(s)| = 1/r siy sélo si a esta contenida en una circunferencia de radio r.

Observacién: de (1), tomando médulos, se deduce la expresién conocida

. De la expresién para la curvatura k, de una curva a parametrizada por longitud de arco

obtenida en el ejercicio anterior
" !

Fals) = (ar0y — ayay)(s)

deduzca utilizando la regla de la cadena la expresién para una curva arbitraria ¢(s) no
necesariamente parametrizada por longitud de arco
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Dada una funcién diferenciable k(s), s € I C R, mostrar que la curva plana dada por

a(s) = (/ cos(6(s))ds + a,/sin(@(s))ds + b)

con 0(s) = [ k(s)ds + ¢, tiene curvatura k y que estd determinada univocamente a menos
de una traslacién por el vector (a,b) y una rotacién en el angulo ¢.

Dada una curva plana en coordenadas polares por p = p(#), paraa <60 <b



a) Mostrar que la longitud de arco es: f; VP2 + (p)2dl, donde p' = %.

b) Mostrar que la curvatura es

k(o) = 20— 0"+ 0"
((0)2 + p2)2

12. Sea a : (a,b) — R? una curva parametrizada por longitud de arco con curvatura nunca nula.

13.

14.

Se llama centro de curvatura de a en s; a:

1
—)”(50)

x(s0) = a(sg) + v

y se llama circulo osculador a « en s, al circulo de centro z(sg) y radio p(so) = (|r(s0)]) ™
que contiene a «a(sg). Probar que la curva « y el circulo osculador a « en sy tienen contacto
de segundo orden. En particular ambos tienen la misma tangente.

Hallar los centros de curvatura y los circulos osculadores de la elipse

.’172 y2
StE=1

Probar que la tangente al lugar geométrico de los centros de curvatura de « tiene la direccion
de la normal de a. Ver también que la longitud del arco entre dos puntos es igual a la diferencia
de los radios de curvatura en dichos puntos.



