Ejercicios surtidos y algunos comentarios

1 Ejercicios

1.

2.

4.

Sea L el operador definido por Lu = (—pu’)’ + qu, con p € C1([a,b]),
q € C([a,b]), p >0, ¢ > 0. Probar:
(a) L:H?*N Hg(a,b) — L*(a,b) es un isomorfismo.

(b) Si G es la funcién de Green asociada a L, y u,, es la n-ésima auto-
funcién de L con autovalor )\, , entonces

G(z,y) = Z %Un(l')un(y)

(c) Calcular
Z sen(nx)sen(ny)

n2
n>1

Sea u € S'(R) tal que

() sop u = {0}
(b) u(¢n) — 0 para toda sucesién {¢,} que converge uniformemente a 0.

Probar que u es constante.

Generalizacién del ejercicio anterior: sea u € S'(R) tal que sop u = {0},
entonces ¢ es un polinomio.

Aplicacién (Teorema de Liouville generalizado):

Siu:R™ — R es arménica tal que

u(z)

para cierto r > 0, entonces u es un polinomio de grado menor que r.

(a) Dada u € §8'(R) continua, decidir si vale la férmula

u(é) :/Re_z’”:gmu(x)dm



(b) Calcular @ para u(x) = cos(2mx) y determinar su soporte.

(c) Sea vy € S'(R) tal que vy (e=*") =1, sop vy = {1} y u(¢,) — 0 para
toda sucesién {¢,} que converge uniformemente a 0. Se definen las
distribuciones

1 - .
U:§(U1 +01), w = ixv

Calcular v * v + w * w.
5. Sea hy, la funcién definida por h,(z) = e’ %(e’”ﬁ). Probar:

(a) h, € S(R) para todo n.

(b) T = (—i)" I

(c) Si H es el subespacio de S generado por {hy, }, entonces H se descom-
pone como suma directa H = Hy + Hy + Ho + Hs, con g, = ik,

(d) Sin < m, entonces [; hyhy = 0.

. . 2 ? . .
Sugerencia: verificar que €™ 82" (e~™") es un polinomio de grado

n (salvo una constante, son los famosos polinomios de Hermite). Se
puede demostrar (aunque no es facil) que H = L*(R).

6. Sea vy la distribucién definida por
AR

un(¢) = Z W¢(2n)(0)
=0

Probar que vy — e’ . Contradice esto el hecho de que sop(vy) = 0
para todo N7

2 Una prueba elemental de la convergencia pun-
tual de la serie de Fourier

Sea f € L?(—m,7), sea f, su n-ésimo coeficiente de Fourier en la base dada por
inx

en 1= ey sea,
N
n=—N

Sin perder generalidad, podemos ver el resultado para = 0, suponiendo f(0) =
0. Ademds supondremos que f es Holder continua en 0 para cierto o > 0.
Definimos

entonces g € L*(—m, ), y ademés

Jn = <f7 €n> = <gel,€n> - <g,en> = Ggn—-1— Gn-



Entonces
N

Sn(0) = Z (Gn-1— Gn) = J—(N+1) — N-
n=—N

Por el lema de Riemann-Lebesgue, se deduce que Sy(0) — 0 = f(0).

3 El método de super y sub-soluciones

Consideremos el problema

Au= f(x,u) enQ
(1){ u=g en 0f2

Por simplicidad, suponemos que f € C(Q x R) con % continua y g € C?(9Q).

El dominio 2 C R™ es acotado y de frontera suave.
Vamos a probar el siguiente

Teorema 3.1 Supongamos que existen o, 3 € C*(2) N C(Q) tales que o < 3,
y ademds

Aa > f(zr,a), AB < f(z,8) en Q,
a<g<p en 0.

Entonces existe u solucidn cldsica de (1), con o < u < 3.
Para ello, vamos a necesitar dos lemas, el primero de ellos visto en clase:

Lema 3.2 (Principio del minimo)
Sea w suave tal que wlsg >0 y

Aw < cw en Q2
para cierta constante ¢ > 0. Entonces w > 0 en Q.
Lema 3.3 FExiste una constante K tal que
llullzr2() < K||Aul|p2()

para toda u € H? N H ().

Demostracion
Basta verlo para u € C§°(£2). Ya sabemos que ||ul|g1(q) < k||Aul[12(q) para
. . 2 ~ —~
cierta k. Por otra parte, si v = 31‘?5;‘, entonces ¥(z) = —4n?z;z;u(x), y en
w0,
consecuencia

0| < 272 + 2] < 2%l Pli@)] = 5| Bu()l.

Esto dice que [|9]|22(q) < %H@HH(Q), y por Plancherel se deduce que [|[v][z2(q) <
%HAUHL?(Q)-



Demostracion del teorema
Sea

z,u).

0
L

c= sup
zeQ,a(z)<u<p(z)

Consideremos la sucesiéon definida recursivamente por: uwg = a, y tp,41 la tinica
solucién del problema lineal

Atpi1 — Cupt1 = f(x,uy) — cuy,  en
Unt+1 = G en 0f)

Notemos que para cada z fijo la funcién f(z,u) — cu es decreciente en u, pues

su derivada es %(m, u) — ¢ < 0. Se cumple que

up <up <wug <...<g

En efecto, observemos que
Auy —cuy = f(z,a) —ca < Aa — ca
de donde se deduce que
Alup —a) —c(uy —a) <0

Siendo u; — a|aq > 0, por el principio del minimo resulta u; — « > 0, es decir:
u1 > «. Por otra parte,

Aul — Cuy :f(l’,a)—CaZf(l',,B)—CBZAﬁ—cﬁ,

y siendo u; — Blaa < 0 vale que u; < S.
Asumamos como hipétesis inductiva que u,_1 < u, < G, entonces:

Atpy1 — Cupt1 = f(x,upn) — cup < f(2,Un-1) — cup—1 = Au, — cuy,
y siendo up4+1 — U, = 0 en 982 se deduce que uy4+1 > uy,. Del mismo modo,
Aup i1 — cuni1 = f(z,un) — cun > f(z,8) — cf,
y siendo u,4+1 — Blaa < 0 vale que u,41 < .

Luego, existe una funcién v tal que u, () — u(x) puntualmente.

Usando el lema 3.3 y el hecho de que ||u, || estéd acotada (pues a < u,, < 3),
obtenemos:

[unt1 — gllzz@) < K[[A(uns1 — 9)ll2(0)
= K| f(-;un) + c(un1 — un) — Agllp2) < M

para cierta constante M.
Es decir, {u,} estd acotada en HZ({)), que estd sumergido en H'(Q) en
forma compacta. Entonces existe {u,,} convergente en H'(f2), y es facil ver



que el limite de esta subsucesién es u. Se deduce que u € H'(£2). Por otro lado,
para ¢ € C§°(Q2) vale que

/Q w1 A = /Q A1 = /Q (c(ttns1 — n) + F(@, un)]g — /Q F(z, u)é

[ [ uss
/Q uhg = /Q f (w0,

lo que prueba que Au = ¢. Notar que en principio resulta que u es solucién en
sentido distribucional, pero se puede probar que es clésica.

y también

En consecuencia,



