Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2009

PrRACTICA 8 - ECUACION DE LAPLACE - ECUACION DEL CALOR

Funciones Armonicas y Ecuacién de Laplace

. Sea {u,} una sucesién de funciones armonicas en un abierto Q@ C IR" tal
que u,, — u uniformemente sobre cualquier compacto K C (). Probar
que u es armonica.

. Sea u : IR™ — IR armoénica y acotada. Probar que u es constante.

. Sea 2 C IR™ un abierto acotado, y sea u € C?(Q) N C(Q) tal que
Au > 0. Probar que

supu(x) = sup u(x)
z€Q €00

. Dadau € C?(Q)NC(Q), u se dice subarménica si para toda bola B C €
y toda h armonica tal que u < h en OB vale que u < h en B. Probar
que u es subarmonica si y sélo si Au > 0.

. Sea 2 C IR™ un abierto acotado, y sea u € C*(2) N C(Q2) armonica.
Probar que

sup |u(z)| = sup |u(z)|
€N €02

. Sean 2 C IR™ abierto y u : {0 — IR armonica. Dado x € §2 tal que
B = Bgr(x) C Q, probar que

n
[Oru(@)] < S lluloslle
Sug: observar que si u es armoénica entonces Vu es armonica.

. Sea u una solucion regular de

Au = f en B(0)
u = g en dBy(0).

Probar que existe una constante C', que depende sélo de la dimension
del espacio, tal que

max |u] < C <max g] +max]f|> .
B (0) 9B1(0) B1(0)



10.

11.

12.

Notemos por Bi a la semiesfera {z € R"/ |z| < 1,z > 0}. Sea
u € C(By), arménica en Bf con u =0 en B N {z; = 0} y notamos
z = (z1,2") con 2/ € R"'. Definimos

] (=) si g >0,
Ulw) = { —u(—xy,2") six <0,

para x € B;(0). Probar que U es arménica en By (0). Concluir que u
es C* hasta {z; = 0}.

Sea © un dominio acotado y sea u, € C?(Q2) N C () la solucién del
siguiente problema

Au, = f, en ),
U, = ¢gp en 0.

Probar que si f,, — f uniformemente en € y que si g, — ¢ uniforme-

mente en Jf), entonces existe u € C'(£2) tal que u,, — u uniformemente
en () y, mas ain, u es solucién de

Au = f en ),
u = g en 0,

en el siguiente sentido “débil”:

/ uAvdr = / fvdz, para toda v € C;°(9).
Q Q

Sea 2 C C' un abierto simplemente conexo y u : {2 — IR una funcion
C?. Probar que u es arménica si y sélo si existe una funcién f holomorfa
en  tal que u = Re(f). ; qué sucede si Q no es simplemente conexo ?

Sea {u,} una sucesién de funciones arménicas en un abierto acotado
Q C R™ tal que u,, — u en L*(Q). Probar que u es igual en casi todo
punto a una funciéon armonica.

Principio débil del mdximo
Sea . o2 . 5
u u
Lu=) ai(.il:)—ajﬁz2 +> bi(x)axi + c(x)u,

i=1 i=1

donde a;, b; y ¢ son funciones continuas en Q y u € C?(Q) N C(Q2). Un
operador L con estas propiedades se dice eliptico. Probar que si Lu > 0
en 0y ¢ = 0 entonces el maximo de u se alcanza en 0f).



13.

14.

15.

16.

17.

Lema de Hopf. Sea € un dominio con la propiedad que para todo
xy € 0F2, existe una bola B,.(y) C Q tal que 2y € 0B, (y) (esto se conoce
como la propiedad de bola tangente interior). Sea u € C*(Q2) N C'(Q2)
tal que Au > 0 en Q, g € 00 y u(zg) > u(x) para todo z € .
Entonces

ou

%(.ﬁo) >0

Sea 2 C IR™ un abierto. Probar que si u € C?*(2) es subarménica, y

B(zg,7) C Q entonces

1
u(xg) < 7/ u(x)dx
(z0) | B(z0,7)| /Bzor) (=)

Reciprocamente, probar que esta propiedad caracteriza a las funciones
subarménicas.

Sea Q C IR"™ un abierto acotado. Probar que si u € H}(2) minimiza el
cociente

Jo [Vul?
Jou?
entonces existe un A € IR tal que —Au + A\u = 0,

Una pregunta para pensar: ; Qué se puede decir de las autofunciones
y autovalores de este problema de Sturm-Liouville 7 ; Cuales son los
autovalores y las autofunciones si 2 = [0, 1] x [0,1] 7

2 Ecuacion del Calor

Sea u una solucién regular de uy — Au =0 en IR" x (0, +00).

(a) Mostrar que uy(z,t) = u(Ar, A’t) también resuelve la ecuacién del
calor para cada A € IR.

(b) Mostrar que v(z,t) = = - Vu(z,t) + 2tu(x, t) también resuelve la
ecuacion del calor.

Sea, para o y (3 son constantes:

1
u(z,t) = al (;) (x € RN, t >0),



(a) Verificar que u satisface la ecuacion del calor si y sélo si v satisface
at= @Dy () 48t~y Du(y)+t~ @2 Av(y) = 0, paray =t Pz

(b) Verificar que si § = 1/2, v satisface
1
ow—|—5y~Dv—|—Av:0.

(c) Verificar que si v es radial, i.e. v(y) = w(|y|) para w : R — IR, si

llamamos r = |y|, ' = <L, entonces w satisface

-1
n w' = 0.

1 / "
aw + irw +w” +
(d) Tomar o = n/2 y hallar la solucién fundamental de la ecuacién

del calor.

18. Sea U C IR™ abierto. Notamos Upr = U x (0,7) y I'r = (U X {O}) U

(OU x (0,T)) la frontera parabdlica de Uy. Decimos que v € C*1(Ur)N
C(Ur) es una subsolucion de la ecuacién del calor si

vy — Av <0 en Ur.

(a) Probar que

Cn |I — y|2
< / , dyd
vz, ) < rn E(:c,t;r)v(y ) (t—s)? vas
para todo E(x,t;r) C Ur.
(b) Probar que maxy, v = maxr,. v.

(c) Sea ¢ : IR — IR un funcién suave y convexa. Probar que si u es
solucién de la ecuacién del calor y v = ¢(u), entonces v es una
subsolucioén.

(d) Probar que v = |Vu|*+ u? es una subsolucién si u es una solucién

de la ecuacion del calor.

19. Sea w una solucién acotada de la ecuacion del calor en IR™!. Probar
que u es constante.



