Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2009

PRACTICA 4 - ESPACIOS DE SOBOLEV

1 Propiedades

. Dadok € {0,1,2,..}, 1 < p < coynotando D*f = 9l f /(0x{*, ...0x2),
dado un conjunto €2 C IR™ abierto, se definen los Espacios de Sobolev:

WkEP(Q) = {f € LP(Q): D*f € LP(Q)VYa € IN} : |a| <k} C LP(Q)

Sean u, v € W*P(Q), |a| < k. Entonces
(a) Du € Wk=lelr(Q) y D (D) = D (Dﬁu> = D**Py para todo
par de multiindices «, 3 tales que |a| + |3] < k.
(b) VA u € R, Mu+ pv € WhP(Q) y D*(Au+ pv) = AD%u + pDv.
(c) SiV C Q, entonces u € WrP(V).
(d) WkP(Q) es un espacio de Banach con la noma:

lullwes = > [1D%ullze

0<|al<k
(e) H¥(Q) := W*2(Q) es un espacio de Hilbert y mostrar el P.I.

2. Sea Q C IR", probar que en cada clase de H'() existe a lo sumo una

funcion continua.

3. Sea f € H'(a,b) y {(a;,;)},c, una coleccién de intervalos disjuntos

en (a,b), probar que

1/2
D By) = f (@)l < (1 fllgp (Z |b; — aj!)

jedJ JjeJ

4. (a) Probar que existe una constante C' tal que para toda f € H'(a,b)
[f ()] < Cllf 1 @y



(b) Usando el teorema de Arzela-Ascoli, probar que un conjunto aco-
tado de H'(a,b) es precompacto en C([a,b]), y por lo tanto en
L*(a,b).

. Considere la funcién u(z, y) = | In(z2+y?)|3. Probar que u € Hl(B%(O))

donde B;(0) = {(z,y) € R? z* + y* < 3}. Concluir que las funciones
de H' no son necesariamente acotadas y por ende el resultado del ejer-
cicio anterior no se extiende a més dimensiones.

. Si (a,b) C (¢,d), probar que existe una constante C' tal que para toda
f € H' (a,b) existe F € H} (c,d) tal que F = f en (a,b) y vale

I g < C LAl

. Probar que existe C tal que para toda f € H' (a,b) con f (a) =0
|f @) < CILf Nl

Concluir que || f'||,;2 es una norma equivalente a || f|| ;. en Hy (a,b).

. Probar que si f € H*(a,b) N Hj(a,b) entonces

1/2 1/2
[irpe <o (ffeea) ([ irpe)

Concluir que en HZ(a,b), ||f"]|z2 es una norma equivalente a || f|| ;-

. Demuestre que las siguientes formas bilineales son continuas y coercivas
en los respectivos espacios V'

(a) V = L*0,1), a(u,v) = fy u(z)v(z)p(z)dz, con p(z) > 0y con-
tinua en [0, 1].
(b) V = H'0,1), a(u,v) = [y(u(@)v(z)pi(x) + o' (x)v'(x)pa(x))da,
con p;(x) > 0y continuas en [0, 1].
(c) V = HY0,1), a(u,v) = J3 o' (2)'(x)p(x)dx, p(x) > 0, continua
en [0, 1].
(d) V =H"0,1), a(u,v) = fy (u' ()0 (@)p1(x)+ke! (x)v(2)+u(@)v(r) pa(2))da
con p; como en los items previos, y k constante suficientemente
chico. ;Es esta forma bilineal simétrica?.

() V = H"(a,0), a(u,v) = 5 [u(a)v(a) +u(b)v ()] +[; ' (x) V' () do



10.

11.
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2 Aplicaciones a las EDO y EDP

Considerar el problema:

—u"+u=f en (0,1)
uw(0) =u(l) =0
con f una funcién prefijada en C(]0, 1]).

(a) ;Qué se considera una solucion clésica del problema?

Probar que toda soluciéon clasica es una solucién débil.

(c

(d) Probar que existe una solucién tinica en H{(0,1) de la formulacién
débil.

(e) Probar que la solucién débil es suficientemente regular (esto es,
que pertenece a C?([0, 1])), y que proporciona una solucién clasica.

)

(b) ;Cémo definirfa una solucién débil?
)
)

(f) ¢De qué funcional provienen las ecuaciones de Euler-Lagrange aso-
ciadas al problema?

Considerar el problema de contorno:

—u" + kv +u=f en (0,1)
w'(0)=u(1)=0

Hallar una formulacién debil, y probar que para k suficientemente
pequeno el problema débil tiene soluciéon tnica. Hallar un valor de
k tal que a(v,v) = 0 pero v # 0 para algtin v € H*(0,1).

Consideremos el problema de Dirichlet

—Au = f en(
u = 0 en 0f)

donde 9Q € C' y f € L*(Q).

(a) Mostrar que u € C?*(2) N C1(Q) es solucién del problema si y s6lo
si verifica la siguiente formulacion débil:

/QVqupd:c:/Qf@dx

para toda p € C1(Q) N C(Q).

3
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(b) Mostrar que para toda f € L?*(f2) existe una tnica u € H}(Q)
solucién débil de este problema.

(¢) {De qué funcional provienen las ecuaciones de E-L asociadas?

Una funcién v € HZ(Q2) se dice una solucién débil del siguiente prob-
lema de valores de contorno para el operador bilaplaciano

{ A = f en(

u:% = 0 en 0N (1)

si verifica

/AuAvdx = / fudz
Q Q
para toda v € HZ(Q). (A%u = A(Au)).
(a) Probar que u € C*(Q2) N CY(Q) es solucién cldsica de la ecuacién
si y sélo si es solucién débil.

(b) Probar que dada f € L*(Q) existe una tnica solucién débil u €
HZ(Q).

(¢) iDe qué funcional provienen las ecuaciones de E-L asociadas?

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial eli ptica de segundo or-
den:

— Z ;p(aijuxj)+26jumj +cu = f en ()
=1

u = 0 en 0f)

i,j=1 9T

donde

(a) aij € L=(Q) con NE|* < ay(x)&&;, VE € R, x € Q.
(b) c€ L>®(Q), ¢ > 0.
(c) b; € L=(Q) N CYQ) con divb =0 en .
Probar que para toda f € L*(), existe una tunica u € Hj () solucién

débil del problema. ;De qué funcional provienen las ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas al problema?



