Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2009

PrRAcCTICA 3 - CALCULO DE VARIACIONES

1 Ecuaciéon de Euler-Lagrange

1. Lema Fundamental del Calculo de Variaciones:
(a) Sea f € C([a,b]). Sipara toda funcién g continua se tiene [° fgdt =
0, entonces f =0 en [a, b].
(b) (Es cierto para f: Q C R" — IR?
(c) (Es cierto para f € L'([a,b]) (es cero en casi todo punto)?
(d) jAlcanza con pedir g € C*(a,b) de soporte compacto?

2. Dado el funcional J(z) = [’ L(x,,t)dt, consideremos los siguientes
Ccasos:

(a) Si L = L(x,t), nodepende de &, verificar que no siempre existe una
solucion de la ecuacion de Euler-Lagrange asociada que cumpla las
condiciones x(tg) = xg, x(t1) = x1.

(b) Verificar que si L = L(&), todas las extremales son de la forma

x(t) = at + b.
(c) Verificar que si L = L(t, %), las extremales satisfacen
oL
%(t, T) = cte.

(d) Verificar que si L = L(x, &), las extremales satisfacen

oL
a9 e
L—z i(t,:c) = cte

3. Determinar las trayectorias extremales de las siguientes funcionales

(a)
I(x) = / " (2 - 12t2) dt,

-1

con las condiciones z(—1) =1, z(0) = 0.
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(d)
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con las condiciones z(0) = x(1

(e)

1
T () :/ 2 4 22 4 B2t
0

con las condiciones z(0) = z(1) =0, 2(0) =1,32(1) = senh(—1).
(f)

us
4

(2y° — 4a® + &% — ¢°)dL,

Ty = [
con las condiciones z(0) = y(0) =0, x(})=y(}) =1

4. Resistencia minima en un fluido Determinar la forma del cuerpo
de revolucion que al moverse en un fluido encuentra resistencia minima.
La fuerza de resistencia es

F (y) = 4mpv’ /0 (@) ¥ (@) da

siendo p y v constantes, y (0) =0y y () = R.

5. Probar que si u es una extremal regular de

1
T = [ (5IVa@P + f @) u(w) do
con ) C R™, entonces u satisface la ecuacién

—Au () = f ()



6. Obtener la ecuacién de Euler-Lagrange del problema de superficies
minimas

1/2

j<u>:/ﬂ(1+yvu(:¢)12) dz

2 Problemas con Reestricciones

7. Restricciones holonomas: sean z,...,x, extremales de

t1
J(x1, ..., xy,) :/ L(xy, ..., xp, &1, ..., Zp, t)dt

to

restringidas a las superficies

Gi(xy,...,xp,t) =0, 1<i<m<n.

Verificar que las n+m funciones z1,...,x, y A1, ..., A, son soluciones
de las ecuaciones de Euler-Lagrange para el funcional

~ t1 . ty m
J = Ldt= / <L + ZAi(t)Gi) dt
to to i=1
y que estas ecuaciones son
oL d (0L
_— _ | === = 0 1 <9<
G@i) = 0 1< <m

Sug: Como G;(x1+021, ..., x,02,,t) = 0, las variaciones dz; satisfacen
n
0G;
j=1 9%
8. Restricciones no holénomas: sean zq,...,, extremales de

t1
T (x1,...,xp) :/ L(xy, ..., xn, &1, ..., %n,t)dt.

to

Considere las restricciones dadas por las ecuaciones diferenciales
Gi(xl,...,xn,:i:l,...,:tn,t):O, 1§Z§m,

determine el nuevo funcional, y calcule las ecuaciones de Euler-Lagrange
correspondientes.



9. Restricciones integrales: sean x1,...,z, extremales de

t1
j(xl,...,:cn):/ L1, o sty oo, )l

to

con las restricciones

t1
/t Gi(T1,. .. Tp, X1,y Tp,t) =0, 1 <i<m.
0

Verifique que z1,...,x, son soluciones de las ecuaciones de Euler-
Lagrange para el funcional

N t1 . t1 m
J=[ Ldt= / (L +y A@) dt
to i=1

(con \; constantes), y que estas ecuaciones son

GG =0 1<i<m

Sug: Reduzca el problema al caso no holénomo, introduciendo las
funciones z;(s) = [, Gidt y el funcional auxiliar

g={" <L + fj N () (G — z;)> dt.

to

10. Hallar la ecuacion de Euler-Lagrange de la funcional

1
/ pi? + qridt
0

1
/ 22dt =1
0

donde p es diferenciable y positiva, ¢ es continua.

sujeto a

11. Hallar la curva de longitud minima sobre el cilindro de ecuacién z? +
y*> = 1 que une los puntos (1,0,0) y (0,1,1).



