Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2009

PrRAcCTICA O - REPASO

1 Repaso de General de Analisis
1. Revisar los siguientes teoremas:

(a) Teorema de convergencia monétona de Beppo-Levi.
(b) Teorema de convergencia dominada de Lebesgue.

(¢) Lema de Fatou.

2. Diferenciacién bajo el signo integral.

(a) Sean U C IR™ medible, V' C IR™ abierto, f : V xU — IR medible y
xg € V. Sif(x,-) € LYU) para |[r—x9| < €, f(-,y) es diferenciable
en |z — xg| < € para casi todo y € U y existe g € L' (U) tal que

of

< Jlr—xo| <e,ae yelU
O, <g(y) , |z — 0| Y

(z,9)

con 1 < j < n fijo, entonces la funcién F(z) = / f(z,y)dy es
U
oF r Of

derivable para |x—z| < € respecto de z;, y 87(96) =/, 67(% y)dy
J J

(b) Verificar que si % es una funcién continua en V x U, con U
J

abierto acotado, entonces verifica las hipotesis del item anterior.

3. (a) Sean f,g derivables, h continua. Derivar

g(x)

F(z) = /f h(s)ds

(z)

(b) Sean f, g derivables, h = h(x,s) continua y derivable respecto de
oh

x, 3 acotada. Derivar

9(z)

G(z) = /f(m) h(z,s)ds



4. (a) Desigualdad de Holder: Si1<p<ooy % + z% = 1 entonces
1fglle < [Lf1lpllglle
(b) Desigualdad de Minkowsky: Si 1 < p < oo, entonces

1F+ally < 171l + llglls

¢) Desigualdad integral de Minkowsky: Si 1 < p < oo, entonces
(c) g g y p :

U‘/f(:c,y)dxpdy]l/pS/[/|f(x,y)|pdy]l/p dz.

5. Dada f € LP(IR"), h € R", 7_,f(z) = f(z + h).

(a) Para 1 < p < oo, limy, ¢ ||7-nf — fll, = 0. (Pista: usar que
Co(IR™) es denso en LP(IR™) 1 < p < 00).

(b) Mostrar que (a) no vale para p = oo.

6. Desigualdad de Young.
Sea f € LY(IR™), g € LP(IR"), 1 < p < co. Entonces f * g € LP(IR™)
con [[f # gllp < I fllxllgllp-

7. Sea f € LP(IR"), g € L* (IR"). Entonces f x g € L>(IR"™),

lf*gllee < |Ifllpllglly v ademés f * g es uniformemente continua.

8. Sean f € C¥(IR") (k € IN), g € L. .(IR"). Entonces f x g € CK(IR") y
D(f xg) = (D*f) x g, |a| < k.

9. (a) Sea

1

R
Nl e i<l
o ={ 57 s

Probar que p € C3°(IR).
(b) Construir p € C§°(IR"™) tal que sop(p) C B(0,¢), € > 0.

10. Sea p € L'(IR") tal que [p = 1, y Ve > 0, sea p.(z) = ¢ "p(x/e).
Probar que

(a) Si feLP(R"), 1<p<oo=|f*p.—fllp = 0sie—0.
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11.

12.

13.

14.

(b) Si f € L*(IR"™), f uniformemente continua en V' C IR", entonces
sup ey | f * pe(z) — f(z)] = 0sie — 0, VYV’ compacto, V' C V.

(c) Si f es continua y acotada en IR", entonces f x p. tiende uniforme-
mente a [ en cada compacto de IR".

(d) Siademas p € C°(IR"), f € LP(IR") = f * p. € C°(R").

(e) Calcular f * p. si f = X[ y p es la funcién del ejercicio 9 (a).
Demostrar que C§°(IR") es denso en LP(IR") (1 < p < 00).
Pista: las funciones de LP(IR™) con soporte compacto son densas en
LP(IR") (1 <p < o0).
Sea €2 un dominio de IR".
Sif€ L)y fofe=0VpeC5(Q)= f=0ctp.
SifeLlL.(R)y [f¢ =0VpeCP(R)= f=ctect.p.

Pista: tomar g € C3°(IR) tal que [¢g = 1 y para cada ¢ € C{°(IR), se
verifica que ¢(x) — ([ ¢)g(z) es la derivada de una funcién C§°(IR).

Definicién:Sea 2 C IR™ un conjunto abierto. Diremos que ) es un
dominio con frontera C" si para todo xo € 0S) existe un entorno U de
7o, un entorno V.C IR"' y una funcion ¢ : V — IR de clase C" tal
que (salvo un reordenamiento de las variables) el dominio se describe
como Ssigue:

QNU={zeU: (x1,....;0p1) €V; Ty > d(x1, ..., Tp1) }

NNU ={x€U: (x1,...,2p1) €EV; xp = (21, ..., x0-1)}

Formulas de Green

Sea  un dominio en IR" con frontera C!

(a) siV =V (z) = (01(z),02(2), ..., 0a(2)), v; € CHQ)NCOQ), 1<

1 < n, entonces

V- V(ayde = [ divV(@)de = [ V(w)-v(w)dS,
/Q (x)dx | div (x)dz - (x) - v(z)
donde v = v(x) es el vector normal exterior unitario a 0f).
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(b) siu,v € C*(Q)NCHNQ)

/ (vAu+ Vu - Vo)dzr = / 8udS
Q 00 Ov
ou ov
/Q(vAu — ulAv)dx = / <U8V - 8y> ds,
donde Au =>"1" 1322;‘, %:Vuw/

15. Revisar los siguientes teoremas:

(a) Teorema de la Funcién Inversa.

(b) Teorema de la Funcién Implicita.
)
)

(c

(d) Teorema de la Particién de la Unidad.

Teorema de Arzeld-Ascoli.

2 Repaso de Ecuaciones Ordinarias

16. Separacién de variables

Obtener la solucion general de las siguientes ecuaciones

(a) ' =2
(b) o' =%
(c) o/ = 1t
(d) o' =te®
(e) o’ = #*sin(x)

17. Ecuaciones homogéneas

Obtener la solucién general de las siguientes ecuaciones

(a) 2 =2+ (2)
(b) af = —t2s



. Ecuaciones lineales. Ecuacion de Bernoulli

Obtener la solucion general de las siguientes ecuaciones

. Ecuaciones exactas. Factor Integrante

Obtener la solucion general de las siguientes ecuaciones

(a) (x+y)de+ (x4 2y)dy =0

(b) (2% +y* + 2x) dx + 2xydy = 0

(c) (2% —3zy* +2)dr — (32*y — y*)dy = 0
(d) (2 + y?)dx — 2xydy = 0

. Problemas con condiciones iniciales

Encontrar la solucion de
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(a) o'=7 x(1)=3
(b) =35 x(9)=2
()2 =2+L z(2)=4
(d) ta?de = (3 +23)dt z(1)=1
(e) m(z?+1)+ 2 =0 2(2) =0
() t+2>—2t2e =0 (1) =
)
)

—~ o~



21. Sistemas Lineales

Obtener la solucién general de los siguientes sistemas

= x4+ 21w, ry = 2w+ 319
(a) { xh = 3w+ 219 (b) { xh = —3w1+ 8%y
) = 3z, + 4xs ;L 5t
(©)d o) = 21420+ 20 (d){ o= 2 S det
xy = @1 — 2y + 213 Tp = —3T1+ 8T+ 3e

22. Ecuaciones de segundo orden

Obtener la solucién general de las siguientes ecuaciones

(a) 2" —4a’ =5z =0

(b) o" — 42’ + 4o =12

(c) 2/ —a2'+x=1346

(d) 2"+ 22" + 2 =e*

(e) " — 22" + bz = e’ cos 2t



