Algebra 1

Practica 4 - Enteros (primera parte)

1. Decidir cuales de las siguientes afirmaciones son verdader b, c € Z
) ablc=alcyb|c Vi) alcyb|lc=ab]c
i) 4]a*—=2]a Vil) a|b=a<b
i) 2| ab=2]ab62]|b
V) 9|ab=9|ab69|b
V)a|b+c=al|bOa]c iX) a|b+a*=alb

viii) a | b=>[a| < |}

N

. Hallar todos los: € N tales que

) 3n—1|n+7 i) 2041 | n2+5
i) 3n—2]5n—8 V) n—2|n%—8

w

. Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderatopara € N

i) 99 | 10%" + 197 jii) 56 | 132" + 28n? — 84n — 1
i) 97.5% 4 2in+l iv) 256 | 72" +208n — 1

>

i) Probar quer — b | ™ — b™ para todan € N.
ii) Probar que sh es un numero natural par entonees b | a” — b".
iii) Probar que sin es un niUmero natural impar entonees b | a”™ + 0.

ol

. Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderatopara € N
i) El producto den enteros consecutivos es divisible por
. (2 o
i) ( n) es divisible por 2
n
iiiy 2" J](2i — 1) es divisible pon!
=1
. 2n s
Iv) ( ) es divisible pom + 1
n

2n+1

n

Sugerencia: probar quén + 1)(*") = (n +1)(
() =@n+2)(7) = @n+1(7).

) y observar que

6. Hallar todos los primos positivos menores o iguales que 100

7. i) Probar que un nimero naturaés compuesto siy solo si es divisible por algin primo
positivop < \/n
i) Determinar cuales de los siguientes enteros son prirA&s:209, 307, 791, 1001,
3001.
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8. Sean € N. Probar que

i) sin#1yn|(n—1)!+ 1 entonces: es primo
i) si 2™ — 1 es primo entonces es primo
iif) si 2" 4 1 es primo entonces es una potencia de 2

9. Calcular el cociente y el resto de la divisionapor b en los casos

i) a=133, b=—14 V) a=b2—6, b£0
i) a=13, b=111 V) a=n?>+5 b=n+2(MncN)
i) a=3b+7, b#0 v a=n+3, b=n’+1ncN)

10. Sabiendo que el resto de la division de un entegpor 18 es 5, calcular el resto de

i) la divisiéon dea? — 3a + 11 por 18 iv) la divisién dea® + 7 por 36
ii) la division dea por 3 v) la division de7a? + 12 por 28
i) la division de4a + 1 por 9 vi) la division del — 3a por 27
11. Hallar todos los: € N para los cuales el resto de la divisiormdet 4n + 5 porn? + 1 es
n—1
12. Seamy,a-, ..., a, enteros. Probar que existers tales quez a,+; es divisible pom.
7=0
(Sugerencia: Considerar lasnamerosa;, a; + as, a; + as + as, ..., a; + as + -

y probar que si ninguno de ellos es divisible pogntonces necesariamente dos de ellos
tienen el mismo resto en la division per)

13. i) Seaa € Z tal quea = 22 (14). Hallar el resto de dividir @ por 2, por 7 y por 14
i) Seaa € Z tal quea = 13 (5). Hallar el resto de dividir 83a® + 3a? — 197a + 2 por
5

iii) Hallar, para cada € N, el resto de la division dg(—l)".z’! por 36
=1
14. i) Hallar todos los: € Z tales que:? = 3 (11)

ii) Probar que no existe ningln enterdal quea® = —3 (13)

iii) Probar ques? = -1 (5) <= a=2(5)6a=3(5)
iv) Probar que:” = a (7) para todaz € Z
v) Probarque3 | a®> + 0> <=3 |ay3|b

vi) Probarquer | a? + 0> < T7|ay7|b

vii) Probar queb | a® + b* <= a =2b (5) 6 a = 3b (5)

viii) Probar queb | a* +b*+1=5|a65]b
iX) Probar que cualesquiera seam, c € Z, a®> + b*> + ¢ + 1 no es divisible por 8

15. Searu, b, c € Z tales que® + b* = ¢%. Probar que
i) 3]a63|b i) 5]a65[b65]c i) 4]a64]|b

16. Enunciar y demostrar los criterios de divisibilidad poB24, 5, 8,9y 11
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17. Seaa un entero impar que no es divisible por 5

i) Probar que:* =1 (10)
ii) Probar quez y a***?! tienen el mismo resto en la divisiéon por 10

18. i) Probar que® =1 (31) paratodor € N
ii) Hallar el resto de la division de°'#33 por 31
iii) Seak € N. Sabiendo que* = 39 (31), hallar el resto de la divisién depor 5
iv) Hallar el resto de la division dé3.2'%3 4 11.5%2! + 619 por 31

19. i) Seaa un entero impar. Probar q@&*2 | ¢*" — 1 paratodor € N
ii) Hallar el resto de la division d&**°” por 32

20. Probar que existen infinitos primos congruentes a 3 modulo 4

Sugerencia: probar primero que un nimero congruente a 3lmddiistinto de 1 y—1
necesariamente es divisible por un primo congruente a 3 lIm@duLuego probar que
si existieran finitos primos congruentes a 3 modulo 4, digamop,, . . ., p,, entonces

a=—1+4. Hpi seria un entero distinto de 1-yl que no es divisible por ningan primo

=1
congruente a 3 médulo 4.

21. En cada uno de los siguientes casos calcular el maximo calinigsor entrea y b y
escribirlo como combinacion lineal enteradeg b
i) a=2532,b=063 i) a=131,b=23
i) a=5335,b=110 V) a=n*+1,b=n+2(ne€N)

22. Searu, b € Z. Sabiendo que el resto de dividiugoorb es 27 y que el resto de dividir
por 27 es 21, calculdw : b).

23. Seaa € Z,a > 1y seam, m € N. Probar quéa™ — 1 :a™ — 1) = a™™ — 1
Sugerencia: probar que sies el resto de la division de por m entonces el resto de la
divisién dea™ — 1 pora™ — 1 esa” — 1

24. Seaa € 7.

i) Probar qugba+8:7a+3) =1041
i) Probar que2a® +3a —1:5a +6) =1043

: . . b+4 5
25. i) Determinar todos los, b € Z coprimos tales que+— + 7 €7
a

.. . . 9 Ta?
i) Determinar todos log, b € Z coprimos tales quebg + o ez

b2
. 2 3 2
iii) Determinar todos log € Z tales que a:1 + az eZ
a

26. Searpy ¢ primos positivos distintos y seac N. Probar que si.q | o™ entonce%.q | a

27. i) Seanu,b,c € Z,c > 0. Probar quéc.a : ¢.b) = c.(a : b)
i) Seana,b € Z,n € N. Probar que
(@) si(a:b) =1entoncega” : b") =1
(b) si(a:b) =dentoncega” : b") = d"
(c) sia™ | b™ entonces: | b
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28. Seam, b € Z. Probar que
i) si(a:b)=1entonceg7a —3b:2a—0b) =1
ii) si (a:b)=1entonceg2a — 3b: 5a+ 2b) = 1019
iii) si (a:0b) =2entoncegba —3b:4a+b) =20634
29. Sean € N. Probar que
) (2" - =1
i)y (2" +5"tt2ntl 45 =369
i) (3" +5mt 3t 4 57) =26 14
30. i) Determinar cuantos divisores positivos tie®eno, 15*. 423. 56, 10", 11"+ y 107, 8»+1
ii) Hallar la suma de los divisores positivos 2fe- 5!2% y de 7435 . 823
31. Hallar el menor numero naturaltal que6552.n sea un cuadrado.
32. Decidir si existen enterasy b no nulos que satisfagan
i) a? = 8bh? i)y 7a% = 110?
i) a® = 3b3 V) a® = 39b

33. Sean € N, n > 2. Probar que sp es un primo positivo entoncegp ¢ Q

34. i) Calcular la maxima potencia de 3 que dividéra
i) Calcular la méxima potencia de 9 que divid&@
iii) Calcular la maxima potencia de 20 que divid&1la
iv) Calcular la maxima potencia de 24 que dividgla
v) Determinar en cuantos ceros termina el desarrollo dédma1l!

35. Seana,b,c € Z cona 'y b coprimos. Probar qué: : b.c) = (a : ¢) y que, Sialcy b|c
entoncesib|c

i) usando el teorema fundamental de la aritmética
i) sin usar el teorema fundamental de la aritmética

36. Calcular(18™ — 1 : 1292) para cada € N

37. i) Seaa € Z tal que(a : 25) = 5. Calcular(a® + 3a + 52*2 : 150)
ii) Seana,b € Ztales quea : b) = 2. Calcular(a® + b* : 84)
iii) Seana,b € Z tales quda : b) = 3. Calcular(a?.b : 9a + 9b)
38. Hallar todos los: € Z tales qu€(a? + 3)(7a — 2) : 15) = 5
39. Hallar todos los: € N tales que
i) (n:945) = 63, (n: 1176) = 84 y n < 2800
i) (n:1260) = 70y n tiene 30 divisores positivos
jii) [n:130] = 260
40. Hallar todos los, b € Z tales qu€a : b) =10y [a : b] = 1500



