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10.

Practica 2 - Subespacios, productos y cocientes

. Consideremos a I = [—1, 1] como subespacio de R. ;Cudles de los siguientes conjuntos

son abiertos en I7 ;Cuéles son abiertos en R?

A:{x:%l<]x\<1} B={z:1<|z|]<1} C={z:5<|z|<1}
D={r:5<|z[<1} E={z:0<z|<,1/c¢gN} F={z:|z]<1}
Sea X un conjunto ordenado, equipado con la topologia del orden, y sea Y C X.

a) Probar que la topologia del orden en Y no coincide en general con la topologia
de subespacio.

b) Y se dice convexo si satisface a,b € Y = (a,b) C Y. Probar que si Y es
convexo, entonces estas dos topologias si coinciden.

. Probar que si Z C Ay A es subespacio de X, entonces la topologia de Z como

subespacio de A coincide con la topologia de Z como subespacio de X.

. Sean A un subespacio de X y B un subespacio de Y. Probar que la topologia producto

en A x B coincide con la topologia de subespacio de X x Y.

. Sean X,Y espacios topologicos. Probar que las proyecciones m; : X XY — X y

Ty : X X Y — Y son abiertas. Hallar ejemplos en los que no sean cerradas.

Sean X,Y, Z espacios topoldgicos, y sea f : X XY — Z una funcién. f se dice
continua en z si f(—,y) : X — Z es continua para todo y € Y. Analogamente, f
se dice continua en y si f(x,—):Y — Z es continua para todo = € X.

a) Probar que si f es continua, entonces es continua en cada variable.
b) Hallar un ejemplo en el que f sea continua en cada variable y sin embargo no

sea continua.

Probar que la topologia del orden del diccionario en R x R coincide con la topologia
producto de Ry xR, donde R, es la topologia discreta en R. Comparar con la topologia
usual de R?.

. Sea IR; la topologia cuya base de abiertos son los conjuntos de la forma [a,b), a,b € R.

Sea L una recta en el plano. Describir la topologia que hereda L como subespacio de
R; x R y como subespacio de R; x R;.

. Sea I = [0,1] € R. Comparar la topologia producto en I x I con la topologia del

orden del diccionario en I x I y con la topologia I; x I donde I; denota a I con la
topologia discreta.

Sean A C X y B CY. Probar que A x B = A x B. Concluir que si A es cerrado en
X y B es cerrado en Y, entonces A x B es cerrado en X X Y.
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a) Sean zp € X e yy € Y. Probar que las funciones f : X - X xY yg:Y — X xY
definidas por f(x) = (x,40), 9(y) = (z0,y) son subespacios.

b) Sea X un espacio con una distancia d : X x X — R. Probar que la topologia
inducida por la métrica es la minima tal que d es continua.
Sugerencia: si d es continua, también lo es dy, : X — R, d, (x) = d(z, x¢).

Sea { X }icr una familia de espacios topoldgicos, y sea para cada ¢ € I un subconjunto
A; C X;. Decidir cuales de las siguientes afirmaciones son ciertas y cuéles falsas si se

toma en X = [[..; X; la topologia producto. ;Y si se toma la topologia caja?

a) Si cada A; es cerrado en X; entonces [],.; A; es cerrado en X.

b) Hie[ A= Hiel E

Sea (Zq)aea una red de puntos en el espacio topolégico X = [],.; X;. Probar que
Zo — x sy sblo si m(x,) — m(z) para todo i € I. jEs cierto ésto si se toma en X
la topologia caja?

Comparar las topologias caja, producto y uniforme en R*. Hacer de nuevo los ejer-
cicios 23, 24 y 25 de la practica 1, tomando en R* la topologia caja y la producto.
Comparar con lo obtenido para la topologia uniforme.

Considerar la funcién h definida en el ejercicio 27 de la practica 1. Probar que con
sélo pedir que todos los a; sean no nulos entonces h es un homeomorfismo si se
considera en R“ la topologia producto. ;Y si en R¥ consideramos la topologia caja?

Sea {f; : X — X, }ie; una familia inicial de funciones, y sea f : X — [] X; la funcién
definida por

f(@) = (fi(@))ier
Sea Z la imagen de f. Probar que f : X — Z es abierta.
Sea X un espacio topoldgico, y sea S = {0, 1} el espacio de Sierpinski, cuyos abiertos
son 0, {1} y S. Probar que A C X es abierto si y sélo si la funcién caracteristica de

A, xa: X — S, es continua. Probar que la familia {xy}yez, es una familia inicial
para la topologia de X.

Probar que si f : X — Y es final e inyectiva, entonces es inicial.
Probar que si f : X — Y es inicial y suryectiva, entonces es cociente.

Sea f: X — Y una funcién continua. Probar que si existe g : ¥ — X continua tal
que f o g =idy, entonces f es un cociente.

Sea m : R x R — R la proyeccién a la primer coordenada.

a) Sea X el subespacio ({0} x R)U (R x {0}) de R x R, y sea g = m;|x. Mostrar
que g es cerrada pero no abierta.
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b) Sea Y el subespacio (R>g x R) U (R x {0}) de R x R, y sea h = m|y. Mostrar
que h no es abierta ni cerrada pero es cociente.

Caracterizar el espacio cociente R?/ ~ en cada uno de los siguientes casos.

a) (z0,y0) ~ (¥1,91) & o + Y5 = 21 + yi.

b) (w0,40) ~ (z1,31) & x5 +y5 = o] +y7.
Sea Z el subespacio R x {0} U {0} x R de R x R. Definimos g : R x R — Z por la
féormula .

{ 9((z,y)) = (x,0)sia#0
9((0,9)) = (0,y)
a) (Es g un cociente? jEs g continua?
b) Hallar una base para la topologia cociente en Z inducida por g.

Sea X = C x {0,1} con la topologia producto, {0,1} con la topologia discreta.
Definimos en X la relacién de equivalencia

(2,0) ~ (w, 1) © zw=1, (2,7) ~ (w,j) e z=w

Se le da a X/. la topologia cociente. Probar que f : X — S? definida por

oty j) = e Gu gl =2t = yf) =0
’ (2, =222 4y 1) sij=1

induce un homeomorfismo f: X/, — 52,
Sugerencia: Probar que f es biyectiva; probar la continuidad de la inversa en los
abiertos S*\ {Px}, S?\ {Ps}, donde Py y Ps son los polos.

Sea GG un grupo. Un G-espacio es un espacio topoldgico X junto con una accién
G x X — X tal que x — ¢ - x es continua para todo g. Probar que los siguientes
espacios topoldgicos son G-espacios.

a) X=R, G=Zylaaccionesn-x =n+z.

b) X =R?, G=7Z xZy laaccién es (n,m) - (x,y) = (n+z,m+y).
c) X =5" G=7y={x1} ylaaccién es 1 -z = +x.
)

d) X = {(z,y) € R*: %1 <y < %},G:Zylaacciénesm~(:c,y):(m+
z, (=1)"y).

Si X es un G-espacio, podemos definir en X la relacién de equivalencia
r~y < dgeXtalquey=g-z.

El espacio de cociente resultante lo notamos con X /G, y consideramos en él la topo-
logia cociente. Probar que la proyeccién al cociente p : X — X/G es abierta, y que
si G es finito, entonces p también es cerrada.



27. a) Probar que el espacio cociente R/Z (ejercicio 25, a) es homeomorfo a S*.

b) Probar que el espacio cociente R?/Z x Z (ejercicio 25, b) es homeomorfo al toro
Stx St

c¢) El espacio cociente S"/Zy (ejercicio 25, c) se nota P*(R), y se llama el espacio
proyectivo real de dimension n.

d) Probar que el espacio cociente X/Z (ejercicio 25, d) es homeomorfo a la banda
de Mobius. (Recordar que la banda de Mobius se define como el cociente de
[0,1] x [0, 1] por la relacién que identifica (0,y) con (1,1 —y), y € [0, 1].)



