CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2008

PRACTICA 9: SERIES DE FUNCIONES Y CONVERGENCIA UNIFORME

Series en Espacios Normados

Ejercicio 1. Sea (E,|| - ||) un espacio normado. Sean A\ € Ry (Zn)nen, (Yn)neny C E tales que
o0 oo

> xny Y, yn convergen. Probar que:

n=1 n=1

00 00 00 00
(a) Z Tn + Yn converge, y Z Tn + Yn = Z Ty + Z Yn-

n=1 n=1 n=1 n=1

(b) > Az, converge,y >, Axp, =A- > Tp.
n=1 n=1 n=1

oo
Ejercicio 2. Sea (B, | - ||) un espacio de Banach y sea (a,)neny € B tal que ) a, converge
n=1

o0
absolutamente. Probar que si o : N — N es una funcién biyectiva, entonces ) a,(,) también

n=1
converge y al mismo limite.

Convergencia Uniforme

Ejercicio 3. Sea (X, d) un espacio métrico y sea A un conjunto. Sea (f,)nen € X4 una sucesion
de funciones y sea f : A — X. Probar que: (f,)nen no converge uniformemente a f en A siy
solo si existen a > 0, una subsucesion (fy, )ren de (fn)nen ¥ una sucesion (ag)reny C A tales que
d(fn,(ax), f(ar)) > a para todo k € N.

Ejercicio 4.

(a) En cada uno de los casos siguientes, hallar el limite puntual de la sucesion (f,)nen definida
en el conjunto A C R dado:

L fo(z) = 2", A= (-11]
. fn(z) = ;—z, A= (1,400)
iii. f,(z) =n’z(l —22)", A=10,1]

(b) Para la sucesién dada en i., demostrar que la convergencia es uniforme sobre B = (0, £).

Idem para la sucesion dada en ii. sobre B = |2, 5].

i Es uniforme la convergencia de la sucesion dada en iii. sobre A?



Ejercicio 5. Analizar la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de fun-
ciones (fn)nen:

(a) fn(z)=AnE en R

sizx¢Qox=0

siz=7,0>0y (a:b)=1 en [0,1]

(f) fu(z) =2" en{ze€C:|z| <1}

Ejercicio 6. Sea X un conjunto y sea B(X) = {g: X — C / g es acotada}. Sea (fn)nen C
B(X).

(a) Si (fn)nen converge puntualmente a una funcion f en X, jes cierto que f € B(X)?
(b) Probar que:

i. Si (fn)nen converge uniformemente a una funcion f en X, entonces f € B(X).

il. (fn)nen converge uniformemente a f siy s6lo si (fy,)nen converge a f en (B(X), doo)-

d
)
iii. Si (fn)nen converge uniformemente en X, entonces existe M > 0 tal que |f,(z)| < M
Ve X yVneN, es decir, (fn)nen es uniformemente acotada.

2_,’_1
T — 1f((s+1)2)x2 (n € N) converge

puntualmente pero no uniformemente, en R, a una funcién continua.

Ejercicio 7. Probar que la sucesion de funciones f,(z) =

Ejercicio 8. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de las sucesiones f,(x) = ﬁi; y fl
en [—1,1].

Ejercicio 9. Sea (X,d) un espacio métrico y sea (fn)neny C R¥ una sucesion de funciones
uniformemente continuas que converge uniformemente a una funciéon f sobre X. Analizar la
continuidad uniforme de f.

Ejercicio 10. Sea (X,d) un espacio métrico y sean (f,)nen, (gn)nen € RX dos sucesiones de
funciones uniformemente convergentes sobre X a f y g respectivamente. Probar que:

(a) (fn + gn)nen converge uniformemente a f + g sobre X.

(b) Si ambas sucesiones estan uniformemente acotadas, entonces (fy,.gn)nen €s uniformemente
convergente a f.g.



Ejercicio 11. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y sea A un conjunto. Si (fn)neny € R¥
es una sucesion de funciones continuas que converge uniformemente a una funcion f: X — R
v si (gn)nen € X4 es una sucesion de funciones que converge uniformemente a una funcion
g: A — X. Probar que (f, o gn)nen C R4 converge uniformemente a f o g.

Ejercicio 12. (Teorema de Dini) Sea (X,d) un espacio métrico compacto y sea (fn)neny una
sucesion de funciones continuas de X en R tales que:

o fu(x) > fupi(x) Ve e X VneN.
e (fn)nen converge puntualmente a una funcion f : X — R continua.

Probar que (f,)nen converge uniformemente a f en X.

Ejercicio 13. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea (fy)nen una sucesion de funciones
continuas de X en R y sea f : X — R continua. Probar que (f,)nen converge uniformemente a
f sty solo si para toda sucesion (z,)nen que converge a x € X, la sucesion (fy,(xy))nen converge

a f(z).

Equicontinuidad

Ejercicio 14. Sean (X,d) e (Y,d') espacios métricos. Una familia F de funciones definidas
sobre X a valores en Y se dice equicontinua en xg € X si para todo € > 0 existe d > 0 tal que

d(z,70) <6 = d'(f(z), f(x0)) <e VfeF.

Se dice que F es equicontinua en X si es equicontinua en z para todo x € X. Finalmente, la
familia F se dice uniformemente equicontinua en X si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

d(z,y) <6 = d(f(2).f(y) <e VfeF

(a) Probar que cualquier conjunto finito de funciones de X en Y continuas en xzg € X es
equicontinuo en x.

(b) Sea B(X,Y)={f:X — Y / f es acotada}. Probar que si A C B(X,Y) es equicontinuo
entonces A también lo es.

(¢) Supongamos que X es compacto. Probar que:

i. Si una familia F es equicontinua en X, entonces es uniformemente equicontinua.

ii. Sif,: X — Y es continua para todon € Ny (f,)nen converge uniformemente en X,
entonces (fn)nen €s equicontinua en X (por lo tanto es uniformemente equicontinua).

iii. Si (fn)nen es una sucesion de funciones uniformemente equicontinua y (f,,)nen con-
verge puntualmente a f en X, entonces (f,,)nen converge uniformemente a f en X.

Ejercicio 15. Sean f, : [a,b] — R integrables y uniformemente acotadas. Se define

F,(z) = /90 fn(t) dt (a<z<b)

Probar que existe una subsucesion (F),, )xen que converge uniformemente sobre [a, b].



Series de Funciones.

Ejercicio 16. Sea (f,)nen una sucesion de funciones continuas definidas sobre un espacio métrico
(o.)
(X,d) a valores en R tal que > f, converge uniformemente sobre X. Probar que:

n=1

o0
(a) f= > fn es continua en X.

n=1

(b) Si X = [a,b] C R, entonces f;f(x) dr = il f: fn(z) dz.

Ejercicio 17. (Test de Weierstrass) Sea (X,d) un espacio métrico y, para cada n € N, sea

o0
fn + X — R una funcion tal que |f,(x)| < M, para todo z € X. Probar que si Y M,

n=1
00

converge, entonces »  f,, converge uniforme y absolutamente en X.
n=1

[o.¢]
Ejercicio 18. Sea (ay)nen una sucesion tal que > a, converge absolutamente. Probar que

n=1
o0 oo
> apcos(nx) y Y. apsen(nz) convergen uniformemente en R.
n=1 n=1
Ejercicio 19.
~ e ) L :
(a) Mostrar que la serie senz = E —— converge uniformemente sobre todo

|
= (2k + 1)!

intervalo finito.

[e.e] ny 9
(b) Probar que la funcion f(x) = Z (9:7'> es continua en R.
n!

n=0

. 1
Ejercicio 20. Sea f(z) = Z T
nx

n=1

a) Hallar el dominio de f en R.

(
(b) ;Sobre qué intervalos converge uniformemente?
(c
(d

) iSobre qué intervalos no converge uniformemente?
) ¢Es f continua en su dominio?

(e

LEs f acotada?



