SEMINARIO ELEMENTAL DE ANALISIS (2DO.CUATR.2007)

Practica No. 2

1. Una funcion N : R"™ — R>q se llama una norma en R" si se cumple que:

H (371,--';3771) Hl:: Z ’ml ’
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Demostrar que las funciones || * || y || * ||co SOn normas.

2. Una funcion d: R" x R" — R>q se llama una distancia en R" si se cumple que:

(a)
(b)

dlv,w) =0 v =w.
d(v,w) = d(w,v), para todo v,w € R™.
d(v,w) < d(v,u) + d(u,w), para todo v,w,u € R™.

Demostrar que si N es una norma en R", entonces d(v,w) := N(v — w) es una
distancia en R".

Demostrar que si d es una distancia arbitraria en R™, entonces D(v,w) :=
d(v,w)

también es una distancia.

1+ d(v,w)

[Sug.: Considerar la funcién mondétona creciente f : [0,00) — R definida como
x

f) = o]

Observar que la distancia D tiene la propiedad que D(v,w) < 1 para todo
v,w € R™.

Para cada punto p € R" y r € Ry se define la bola con centro p y radio r con
respecto a la distancia D de la manera natural:

Bp(p,r) :={x € R"/D(z,p) <r}.

. Que subconjunto de R™ es Bp(p,1)? (Y Bp(p,2)? Observar entonces que
todo subconjunto de R" es acotado para esta distancia.

Supongamos ahora que d es la distancia usual en R? y D es la distancia definida
en (b).



i. Dibujar la bola Bp((0,0), 3).
ii. Demostrar que si p € R", entonces para cada € € R+, existen 71,79 € Ryg
tales que

B(p,m1) € Bp(p,e) 'y  Bp(p,r2) € B(p,¢)

donde B(p,r) denota la bola canénica de centro p y radio r (es decir, la
bola para la distancia usual).

Esto muestra en particular que un conjunto S C R" es abierto para la distancia
euclidea usual si y sélo si es abierto para la distancia D, a pesar de que todo
conjunto es acotado con la ésta dltima.

3. Estudiar cudles propiedades (abierto, cerrado, acotado) verifica cada uno de los
conjuntos siguientes:

(@) {(z,y) eR?*/z>1} (b) {(z.y) eR*/x =y}
(©) {(z,y) eR*ay >0}  (d) {(w,y,2) e R?/a? +y° +2° > 4}
(e) {(m,y,z) € R3/xy > z}

4. Sean S,T subconjuntos de R™. Demostrar las propiedades siguientes:

(a) S°={p e R"/3e > 0 tal que B(p,e) C S}.
(b) Si S C T entonces S° C T °.

(c) (SNT)° = S°NT°. (Se puede generalizar esta igualdad a una interseccién
infinita?

5. En cada uno de los siguientes casos hallar S°, S y 9.
(a) S=1[0,1] (b) S=QnN[0,1] (c) S=[-1,0)U{1}
(d) S={i, neN} (¢) S=ZxZ (f) S=ZxQ

6. Sea S C R".

(a) Demostrar que S es abierto si y solo si es disjunto con 0S.

(b) Demostrar que S es cerrado si y solo si S C S.

7. Sea S C R", demostrar que p € 95 si y sélo si todo entorno de p contiene un punto
en S y un punto que no esta en S.



10.
11.

12.

13.

Si S C R™ notamos con S’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de S.

(a) Hallar S’ para cada uno de los conjuntos del ejercicio 5.

(b) Un punto p € S se llama un punto aislado de S si y sdlo si existe ¢ > 0 tal
que B(p,e) NS = {p}. Demostrar que S = S’ U {puntos aislados de S}.
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Hallar los puntos de acumulacién del conjunto S = {(5, R) ,con n,m € N } Hallar

la adherencia S.
Hallar todos los subconjuntos no vacios de R que son a la vez abiertos y cerrados.

Un conjunto S C R™ se llama conexo si para todo par de conjuntos abiertos G, H C
R"™ tales que

e S=(SNG)U(SNH)
e SNGNH=10

vale que S C G 0o S C H.

(a) Mostrar que Q no es conexo. ;Qué ocurre con R — Q7?7 ;Y con Q x Q7 Si le
gusta pensar en esto puede ver que pasa con R?2—Q?... [Respuesta: es conexo,
pero no lo consulte, espere a la guia que sigue.]

(b) (Es R conexo? (cf. ejercicio 10)
(c) Demostrar con cuidado que el intervalo [0, 1] es conexo.

(d) Decidir si los conjuntos de los ejercicios 3 (a)-(d) son conexos o no (no lo
demuestre en cada caso, pero por lo menos logre convencerse a si mismo).

(e) Demostrar que un conjunto abierto y conexo S C R? tiene la propiedad de
que dos cualesquiera de sus puntos pueden unirse mediante una linea poligonal
totalmente contenida en S. [Sug.: Dado p € S arbitrario considere los conjuntos

G :={x € S / se unen a p con una poligonal contenida en S}y H := S5 — G|

Sean A y B conjuntos conexos de R?. ;Es A N B necesariamente conexo? ¢Es
A U B necesariamente conexo? jSe le ocurre alguna condicién adicional no trivial

que garantice que A U B sea conexo?

Se realiza la siguiente construccién recursiva en R?: partiendo del origen, se dibuja
una linea 'y de una unidad hacia la derecha, desde el nuevo extremo de I'y se dibuja
otra linea I'; de 1/2 unidad hacia arriba, desde el nuevo extremo de I'; se traza otra
linea I'y de 1/4 de unidad a la derecha, luego I's de 1/8 de unidad hacia arriba, 'y
de 1/16 de unidad a la derecha y asi sucesivamente.

(a) Estudiar la convergencia de la sucesién de vértices de esta “poligonal”.

(b) Hallar | T, .
n€Np



14. Para cada n € N, n > 2, se considera el intervalo abierto <&, := (%, %) Demostrar
que (0,1) = | Sy. (Existe un conjunto finito F C N>o tal que (0,1) = J S,7?
n>2 neF

Justificar. ;Qué puede decir sobre la compacidad del conjunto (0,1)?
15. Sea Uy, := {(z,y) € R?/ | (z,y)—(0,n) ||< n}. Demostrar que |J U, es el semiplano

neN
superior abierto.

16. Sea S C R"™, demostrar que S es un conjunto compacto si y sélo si toda sucesion
contenida en S contiene una subsucesién que converge a un punto de S.

17. Sean S, T C R”™ conjuntos compactos. Demostrar que SUT y S NT son compactos.
., Qué ocurre si se toman uniones o intersecciones infinitas?

18. Sea S CR™ y p € R™. Se define la distancia entre p y S de la forma siguiente:

d(p,S) :==inf{||p— x| /z € S}.

(a) Demostrar que |d(p,S) — d(q,S)| < d(p, q) para todo p,q € R".
(b) Hallar todos los p € R™ tales que d(p, S) = 0.

(c) Demostrar que si S es cerrado la distancia entre un punto p y el conjunto S se
realiza, es decir, existe ¢ € S tal que d(p,S) =||p—q -

(d) Sea e € RsgyseaG={veR"d{,S)<e}. Demostrar que G es abierto.

19. Sean S,T C R™. Se define la distancia entre S y T de la manera siguiente:

d(S,T) =inf{[| z —y || /z € S,y € T}.

(a) (Es cierto que d(S,T) = inf {d(p,T) / p € S}?
(b) Mostrar que no necesariamente siempre existen p € Sy ¢ € T tales que
d(S,T) =] p—q] (cf. ejercicio 18 parte (b)).

(¢) {Qué ocurre con la pregunta anterior si S y T son compactos? ;Y si los dos
son cerrados? ;Y si uno es compacto y el otro cerrado no acotado? ;Y si?
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20. Sea S = { / n,m € N} C R (cf. ejercicio 4 de la Préctica 1). Demostrar que

1

los puntos de acumulaciéon de S son los puntos de la forma — y el 0. §El conjunto
n

S U{0} es compacto?



