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COMPLEMENTOS DE MATEMATICA 3 - Segundo cuatrimestre de 2007

Practica 5 - Diagonalizacién

Ejercicio 1. Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y los autovectores de la matriz
A en cada uno de los siguientes casos (analizar por separado los casos K =Ry K = C).

. 1 3 .. 1 3 0 a . a b
i) A—<_3 _1) ii) A—<3 _1> iii) A_<—a 0>,a€R iv A—(O c),a,b,cGR

Ejercicio 2. Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y los autovectores de la matriz
A en cada uno de los siguientes casos (analizar por separado los casos K =Ry K = C).

o a1 10 00 00
iy A=[-2 0 2 i) A=|[-4 -1 o0 i) A=|. 7 o o
-1 -2 0 4 -8 =2
0 0 01
010 Lo o .11
iv) A= 01 0 1 v) A=la 1 0],aeR wvi) A=|1 a 1],aeR
101 0 0 a 1 1 1 a

Ejercicio 3. Para cada una de las matrices A de los ejercicios 1 y 2, sea U una base de K" (n=2
para las del ejercicio 1 y n=3 o 4 para las del ejercicio 2) y sea f : K™ — K™ la tranformacién
lineal tal que |f|y = A. Decidir si es posible encontrar una base B de K™ tal que |f|p sea diagonal.
En caso afirmativo, calcular C(U, B).

Ejercicio 4. Sean A, C'y D € K™ tales que A = C.D.C~!. Probar que, para todo n € N,
A" =(C.D"C!

Ejercicio 5. Sea f : R3 — R3 la transformacién lineal definida por
f(@,y,2) = (=Ty + 2,4y, =27 + y + 3.2).

i) Encontrar una base B de R? tal que |f|p sea diagonal.

0o -7 1\"
ii) Calcular [ 0 4 0] , VneN.
-2 1 3
0o -7 1
iii) Hallar, si es posible, una matriz P € R>3 talque P?=| 0 4 0
-2 1 3

. _ (/2 1)2 22 AP
Ejercicio 6. Dada A = <1/4 3/4> € R=*=_ calcular nh_)noloA .

Ejercicio 7. Sea f: K™ — K™ un proyector con dim(Im(f)) = s. Probar que f es diagonalizable
(ver Ejercicio 15 de la Préctica 3). Calcular X}.
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Ejercicio 8. Hallar todos los valores de k € R tales que la siguiente matriz sea diagonalizable:

k 1 E+ k2 —k2

o k+1 0 k
A=10 1 k 1
0 0 0  k+1

Ejercicio 9. Se define la sucesién de Fibonacci {ay, }nen, de la siguiente manera:

CL():O, a1:1
Ont2 = Gnt1 +ap VneN

i) Sea A = 0 1 . Verificar que, para cada n € Ny, A. Un ) — [ @ntl )
L an+1 Ap 42

ii) Probar que, para todo n € N, A™. 0y _( o )
1 An+1

iii) Encontrar una matriz inversible P tal que P.A.P~! sea diagonal.
iv) Hallar la férmula general para el término a,, V n € Ny.

v) Se define la sucesién {a, }nen, de la siguiente manera:

CLO:O, 01:1, a2:1
Gn4s3 = 6.an+2 — 11l.ap41 + 6a, YV n €Ny

Hallar una férmula general para el término a,, V n € Ny.

Ejercicio 10. Encontrar una férmula general para z, e y, Vn € Ny en funcién de xg e yo
(ecuaciones en diferencias):

Tpt1 = 62y + 2yp
Ynt+1 = 2ZTpn + 3Yn
Ejercicio 11. Sea A € K™*".

i) Probar que A y A! tienen los mismos autovalores. Dar un ejemplo en el que los autovectores
sean distintos.

ii) Probar que A es inversible si y sélo si 0 no es autovalor de A.

iii) Sea A inversible. Probar que si z es un autovector de A, entonces x es un autovector de A~1.
Si z es un autovector de A de autovalor A, cudl es el autovalor correspondiente a x como
autovector de A=1?

Ejercicio 12. Dadas las matrices A € C?*? y los polinomios P € C[X], calcular P(A) para:

i)A:(i ?) (@) P=X—1, () P=X2—1, (¢) P = (X —1)?

i) A= (i _Oz> P=X3_iX24+1+i
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Ejercicio 13. Utilizando el Teorema de Hamilton-Cayley:

i) Calcular A* —4.43 — A2 4 2.4 — 5.1, para A = (? _31 )

ii) Calcular A1000

= o O
o O O

1
para A= |1
0

iii) Calcular (le _21) VneN.

1

iv) Dada A = (_1 A

), expresar A~! como combinacién lineal de A y de Is.

v) Probar que en general, si A es inversible n x n, puede utilizarse el teorema de Hamilton Cayley
para escribir A~! como un polinomio en A de grado n — 1.

Ejercicio 14.

i) Sea f:R? — R? la transformacién lineal definida por f(z,y) = (z + 3.y,3.2 — 2.y). Hallar
todos los subespacios de R? que sean f-invariantes.

ii) Sea fy : R? — R? la rotacién de angulo 6:

folp = (cos@ —sen9) .

senf) cosf

Probar que, para todo 0 # k.7 (k € Z), fp no es diagonalizable. Hallar todos los subespacios
de R? que sean fy-invariantes. ;Qué pasa si 0 = km, k € Z?

iii) Sea # € Ry gy : C2 — C? la transformacién C-lineal cuya matriz en la base canénica es

cosf@ —send
|90l = :

senf) cos@

.Es gg diagonalizable? Hallar todos los subespacios de C? que sean gyp-invariantes.
iv) Sea # € Ry rp: R? — R? la transformacién lineal R-lineal cuya matriz en base canénica es

cosf —senf 0
|rolp = | senf cos@® 0
0 0 1

Es decir que ry es la rotacién de dngulo 6 alrededor del eje z. ;Es rg diagonalizable? Hallar
todos los subespacios de R? que sean rg-invariantes.

-1 -1 -1 -1
0 -5 —-16 —22
0 3 10 14
4 8 12 14

Ejercicio 15. Sea A = € R4,

i) Probar que el subespacio < (2,-1,0,0), (=1,2,—1,0) > es fs-invariante.
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ii) Encontrar una base B de R?* tal que

|falp =

oo o 9
O O
ol BN B
—<. > o,

Ejercicio 16. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea f : V' — V una transfor-
macién lineal. Sean Sy T subespacios de V tales que dim(S) = s, dim(T) =ty S®T = V. Probar
que, si S y T son f-invariantes, existen una base B de V y matrices A; € K%° y Ay € K'*! tales

que
(A0

Probar que, en este caso, Xy = X4,.Xa4,.

Ejercicio 17. Sea f : R> — R? la transformacién lineal definida por
f(z1, 22,73, 04, 75) = (T2, 73,74, 75,0).
i) Hallar, para cada 0 <4 < 5, un subespacio S; de R® con dim(S;) = i que sea f-invariante.

ii) Probar que no existen subespacios propios f-invariantes S y T de R® tales que R = S @ T.

Ejercicio 18.

i) Sea ¢ : C*°(R) — C*(R) la transformacién lineal derivacién. Mostrar que para todo A € R,
la funcién f(x) = e’ es un autovector de ¢ asociado al autovalor A. (Observar que entonces
J tiene infinitos autovalores.)

ii) Sea 09 = d0d. Probar que e* y e~® son autovectores de d2 de autovalor 1 y que {f € C*(R) :
f"=f=<e" e >.

f'=y
g=1Ff

Sugerencia: Llamar g = f’ y considerar el sistema de ecuaciones {

iii) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

{ Z'(t) = 6z(t) + 2y(t)
y'(t) = 2x(t) + 3y(t)

con condiciones iniciales z(0) = 3, y(0) = —1



