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COMPLEMENTOS DE MATEMATICA 3 - Segundo cuatrimestre de 2007

Practica 3 - Transformaciones lineales

Ejercicio 1. Determinar cudles de las siguientes funciones son transformaciones lineales:
i) f : Rs — Rg, f(l’l,xg,xg) = (2.:131 — 7.%3, O, 3.x2 + 2.:]}3)
i) f:R*—=R% f(z1,29) = (21 — 22, 2.2, 1 + 1)

iii) f:C— C, f(z) =% (considerando a C como R-espacio vectorial y como C-espacio vectorial).
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V) f . R2><2 N R2X3, f (all a12> — (G(Z)Q 0 a2 + CL21>
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iv) f:R** S R, f( = aj1- a2 — a12.021

vi) fiR[X] = R?, f(p) = (p(0),p'(0),p"(0))

Ejercicio 3. Probar que las siguientes funciones son transformaciones lineales:

i K’I’LXTL N K
i) t: K™ — KmXn 0 t(A) = A
iii K — Ko f(A) = B.A donde B € K™
v

1 C([0,1]) = €([0,1]), @(f)(z) = [y f(t) dt

i) tr
i)
i) f
iv) 6:C*(R) — C*(R), §(f) = [
) @
) €0 : K[X] = K, ea(f) = f(a) donde a € K

V1

Ejercicio 4.

i) Probar que existe una tnica transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (=5,3) y
f(=1,1) = (5,2). Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2).

ii) ¢Existird una transformacion lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (2,6); f(—1,1) = (2,1) y
f(2,7) = (5,3)?
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iii) Sean f, g : R — R3 transformaciones lineales tales que

f(1,0,1) =(1,2,1), f(2,1,0)=(2,1,0), f(-1,0,0)=(1,2,1),
g(1,1,1) = (1,1,0), ¢(3,2,1) =(0,0,1), ¢(2,2,—1) =(3,-1,2).

Determinar si f = g.
iv) Hallar todos los a € R para los cuales exista una transformacién lineal f : R® — R? que
SatiSfaga que f(17 _17 1) = (25 a, _1)’ f(17 _17 2) = (a27 _17 1) y f(l) _17 _2) = (57 _1a _7)
Ejercicio 5.

i) Calcular el nicleo y la imagen de cada una de las tranformaciones lineales de los Ejercicios
1y 2. Decidir, en cada caso, si f es epimorfismo, monomorfismo o isomorfismo. En el caso
que sea isomorfismo, calcular f=!.

ii) Clasificar las transformaciones lineales tr, t y €, del Ejercicio 3 en epimorfismos, monomor-

fismos e isomorfismos.

Ejercicio 6. Sean f : R® — R* f(xy,29,23) = (21 + x2,21 + 23,0,0) y g : R* — R2,
g(z1,22,23,24) = (21 — x2,2x1 — x2). Calcular el nicleo y la imagen de f, de g y de g o f.
Decidir si son monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.
Ejercicio 7.

i) ¢Existird algiin epimorfismo f : R? — R3?

ii) Sean v; = (1,0,1,0), v = (1,1,1,0) y v3 = (1,1,1,1). ;Existird alguna transformacién lineal
f:R? — R?* tal que {v1,ve,v3} C Im(f)?

iii) ¢Existird algin monomorfismo f : R3 — R2??

iv) Sean S, T C R* los subespacios definidos por
S ={(r1,22,23,24) /11 + 22+ 23 =0} y T = {(21,22,23,24) / 2.21 + x4 = 0, x5 — x3 = 0}.
;Existird algtin isomorfismo f : R* — R* tal que f(S) = T7?

v) Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una transformacién lineal f : R? — R* que
verifique Im(f) = S y Nu(f) = T en los siguientes casos:

(a) S ={(z1,22,23,24) /X1 + 22 — 23+ 224 =0}, T =< (1,2,1) >
(b) S = {(ml,xg,xg,.m)/xl +x0=0,234+x4 = 0}, T=< (1,—2, 1) >

Ejercicio 8. En cada uno de los siguientes casos definir una transformacién lineal f : R? — R3
que verifique lo pedido.

i) (1,1,0) € Nu(f) y dim(Im(f)) =1
ii) Nu(f)NnIm(f) =< (1,1,2) >
iii) f# 0y Nu(f) € Im(f)



Departamento de Matemadtica - Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - UBA 3

iv) f#£0y fof=0
V) f#Idy fof=1Id
vi) Nu(f) # {0}, Im(f) # {0} y Nu(f) N Im(f) = {0}

Ejercicio 9. Sea S = < (1,1,0,1),(2,1,0,1) > C R*.
i) Hallar una transformacién lineal f : R* — R? tal que Nu(f) = S.
ii) Hallar ecuaciones para S (usar i)).
iii) Hallar un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones sea

<(1,1,0,1),(2,1,0,1) >+ (0,1, 1,2)

Ejercicio 10. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea B = {v1,...,v,} una base de
V. Se define la aplicacién ap : V — K" de la siguiente manera:

n
Siv= invi, ap(v) = (z1,...,Ty).
i=1

Probar que ap es un isomorfismo.

Observar que, teniendo en cuenta que la aplicaciéon ap es tomar coordenadas en la base B, esto
nos permite trabajar con coordenadas en una base en el siguiente sentido:

i) {wi,...,ws} es linealmente independiente en V' <= {ap(w1),...,ap(ws)} es linealmente
independiente en K™

ii) {wi,...,w,} es un sistema de generadores de V. <= {ap(wi),...,ap(w,)} es un sistema
de generadores de K"

iii) {wy,...,w,} es una base de V. <= {ap(wi),...,ap(w,)} es una base de K"
Por ejemplo, para decidir si {X? — X +1, X? —3.X +5, 2.X2 4+ 2.X — 3} es una base de Ry[X],
bastard ver si {(1,—1,1), (1,-3,5), (2,2,—3)} es una base de R?, para lo que se puede usar el
método de triangulacién.
Ejercicio 11. Dada f: V — V| calcular |f|gp’ en cada uno de los siguientes casos:
i) V=R3 f(x1,22,23) = (3.7 — 2.00 + 23, 5.71 + T2 — 3, 1 + 3.9 + 4.23)

(a) B = B’ la base canénica de R3,

(b) B={(1,2,1),(~1,1,3),(2,1,1)} y B = {(1,1,0),(1,2,3), (2,3,4)}.
ii) V = (CQ, f(a:l,xg) = (2.1‘1 —1.T9, T1 + xg)

(a) B = B’ la base canénica de C? como C-espacio vectorial.
(b) B=B"={(1,0),(0,1), (4,0), (0,i)} considerando a C? como R-espacio vectorial.

i) V =Ry[X], f(P) =P

(a) B=B'={1,X,X? X3 X%}



Departamento de Matemadtica - Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - UBA 4

(b) B={1,X,X% X3 X4}, B' = {X* X3 X2 X,1}.

iv) V=R%?*2 f(A) = A, B = B’ la base canénica de R?*?,

Ejercicio 12. Sean B = {v1,v2,v3} una base de R? y B’ = {wy, w2, w3, w4} una base de R*. Sea
f:R?® — R* la transformacién lineal tal que

1 -2 1
-1 1 -1
few =5 1
3 -2 5

i) Hallar f(3.v1 + 2.v2 — v3). ;Cudles son sus coordenadas en la base B'?
ii) Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).

iii) Describir el conjunto f~!(w; — 3.ws — wy).

Ejercicio 13. En cada uno de los siguientes casos, hallar una matriz A € R**3 que verifique:
i) A I3y A3 = I3
i) A#£0, A#£I3y A2=A

Ejercicio 14. Mostrar, en cada uno de los siguientes casos, una matriz A con coeficientes reales
de manera que el sistema A.z = b cumpla:

i) No tiene solucién o tiene solucién unica, dependiendo del valor de b.

)
ii) Tiene infinitas soluciones, independientemente del valor de b.
iii) No tiene solucién o tiene infinitas soluciones, dependiendo del valor de b.
)

iv) Tiene solucién unica, independientemente del valor de b.

Ejercicio 15. Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V una transformacién lineal. f se
llama un proyector siy sélosi fo f = f.
i) Probar que f: V — V es un proyector <= f(v) =v Vv € Im(f).

ii) En cada uno de los siguientes casos construir, si es posible, un proyector f : R® — R3 que
cumpla lo pedido.

(a) Nu(f) ={(x1,22,23) /1 + 22 + 23 =0} e Im(f) = < (-2,1,1) >
(b) Nu(f) ={(z1,22,23) /321 —x3 =0} e Im(f) = < (1,1,1) >

iii) Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V un proyector. Probar que V' = Nu(f) ® Im(f).

iv) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sean S y T subespacios de V tales que
V = S@&T. Probar que existe un unico proyector f : V — V tal que Nu(f) = S eIm(f) =T.
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1. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V — V un proyector. Probar que
existe una base B de V tal que

(f18):; = { 1 sii=j; i <dim(Im(f))

0 sino
Ejercicio 16. Sea f : R? — R? definida por

f(x1,xe,x3) = (1 + ®o — x3,2.701 — 3.22 + 2.73,3.21 — 2.22 + X3).

i) Determinar bases B y B’ de R3 tales que |f|pp =

S O =
O = O
o O O

ii) Si A es la matriz de f en la base candnica, encontrar matrices inversibles C'y D tales que

1 0 0
CAD=(0 1 0
0 0 0
Ejercicio 17. Calcular el rango de las siguientes matrices:
0 0 3 1 0 5 3
i) A=10 1 1 0 i) A=11 -1 2
1 0 7 0 2 3 1
s 1.0 1 2 1 01 00
1 0 4 -1 0 110 0 0
i) A= iv) A=10 1 1 0 0
3 1 1 0 1
5 0 0 3 1 00 1 10
01 0 1 1

Ejercicio 18. Calcular el rango de A € R3*3 para cada k € R siendo

1 -k -1
A= -1 1 k2
1 k k-2

Ejercicio 19.

i) Sea A e K™ " ysea S={x e K"/ Az =0}. Probar que rg(A) + dim(S) = n.
(Esto significa que la dimensién del espacio de soluciones es igual a la cantidad de incégnitas
menos la cantidad de ecuaciones independientes).

ii) Sean A € K™*™ ybe K™. Se considera el sistema A.z = by sea (A | b) su matriz ampliada.
Probar que A.xz = b tiene solucion <= el vector b pertenece al subespacio generado por los
vectores columna de A <= rg(A) =rg(A4|b).

() Ejercicio 20. Sean A € K"*" y B € K™*". Probar que rg(A.B) <rg(A) y rg(A.B) < rg(B).



