Geometria proyectiva

Segundo cuatrimestre 2007

Soluciones de los ejercicios del primer parcial

Ejercicio 1. Sea T el toro que se obtiene al hacer rotar respecto del eje z el circulo unitario
2 2 _
zZ+ (-2 =1

(a) Hallar la primera y la segunda forma fundamental de T.

(b) Clasificar los puntos de T en planos, parabélicos, elipticos e hiperbdlicos.

Solucién. La funcién
r(u,v) = ((cosu + 2) cos v, (cos u + 2) sin v, sin u)

es una parametrizacion del toro T. El toro no puede cubrirse por una sola carta, pero
bastara por considerar las cartas que se obtienen al restringir r a abiertos U C R? de la
forma (01, 61 + 2m) X (62,0, +271), 61,62 € R.

(a). Fijemos p € T y elijamos 01 y 0, de forma que p = r(4,v) con 01 < u < 01 +2mn
y 02 < v < 0y +2m. Sea p = {ry, 1o} la base del espacio tangente. Los coeficientes de la
primera forma fundamental estdn dados por

E=<ryr,>=1
F=<r,1,>=0

G =<ty 1y >= (cosu + 2)?

Luego, la primera forma fundamental de T en el punto p = r(u, v) es

5= (coun
PIB=10  (cosu +2)?
Los coeficientes de la segunda forma fundamental estdn dados por

e=<ry, N>=1
f =<1y, N>=0
g =<1y, N >=(cosu +2)cosu

donde N = ”Z‘i:;”)” = (—cosucos v, —cosusinv, — sinu) es el vector normal unitario. Luego,
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la segunda forma fundamental de T en el punto p = r(u, v) es

1 0
IEEplls = 0 (cosu +2)cosu

(b). Sea p = (x,y,z) = r(u,v). Sea a, la matriz del morfismo de Gauss en la base {r,, 15}.
Usando la férmula
L., = II,

cosu
cosu+2°

sabemos que el determinante de a, es igual a det(Ip)‘ldet(Hp) = Luego,



» pes eliptico si cosu > 0 (equiv. ||x, yl| > 2);
» p es parabélico sicosu = 0 (equiv. |z| = 1);
= p es hiperbélico si cosu < 0 (equiv. ||x, y|| < 2).

En resumen, los puntos del lado de adentro son hiperbdlicos, los de afuera elipticos y los
del medio parabdlicos. El toro no tiene puntos planos, pues II, # 0 para todo p.

Ejercicio 2. Sea a : I — RR® una curva diferenciable con curvatura nunca nula. Probar
que det(n(t), n’(t),n" (t)) = 0 para todo ¢ si y s6lo si a es una curva plana o una hélice.

Solucién. Sin perder generalidad, suponemos que « estd parametrizada por longitud de
arco. Usando las ecuaciones de Frenet tenemos

n' = —«xt+1b y n” = —«x't — (k% + ) + 'b.

Desarrollando la expresién y escribiendo en base {t, 11, b} obtenemos

det(n(t), n' (1), n" (t) = T'x — T’ = (%)'KZ

Si a es plana entonces T = 0. Si a es una hélice entonces  es constante. En ambos casos,
el determinante se anula para todo t.

Si el determinante se anula para todo ¢, como x> # 0, tenemos que (¥) = 0y por lo
tanto - es constante. Si esta constante es cero entonces 7 = 0 y la curva es plana. Si esta
constante es distinta de cero, entonces « es una hélice.

Ejercicio 3. Sea X ¢ R” una subvariedad de dimensién d. Definimos
TX ={(x,y) e R"xR": x € X,y € TX(x)}
(a) Probar que T es subvariedad diferencial de R" x R" = R*" de dimensi6n 2d.

(b) Sean ademds Y una subvariedad de R" y f : X — Y diferenciable. Probar que
df : TX — TY definida por df(x, y) = (f(x),df(x)(y)) es diferenciable.

(c) Probar que si X es subvariedad de R" de dimensién d con un atlas consistente de
una sola carta, entonces TX es difeomorfo a X x R? c R"*.

Solucién. (a). Debemos ver que TX tiene un atlas, es decir, que se puede cubrir con
cartas.

Dado (x,y) € TX, existe (U, U’, ¢) carta de X tal que x € ¢p(U) = U’ N X. Recordar que
U c R es abierto, U’ c R" es abierto y ¢ : U — R" es inyectiva, regular, diferenciable y
con inversa continua satisfaciendo ¢(U) = X N U’.

Definimos V=UXR! c R¥, V' = U' x R* c R y ¢ : V — R?" la funcién

P(u,v) = (P(u), dpu(v))

Afirmamos que (V, V’, 1) es una carta de TX tal que (x, y) € (V) = V' N TX. Luego todo
punto de TX pertenece a una carta de dimensién 2d y queda demostrado el enunciado.
Comprobemos entonces que (V, V', ¢) es efectivamente una carta.
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V' y V' son abiertos de las dimensiones correctas. Ademds es claro que (V) =
V'nTX.

= ) es diferenciable. Cada una de sus coordenadas es diferenciable (las primeras
coinciden con las de ¢ y las tltimas son lineales).

Y es inyectiva. Si Y(u1,v1) = P(uz,v2) entonces (P(u1), dpy, (V1)) = (P(u2), dpy,(v2)).
Como ¢ es inyectiva sigue que u; = uy y como ¢ es regular sigue que d¢,, es
inyectiva 'y v1 = 0s.

Y es regular. Su matriz diferencial di)(, ;) es la matriz con bloques

doy *
dlp(u,v) = ( gé) d¢u) .

Como ¢ es regular, la matriz d¢, tiene rango d y por lo tanto di)(, ;) tiene rango 2d.

Y1 (V) > V es continua. La funcién ¢! estd dada por la férmula

1;b_l(xl ]/) = (¢_1 (x), (d¢¢—1(x))_1y)'

Es claro que esta funcién es continua porque cada una de sus coordenadas es
composicién y producto de funciones continuas (recordar que ¢! es continua por
hipétesis).

(b). Sean xp € X y vp € TXy,. Como f es diferenciable en x(, existen W C IR" abierto y F :
W — R™ diferenciable tal que xo € Wy Flwnx = f. La funcion G : WxR" — R?" definida
por G(x,v) = (F(x),dFx(v)) es diferenciable, (xg,v9) € W X R" y ademads Glwxrinrx = df.
Por lo tanto, df es diferenciable en (xo, vo).

(c). Sea (U, U, $) una carta que cubre todo X. El difeomorfismo g : XxR? — TX estd dado

por
d
(D), v, - ya) = (@), Y yj0j(w)
j=1
donde ¢; denota la j-ésima derivada parcial de ¢. La diferenciabilidad de ¢! sigue de

equivalencia entre la definicién dada en las clases tedricas y de la propiedad (M) vista en
las clases précticas.

Ejercicio 4. Sea a : R — R3 la curva diferenciable dada por a(t) = (t,t2/2,3/3). Sean
t1, tp, t3 tres nliimeros reales distintos. Sea 7; el plano osculador de a en a(t;) parai = 1,2, 3.

(a) Probar que m1, 2 y 73 se intersecan en un punto p € R3.
(b) Demostrar que los puntos a(t1), a(t2) y a(t3) generan un plano 7 C R3.

(c) Probar quep € m.



Solucién. (a). Un punto (x, y, z) pertenece a 7t; (i = 1,2, 3) si y s6lo si

x—t y—12/2 z-£/3
1 t; 7 ||=0
0 1 2t
o equivalentemente
tz.zx —2tiy+z= tf’/3

Por lo tanto, (x,y,z) € 1 N1t N 13 siy sélo si (¥, y,z) es solucién del sistema

ti b 1) x ti /3

t% t 1||-2y|= t%/3

2 ts 1Yl z ) \£/3

La matriz de la izquierda es inversible (es una matriz de Vandermonde), por lo que existe
una tnica solucién al sistema. Esto prueba que la interseccién consta de un solo punto.

(b). Tres puntos en el espacio generan un plano si y sé6lo si no estdn contenidos en
una recta. Supongamos que a(t1), a(t2) y a(t3) estan contenidos en una recta. Luego,
proyectando sobre las dos primeras coordenadas, los puntos (t1, t% /2), (t2, t% /2)y (t3, t% /2)
estdn alineados. Como la interseccién de una pardbola (Y = X?/2) y una recta consta de a
lo sumo dos puntos, hemos llegado a un absurdo.

(0). El plano 7 esta dado por la siguiente ecuacion

X oy z
1 22 £33
2 t%/z t%/3
t§/2 t%/3

3

~~

=0.

U W
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W

Sea p = (x,y,z) la intersecciéon de 711, 71 y 13, y sea A la matriz

X oy z
t 22 £3/3
ty t%/z t§/3'

i

b
Il
[

Segtn las ecuaciones de los planos osculadores exhibidas en (a), tenemos
-z +2yt; - xtlz + tz.3/3 =0

parai =1,2,3. Luego A(-z,2y,-2x,1)! = 0y por lo tanto det(A) = 0. Esto prueba que p
estd en 71.



