Geometria Diferencial
Segundo Cuatrimestre, 2007

Lista de ejercicios practicos N° 5
Integracién en variedades y teorema de Stokes

Ejercicio 0.1. Sea M una variedad compacta orientable de dimensién n y w un elemento de volumen. Probar que w # dn para
todon € Q=1 (M).

Ejercicio 0.2. Sean M y N variedades orientables de dimension ny f : M — N un difeomorfismo que preserva la orientacion.
Suponiendo que w € Q™ (N) tiene soporte compacto, probar que entonces f*(w) también tiene soporte compacto y vale:

fo= o

Sean > 2y consideremos a R™ con la estructura diferenciable usual. Un subconjunto M/ C R" se denomina una
subvariedad con borde de dimensién k£ (2 < k < n) de R" si M es una variedad con borde de dimensién % y la
inclusién ¢ : M — R"™ es una sumersion.

Ejercicio 0.3. Sea M C R"™ una subvariedad con borde de dimensién k. Verificar que OM es una subvariedad (sin borde) de
dimension k — 1.

Ejercicio 0.4. Sea M C R" una subvariedad con o sin borde de dimension ny sea w = dz* \-- - Adz"™ el elemento de volumen
usual de R"™. Si i : M — R™ es la inclusion, verificar que dVay = i*(w) € Q™(M) es un elemento de volumen para M. El
mismo se denomina el elemento de volumen usual para M y la orientacion que induce se llama la orientacién usual de M.

Ejercicio 0.5. Sea M C R? una subvariedad compacta con borde de dimension 2. Sea D un abierto de R? que contiene a M y
F1, Fy : D — Rdiferenciables.
Interpretar (notacién) y verificar el teorema de Green:

oF, O0F;
Fy.dz! Fd2:/ —— — = | .da' Ada?
. 1.ax” + Fo.ax L\ 92 022 x x

Ejercicio 0.6. Parap € R, sea (,) : T,(R™) x T,,(R™) — R el producto interno definido por

(v,w) = alt?,
j=1

siv= Z?:l @il yw = 2?21 Y 9jlp.
Sea M C R™ una subvariedad con o sin borde e i : M — R™ la inclusién. Para p € M, definimos el producto interno
()p t Tp(M) x T,(M) — Rde la forma
(v,w), = (di(p)(v), di(p)(w)).

(i) Dados &, € X(M), se define la aplicacion

&m:M—R
p— (&(p);np)),-
Demostrar que (§,n) € F(M).

(ii) Probar que la aplicacion (,) : X (M) x X(M) — F(M) definida en (i) es un tensor. El mismo se denomina la métrica
de M inducida por la métrica euclidea de R™.



Ejercicio 0.7. Sea M C R"™ una subvariedad con o sin borde de dimension k, con k > 2 si M tiene borde y con k > 1 sino lo
tiene. Se supone M orientable y sea \ una orientacion para M. Si w € QF(M) es un elemento de volumen, probar:

(i) Seap € M ysean {ei,... ex},{€,..., e} } dos bases ortonormales de T,(M) (respecto de (,),) orientadas positiva-
mente, es decir, [e1, ..., ex] = [€],...,€}.] = A(p). Entonces w(p)(e1, ... ,ex) = w(p)(el, ..., €}).

(i) Sea f : M — R definida por f(p) = w(p)(e1,...,exr), donde{e1,..., e} es una base ortonormal de T,,(M ), orientada
positivamente. Entonces f € F(M).

e Sea 0 € QF(M) definida por 0 = (1/f).w. Entonces 6 es el tinico elemento de volumen para M que satisface
O(p)(er,...,ex) =1, cualquiera sea p € M y{es,...,ex} base ortonormal de T,,(M) orientada positivamente.

e Si k = n entonces § = dViy, si A es la orientacion usual (ejercicio 4).
o Sik =mn—1,existe una tinica funcion diferenciable n. : M — T'(R™) que, en cada p € M, satisface:
n(p) € T,(R™).
(n(p),v) = 0siv € di(p)(Tp(M)).
(n(p),n(p)) = 1.
Si{ei,...,en—1} es una base de T),(M) orientada positivamente, entonces
{n(p), di(p)(er), ..., di(p)(en—1)}

es una base orientada positivamente de T,,(R™) (orientacién usual).

W =

Sugerencia: Sea p € M y {e1,...,e,—1} una base ortonormal de T,,(M) orientada positivamente. Considerar la
aplicacion lineal T'(p) : T,(R™) — R definida por

T(p)(v) = (dx* A--- Adx™)(p)(v,di(p)(er), ..., di(p)(en_1)).

Es decir,
vl ... o™
er(xtod) ... ez oi)
T(p)(v) = det
en_1(xtoi) ... ep_1(x"0i)

siv =" vl

Verificar que T (p) no depende de la base ortonormal (orientada positivamente) elegida y ademds que T'(p) # 0.

Sea n(p) € T,(R™) el tinico que satisface T'(p)(v) = (n(p),v) para todo v € T,(R™). Mostrar que n : M — T(R™) es
diferenciable y definir n : M — T (R™) por

() = np)
v (n(p), n(p)) "

Con las hipétesis y notaciones del ejercicio anterior, la k-forma construida en (c), que denotamos con 6 = dVyy,
se denomina el elemento de volumen inducido por la métrica euclidea de R” y la orientacién \.

Sik =1 (respectivamente k = 2), dVs se denomina el elemento de arco (respectivamente elemento de area).

La funcién nn : M — T'(R™) construida en (e) se denomina la normal exterior a M asociada a \.

Ejercicio 0.8. Con las hipétesis del ejercicio anterior para k = n — 1, sea p € M y {v1,...,vn—1} una base de T,,(M).
Verificar que:

dVar(p) (1, ...y vn_1) = (dzt A~ Ada™)(p)(R(p), di(p)(v1), ..., di(p)(ve_1))-
Sea D C R"™ (n > 2) un abiertono vacioy £ = Y ", F'0; € X(D). La divergencia de ¢ se define como

div(¢) = Z di(F") € F(D).

Sin = 3, el rotor de £ se define como

rot(€) = (02(F?) — 05(F?))s + (05(F") — 01(F?))d2 + (91(F?) — 0a(F"))0s.



Ejercicio 0.9. Sea M C R3 una subvariedad compacta con borde de dimensién m y sean i : OM — M, j : M — R3 las
inclusiones. Sea D C R? un abierto que contienea M y & € X (D) con & = Z?zl F0;.

(i) Sim = 3, sea A la orientacion usual de M y dV = dV) el elemento de volumen usual. Sean : OM — T (R?) la normal
exterior a OM asociada a O\ y dA = dVyy el elemento de volumen (drea) de OM inducido por la métrica euclidea de R?
y la orientacién O\.

Sea 6 € Q2 (D) definida por ( (

0 = Fl.da? Ada® + F?.da® A da' + F3.da' A da?
yw=j*(0) € Q*(M).
Utilizando el ejercicio anterior, verificar que i* (w) = (£, n).dA.

(i) En la situacion de (i), verificar el teorema de la divergencia:

léngﬁydA::/;dw@de

(iii) Si m = 2, sea A\ una orientacion para M y dA = dV)y el elemento de volumen (drea) de M inducido por la métrica
euclidea de R3 y la orientacion ON. Sea i : M — T(R3) la normal exterior a M asociada a Ay dS = dVay € Q(OM)
el elemento de volumen (arco) inducido por la métrica euclidea de R® y la orientacion O\.

1. Mostrar que existe un tinico n € X (OM) que satisface dS(p)(n(p)) = 1 para todop € OM.

2. Sea 6 € Q'(D) la 1-forma definida por § = F'.da' + F2.da? + F3.dz® y w = j*(0) € Q' (M). Utilizando el
ejercicio anterior, verificar que
dw = (rot(§), n).A.

(iv) En la situacion de (iii), sea T : OM — R3 definida por T (p) = d(j o i)(p)(n(p)) si p € OM. Verificar el teorema del
rotor:

AM@ﬂszfm@ﬁMA

Ejercicio 0.10. Enunciar y probar el teorema de la divergencia para M C R™ conn > 2.



Figure 1: Sir George Gabriel Stokes, ler Baronet (13
de agosto de 1819, Skreen - 1 de febrero de 1903,
Cambridge). Trabajé en diversos campos de la fisica
y la matematica, como la mecanica de fluidos (in-
cluyendo las ecuaciones de Navier-Stokes), la 6ptica
y los pasos iniciales del célculo vectorial (como el
teorema de Stokes). Fue presidente de la Royal So-
ciety.



