Geometria Diferencial
Segundo Cuatrimestre, 2007

Lista de ejercicios practicos N° 3
Campos de vectores y Grupos de Lie

1 Generalidades de Campos Vectoriales
Ejercicio 1.1. Sea M una variedad diferenciable, p € M. Siv € T,(M), probar que existe un campo § € X (M) tal que
&(p) = v
Ejercicio 1.2. Sea & un campo en M. Consideramos la derivacién
(5& . .7:(M) — f(M),
f=&(f)

donde
&(f)(p) = df (£(p)).

Esto induce un morfismo R-lineal
§: X(M) — Derg(F(M))

mediante §(€)(f) = £(f).

Sin es otro campo, y lo consideramos como derivacion, verificar a través de un ejemplo que ¢ o 6, no es necesariamente
una derivacion, pero sin embargo [0¢, 0] = 6¢ 0 §,) — 6, 0 6¢ silo es.

Ejercicio 1.3. Probar que los campos vectoriales sobre una variedad tienen estructura de R-dlgebra de Lie, es decir, que el
corchete de Lie verifica que es antisimétrico: [§,n] = —[n, ], y se satisface la igualdad de Jacobi:

[&: [0, ]+ I, [6, €] + (G [€5ml] = 0,V €, m, ¢ € X(M).

Ejercicio 1.4. Sea M = R?. Identificando T),(M) con M de la manera natural, probar que no existe una carta (U, ¢) tal que
los campos 01 y O coincidan respectivamente con los campos

(z,y) — (1,0),
(z,y) = (0,y(2* + 1)).

Ejercicio 1.5. Sea f : M — N una funcion diferenciable. Un par de campos £ € X (M), n € X(N) se dicen f-relacionados
sin(f(p)) = (df)(&(p)), Vp € M, es decir, sino f = (df) o & En este caso, notarenos & ~y 1.

(i) Probar que si o es una curva integral de § entonces f o o es una curva integral de 1.
(ii) Probar que si & ~y n; (i = 1,2) entonces [&1, &) ~f [m, 2]
(iii) Son equivalentes:

L&~
2. Paratodo U C N abiertoy g € F(U), n(g)o f =&(go f)en f~HU).
3. Paratoda g € F(N),n(g)of=E&(go f)en M.

Ejercicio 1.6. Sea & € X (M) el campo de vectores nulo, i.e., £(p) = 0 para todop € M. ;Es completo? ;Cudl es su grupo
uniparamétrico de difeomorfismos?

Ejercicio 1.7. Sea & € X(M) y o : (a,b) — M una curva integral de . Sea v : (¢,d) — (a, b) un difeomorfismo. ; Bajo qué
condiciones es o o y una curva integral de £?



Ejercicio 1.8. Sea o una curva integral de & € X (M) tal que &(to) = 0 para algiin ty en el dominio de la curva. Probar que
« es constante.

Ejercicio 1.9. En los siguientes casos determinar, para cada p € M, la curva integral maximal o, : J, — M de § que satisface
a,(0) = p. Decidir si & es 0 no completo.

(i) M = R2, §(u) = u181|u — UQ82|u, U= (ul,uQ) S R2.
(i) M =R, &(u) =u?d|,, ueR.
(iii) M = RQ, E(u) = ’U,281|u — u182|u, u = (Ul,UQ) (S R2.

Ejercicio 1.10. Deducir del ejercicio anterior que el grupo uniparamétrico de difeomorfismos o : R x R? — R? generado por
¢ € X(R?) estd dado por
Oé(t, (av b)) = (a’eta beit)

para el campo del inciso (i), y por
a(t, (a,b)) = (acos(t) + bsin(t), —asin(t) + bcos(t))
para el campo del inciso (ii7).
Ejercicio 1.11. Sea £ € X(R3) dado por £(u) = uidh |y + uzdaly — u20s|y.
(i) Calcular su flujo y decidir si es completo.
(i) Encontrar la curva integral de & que pasa por (0,1,0) en el instante t = 0.
Ejercicio 1.12. En cada uno de los siguientes casos calcular el grupo uniparamétrico generado por el campo & € X (M).
(i) M =R? &(ur,uz) = (ug,ur) (empleando la identificacion usual T, (R?) ~ R?).
(i) M =R?, &(ur,uz) = (u1, —uz).
(iii) M = GL(n,R), {(A) = BA, con B € M,(R).

Ejercicio 1.13. En cada uno de los siguientes casos probar que o : R x M — M es un grupo uniparamétrico y calcular su
generador £ € X (M).

(i) M =V un R-espacio vectorial de dimensién finita y a(t,v) = ta + v, con a € M fijo.
(i) M =72 = 81 x 8, a(t,2,w) = (¢02, e~u)

(iii) M = GL(2,R),
at,A) = ( (1) i )A.

(iv) M =S xR, a(t,z,z) = (2, etx).

Ejercicio 1.14. Sean N una variedad diferenciable de dimensiéon n, M C N una subvariedad de N de dimension m e
i: M — N lainclusion. Sea £ € X (N) tal que £(p) € di(p)(T,(M)) C T,(N) para todop € M.

(i) Se definen : M — TM por n(p) = v, donde v € T,(M) es el tinico que satisface di(p)(v) = &(p). Probar que
neX(M).

(ii) Deducir que n ~; . Ademds, 1) es el iinico con esta propiedad.

(iii) Paracadap € M, sean o : J, — N la curva integral maximal de € con a,(0) = py oy, = J;, — M la curva integral
maximal de ) con a,(0) = p. Probar que J), C Jp, y que a;, = (ap)l, -

Ejercicio 1.15. Sean i : S*"~1 — R?" la inclusion y el campo & € X (R?™) definido por

2n—1

§(u) = Z (=1 ugn—j0j11u-

=0

(i) Probar que, para todon > 1,£(p) € di(p)(T,(S?"~ 1)), sip € S*n—1,



(ii) Sean € X(S*~1) el tinico campo de vectores que satisface n ~; &. Calcular el flujo maximal o : R x S* — S® den
para el caso n = 2.

Ejercicio 1.16. Sea M una variedad diferenciable, { € X (M) completo y o una curva integral maximal de . Probar que si o
no es inyectiva entonces es periodica.

Ejercicio 1.17. Sea M una variedad, p € M, § € X (M) un campo, « : (a,b) — M la curva integral maximal de £ tal que
a(0) = p. Siexiste t # 0 tal que o(t) = p, probar que (a,b) = R.

Ejercicio 1.18. Si (U, ¢) es una carta de M, calcular una curva integral del campo 0, € X(U).

Ejercicio 1.19. Sean &,n € X (R?) definidos por £(u) = u2daly, n(u) = u10s|y, donde v = (u1,us) € R% Probar que
[€,n] = —n.

Ejercicio 1.20. Sean &, n € X(R?) definidos por £(p) = 01 p, n(p) = cos(p1)d1|, + sin(p2)ds|,, donde p = (p1,p2). Sea
G={peR’:|p| <1,po>0}.
Probar
(i) {&(p),n(p)} es una base de T,(R?) para todop € G.

(ii) Para ningiin p € G existe una carta (U, ¢) de R*> con p € U C G tal que € = &y y 1 = O sobre U.

2 Generalidades de Grupos de Lie

Ejercicio 2.1. Sea G un grupo de Lie. Para g € G, notamos Ly : G — G el difeomorfismo Ly(h) = g.h. Sea & € X(G) un
campo. Diremos que es invariante a izquierda si (dLy)(£(h)) = &(gh), para todo g, h € G, es decir, si (dLgy) 0 & = € o Ly,

(i) Definir campo invariante a derecha.
(ii) Probar que si dos campos invariantes a izquierda coinciden en un punto entonces coinciden en todo G.
(iii) Probar que combinaciones lineales de campos invariantes a izquierda son invariantes a izquierda.
(iv) Probar que siv € Ty(G), existe un tinico campo invariante a izquierda ¢ tal que £(g) = v.
(v) Deducir que hay un isomorfismo entre Ty(G) y el espacio de campos invariantes a izquierda.
La notacion usual es Lie(G) = T.(G), donde e € G es el elemento neutro de G.

Ejercicio 2.2. Sea G un grupo de Lie y £ € X(G) invariante a izquierda. Probar que § ~r,, & para todo g € G. Mds atin, si
§ ~r, § para todo g € G, entonces § es invariante a izquierda.

Ejercicio 2.3. Probar que si G es un grupo de Lie y & y n son campos invariantes a izquierda entonces [§, 1| es invariante a
izquierda. Deducir que Lie(G) hereda una estructura de (sub)dlgebra de Lie de X (G).

Ejercicio 2.4. Sea (g, [, |) un dlgebra de Lie. Si dim(g) = 1, entonces g es abeliana. Si dim(g) = 2 demuestre que, o bien g es
abeliana, o bien existe una base {x, y} de g tal que [z,y] = =.

Ejercicio 2.5. Sea g = R? y definamos [v, w] := v x w. Verificar que es un dlgebra de Lie.
Ejercicio 2.6. Probar que los siguientes grupos son de Lie:
(i) SY, Sty s3.
(i) T".
(iii) GL(n,R), SL(n,R), O(n,R), SO(n,R).
Un hecho llamativo es que ninguna otra esfera salvo las del item (i) resulta un grupo de Lie.
Ejercicio 2.7. Describir Lie(O(n,R)), el dlgebra de Lie del grupo ortogonal. Lo mismo con SO(n,R).

Ejercicio 2.8. Empleando la identificacion Tr(GL(n,R)) ~ M, (R), probar que el corchete de Lie estd dado por [¢,n] = {n—né
(producto usual de matrices). Probar lo mismo para SL(n,R), O(n,R) y SO(n, R).



Ejercicio 2.9. Probar que SO (2, R) es isomorfo a S* y concluir que es abeliano.
Ejercicio 2.10. Probar que SO(3,R) es difeomorfo a P3(R).

Ejercicio 2.11. Sean Gy H dos grupos de Lie y g, b sus dlgebras de Lie, respectivamente. Probar que un morfismo de grupos
de Lie f : G — H induce un motfismo de dlgebras de Lie f. : g — b via la diferencial.

Ejercicio 2.12. Probar que el dlgebra de Lie de un grupo de Lie abeliano tiene corchete trivial, i.e., [§,n] = 0 para todos &, n.
Un dlgebra de Lie con esta propiedad se dice abeliana.

Ejercicio 2.13. Probar que todo grupo de Lie es paralelizable. Probar que si G = S*, TG es difeomorfo al cilindro S* x R.
Ejercicio 2.14. Probar que S es paralelizable, idem el toro T™.

Ejercicio 2.15. Para cada uno de los siguientes casos, verificar que la curva o, : R — G con v € T.(G) es un subgrupo
uniparamétrico de G que satisface ¢v,,(0) = vy que § € X(G) es el correspondiente campo invariante a izquierda generado por
v.

(i) G=(R"™,+), con

n
v = E Uiai|()v
i=1

ay(t) = t(v1, ey Up),

i=1
(ii)) G = (Rxyo,.), con
v =adl
a, (t) = e,
£(u) = aud|y



Figure 1: Marius Sophus Lie (17 de diciembre de
1842, Nordfjordeid-18 de febrero de 1899, Christia-
nia). Su principal contribucién fue el estudio de gru-
pos continuos de transfomaciones (i.e., grupos de
Lie) a partir de la versién linealizada de ellos dada
por los campos de vectores (i.e., de las dlgebras de
Lie) con especial atencién a sus aplicaciones a las
ecuaciones diferenciales y la geometria.



