Geometria Diferencial
Segundo Cuatrimestre, 2007

Lista de ejercicios practicos N° 1
Repaso de superficies en R?

1 Notacién general

En los ejercicios siguientes M C R?® denotara una superficie regular, es decir, para todop € M punto de la superficie,
existe (U, 7) parametrizacion local alrededor de p, i.e., U C R? abierto,p € 7(U),y 7: U — M C R3 es C! tal que
dr(x) : R* — R? es inyectiva para todo x € U. Notaremos

Tp(M) = Im(dr(r~" (p))) C R?

el espacio tangente a M en p.
A su vez, emplearemos la notacién siguiente
F(M) = C=(M,R),
X(M) = {§ € C=(M,R?) : £(p) € T,(M),Vp € M},
X+ (M) ={¢€ € C™(M,R?) : £(p) € Ty (M)™*,Yp € M}.
y
(=)' : C%(M,R?) — X (M)

t

donde &*(p) es la proyeccion ortogonal de £(p) a T,(M). Notar que &' (p) es C*°, y por lo tanto (—)" estd bien

definido.

2 Generalidades

Ejercicio 2.1. Probar que F (M) tiene estructura de anillo (conmutativo con unidad) con la suma y multiplicacién usuales
(i.e., como funciones). Mds aiin, demostrar que el morfismo inyectivo

i: R F(M)
dado por
i(s)(p) = s,

es un homomorfismo de anillos (unitarios), y por lo tanto induce en F (M) una estructura de R-dlgebra.

Ejercicio 2.2. Probar que C*°(M,R?), X (M) y X+ (M) poseen estructura de F (M )-médulo, con la multiplicacion usual.
En otras palabras, demostrar que si f,g € F(M)y &,¢ € C°(M,R3) (resp. X(M) o X+ (M)), probar que

fE+gC € C®(M,R?),  (resp. X(M) o X+ (M)),

y que
Lrané =& VEE€ C®(M,R?),  (resp. X(M) o X+(M)),

donde 17 (yry es la unidad de F(M).
Notar que X (M) y X+ (M) son F(M)-submédulos de C°° (M, R?).

Ejercicio 2.3. Probar que C>°(M,R3) ~ X (M) & X+(M) como F (M )-médulos, con la descomposicion usual.



Ejercicio 2.4. Sea (U,z), con x = (z1,22) : U C M — R? una carta de M, y sea 7 = 1

correspondiente. Se definen (i = 1,2)

:x(U) — M la parametrizacion

Dy, 1 U — R,
p — Dr(a)(e:),
donde ey, e es la base (ordenada) canénica de R y a € x(U) C R? estd definido a partir de x(p) = a. Los notaremos también

0
8:1%-

Probar que 0, € X(U) ysi & € X(M), existen tinicas a1, ay € F(U) tales que

=0,,, i=1,2.

£|U - alaxl + a2azg-

Ejercicio 2.5. Sea ¢ € C*°(M,R?), £ € X(M)yp € M. Sedefine d{(p) : T,(M) — R? la diferencial de ¢ evaluada en p de
la forma siguiente: si v € T,(M) y o : (—€,€) C R — M es una curva diferenciable que satisface

a(0) = p,
d
o/(0) = = (0) = v,
entonces J
ap)w) = L2 o)
Notaremos la diferencial también D((p).
Se define
d¢(&) : M — R’

d¢(£)(p) = d¢(p)(&(p))-
Probar que d((€) € C>(M,R?).
Ejercicio 2.6. Sean { € X (M) y f € F(M). Se define
§f): M —R
p— df(p)(&(p))-
Probar que {(f) € F(M).
Ejercicio 2.7. A su vez, dado U C M un abierto, definimos el morfismo R-lineal

5U : X(U) — DerR(f(U))
mediante oy (&)(f) = &(f).

Demostrar que éy es un isomorfismo para todo U, y mds aiin, es compatible con las restricciones, i.e., si V C U C M son
abiertos, { € X(U) y f € F(U), entonces

v (Elv)(flv) = (Gu(©)(f)lv

Ejercicio 2.8. Sea ¢ € C*°(M,R?) que escribimos de la forma ¢ = (z1, 22, z3), donde z; € F(M),1 < i <3.Si{ € X(M),
verificar que

dC(X) = (&(21),&(22),€(23))-

3 Operadores diferenciales

Se definen los siguientes operadores:
)
V : X(M) x C°(M,R?) — C>(M,R?)
(&m) = Ve(n) = dn(),



Vo X(M) x X(M) — X(M)
(&m) — Ve(n) = Ve(n)',
(i)
(,): C®(M,R?) x C**(M,R?) — F(M)

1=1

dondeg = (l’l,l‘g,l’gg) yn= (ylayQayS)‘
(iv)
[,]: X(M) x X(M) — C>®(M,R?)
(&) = [€n] = Ve(n) — Vy(8),

Ejercicio 3.1. Sean &,&1,& € X (M), n,m,m2,¢ € C°(M,R3) y f € F(M). Probar que el operador ¥V induce un morfismo
F(M)-lineal en la primera componente y una F (M )-derivacion en la sequnda, es decir, se verifican:

(i) Ve(n +12) = Ve(m) + Ve(ne),
(i) Ve(fn) = fVe(n) +E(f)n
(ii)) Ve, 16,(n) = Ve, (n) + Ve, (1),
(iv) Vye(n) = fVe(n).

Demostrar también que se cumple la igualdad

((n,€)) = (Ve(), C) + (n, Ve(C)).

Ejercicio 3.2. Deducir del ejercicio anterior que N satisface las mismas propiedades que N. El operador ¥ se denomina la
conexion (métrica) usual de M, y el campo V¢ (n) la derivada covariante de 1 respecto de &.

Ejercicio 3.3. Probar que las siguientes propiedades de [ ,] en X (M)
(i) Si&,n e X (M), entonces [&,n] = —[n,£&].
(i) Si&,&,n € X (M), entonces [§1 + &2, = €1, 1] + [§2, 7).
(iii) Si&,mi,m2 € X(M), entonces [§,m1 + n2] = [§,m] + [€,m2]-

(iv) Si&,ne X(M)y f e F(M), resulta
[F& ) = fI&n] —n(f)E
y también
[, fn] = F1E ) + &(F)n-
Notar que X (M) posee estructura de R-dlgebra de Lie, pero no de F (M )-dlgebra de Lie.

(v) Si&,ne X(M)yU C M es un abierto, se obtiene que
(& nllv = [lu,nlu]

donde [&,n]|U es la restriccion del campo [{,m)] a U y el operador [, ] correspondiente al miembro derecho estd definido en
X(U) x X(U).

(vi) Sea (U,z) una cartade M, 0; = 05, € X(U), i = 1,2. Probar que [0;,0;] =0, parai,j = 1,2.



(vii) Sean &,m € X (M), (U, x) una carta de M y sean

&lu = a101 + a20-,
Ny = b101 + b202,

donde 0; = 0, € X(U), 1 =1,2.
Probar que [€,n]|u = c101 + 204, donde ¢; € F(U), i = 1,2, estd dada por

2
B (b ox™1) da;ox™1)
=3 (62wl 5,22 D ) )
parap € U.
(viii) Si&,n € X (M), resulta que [{,n] € X(M), y por lo tanto, [, ] induce un morfismo
[[,]: X(M) x X(M) — X(M).
El campo [£, 1] se denomina el corchete de Lie entre X e Y.
(ix) Si§n e X(M)y f e F(M), entonces [§,n](f) = £(n(f)) = n(&(f))-
Ejercicio 3.4. Deducir del ejercicio anterior, que si ,n € X (M), luego
Ve(n) = Vy(&) = [ n)-
A su vez, deducir que, si &, n,( € X (M) se obtiene
Ve(Vn(0) = Vn(Ve() = Vig Q)
Ejercicio 3.5. Seanp € M, v € T,(M)y u € (T,(M))* con |jul| = 1.
(a) Mostrar que existe & € X (M) tal que £(p) = v.
(b) Demostrar que existe un abierto U C M y un campo ¢ € X+(M) tales quep € U, {(p) =uy ||{(¢)|| =1, Vg e U.

4 Curvaturay el Theorema Egregium de Gauss

Ejercicio 4.1. Se define
S:X(M) x X (M) — X(M)
(€:¢) = =(Ve(Q)',
que denotaremos también S (&, ) = S¢(§).
(i) Sean p € M y €,€' € X(M) dos campos tales que &(p) = € (p). Mostrar que S(€,$)(p) = S(€',)(p)-
(ii) Sean p € My (,¢' € X-(M) tales que ((p) = C'(p). Probar que S(€,¢)(p) = S(&, ') (p).

El operador S se denomina segundo tensor fundamental de M. El nombre tensor se debe a las propiedades (a)
y (b). A suvez, el operador (,) : X(M) x X (M) — F(M) se denomina primer tensor fundamental de 1.

Ejercicio 4.2. Por el ejercicio anterior, sip € M y u € (T,,(M))*, el morfismo
Su: Tp(M) — Tp(M),
v = S¢(&)(p),

donde ¢ € X1 (M) y & € X(M) son dos campos tales que ((p) = uy &(p) = v, estd bien definido.

Probar que el operador S, es simétrico, es decir, (S, (v), w) = (v, Su(w)), Vv, w € T,(M).

Sugerencia: Considerar £,&' € X(M)y ¢ € X (M) tales que £(p) = v, £'(p) = wy n(p) = u. Utilizar la ultima
igualdad del ejercicio 3.1, y el ejercicio 3.3, item (viii), teniendo en cuenta que

§((€,¢) =& ((6,¢)) =0.



Ejercicio 4.3. Si ( € X+ (M), se define
I : X(M) x X(M) — F(M)
(& m) = (S¢ (&), m)-

Deducir del ejercicio anterior que ¢ es simétrico, i.e., lc(€,m) = lc(n,€), y que para cadap € M yu € (T,(M))* queda
definida una forma bilineal simétrica

ly : Tp(M) xT,(M)—R
(v, w) = 1e (& n)(p),

donde ((p) = u, {(p) = ven(p) = w.
l¢ se denomina la segunda forma fundamental de M respecto de N.

Ejercicio 4.4. Sea K : M — R la curvatura de Gauss de M, es decir, sip € M y (U,x) es una carta de M conp € Uy
r = (21,22),8ea( € X+ (U)el campo transversal

Op, X Oy
<: : 2 )
[0y X O, ||

entonces
K (p) = det(d((p)).

e Seanp € M, u € (T,(M))* con |jul| =1, U C M un abiertoy ( € X+ (M) tales que p € U, {(p) = uy ||C(q)]| = 1,
Vq € U. Verificar que S,, = —d((p), y en consecuencia K (p) = det(Sy,).

o Deducir que si {v,w} es una base ordenada de T, (M), entonces

lu(va)lu(wvw) B (lu(va w))2
[0l ]|w]|? = (v, w)®

K(p) =

Ejercicio 4.5. Sean &,1,0 € X (M), p € M,U C M un abiertoy ( € X+ (M) tales quep € U, ||{(q)|| = 1,V q € U. Probar
las siguientes iqualdades sobre U

(i) Ecuacion de Gauss:

Voo Olo) = Vi, 0lv) + ey, (nlu, 0u)Clu-
(ii)

(Ve(Vy(0))" = Ve(Vy(0)) = Lc(n,0)Sc ()

(iii) Teniendo en cuenta que por definicion B
(Viem(©)" = Vie) (0),
ya que [§,n] € X (M), deducir del item anterior y del ejercicio 3.4 la siguiente igualdad sobre U

Ve(Vn(0)) = Vy(Ve(0)) = Vie (0) = le(n,0)Sc () — 1 (&, 0)S¢ (n)-
Ejercicio 4.6. Se define el operador
R:X(M)x X(M) x X(M) — X(M)
(&1,0) = Ve(Va(Q)) = Vi(Ve(C)) = Vie (©),

que notaremos también R(&,n)C.

Seanp € M yu € (T,(M))* con ||u|| = 1. Demostrar que, siv,w, z € Ty(M)y &,n,( € X(M) satisfacen que &(p) = v,
n(p) =wy ((p) = z, entonces

(R(&m)(p) = lu(w, 2)Su(v) = lu(v, 2) Su(w).

Por lo tanto, R es un tensor, pues (R(&,n)C)(p) = (R(&',m')¢")(p) para cualesquiera campos &,&',n,nm',(, ¢’ € X (M)
que satisfagan £(p) = &' (p), n(p) = 1'(p) y C(p) = ¢ (p)-

De acuerdo con lo anterior, el tensor R induce para cada p € M una aplicacion trilineal

Ry : Typ(M) x Ty(M) x Tp(M) — T,,(M)
(v, w, 2) = (R(&n))(p),

donde X,Y,Z € X(M) son campos tales que £(p) = v, n(p) = wy {(p) = z.



Ejercicio 4.7. Demostrar que, sip € M y {v,w} es una base ordenada de T,,(M), entonces

(R, (v, w)w, v)
K = .
® = Pl = (. w)

R se denomina el tensor de curvatura de M.

Ejercicio 4.8. Sea (U, x) una carta de M, x = (z1,x2), 0; = Ox,, i = 1,2. Definimos g;; € F(U) dado por
9ij = <al78_]>7

que inducen una funcion g € C*(U, M3(R)).
Sean g* € F(U) definidas como la componente (ij) de la funcion matricial matriz g=1 € C>(U, Ma(R)). A su vez,
definimos I'}; € F(U) a partir de

2
Vo,(0;) = Y _T¥ok.
k=1

Demostrar que
2

) = 5 39" 0) (P ) + P ) - D ).

= auj aul

dondep € U.

Ejercicio 4.9. Concluir de los dos ejercicios anteriores el Theorema Egregium de Gauss.



Figure 1: Johann Carl Friedrich Gauss (30 de abril de
1777, Brunswick-23 de febrero de 1855, Gottingen).
Es considerado uno de los iniciadores de la geo-
metrfa no euclidiana. En su obra Disquisitiones ge-
nerales circa superficies curva en 1828 expuso su Theo-
rema Egregium (i.e., notable).



