TEORIA DE GRUPOS

1.DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS

1.1.Magmas. Una operacion binaria definida en un conjunto A es una funcién
x: A x A— A. Como es usual, dados a,b € A, escribiremos axb en lugar de *(a, b).
Decimos que * es asociativa si a * (b*c) = (a*b) % ¢, para todo a,b,c € Ay que es
conmutativa si axb = bxa, para todo a,b € A. Un magma es un conjunto A provisto
de una operacién interna. Usualmente hablaremos de un magma A, mencionando
solo al conjunto subyacente y no a la operacion. Esto es ambiguo, porque un
conjunto puede tener dos operaciones binarias distintas. Como ejemplo podemos
considerar a la suma y al producto de los ntimeros enteros. Asi que procuraremos
ser claros cuando sea necesario. Un magma es asociativo o conmutativo o abeliano si
lo es su operacion y es finito si lo es su conjunto subyacente. En este caso llamamos
orden |A| de A a la cantidad de elementos de A. Un magma asociativo se denomina
también semigrupo. El magma opuesto de un magma A es el magma A°P, que
tiene el mismo conjunto subyacente, pero cuya operacién ., estd definida por
a *op b= b* a. Es inmediato que A es asociativo o conmutativo si y sélo si A°P lo
es, y que A es conmutativo si y sélo si AP = A.

Para cada elemento a de un magma A denotamos con l,: A - Ay r,: A— A
a las funciones definidas por 1,(b) = a x b y r,(b) = b * a, respectivamente. Es
claro que A es conmutativo si y sélo si [, = r, para todo a € Ay que A es
asociativo si y solo si l,or, = 101, para todo a,b € A y que esto a su vez ocurre
si y solo si l,0l, = lup para todo a,b € A y también si y sélo si 74,07, = Tpxa
para todo a,b € A. Decimos que a € A es cancelable a izquierda si a xb = a * ¢
implica b = ¢ y que cancelable a derecha si b a = ¢ * a implica b = c. Finalmente
decimos que a es cancelable si lo es a izquierda y a derecha. Es facil ver que a es
cancelable a izquierda (respectivamente a derecha) si y sélo si [, (respectivamente
Te) es inyectiva. Notemos que a es cancelable a un lado en A si y sélo si lo es al
otro en A°P. Muchas otras definiciones y propiedades predicables sobre elementos
y subconjuntos de un magma A tienen una versién a izquierda y otra a derecha, de
modo de que cada una de ellas en A es equivalente a la otra en A°?. Muchas veces,
cuando una definicién o resultado tenga una versién a izquierda y otra a derecha
daremos una de ellas, dejando al lector la tarea de enunciar la otra. Comenzamos
con las siguiente definiciéon. Un elemento e € A es neutro a izquierda si e x a = a,
para todo a € A. Como para el caso de elementos cancelables decimos que e es
neutro si lo es a izquierda y a derecha. Si un magma A tiene neutro a izquierda
e y neutro a derecha €', entonces e = ¢’. En efecto, como ¢’ es neutro a derecha,
e = ex e y como e es neutro a izquierda, e x ¢/ = ¢’. En particular, A tiene a lo
sumo un neutro. Diremos que un magma es unitario si tiene neutro. Es claro que
A es unitario si y sélo si A°P lo es.

1.2.Monoides. Un monoide es un semigrupo unitario. Es evidente que A es un

monoide si y s6lo A°P lo es. Un elemento a de un monoide A es inversible a

1zquierda si existe b € A tal que bxa = e. En este caso decimos también que b
1
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es una tnversa a izquierda de a. Finalmente decimos que a es tnversible, si lo es a
izquierda y a derecha. Es facil ver que a es inversible a izquierda (respectivamente
derecha) si y sélo si r, (respectivamente [,) es sobreyectiva. Si a tiene inversa a
izquierda y a derecha, entonces estas son tnicas y coinciden. En efecto, supongamos
que b y ¢ son inversas a izquierda y a derecha de a, respectivamente. Entonces
b=bxe=bx(a*xc)=(bxa)*c=exc=c. Estonos autoriza a decir que b es el
inverso de a y a denotarlo por a’.

No es costumbre usar un simbolo especial como * para denotar una operacién
diferente de la suma y la multiplicacion usuales. Lo habitual es denotarla con + y
llamarla suma, o con la yuxtaposicion y llamarla producto. En el primer caso 0y —a
denotan respectivamente al elemento neutro de * y al inverso de un elemento a € A.
En el segundo, estas funciones la camplen los simbolos 1 y a~!. La notacién aditiva
nunca se usa para designar operaciones que no son conmutativas, ya que es muy feo
encontrar expresiones como a + b # b+ a. De ahora en mas supondremos que A es
un monoide no necesariamente conmutativo y usaremos la notacién multiplicativa.
También usaremos esta convencion para magmas arbitrarios.

Observemos que 1 es inversible con 17! = 1, que si a es inversible a izquierda
con inversa a izquierda a’, entonces a’ es inversible a derecha con inversa a derecha
a, y que si a y b son inversibles a izquierda con inversas a izquierda a’ y b’ res-
pectivamente, entonces ab es inversible a izquierda con inversa a izquierda b'a’.
En particular, si a es inversible, a=! también lo es y (a7!)"! = a y si a y b son
inversibles, ab también lo es y (ab)™! = b=ta~!. Es claro también que si ¢ es un
inverso a izquierda de ab, entonces ca es un inverso a izquierda de b.

Se comprueba facilmente que si a es inversible a izquierda, entonces es cancelable
a izquierda. Por supuesto, los elementos inversibles a derecha son cancelables a
derecha. Si a y b son cancelables a izquierda o a derecha, entonces ab también lo
es. En cambio, la hipdtesis de que ab es cancelable a izquierda sélo implica que b
lo es y similarmente la de que ab es cancelable a derecha sélo implica que a lo es.

Proposicion 1.2.1. Si A es finito, entonces para cada a € A son equivalentes:
1) a es inversible.

2) a es cancelable a izquierda.

3) a es cancelable a derecha.

Demostracion. En efecto, dado que |A| < oo,

a es cancelable a izquierda < [, es inyectivo
& g es sobreyectivo
& a es inversible a derecha
< a es cancelable a derecha
& 1 es inyectivo
& r, es sobreyectivo

< a es inversible a izquierda,

de donde se sigue la proposicién. [
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Ejercicio 1. Pruebe que son equivalentes:
1) a es inversible a izquierda y cancelable a derecha,
2) a es inversible a derecha y cancelable a izquierda,

3) a es inversible.

Dado a € A definimos a”, para n > 0, recursivamente por a’ =1y a"*! = a"a.

Si a es inversible definimos a™, para n < 0, por a® = (a~!)™". Dejamos como
ejercicio probar que a"t™ = a"a™ y (a™)" = a™", para todo n,m > 0, y que
cuando a es inversible, estas igualdades valen para todo n,m € Z. Diremos que
dos elementos a y b de A conmutan entre si cuando ab = ba. Si a,b € A conmutan
entre si, entonces (ab)” = a™b", para todo n > 0. Nuevamente, en el caso en que a
y b son inversibles, la férmula vale para todo n € Z.

Ejercicio 2. Pruebe que vale lo siguiente:

1) Sia es inversible, entonces a conmuta con b si y sélo si a=! lo hace.

2) Sia yb conmutan entre si, entonces a™ y b"™ también lo hacen, para todo
n,m > 0.
3) Sia yb conmutan entre si, entonces (ab)™ = ab", para todo n > 0.

4 Si a b son inversibles y conmutan entre Si, entonces (ab)™ = (lnbn, para todo
Y Yy
n € 7.

5) Si a es inversible, entonces a=™ = (a™)™1, para todo n € Z.
6) a"a™ = a™*™, para todo n,m > 0.
7) Si a es inversible, entonces a"a™ = a™
8) (a™)™ = a™™, para todo n,m > 0.

9) Sia es inversible, entonces (a™)™ = a™™, para todo n,m € Z.

™ para todo n,m € Z.

Supongamos que a € A es inversible y que la aplicacién n +— a™ no es inyectiva.
Tomemos 0 < m < n tales que @™ = a™. Entonces a” ™= a"a™™ = a"(a™)"! = 1.
Al minimo natural n tal que a™ = 1 se lo llama el orden |a| de a. En este caso los
elementos a?, ..., al*=1 son todos distintos, ya que si existieran 0 < m < n < |al
tales que a™ = a”, tendriamos que a"~™ = 1, contradiciendo la definicién de |a].
Ademés sin € Zy n = |a|g+r con 0 < r < |al, entonces a” = a”"(al*)9 = a”, de
dénde a™ =1 si y sélo si n es multiplo de |a|. Asi |a| es la cantidad de elementos
de {a™ : n € N}. Cuando no existe tal n decimos que a tiene orden infinito.

Algunos ejemplos. A continuacién damos unos pocos ejemplos de monoides.

Ejemplo 1. El conjunto Ny de los enteros no negativos, con la suma como ope-
racién es un monoide abeliano que tiene al 0 como neutro.

Ejemplo 2. Los conjuntos N de los ntimeros naturales, Ny de los enteros no neg-
ativos, Z de los numeros enteros, Q de los ntmeros racionales, R de los nimeros
reales, C de los niimeros complejos, Z,, de los enteros médulo n y k[X] de los poli-
nomios con coeficientes en un anillo conmutativo k, son monoides abelianos que
tienen al 1 como neutro, via el producto.

Ejemplo 3. El conjunto Fun(X, X) de funciones de un conjunto X en si mismo
con la composicion como operacion es un monoide que tiene a la identidad de X
como neutro. Es ficil ver que si X tiene mas de un elemento, entonces Fun(X, X)
no es abeliano.
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Ejemplo 4. Denotemos con n a un nimero natural arbitario. El conjunto M, (k),
de las matrices de n X n con coeficientes en un anillo conmutativo &, con el producto
de matrices como operacion, es un monoide, que tiene a la matriz identidad como
neutro.

Ejemplo 5. El conjunto Endg (V) de endomorfismos k-lineales de un k-espacio
vectorial V', con la composicion como operaciéon, es un monoide que tiene a la
identidad de V' como neutro. Es facil ver que si dimg (V') > 2, entonces Endy (V)
no es abeliano.

1.3.Grupos. Un grupo G es un monoide en el cual todos los elementos son in-
versibles. Es claro que G es un grupo si y sélo si G°P lo es.

Proposicion 1.3.1. Un monoide G es un grupo si y solo si para cada par a,b de
elementos de G, las ecuaciones ax = b y xa = b tienen solucion unica en G.

Demostracion. Si G es un grupo, entonces = a~'b es la tnica solucién de ax = b
y & = ba~! es la tnica solucién de xa = b. La reciproca se sigue inmediatamente
considerando las ecuaciones ax =1y xa=1. U

Proposicion 1.3.2. Si un semigrupo G tiene un neutro a izquierda 1 y satisface
la propiedad de que para cada elemento a € G hay un elemento a’' € G tal que
a’'a =1, entonces es un grupo con neutro 1.

Demostracion. Veamos primero que aa’ = 1 cualquiera sea a € G. En efecto,
aa’ = 1(ad’) = (a”"d')(ad’) = d"((a’a)d’) = a’'(1a’) = a”’a’ = 1. Que 1 es neutro
a derecha se lo deduce ahora de que al = a(a’a) = (aa’)a = la = a para todo
aeG. O

Algunos ejemplos. A continuacién damos algunos pocos ejemplos de grupos.

Ejemplo 1. El conjunto A* de las unidades o elementos inversibles de un monoide
A, dotado de la operacion inducida por la de A, es un grupo que se denomina el
grupo de unidades de A.

Ejemplo 2. Los conjuntos Z de los niimeros enteros, Q de los niimeros racionales,
R de los nimeros reales, C de los niimeros complejos, Z,, de los enteros médulo n y
k[X] de los polinomios con coeficientes en un anillo conmutativo k, son grupos via
la suma usual. Por el Ejemplo 1) también lo son Z*, Q*, R*, C*, Z} y k[X]* via el
producto. Todos estos grupos son abelianos.

Ejemplo 3. Denotemos con n a un nimero natural arbitario. Por definicién
GL(n, k) es el grupo de unidades del anillo de matrices M, (k) de n x n con co-
eficientes en un anillo conmutativo k. Este grupo es abeliano si y sélo si n = 1.

Ejemplo 4. Una permutacion de un conjunto no vacio X es una funcién biyectiva
f: X — X. El conjunto Sx, de las permutaciones de X, es un grupo bajo la
operacion dada por la composicién de funciones. Notemos que Sx es el grupo de
unidades de Fun(X,X). Cuando |X| > 3 este grupo no es conmutativo. Para
probar que esto es verdaderamente asi, es suficiente considerar xy,x9,23 € X ¥y
exhibir dos permutaciones o y 7 de X que son la identidad sobre X \ {x1,x2, 23}
y no conmutan. Por ejemplo, podemos tomar o(z1) = z2, o(x2) = x3, o(x3) = 21,
T(x1) = 2, T(22) = 1 y 7(23) = x3. Cuando X es el conjunto {1,2,...,n} de los
primeros n nimeros naturales, escribimos S,, en lugar de Sx. Es un ejercicio facil
de combinatoria probar que S,, tiene n! elementos.
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Ejemplo 5. Consideremos un k-espacio vectorial V. Por definiciéon Auty (V') es el
grupo de unidades del anillo de endomorfismos Endg (V). Este grupo es abeliano si
y sélo si dimg (V') = 1.

Decimos que un grupo G tiene exponente finito si existe n € N tal que a” =1
para todo a € G. En ese caso al minimo n que satisface esta propiedad lo llamamos
el exponente de G. Es facil ver que n es el minimo de los miultiplos comunes de
los 6rdenes de los elementos de G. Cuando no existe tal n decimos que G tiene
exponente infinito. Por supuesto que si esto ocurre, G no puede ser finito.

Ejercicio 3. Pruebe que si un grupo G tiene exponente 2, entonces es abeliano.

1.4.Submagmas. Un subconjunto B de un magma A es un submagma de A si es
cerrado para el producto. Es evidente que entonces B es un magma en si mismo.
Cada magma A tiene a A mismo como submagma y, si A es unitario, entonces
el conjunto {1}, que tiene como tunico elemento a la unidad de A, también es un
submagma de A. Estos son los llamados submagmas triviales de A. Un submagma
de A es propio si es distinto de A. Es facil comprobar que la intersecciéon de una
familia arbitraria de submagmas de A es un submagma de A. Por ejemplo, dada una
familia S de elementos de A, la interseccién de los submagmas de A que incluyen
a S es el minimo submagma (S),; de A que contiene a S. Si A = (S),, decimos
que S genera a A. Siguiendo la practica usual, si S = {z1,...,x,}, escribiremos
(1,...,Tn)s, y 10 ({x1,...,2,})s. Esto se debe simplemente a una cuestién de
estética. Un magma A es finitamente generado si existe un subconjunto finito S de
A que lo genera. Es claro que si A es finito, entonces es finitamente generado. Por
ultimo decimos que A es ciclico si existe a € A tal que A = (a)s. Dejamos al lector
comprobar que (S); es el conjunto de los “productos” de elementos z1,...,z, con
n > 0yx; €5, asociados de todas las maneras posibles. Cuando A es un semigrupo,
entonces todo submagma B de A también lo es. Diremos en este caso que B es un
subsemigrupo de A. Ademaés para todo semigrupo A y todo subconjunto S de A,
vale que
(S)s={{a1---an:n>1ya; €95},

ya que no nos vemos obligados a tomar los productos asociados de todas las maneras
posibles. Decimos que un submagma B de un magma unitario A es unitario si
contiene a la unidad de A. Es claro también que el minimo submagma unitario
(S)u, de un magma unitario A que contiene a una familia S de elementos de A, es
el minimo submagma de A que contiene a la unidad de A y a S. Si (S), es igual
a A, decimos que S genera a A como magma unitario. De la misma manera que
para el caso de submagmas de magmas no unitarios, cuando S sea {x1,...,z,},
escribiremos (z1,...,%n), en lugar no ({z1,...,z,}),. Notemos por ultimo que si
un magma es conmutativo, entonces todo submagma de él también lo es.

1.5.Submonoides. Es claro que si B es un submagma unitario de un monoide
A, entonces B es en si mismo un monoide. Diremos en este caso que B es un
submonoide de A. Es claro también que para cada familia S de elementos de un
monoide A, vale que

(Yo ={a1---a, :n>0ya; €S},

si usamos la convencion de que el producto vacio es el neutro.
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Dados subconjuntos H y L de un magma A, denotamos con H L al subconjunto
de A formado por todos los productos ab con a € H y b € L. Por supuesto
que escribiremos aH y Ha en lugar de {a}H y H{a} respectivamente. Notemos
que en general HL C (H U L); y que si A es un magma unitarioy 1 € H N L,
entonces H UL C HL. Es evidente ademéas que si A es un semigrupo, entonces
(HL)M = H(LM) para toda terna H, L y M de subconjuntos de A, de manera
que no escribiremos los paréntesis. A continuacién veremos una condicién necesaria
y suficiente para que el producto de dos submonoides de un monoide A sea un
submonoide de A.

Proposicion 1.5.1. Si H y L son submonoides de un monoide A, entonces HL
es un submonoide de A si y solo si LH C HL.

Demostracion. Supongamos que LH C HL. Entonces
HLHLCHHLH =HLHL

y asi HL es un submonoide de A. Reciprocamente, si HL es un submonoide de A,
entonces LH C HLHL = HL. O

Finalmente dada una familia {A;};c; de submonoides de A existe un minimo
submonoide [],.; A; de A que contiene a (J,; A;. A este submonoide se lo llama
el producto de {A;}icr. Es facil ver que

i€l

HAi:<UAi> ={a1-a,:n>0,11,...,in €I ya; € A;; conij #iji1}.

il iel [y,

Notemos que si A;A; = A;A; para todo 4,5 € I, y I es un conjunto provisto de un
orden total <, entonces

HAi:{ail--ﬂin:nZO, ip <. <ip €lya; €Ay}
€1

Algunos ejemplos. Para cada monoide A, el subconjunto formado por los ele-
mentos de A que son cancelables a izquierda es un submonoide de A. Por supuesto
que también lo son el subconjunto formado por los elementos de A que son can-

celables a derecha, el formado por los elementos cancelables y el grupo A* de las
unidades de A.

1.6.Subgrupos. Un submonoide H de un grupo G es un subgrupo si con cada uno
de sus elementos contiene a su inverso. Es facil ver que H es un subgrupo de G si
y sélosi H # 0 y ab=! € H para todo a,b € H y que a su vez esto es equivalente a
que H # 0y a='b € H para todo a,b € H. Tomando a = b en H se deduce que H
contiene al 1. Es claro que {1} y G son subgrupos de G. Ademsds la interseccién
de una familia de subgrupos de G es un subgrupo de G. Asi, dado un subconjunto
S de G existe un minimo subgrupo (S) de G' que contiene a G. Es fécil ver que

(S)y={a1---ap:n>0ya;€Soa;* S}

Notemos que en general (S)s € (S), C (S). Por ejemplo si Z denota al grupo

s =

usual de los ndmeros enteros, entonces (N); = N, (N), = {0} UN y (N) = Z.
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Notemos sin embargo que si a € G tiene orden finito y a € (S), entonces 1y a™!
pertenecen a (S)s, ya que ambos elementos son potencias de a. Asi, si S # 0y
todos los elementos de S tienen orden finito, (S)s = (S). Si G = (S), decimos
que S genera a G como grupo o mas simplemente que S genera a G. Al igual que
para magmas escribiremos (z1,...,x,) en lugar de ({z1,...,2,}). Un grupo G es
finitamente generado si existe un subconjunto finito S de G tal que G = (S), y
es ciclico si existe a € G tal que G = (a). Si a tiene orden infinito, entonces la
asignacion n — a™ es una biyeccién entre Z y G y si a tiene orden finito, entonces
G = {a° ...,al*=1} tiene |a| elementos. Notemos por tltimo que el producto
[I;c; Gi de una familia {G;}icr de subgrupos de un grupo G (como esta definido
para una familia de submonoides de un monoide) es un subgrupo de G.

Ejercicio 4. Pruebe que vale lo siguiente:
1) Si H y L son subgrupos propios de un grupo G, entonces G # H U L.
2) Si H es un subgrupo propio de un grupo G, entonces G = (G \ H).

Algunos ejemplos. A continuacién damos unos pocos ejemplos de subgrupos.

Ejemplo 1. El conjunto SL(n, k), formado por las matrices de nxn con coeficientes
en un anillo conmutativo k, que tienen determinante 1, es un subgrupo de GL(n, k).

Ejemplo 2. Para cada n € N el subconjunto G, de C, formado por las raices
n-ésimas de la unidad, es un subgrupo de C*. Por supuesto que también lo es

Goo = Upen Gn-
Ejemplo 3. Para n > 1 tomemos 0 = 27/n. Al subgrupo de GL(2,R) generado

por
o= cosf  senf b— 0 1
~ \—senf cosb y S \1 0/
se lo llama grupo diedral D,,. Veamos que |D,| = 2n. Un céalculo directo muestra
que

i [ cosil senif B2 _ 1 0 bai — —senifl cosif ) i,
@ =\ —senif cosif )’ - \0 1 Yo = cosi® senin ) ¢

De esto se sigue facilmente que a y b satisfacen las relaciones a” =1, b = 1y
bab~! = a~! y que D,, consiste de los 2n elementos 1,a...,a" ', b,ab,...,a" 'b.
Destaquemos ademas lo siguiente:

1) Los elementos de la forma a’b tienen orden 2.

2) Los elementos de la forma a’ tienen orden n/mdc(n,i), donde mdc(n,d) de-
nota al maximo de los divisores comunes de n e 7. En consecuencia para cada
divisor d de n hay ¢(d) elementos de orden d de la forma a’.

En particular D,, tiene n elementos de orden 2 si n es impar y n + 1 si n es par.

Ejemplo 4. Para n > 1 fijemos una raiz w € C de la unidad de orden 2n. Al
subgrupo de GL(2,C) generado por

(w0 b_O—l
0o w! y “\1 o)
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se lo llama grupo cuaterniénico generalizado H,. Veamos que |H,| = 4n. Un
calculo directo muestra que

i 'U)i O n __ —1 O 32 i O —w*i R
a—(o w_i)’ a—(o _1>—b y ba—(wi 0 )—a b.

De esto se sigue facilmente que a y b satisfacen las relaciones a” = b? y bab™! = a~
y que H,, consiste de los 4n elementos 1,a...,a?" "1 b,ab,...,a*" 'b. Notemos que
de la relacién bab~! = a~! se sigue que ba"b~! = a~", lo que combinado con la
relacién a™ = b? da a®” = b* = 1. Es util ademas destacar lo siguiente:

1

1) Los elementos de la forma a’b tienen orden 4.

2) Los elementos de la forma a® tienen orden 2n/mdc(2n,i), donde mdc(2n, 1)
denota al maximo de los divisores comunes de 2n e 7. En consecuencia para
cada divisor d de 2n hay ¢(d) elementos de orden d de la forma a’.

En particular H,, tiene un tnico elemento de orden 2 y 2n elementos de orden 4 si
n es impar y 2n + 2 si n es par.

Subgrupos de un grupo ciclico. Supongamos que G = (a) es ciclico infinito.
Entonces la asignacién n — (a™) es una correspondencia biyectiva entre Ny y los
subgrupos de G. En efecto es claro que (a™) # (a™) si n # m y que {1} = (a°).
Tomemos un subgrupo H # {1} de G y denotemos con n al minimo natural tal
que a” € H. Sia™ € Hy m =mnq+r con 0 <r < n, entonces a” = o™ " =
a™(a™)"1 € H, de dénde r = 0. Esto muestra que H = (a™). Notemos ademds que
los subgrupos no triviales de (a) son ciclicos infinitos.

Supongamos ahora que G = (a) es ciclico finito. Entonces la asignacién n — (a™)
define una correspondencia biyectiva entre el conjunto de los divisores positivos de
|a| y los subgrupos de G. Ademés para todo divisor positivo n de |a|, el orden de (a™)
es |a|/n y sin € Z es arbitrario (a™) = (all"™)  dénde (|a| : n) denota al maximo de
los divisores comunes de |a| y n (en particular a™ es un generador de (a) siy sélo si
n es coprimo con |a|). En efecto, tomemos un subgrupo H de Gy denotemos con n
al minimo natural tal que a™ € H. Sia™ € H y m = ng+r con 0 < r < n, entonces
a" =am" " =qa™(a")"? € H, de dénde r = 0. Asi H = (a") y como al® =1 esto
implica que n divide a |a|. Es inmediato que el orden de H es |a|/n. Tomemos
ahora n € Z arbitrario. Es claro que (a™) C (al?l'™). Como existen 7, s € Z tales
que (|a| : n) = r|a|] 4+ sn, tenemos all*l?) = (al*h)"(a™)® = (a™)* € (a™), de dénde

(allelm)y = (qn).

Coclases a izquierda y a derecha. Fijemos un subgrupo H de un grupo G.
Una coclase a izquierda de H en G es un subconjunto de G que tiene la forma aH
para algiin a € GG. Dos coclases a izquierda que no son disjuntas coinciden. En
efecto, si ah = bh' con h,h’ € H, entonces aH = ahH = bh'H = bH. Asi, G es la
union disjunta de sus coclases a izquierda. Ademas, dado que la aplicacién h — ah
induce una biyeccién de H en aH, todas las coclases a izquierda tienen el mismo
cardinal. Esto muestra que
G| = |G : H|[H],

donde |G : H| a la cantidad de coclases a izquierda de H en G. Este numero es
llamado el indice de H en G. Un argumento similar al que llevamos a cabo hasta
aqui se aplica a las coclases a derecha de H en G que son los subconjuntos de G de
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la forma Ha para algin a € G. Dado que la asignacién aH +— Ha~' establece una
biyeccion entre el conjunto de las coclases a izquierda de H y el de las coclases a
derecha, ambos tienen la misma cantidad de elementos.

La igualdad |G| = |G : H||H| es conocida como el teorema de Lagrange y se
generaliza de la siguiente forma.

Teorema 1.6.1. St K C H son subgrupos de un grupo G, entonces

|G : K|=|G: H||H : K|

Demostracion. Expresemos G y H como uniones disjuntas

G=JuH y H=[JyK,
( J

de coclases a izquierda de H en G y de K en H respectivamente. Es claro que
G = UZ j a;bj K. Debemos probar que esta unién es disjunta. Supongamos que
a;bj K = a;bj K. Multiplicando por H a la derecha obtenemos que a;H = a; H, lo
que implica que 7 = ¢’. Pero entonces b; K = b K, de donde j = j'. O

Corolario 1.6.2. Si G es finito, entonces el exponente de G divide al orden de G.
Corolario 1.6.3. Si un grupo tiene orden primo, entonces es ciclico.

Observacion 1.6.4. Del teorema de Lagrange se sigue en particular que si un
grupo finito G tiene elementos de orden 2, entonces |G| es par. Afirmamos que
vale la reciproca. Supongamos asi que |G| es par y escribamos

G={1}U{aeG:la|=2}U{aeG:|a] >2}.
Dado que |a| =2 siy sélo sia#1 ya~t =a, el conjunto {a € G : |a| > 2} tiene
una cantidad par de elementos (estos se pueden agrupar de a pares, cada uno con
su inverso). Asi, |[{a € G : |a| = 2}| es impar y, por lo tanto, {a € G : |a| = 2} # 0.
Este resultado serd generalizado mds adelante.

Observaciéon 1.6.5. Si la interseccion de una familia (a;H;);e; de coclases a
izquierda de un grupo G no es wvacia, entonces es una coclase a izquierda de la
interseccion de los H;’s. En efecto, si a € ﬂiel a;H;, entonces aH; = a;H; para
todo i € I y, por lo tanto (\,c; aiH; = a();c; H;.

Dado un subconjunto H de un grupo G escribimos H™! = {a™! : a € H}.
Es inmediato que (H=1)™! = H y que si L es otro subconjunto de G, entonces
(HL)™' = L=*H-L.

Proposicion 1.6.6. Si H y L son subconjuntos de un grupo finito G y se satisface
#(H)+ #(L) > |G|, entonces G = HL.

Demostracion. Tomemos a € G. Dado que #(H 'a) = #(H) tenemos por hipSte-
sis que #(H 1a) + #(L) > |G| y ast H-'an L # (. Por lo tanto existen b € H y
c€ L talesque b"'a=c,dedonde a =bc € HL. O
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Ejercicio 5. Pruebe que cada elemento de un cuerpo finito es suma de dos cuadra-
dos.

A continuacion damos tres proposiciones acerca del producto de subgrupos. La
primera da dos propiedades generales conocidas como ley de Dedekind y ley modu-
lar, respectivamente, la segunda da una féormula para calcular el cardinal de este
producto y la tercera da una condicion necesaria y suficiente para que este producto
sea un subgrupo.

Proposicion 1.6.7. Si K C H y L son subgrupos de un grupo G, entonces

1) K(HNL)=HNKL,

2) SiKNL=HNLyKL=HL, entonces K = H
Demostracién. 1) Evidentemente K(HNL) C KLy como K C H, también vale que
K(HNL) C H. Asi, K(HNL) C HNK L. Veamos la inclusién reciproca. Tomemos
a € HNKL y escribamosa =kl conk € Kyl € L. Entonces| =k~ 'a € KH C H

y, por lo tanto, a = kl € K(H N L).
2) Por el item 1) y las hipdtesis

H=HNHL=HNKL=KHNL =KKnL) =K. O

Proposicion 1.6.8. Si H y L son subgrupos de un grupo G, entonces

#(HL)HNL| = |H[|L]|.

Demostracién. Como la funcién ¢: H x L — HL, definida por ¢(h,l) = hl es
sobreyectiva, es suficiente ver que |¢~*(a)| = |[H N L|, para todo a € HL. Para ello
bastara probar que si a = hl, entonces ¢~*(a) = {(hb,b~'l) : b€ HN L}. Es claro
que {(hb,b=11) : b€ HN L} C ¢~ '(a). Supongamos ahora que (h',l') € ¢p~1(a).
Entonces W'l' = a = hl y asi, b := h™'h/ = 1I'"" € HN L, de donde k' = hb y
U'=0v"11. O

Proposicion 1.6.9. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G. Vale
lo siguiente:

1) Si LH C HL, entonces HL es un subgrupos de G.
2) Si HL es un subgrupo de G, entonces LH = HL.

Demostracion. Supongamos que LH C HL. Entonces
HL(HL) '=HLL 'H=HLH C HHL = HL

y asi HL es un subgrupo de G. Reciprocamente, si HL es un subgrupo de G,
entonces LH = L7'H '=(HL)"'*=HL. O

Notemos que de la proposiciéon anterior se sigue inmediatamente que si H y L
son subgrupos de un grupo Gy LH C HL, entonces LH = HL.
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Observacion 1.6.10. St H y L son subgrupos de un grupo GG, entonces
|H: HNL| <|G:Lj Y |G:HNLl <|G:H||G:L|.
En efecto la primera desigualdad se sigue de que la aplicacion
¢o: HI(HNL)— G/L, definida por ¢(a(HNL))=al,

es inyectiva ya que al = bL equivale a que a='b € L y por lo tanto a que a~'b
pertenece a H N L (ya que a,b € H) y, en consecuencia, a(HNL)=b(HNL). La
sequnda desigualdad se sigue ahora de que |G:HNL| = |G:H||H:HNL|. Notemos
también que la imagen de ¢ es {aL : a € HL}, de manera de que si HL es un
subgrupo de G, entonces

|H:HNL||G:HL| = |G : L| Y |G: HNL||G:HL|=|G: H||G: L|.

En particular si HL = G las desigualdades de arriba se convierten en igualdades.
Ademas se sigue claramente de todo esto que:

1) |G : HN L| es finito si y solo si |G : H| y |G : L| lo son.
2) Si|G:L| es finitoy |H: HNL|=|G: L|, entonces HL = G.
3) Si|G: H| es finito y |G:HNL|=|G : H||G : L|, entonces |H:H N L|=|G : L|.

Por dltimo, dado que por el Teorema 1.6.1, |G : H| y |G : L| dividen a |G : HN L|,
en el caso en que |G : H| y |G : L| son finitos tenemos que

mmc (|G : H|, |G : L|) divide a |G: HNL| y |G:HNL|<|G:HI|G:L|,

donde mmc(|G : H|,|G : L|) denota al minimo de los multiplos comunes de |G : H|

y |G : L|. Asi, si |G: H| y |G : L| son coprimos, |G: HNL|=|G: H||G : L|.

Coclases dobles. Denotemos con H y L a dos subgrupos (no necesariamente
distintos) de un grupo G. Una (H, L)-coclase doble es un subconjunto de G de la
forma HalL. Dado que la relacién definida por b = a si y sélo si b € Hal, es de
equivalencia, G se parte como una unién disjunta G = |J,.; Ha;L. Supongamos
que G es finito. Entonces

i€l

(1) G:L| =) |H:HnNa;La;"|.
el

En efecto, claramente |G| = >, ; |Ha;L|. Asi que debemos calcular [Ha;L|, pero
|Ha;L| = |Haz-Lal-_1| y, dado que H y aiLal-_l son subgrupos de G, por la Proposi-
cion 1.6.8,

HljaiLa!| _ |H|IL]

|\HNa;La;'| |HNa;La; |

|Ha;La; | =

de donde (1) se sigue inmediatamente. Notemos que cuando L = {1} la férmula
(1) se reduce al teorema de Lagrange.
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Ejemplo. Escribamos S3 = {id, 01, 02, 03,04, 05}, donde

orl()=2, 1(2)=1 'y 01(3)=3,
02(1) =3, 02(2)=2 y 0203)=1,
o3(l) =1, o03(2)=3 y 03(3) = 2,
o4(1)=2, 04(2)=3 y ou(3)=1,
o5(1)=3, o5(2)=1 'y o053)=2,

Si H ={id,o1} y L = {id, 02}, entonces

HidLZ{id,O’l,O'Q,O'5} y HJgLZ{id,O’g,O’4}.

Subgrupos normales. Un subgrupo H de un grupo G es normal o invariante si
aHa=' = H para todo a € G. A continuacién damos una caracterizacién sencilla
de los subgrupos normales, que muestra en particular que un subgrupo H de G es
normal si y sélo si las coclases a izquierda y derecha de H coinciden (de todas las
maneras en que sea razonable entender esto).

Proposicion 1.6.11. Para cada subgrupo H de G son equivalentes:
1) Dado a € G existe b € G tal que aH C Hb,
2) Dado a € G existe b € G tal que aHb™' C H,
3) Dado a € G existe b € G tal que Ha C bH,
4) Dado a € G existe b € G tal que b"'Ha C H,
5) Ha = aH para todo a € G,

6) H es normal.

Demostracion. Es evidente que 5) implica 1) y 3) y claramente 1) es equivalente
a 2), ya que de aH C Hb se sigue que aHb~! C Hbb™' = H y de aHb~! C H

se sigue que aH = aHb 1o C Hb. Similarmente 3) es equivalente a 4) y 5) a 6).
Veamos que 1) implica 5). De a € aH C Hb se sigue facilmente que que Ha = Hb
y asi aH C Ha. Similarmente a'H C Ha™! y, por lo tanto, Ha = aa YHa C
aHa 'a = aH, de donde, aH = Ha. Para terminar la demostracién resta ver que

3) implica 5), lo cual es similar a 1) implica 5). O

Ejercicio 6. Pruebe que un subgrupo H de G es invariante si y solo si ab € H
implica que ba € H.

Observacion 1.6.12. St H C L son subgrupos de un grupo G y H es normal en
G, entonces H es normal en L.

Observacion 1.6.13. Si H es un subgrupo normal de G, entonces HL = LH para
todo subconjunto L de G. Si ademds L es un subgrupo de G, entonces HL también
es un subgrupo de G. Por ultimo si L es normal en G, entonces HL también lo es.

La siguiente proposicién serd mejorada mas adelante.
Proposicion 1.6.14. Todo subgrupo H de un grupo G de indice 2, es normal.

Demostracién. Tomemos a € G\ H. Como H tiene indice 2, es

G:HUaH:HUHa
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con ambas uniones disjuntas. Asi aH = Ha, de donde H es normal. [J

Claramente la interseccion de una familia de subgrupos normales de G es un sub-
grupo normal de G. Asi, dado un subconjunto S de G existe un minimo subgrupo

normal (S) de G que contiene a S. Es facil ver que

(S) < U aSa_1> .
a€lG

Por supuesto que en general (S) estd incluido estrictamente en (S).

Proposicién 1.6.15. Si {G,};cs es una familia de subgrupos normales de un grupo
G, entonces [[,.; G es normal. Si ademds le damos un orden total a I, entonces

HG¢:{CLi1"-ainZTLZO, i1<---<in€Iyaij€Gij}
el

Demostracion. Lo dltimo se sigue de que, por la Observacion 1.6.13, G;G; = G;G;,
para todo i,j € I. Tomemos ahora a;, ---a;, € [[,c; Gi. Como, para cada a € G
vale que a(a;, -+ a;,)a” = (aa;,a™ ) (aaa™ ) - (aa;,a™t) € [[;c; Gi, €l sub-

grupo [[,.; Gi de G es normal. [

1.7.Caracterizacién de los grupos ciclicos finitos. La funcién ¢: N — N de
Euler esté definida por

d(n) =#{m:0<m < nym es coprimo con n}).

Es facil ver que si p es un nimero primo, entonces ¢(p"™) = p"~*(p — 1) para todo
n € N. En efecto esto se sigue de que {0,...,p" — 1} tiene p" elementos, de los
cuales p"~! son multiplos de p. Por lo que hemos visto al estudiar los subgrupos de
un grupo ciclico finito, si G es un grupo ciclico de orden n entonces G tiene ¢(n)
generadores y ademas si d divide a n, entonces G tiene exactamente un subgrupo
de orden d, que ademas es ciclico.

Lema 1.7.1. Cada grupo G se expresa como la union disjunta

G = Jeen(0),
donde C' recorre el conjunto de los subgrupos ciclicos de G y gen(C) denota al
congunto de los generadores de C'.

Demostracion. Porque cada elemento de GG es generador de un tunico subgrupo
ciclico de G. O

Proposicién 1.7.2. Vale que n=3_,,, ¢(d) para todo n € N.

Demostracion. Por el lema anterior n = |Z,| = }_;,, ¢(d), ya que como vimos
arriba Z,, tiene exactamente un subgrupo ciclico de orden d para cada divisor d de
n y este subgrupo tiene ¢(d) generadores. [J
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Teorema 1.7.3. Un grupo G de orden n es ciclico si y solo si, para cada divisor
d de n, tiene a lo sumo un subgrupo de orden d.

Demostracion. Ya vimos que si GG es ciclico, entonces tiene exactamente un sub-
grupo de orden d para todo divisor d de n. Veamos la reciproca. Supongamos que
G es un grupo de orden n. Por el Lema 1.7.1 y la Proposicion 1.7.2,

> #(gen(C) =[Gl =n="Y_¢(d),

d/n

donde C recorre el conjunto de los subgrupos ciclicos de G y gen(C') denota al
conjunto de los generadores de C. Por lo tanto, dado que #(gen(C)) = ¢(|C]), si
G tiene a lo sumo un subgrupo de orden d para cada divisor d de n, entonces debe
tener efectivamente un subgrupo ciclico de orden d para cada divisor d de n. En
particular G tiene un subgrupo ciclico de orden n y asi es ciclico. [

Teorema 1.7.4. Si F' es un cuerpo y G es un subgrupo finito de F*, entonces G
es ciclico.

Demostracion. Si |G| = n y si z € G satisface 2% = 1, donde d/n, entonces x es
una raiz del polinomio X¢ — 1 € F[X]. Dado que un polinomio de grado d con
coeficientes en un cuerpo tiene a lo sumo d raices, G no puede tener mas que un
subgrupo de orden d (dos subgrupos darfan més de d raices de X¢ — 1). Asi, por
el teorema anterior, G es ciclico. [

1.8.Morfismos de magmas. Un morfismo de magmas f: A — B es una terna
formada por dos magmas A y B y una funciéon f, del conjunto subyacente de A
en el de B, que satisface f(ab) = f(a)f(b). A A, By f se los denomina dominio,
codominio y funcién subyacente de f: A — B, respectivamente. La composicion
go f: A — C de dos morfismos de magmas f: A — By g: B — C, es por definicién
el morfismo que tiene a A como dominio, a C' como codominio y a la composicién
go f como funcién subyacente. Un ejemplo de morfismo de magmas es el dado por
la inclusién candnica de un submagma A de un magma B en B. Un caso particular
de esto es la funcién identidad id 4 de un magma A en si mismo. Si B es un magma
unitario, entonces cualquiera sea el magma A, la aplicacion f: A — B, definida
por f(a) = 1, para todo a € A es un morfismo de magmas. Es inmediato que si
f: A — B es un morfismo de magmas, entonces f(KL) = f(K)f(L) para todo par
de subconjuntos K y L de A.

Ejercicio 7. Supongamos que f: A — B es un morfismo sobreyectivo de magmas.
Pruebe que:

1) Si A es asociativo, entonces B también lo es.
2) Si A es conmutativo, entonces B también lo es.

3) Sie es unidad a izquierda de A, entonces f(e) es unidad a izquierda de B.

Un endomorfismo de A es un morfismo con dominio y codominio A. Un ejemplo
es la funcién identidad de A. Un morfismo f: A — B es un isomorfismo si existe
un morfismo f~!: B — A, necesariamente tinico, llamado la inversa de f, tal que
flof =ida y fof™! = idg. Es facil ver que esto ocurre si y sélo si f es
biyectiva. Un automorfismo de A es un endomorfismo de A que es un isomorfismo.
Los simbolos Hom(A, B), Iso(A, B), End(A) y Aut(A) denotan respectivamente a
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los conjuntos de morfismos de A en B, isomorfismos de A en B, endomorfismos
de A y automorfismos de A. Notemos que End(A), dotado de la operacién dada
por la composicién de morfismos, es un monoide que tiene a la identidad de A
como unidad, y que ademés Aut(A) = End(A)*. Un morfismo de magmas unitarios
f: A — B, es un morfismo de magmas que satisface f(1) = 1, donde 1 denota tanto
al neutro de A como al de B. Es claro que la inclusién candnica de un submagma
unitario A de un magma unitario B en B es un morfismo de magmas unitarios y
que la composicion de dos morfismos de magmas unitarios también lo es. Ademas
si un morfismo de magmas unitarios es biyectivo, entonces su inversa también es un
morfismo de magmas unitarios. Dado un magma unitario A vamos a denotar con
U(A) a A considerado como magma no unitario. Analogamente si f: A — B es
un morfismo de magmas unitarios denotamos con U(f): U(A) — U(B) a la misma
aplicacion pero considerada como morfismo de magmas no unitarios. Es obvio que
U(ida) = idy(a) y quesi g: B — C es otro morfismo de magmas unitarios, entonces
U(gof)=U(g)oU(f). Con Hom(A, B), Iso(A, B), End(A) y Aut(A) denotamos a
los subconjuntos de Hom(U (A),U(B)), Iso(U(A),U(B)), End(U(A)) y Aut(U(A))

respectivamente, formados por los morfismos de magmas unitarios. Es claro que
Iso(A,B) =Iso(U(A),U(B)) N"Hom(A,B) y Aut(A)=Aut(U(A)) N End(A).

Finalmente diremos que un morfismo de magmas f: A — B es un monomorfismo
si fog = fog’ implica g = ¢, para todo par de morfismos de magmas g,g': C — A;
un epimorfismo si gof = ¢g'of implica ¢ = ¢’, para todo par de morfismos de
magmas ¢,g : B — C; una seccion si existe g: B — A tal que gof = id4 y una
retraccion si existe h: B — A tal que foh = idg. En el caso en que A y B son
unitarios pedimos que todos los morfismos que aparecen en estas definiciones sean
de magmas unitarios. Notemos de todos modos que si f: A — B es un morfismo
de magmas unitarios y g: U(B) — U(A) es un morfismo de magmas, entonces de
goU(f) = idy(a) se sigue que g es un morfismo de magmas unitarios. No vale sin
embargo que si f: A — B es un morfismo de magmas unitarios y h: U(B) — U(A)
es un morfismo de magmas, se siga de U(f)oh = idy(p), que h es un morfismo
de magmas unitarios. Denotemos con f: A — By g: B — C a dos morfismos de
magmas. Pruebe que:

1) Si f y g son monomorfismos, entonces go f también lo es.

2) Si gof es un monomorfismo, entonces f también lo es.
3) Si fy g son epimorfismos, entonces go f también lo es.
4) Si gof es un epimorfismo, entonces g también lo es.
5) Si f y g son secciones, entonces go f también lo es.
6) Si gof es una seccién, entonces f también lo es.
7) Si f y g son retracciones, entonces go f también lo es.
8) Si gof es una retraccion, entonces g también lo es.
9) Si f es inyectivo, entonces es un monomorfismo.
10) Si f es una seccidén, entonces es inyectiva.
11) Si f es sobreyectivo, entonces es un epimorfismo.
)

12) Si f es una retraccion, entonces es sobreyectiva.
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13) f es un isomorfismo si y sélo si es una seccién y un epimorfismo y esto a su
vez ocurre si y sélo si es una retraccion y un monomorfismo.

Pruebe que estos todos estos items valen también en el caso de magmas unitarios
y morfismos de magmas unitarios.

1.9.Morfismos de monoides. Un morfismo f: A — B, de un monoide A en otro
B, es simplemente un morfismo de magmas unitarios. Por ejemplo la inclusién
canonica de un submonoide A de un monoide B en B es un morfismo de monoides.
Observemos que en el caso de monoides la condicién f(1) = 1 equivale a que f(1)
sea inversible, de modo de que no es necesario pedirla cuando B es un grupo. Esto
se deduce multiplicando por f(1)~! la igualdad f(1) = f(1)f(1). De la definicién
de morfismo se sigue inmediatamente que si b es inversa a izquierda de a, entonces
f(b) es inversa a izquierda de f(a). En particular, si a es inversible, entonces
f(a) también lo es y f(a)™! = f(a™!). Finalmente diremos que un morfismo de
monoides f: A — B es un monomorfismo si fog = fog’ implica g = ¢, para todo
par de morfismos de monoides g,g': C — A, y que es un epimorfismo si gof = g’'of
implica ¢ = ¢/, para todo par de morfismos de monoides ¢,¢’: B — C. Notemos
que, al menos en principio, un morfismo de monoides puede ser un monomorfismo
o un epimorfismo, cuando se lo considera como morfismo de monoides, pero puede
dejar de serlo cuando se lo considera como morfismo de magmas. Hay también una
definicion de seccién y de retraccion, pero coincide con la dada anteriormente para
morfismos de magmas unitarios. Es facil ver que los items 1) a 13) del ejercicio
con que termina la secciéon anterior siguen valiendo es el contexto de monoides.
Aqui también vale que todo monomorfismo f: A — B es inyectivo. En efecto,
si no lo fuera, entonces existirian a y o’ distintos en A con f(a) = f(a’) y para
los morfismos g¢,¢": Ng — A definidos por g(n) = a™ y ¢'(n) = a’" se cumpliria
claramente que fog = fog’. De esto se sigue facilmente que un monomorfismo
de monoides sigue siendo un monomorfismo cuando se lo considera como morfismo
de magmas. Por tdltimo, si f: A — B es un morfismo de monoides y a € A es un
elemento inversible de orden n, entonces de f(a)™ = f(a™) = f(1) = 1 se sigue que
el orden de f(a) divide a n y que es exactamente n si f es inyectiva, ya que en este
caso de f(a™) = f(a)"™ =1 se sigue que a™ = 1.

1.10.Morfismos de grupos. Un morfismo f: G — G’, de un grupo G en otro G’,
es por definiciéon morfismo de monoides. Como vimos recién es innecesario pedir que
f(1) sea 1. Al igual que para el caso de monoides pueden darse aqui definiciones
de monomorfismo, epimorfismo, seccion y retraccion. Nuevamente estas ultimas
coinciden con las definiciones dadas en el caso de magmas unitarios y, en principio,
un morfismo de grupos puede ser un monomorfismo o un epimorfismo, cuando
se lo considera como morfismo de grupos, pero puede dejar de serlo cuando se
lo considera como morfismo de monoides o magmas. Sin embargo en este caso
también vale que todo monomorfismo f: G — G’ es inyectivo. En efecto, si no lo
fuera, entonces existirfan a y o’ distintos en G con f(a) = f(a’) y para los morfismos
9,91 Z — G definidos por g(n) = a" y ¢’(n) = a’" se cumplirfa claramente que
fog = fog’. De esto se sigue facilmente que un monomorfismo de grupos sigue siendo
un monomorfismo cuando se lo considera como morfismo de monoides o de magmas.
Se puede ver también que todo epimorfismo de grupos es sobreyectivo, pero esto
es mucho mas dificil (probaremos esto en la Observacién 2.1.3). Nuevamente valen
con las mismas demostraciones los items 1) a 13) del ejercicio con que termina la
secciéon de morfismos de magmas. Por tltimo es claro que si f: G — G’ es un
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morfismo de grupos, entonces f(K 1) = f(K)~!, para cada subconjunto K de G.

Ejercicio 8. Denotemos con f: G — G’ a un morfismo de grupos y con K y L a
dos subconjuntos de G'.

1) Pruebe que f~1(K~1) = f~1(K)™ 1.
2) Pruebe que si f es sobreyectivo, entonces f~1(KL) = f~1(K)f~(L).

Algunos ejemplos. A continuacién damos unos pocos ejemplos de morfismos de
grupos.

Ejemplo 1. El determinante det: GL(n, k) — k* es un morfismo sobreyectivo de
grupos.

Ejemplo 2. La exponencial x — e” es un isomorfismo del grupo aditivo R en el
grupo multiplicativo R~ ¢, formado por los niimeros reales positivos. Su inversa es
el logaritmo natural.

Ejemplo 3. La exponencial  +— e es un morfismo del grupo aditivo R en el
grupo multiplicativo C*, formado por los ntimeros complejos no nulos. Su imagen
es el circulo unidad.

Ejemplo 4. La aplicacién ¢: C* — R, definida por ¢(x) = |z|, es un morfismo
sobreyectivo del grupo multiplicativo de los niimeros complejos no nulos en el grupo
multiplicativo de los nimeros reales positivos.

Ejemplo 5. La aplicacion ¢: Z[X| — Q% ), definida por ¢(Zi20 n; X") =[Lisopi",
donde py < p1 < p2... es la sucesion de los niimeros primos positivos, es un iso-
morfismo del grupo aditivo de los polinomios con coeficientes en Z en el grupo
multiplicativo de los niimeros racionales positivos.

Ejemplo 6. Denotemos con w a una raiz de orden n de la unidad de C (por
ejemplo w = cos(2mw/n) + isen(2mw/n)). La aplicaciéon ¢: Z, — G, definida por
p(n) = w™, es un isomorfismo de grupos.
Ejemplo 7. El monomorfismo de i: Zo — Z4, definido por 7(0) =0y 7(1) = 2,
no es una seccion.
Ejemplo 8. La sobreyeccién candnica mw: Zy — Zso, definida por 7(0) = 7(2) =0
y m(1) = w(3) = 1, no es una retraccién.

En general Hom(G, G’) no tiene ninguna estructura algebraica, pero esto cambia

cuando G’ es abeliano.

Proposicién 1.10.1. Si G’ es abeliano, entonces Hom(G, G') es un grupo abeliano
via (fg)(a) = f(a)g(a). El neutro de este grupo es el morfismo 1 que envia todo
elemento de G en el neutro de G' y la inversa f de un elemento de Hom(G,G") es
la funcién f=1, definida por f~'(a) = f(a)™t.

Demostracién. Como G’ es abeliano,

(fg)(ab) = f(ab)g(ab) = f(a)f(b)g(a)g(b) = f(a)g(a)f(b)g(b) = (fg)(a)(fg)(b)

y asi, fg es un morfismo de grupos. Es claro que fg = ¢gf y que el neutro de
Hom(G, G') es el morfismo 1 que envia todo elemento de G en el neutro de G'. Final-
mente, si f: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces la aplicacién f~1: G — G’
definida por f~!(a) = f(a)~! también lo es, ya que

F~Hab) = fab)™ = (f(a)f(0) ™" = f(a) " f(0) " = FH(a) 71 (B),
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donde la anteiltima igualdad se sigue de que G’ es abeliano. [

Observacion 1.10.2. de la misma manera se puede ver que si A y A’ son semigru-
pos y A’ es abeliano, entonces Hom(A, A”) es un semigrupo abeliano y similarmente
que si A y A’ son monoides y A’ es abeliano, entonces Hom(A, A") es un monoide
abeliano

El nicleo de un morfismo. El nicleo de un morfismo de grupos f: G — G’ es
Ker(f) ={a € G : f(a) = 1}. Es inmediato que Ker(f) es un subgrupo normal de
G. Vamos a denotar con ker(f) a la inclusién candnica de Ker(f) en G. Es facil
ver que ker(f) tiene las siguientes propiedades:

1) foker(f) =1,

2) Si g: H — G satisface que la propiedad de que fog = 1, entonces existe un
unico morfismo ¢': H — Ker(f) tal que g = ker(f)og’.

Esta ltima igualdad se expresa habitualmente diciendo que el tridangulo

g

H G
lg/Af)
Ker(f)

conmuta.

A la propiedad establecida arriba se la denomina propiedad universal del nicleo.

Algunos ejemplos. A continuacién damos unos pocos ejemplos de nicleo de mor-
fismos.

Ejemplo 1. El nicleo del determinante det: GL(n, k) — k* es SL(n, k).
Ejemplo 2. El nicleo de la exponencial x — e'® es el conjunto {27k: k € Z}.

Ejemplo 3. El nicleo del morfismo ¢: C* — Ry, definido por ¢(x) = |z|, es el
circulo unidad.

Proposiciéon 1.10.2. Si f: G — G’ es un morfismo de grupos y a,b € G, entonces
f(a) = f(b) siy sdlo si aKer(f)=bKer(f).

Demostracion. En efecto
f(a) = f(b) & ab™ ! € Ker(f) & aKer(f) = bKer(f),

como afirmamos. [

Corolario 1.10.3. Un morfismo f: G — G’ de grupos es inyectivo si y sélo si su
nicleo es {1}.

1.11.Relaciones de equivalencia compatibles y cocientes de grupos. Consi-
deremos una relaciéon de equivalencia ~ definida en un magma A. Denotemos con
con A/~ al conjunto cociente de A por esta relacién y con m: A — A/~ a la
sobreyeccién candnica, de manera de que a ~ b si y sélo si w(a) = w(b). Es facil ver
que A/~ tiene una estructura de magma tal que 7 es un morfismo si y sélo si

a~a yb~b implica que ab ~ a'b’
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En este caso decimos que ~ es una relacion de equivalencia compatible. Notemos
que si A es asociativo, entonces también A/~ lo es. En efecto tenemos

(a)(m(b)7(c)) = m(a(be)) = w((ab)e) = (mw(a)m(b))7(c).

Algo completamente analogo sucede si A es conmutativo. Ademas, si A tiene neutro
e, entonces 7(e) es el neutro de A/~ y 7 es un morfismo de magmas unitarios. Por
tiltimo si a es inversible, entonces 7(a) también lo es y su inversa es m(a™1). En
particular si A es un monoide o un grupo, A/~ también lo es. Se pueden decir
muchas cosas acerca de los cocientes de magmas y monoides por relaciones de
equivalencia compatibles, pero casi todas son de caracter formal. Asi que a partir
de ahora vamos a concentranos en el caso de grupos, donde los resultados son mas
elegantes. Supongamos entonces que ~ es una relacion de equivalencia compatible
definida en un grupo G. Denotemos con 7: G — G/~ al morfismo cociente y con
H a Ker(m). Como ya hemos visto H es un subgrupo normal de G. Es claro que

albeHebcaH b~asbe Hisba ! € H,

de manera de que ~ queda determinada por Hy {b€ G : b~ a} = aH = Ha para
todo a € H. Reciprocamente si H es un subgrupo normal de G, entonces por la
Proposicién 1.6.11, las relaciones de equivalencias

b~aobe'eHebeHa y braswa 'be H e acaH
coinciden y asi son compatibles con la operacién de GG, ya que entonces
aHo'H = ad’ HH = adH.

Dado un subgrupo normal H de G vamos a denotar con G/H al grupo cociente por
la relacién de equivalencia ~ definida arriba, en lugar de usar la expresion G/~.
A G/H lo llamaremos el cociente de G por H. Por ejemplo Z,, es el cociente de Z
por (n) = nZ.
Proposicién 1.11.1. El morfismo candnico m: G — G/H tiene las siguientes
propiedades:

1) Ker(w) = H,

2) Si f: G — G’ es un morfismo de grupos tal que H C Ker(f), entonces existe

un dnico morfismo de grupos f: G/H — G’ tal que f = fomw. Ademds

Ker(f) = Ker(f)/H elm(f) =Im(f). En particular si H y Ker(f) coinciden,
f es inyectiva y si f es sobreyectiva, f también lo es.

La igualdad f = fom se expresa habitualmente diciendo que el tridngulo

¢— ¢
e
G/H

conmuta.
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Demostracién. Por definicién 7(a) = 1 significa que a ~ 1 o, lo que es lo mismo,
que a = al™! € H. Esto prueba el item 1). Dado a € G denotemos con @ a su clase
en G/H. Para la primera parte del item 2) basta observar que si a ~ b entonces
ab=! € H C Ker(f) y asi, f(a) = f(b), lo que permite definir f(a@) como f(a).
Dado que @ = 7(a), esto dice que f = for. Ademds f es un morfismo de grupos
ya que

f(@b) = f(ad) = f(ab) = f(a)f () = f(@)f (D).
Es claro de la definicién que Im(f) = Im(f). Por tltimo de que f(@) = f(a) se

sigue que a € Ker(f) si y sélo si a € Ker(f), de donde

Ker(F) = {aH : a € Ker(f)} = 22 1

H

La propiedad establecida en la proposicion anterior se denomina propiedad uni-
versal del cociente.

Corolario 1.11.2. Todo morfismo de grupos f: G — G’ induce un isomorfismo
f: G/Ker(f) — Im(f).

Observacion 1.11.3. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G con
H normal en G. Denotemos con t: L — G/H a la composicion de la inclusion
candnica de L en G con el epimorfismo candnico n: G — G/H. Claramente
Ker(z) = Ker(m)NL = HNL elm(z) = HL/H. Asi, nuevamente por la proposicion
anterior, T induce un isomorfismo de L/(HNL) en HL/H. En particular H N L
es un subgrupo normal de L.

Observaciéon 1.11.4. Supongamos que H y H' son subgrupos normales de un
grupo G y que H C H'. Donotemos con n: G — G/H y con n’': G — G/H' a
los epimorfismos candnicos. Por la proposicion anterior existe un unico morfismo
7: G/H — G/H' tal que el diagrama

G—"~G/H
A
G/H

conmuta y ademds T es sobreyectiva y su nicleo es H' /H. Asi H'/|H es un subgrupo
normal de G/H vy, nuevamente por la proposicion anterior, T induce un isomorfismo

de g,/ﬁ[ en G/H'. En otras palabra, si tenemos dos subgrupos normales H y H'

de un grupo G y H C H', da lo mismo dividir primero G por H y luego G/H por
su subgrupo normal H'/H, que dividir directamente G por H'.

Al corolario y a las dos observaciones anteriores se las conoce como primero,
segundo y tercer teorema de isomorfismo de Noether, respectivamente.

Teorema 1.11.5. Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces

|G| = [Tm(f)[| Ker(f)]-

Demostracion. Por el Teorema de Lagrange |G| = |G : Ker(f)|| Ker(f)|. Asi, por
el Corolario 1.11.2, |G| = |Im(f)|| Ker(f)|, como afirmamos. [
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Observacion 1.11.6. Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces por el teo-
rema de Lagrange, | Tm(f)| divide a |G’| y, por el Teorema 1.11.5, |Im(f)| divide a
|G|. Ast, si G y G’ son finitos, |Im(f)| divide a mdc(|G|, |G’|), donde mdc(|G|, |G'|)
denota al mdzimo de los divisores comunes de |G| y |G'|. En consecuencia si |G| y
|G'| son coprimos, entonces f es trivial. Por ejemplo si G es un subgrupo de orden
impar de S, y m: G — {£1} es el morfismo signo, entonces f es trivial y, por lo
tanto, G C A,,. En particular si x € S,, tiene orden impar, entonces tiene Signo
par.

Vamos a ver ahora que para cada morfismo de grupos f: G — G’ hay una
biyeccién entre el conjunto S(G) de los subgrupos de G que contienen a Ker(f) y
el conjunto S(G’) de los subgrupos de G’ que estan incluidos en Im(f).

Observacion 1.11.7. Vale lo siguiente:

1) f(H) € S(G"), para cada subgrupo H de G (en particular Im(f) es un subgrupo
de G'). Ademds si H es un subgrupo invariante de G, entonces f(H) es un
subgrupo invariante de Im(f).

2) f~Y(H") € S(G), para cada subgrupo H' de G'. Ademds si H' es un subgrupo
invariante de ITm(f), entonces f~1(H') es un subgrupo invariante de G.

Dado que cualesquiera sean H C G y H' C G’ vale que

fTUfH) = HKer(f) y f(f7'(H') = H NIm(f),

queda determinada una biyeccion entre S(G) y S(G') y también entre los subconjun-
tos de S(G) y S(G") formados por los subgrupos normales de G y por los subgrupos
normales de Im(f), respectivamente. Ademds si Ker(f) C H C G, entonces

H
Ker(f)

f(H) ~ y 1F(G): f(H)| =G : HI.

En efecto, para esto dltimo es suficiente ver que la aplicacion aH — f(a)f(H) es
una biyeccion del conjunto de coclases a izquierda de H en G en el conjunto de
coclases a izquierda de f(H) en f(G). Es claro que esta aplicacion es sobreyectiva.
Para ver que también es inyectiva basta notar que de f(a)f(H) = f(b)f(H) se sigue
que f(a™1b) = f(a™1)f(b) € f(H), de donde a='b € HKer(f) = H, lo que implica
que aH = bH. Por dltimo si H es un subgrupo normal de G, entonces f(H) es un
subgrupo normal de f(G) y

f(G)  G/Ker(f)
f(H) — H/Ker(f)

NE
~ o

Definicién y Observaciéon 1.11.8. Un grupo es simple si no tiene subgrupos nor-
males distintos de los triviales. Un subgrupo normal H de un grupo G es mazimal
st H # G y no existe ningin subgrupo normal L de G tal que H C L C G. Es claro
que un subgrupo normal H de un grupo G es maximal si y sdlo si G/H es simple.
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Ejercicio 9. Pruebe que si m: G — G’ es un morfismo sobreyectivo de grupos y
H es un subgrupo normal de G, entonces w(H) es un subgrupo normal de G' y

G/(HKer(n)) ~ G /n(H).

Supongamos ahora que f: G — G’ es un morfismo de grupos y que H y H' son
subgrupos normales de G y G’ respectivamente. Denotemos con 7: G — G/H y
7' G' — G'/H' alos epimorfismos canénicos. Si f(H) C H', entonces 7'(f(a)) =1
para todo a € H. Por la propiedad universal del cociente queda definido un tnico
morfismo f: G/H — G'/H' tal que for = n'of. Esta igualdad se expresa también
diciendo que el cuadrado

I

G—G

Pk
G/H —1~G'/H

conmuta. Ademéas Im(f) = «'(Im(f)) = Im(f)H'/H' y Ker(f) = f~Y(H')/H. En
efecto, todo esto se sigue del item 2) de la Proposicién 1.11.1, aplicada a 7’of y de
que Im(’o f) = 7'(Im(f)) y Ker(n'o f) = f~1(H').
Observacion 1.11.9. Vale lo siguiente:
1) Si H es un subgrupo normal de un grupo G, entonces idg es igual a idg/m-
2) Supongamos que f: G — Gy f': G' — G" son morfismos de grupos y que
H, H" y H" son subgrupos normales de G, G" y G" respectivamente. Si
f(H) CH y f'(H') CH", entonces f'(f(H)) C H" y f'of = f'of.

Demostracion. 1) se sigue de la unicidad del morfismo idg y de que el diagrama

G g
G/H =% q/h

conmuta y 2) es consecuencia de la unicidad del morfismo f’o f y de que el rectdangu-
lo exterior del diagrama

¢—t oL s

L)

G/H$G//HILG///HII

conmuta. [

Ejercicio 10. Pruebe que si f: G — G’ es un morfismo de grupos y H' es un
subgrupo normal de G', entonces f~1(H') es un subgrupo normal de G y existe un
tinico morfismo inyectivo f: G/f~1(H') — G'/H' de grupos, tal que el diagrama

G G’

Pk

G/f (H') = G'/H’
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donde 7: G — G/f~Y(H') y #': G' — G'/H' son las proyecciones candnicas,

conmuta y que ademds Im(f) = n'(Im(f)) = Im(f)H'/H'.

1.12.Grupos libres. Presentaciones por generadores y relaciones. Dado
un conjunto X denotemos con X*! a la unién disjunta de dos copias Xt! y X!
de X. Para cada elemento z € X hay un elemento correspondiente 271 € X1 y
otro x7! € X!, Nosotros diremos que 7! y 27! estdn asociados. Una palabra es
una expresion

— p€l € L — ) —
W=z -xg" (ei==%1,i=1,...,n).

Si en esta expresién ningtin simbolo z+! estd junto a su asociado x~!, decimos
que w es una palabra reducida. Al nimero n que aparece en la expresiéon de w
lo llanaremos la longitud /(w) de w. Consideramos también como una palabra
reducida a la expresion vacia. Por definicion esta palabra tiene longitud cero. A
continuacion definimos el producto wiws de dos palabras reducidas

— €1 € _ o1 1)
W1 =Ty, " Ty, Y W2 =2Tg - Tg".
Para ello escribimos
* L R
(*) Tol o xG TG g

Si esta es una palabra reducida, declaramos que (*) es wjws. Si no eliminamos de
(*) sucesivamente pares de simbolos asociados hasta obtener una palabra reducida.
Es claro que la palabra vacia es el elemento neutro para este producto. Afirmamos
que el conjunto de la palabras reducidas forma un grupo que llamaremos grupo
libre L(X) generado por X. Veamos que wi(wows) = (wjwe)ws para toda terna
w1, ws, w3 de palabras reducidas. Demostraremos esto por induccién en [(ws).
Supongamos primero que [(wy) = 1, es decir que we = zf con ¢ = +1. Hay
cuatro casos para analizar: que el iltimo simbolo de w; y el primero de ws sean
distintos del elemento de X*! asociado a z¢; que el tiltimo simbolo de w; sea igual
al elemento de X*! asociado a x¢,, pero que el primero de w3 no lo sea; que el
primer sfmbolo de w3 sea igual al elemento de X*! asociado a z¢,, pero que el
ultimo de w; no lo sea; y que el dltimo simbolo que wy y el primero de w3 sean
iguales al elemento de X *! asociado a z¢,. Es facil ver que en todos estos casos vale
que w1 (waws) = (wiwsz)ws. Supongamos ahora que la asociatividad vale cuando
l(wg) < ny que l(wg) = n+ 1. Escribamos we = whzs,. Entonces, por hipé6tesis
inductiva

Resta ver que cada palabra reducida tiene inversa, pero es claro que el inverso de la
palabra reducida zg} ---xg" es la palabra reducida z " -- -z, donde —¢; = —1

Qn

sie; =1y —¢; = +1sie; = —1. Dado que toda palabra en L(X) es un producto de
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simbolos de X*! tenemos que X genera efectivamente a L(X ). Definimos el rango
r(L(X)) de L(X) como el cardinal de X. Es claro que si dos conjuntos X e Y son
biyectivos, entonces L(X) ~ L(Y') y que el grupo libre de rango 1 es un grupo ciclico
infinito. Por otra parte un grupo libre L(X) de rango mayor que 1 no es conmutativo
ya que si z,y son elementos distintos de X, entonces zH1yt! £ yTlztl. Nosotros
vamos a identificar cada € X con su correspondiente elemento x7' € X1, Asi,
de ahora en m4s consideramos que X = X! C L(X). El grupo libre L(X) satisface
la siguiente propiedad (que se denomina propiedad universal del grupo libre):

Si f: X — G es una funcién de X en un grupo G, existe un tnico morfismo de
grupos f: L(X) — G que extiende a f.

En efecto para que fsea un morfismo de grupos que extienda a f debe ser
flag -xq) = f(Xa,)™ - f(@a,)™

Es inmediato que con esta definicion f un morfismo de grupos.

Observacion 1.12.1. Supongamos X es un conjunto de generadores de un grupo
G. Por la propiedad universal del grupo libre la inclusion canonica de i: X — G se
extiende a un morfismo sobreyectivo i L(X) — G y ast, por el primer teorema de
isomorfismo de Noether G ~ L(X)/H, donde H = Ker(i). En particular un grupo
G generado por un conjunto X es un cociente de un grupo libre de rango igual al

cardinal de X. Notemos que H consiste de las expresiones formales xg} - -z en
L(X) tales que su producto xy} ---x&r en G es1. A H selo llama el conjunto de las

relaciones que satisfacen los elementos de X. Tomemos una famila R, de elementos
de H, tal que H es el subgrupo normal de L(X) generado por R. Todos los elementos
de H se obtienen de R, ya que se pueden expresar como productos de potencias
de los elementos de R y de sus conjugados. En consecuencia el grupo G queda
completamente determinado por X y R, lo que suele expresarse diciendo que G es
el grupo generado por X sujeto a las relaciones R. Notemos que reciprocamente,
dado un conjunto X cualquiera y una familia R, de elementos de L(X), obtenemos
un grupo G generado por X sujeto a las relaciones R, tomando G = L(X)/(R),
donde (R) denota al subgrupo normal de L(X) generado por R.

Ejemplo 1. Z es el grupo generado por un elemento x sin relaciones.

Ejemplo 2. Veamos que Z,, es el grupo generado por x sujeto a las relaciéon 2™ = 1.
Consideremos la aplicacién i: L({z}) — Z,, definida por i(x) = 1. Debido a que
i(z™) = 0 queda inducido un morfismo

e g,
(™) ’

que es claramente sobreyectivo. Denotemos con T a la clase de x en % De las
X

igualdad " =1 se sigue facilmente que

L{{z})
(@)

fz})
<$">

- {1 —n—l},

de donde en particular, ‘ < n. Dado que |Z,| = n esto prueba que i es un

isomorfismo.
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Ejemplo 3. Veamos que Z,, & Z,, es el grupo generado por x,y sujeto a las rela-

ciones 2" =1, y™ =1y yzy 'z~! = 1. Consideremos la aplicacién

L{x,y}) = Zn & Zp,

definida por i(r) = (1,0) e i(y) = (0,1). Como i(z™) = (0,0), i(y™) = (0,0) e
i(yzy~tx™1) = (0,0) queda inducido un morfismo

- Llzy) oy ag

(xm, y™, yxy~ta=t)

que es claramente sobreyectivo. Denotemos con T e § a las clases de = e y en
L({z.y})

(zmym™ yzy—ta—t)

7Ty 17 ! =1 se ve facilmente que

L({z,y})

(zm, y™, yry~le—t)

, respectivamente. Usando las igualdades z" = 1, ™ = 1y

= (T :0<i<ny0<j<m},

L({=z,y})
(zm,y™ yzy~ta—t)
prueba que 7 es un isomorfismo.

de donde en particular, < nm. Dado que |Z,, ® Z,,| = nm esto

Ejemplo 4. Veamos que D, es el grupo generado por z,y sujeto a las relaciones
"=1,y* =1y yzy 'z = 1. Consideremos el morfismo i: L({z,y}) — GL(2,R)
definido por i(x) = a e i(y) = b, donde a y b son

0 cos)  senf b— 0 1
~ \—senf cosf Y ~\1 0/

Como i(z") = a™ =1, i(y?) = b*> = 1 e i(yxy 'z) = bab~'a = 1 queda inducido un
morfismo

. L
- Hzy}) D,.
(zm,y%, yry )

que es claramente sobreyectivo. Denotemos con T e g
L{zy})
(zm,y2,yzy 1)
se sigue facilmente que

L({z,y})

(xm,y? yry~la)

a las clases de = e y en

, respectivamente. De las igualdades z" = 1, 3> = 1 y 5Ty ‘T =1

={1,z,....z" L 5,z7,...,7" " 'g},

L{z.y})

TR < 2n. Dado que |D,,| = 2n esto prueba que

de donde en particular,

7 es un isomorfismo.

Ejemplo 5. Veamos que H,, es el grupo generado por x,y sujeto a las relaciones
z"y~? = 1y yry 'z = 1. Consideremos el morfismo i: L({z,y}) — GL(2,C)

definido por i(x) = a e i(y) = b, donde a y b son

(w0 b_O—l
““\0o w! y “\1 o)
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l2) = bab™'a = 1 queda inducido un mor-

Como i(x"y~2) = a"b™2 =1 e i(yzy~
fismo
- Lz

(xny =2, yry~lz)

que es claramente sobreyectivo. Denotemos con T e § a las clases de = e y en
(zry=2yzy=lz)’
sigue que 2" = 5* = 1, de donde

respectivamente. De las igualdades "7y~ T =1 se

L({z,y}) S S
2 yry 1) ={1,z,...,.z2" L y,7y,...,.2°"" 5},

L({z,y})

(P p—— < 4n y asf, dado que |H,| = 4n, el

Esto muestra en particular que

morfismo ¢ es biyectivo.

A continuaciéon mostramos como puede ser usada la nociéon de presentacion de
un grupo por generadores y relaciones.

Ejemplo 1. Supongamos que estamos en la situaciéon del Ejemplo 4) de arriba.
Entonces para todo divisor r de n el subgrupo (a”) de D,, es normal. En efecto,
dado que a e b son generadores de D,,, para comprobar esto basta ver que

ala"ya=t C (a") y b(a"Vb~t C (a").
Lo primero es obvio y lo segundo se sigue de que
ba™ bt = (bab™ )"V = (a1 =a"",
Es claro también que el orden de (a") es n/r y asi, D, /(a") es un grupo de orden

2r que estd generado por las clases @ e b de a e b en D, /(a"). Afirmamos que
D, /{a") ~ D,. Consideremos el morfismo i: L({z,y}) — D,/(a") definido por

i(r) =aei(y) =b. Como b = 1,a" =1 (puesa” € (a")) y bab = @~ !, queda
inducido un morfismo
- L{zw) D,

(et yay—lz)y  (a7)’

que es claramente sobreyectivo. Dado que

L
|D,.| = 2r =|D,/{a")| y D, ~ (Z{I,y})l ,
(x",y?, yxy~lz)

este morfismo también es inyectivo, y asi, D, /{z") ~ D,.

Ejemplo 2. Supongamos ahora que estamos en la situacién del Ejemplo 5) de
arriba. El mismo argumento que en el Ejemplo 1) muestra que para todo divisor r
de n el subgrupo (a") de H,, es normal y que H, /(a") ~ D,. Ademis las clases a y
bdeaeben H,/(a") forman un conjunto de generadores de H,,/(a") que satisfacen

@ =1, =1yaba b ' =1,
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Observacién 1.12.2 (Descripcién de conjuntos de homomorfismos). Por
definicion, para cada conjunto X y cada grupo G, la aplicacion

0: Hom(L(X),G) — {(az)zex : ax € G para todo x € X},

definida por 0(f) = (f(x))zex, es biyectiva. Por ejemplo si (g) es un grupo ciclico
infinito, entonces

0: Hom({g),G) — G,

es la biyeccion definida por 0(f) = f(g). Por la propiedad universal del cociente de
grupos se obtiene ahora que si R = (r;)icr es una familia de elementos de L(X),
entonces la aplicacion

0: Hom(L(X)/(R),G) — {(az)zex : ax € G para todo v € X},
definida por 0(f) = (f(x))zex €s una inyeccion cuya imagen es
{(az)zex : az € G para todo x € X y s; =1 para todo i € 1},

donde s; denota al elemento de G obtenido reemplazando en r; cada x € X por a,.
Por ejemplo si (g) es un grupo ciclico de orden n, entonces

0: Hom({g),G) — G,

es una inyeccion cuya imagen es {a € G : a™ = 1}. Similarmente tenemos biyec-
ctones

0: Hom(D,,,G) — {(a,b) € G xG: a" =1,b>=1 ybab ta=1}

0: Hom(H,,G) — {(a,b) € G xG: a"b"? =1 ybab 'a = 1}.

Teorema 1.12.3. 5i G es un grupo finito y st a,b € G tienen orden 2, entonces
(a,b) ~ D,,, donde n es el orden de ab.

Demostracion. Escribamos s = ab. Por defincién asa™'s = aaba™'ab = a?b? = 1.
Asi, como (a,b) = (a,s), s6lo hay que probar que |(a,b)| = 2n. Afirmamos que
as’ # 1 para todo i > 0. Supongamos que esto es falso y tomemos el minimo
i>0tal que as® = 1. Como a # 1y as = aab = b # 1 debe ser i > 2. Pero
por definicién bs*~! = aabs’™! = as® = 1, de donde s~ 'b = b(bs""1)b = 1, lo
que a su vez implica que as*™2 = as'2a® = as'2ab’a = as'"'ba = a® = 1,
contradiciendo la minimalidad de i. Se sigue de esto que as’ # s/ para todo
i,7 > 0, de donde (a, b) contiene a la unién disjunta de (s) y a(s) y, en consecuencia,
|{(a,b)| > 2n. Para probar la desigualdad contraria es suficiente ver que (s) U a(s)
es un grupo, lo que se sigue de que s's’ = st as’s? = as't7, aslas? = s7 7ty
stas! = a?stas! =as?~t. [
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1.13.Automorfismos interiores y subgrupos caracteristicos. A cada ele-
mento a de un grupo G se le puede asignar una funciéon ®,: G — G, definida
por ®,(b) = aba~!. Es facil ver ®, es un automorfismo de G'y que la asignacién
G — Aut(G) que manda a en @, es un morfismo de grupos. En efecto, lo primero
se sigue de que

®,(bc) = abca™ = (aba™")(aca™') = By (b)P,(c)
y lo segundo de que
®up(c) = abe(ab) ™ = a(behb™H)a™t = @, (Py(c)).

Notemos que a estd en el nicleo del morfismo G — Aut(G) que acabamos de
definir si y sélo si aba™! = ®,(b) = b para todo b € G. Dado que aba™! = b
equivale a ab = ba es natural decir definir el centro Z(G) de G como este nicleo
y decir que b € G es central si pertenece a Z(G). A la imagen del morfismo
G — Aut(G) la denotamos Int(G) y a sus elementos automorfismos interiores de
G. Decimos que dos elementos a e b de un grupo G son conjugados si existe c € G
tal que b = cac™!, es decir si b = ®.(a). En particular los ordenes de dos elementos
conjugados coinciden. La relacién definida por a ~ b si y sélo si a e b son conjugados
es claramente de equivalencia, de manera que GG queda partido en clases, llamadas
clases de conjugacion. Es evidente que si a y b son elementos arbitrarios de un
grupo G, entonces ab es conjugado de ba, ya que ba = a~'(ab)a. Reciprocamente,
si ay bson conjugados y b = cac™! = c(ac™!), entonces (ac™!)c = a. Practicamente
por definicién un subgrupo H de G es normal si y sélo si &,(H) C H para todo
a € G (en otras palabras si con cada elemento a de G contiene a su clase de
conjugacién). Es facil ver que entonces ®,(H) = H para todo a € G, ya que de
a'Ha = ®,1(H) C H se sigue que H C aHa~! = ®,(H). Decimos que H es
un subgrupo caracteristico de G si ¢(H) C H para todo ¢ € Aut(G). Claramente
©(H) = H para todo ¢ € Aut(G), ya que de ¢~ (H) C H se sigue que H C ¢(H).
Evidentemente todo subgrupo caracteristico es normal. Afirmamos que Z(G) es
un subgrupo caracteristico de G (claramente es normal ya que es el nticleo de un
morfismo). Debemos ver que si a € Z(G) y g € Aut(G), entonces g(a) € Z(G), pero

g(b)a = g(b)g(g~ ' (a)) = g(bg~'(a)) = g(g~ " (a)b) = g(g~"(a))g(b) = ag(b),

para todo b € G. Veamos por ultimo que Int(G) es un subgrupo normal de Aut(G).
En efecto si a € Gy g € Aut(G), entonces go®gog™" = $y(,), ya que

(go®a0g™")(b) = g(Ralg™' (b)) = glag™" (b)a™") = g(a)bg(a) ™" = Py (D),

para todo b € G. Al cociente Out(G) = Aut(G)/ Int(G) se lo llama el grupo de los
automorfismos exteriores de G (notemos que sus elementos no son automorfismos
de G sino clases de automorfismos). Por todo lo que acabamos de probar la sucesién
de morfismos

1 —7Z(G) G Aut(G) —— Out(G) ——1

tiene la peculiaridad de que la imagen de cada uno de sus morfismos es igual al
nicleo del morfismo siguiente. Esto se expresa diciendo que dicha sucesion es ezxacta.
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Ejemplo. A continuacion calculamos el centro de los grupos diedrales y cuaternié-
nicos. Recordemos que D,, es el grupo generado por a,b sujeto a las relaciones

=1, =1ybabta=1yqueD, = {1,a, a1 b,ab,. ”_1b} Es
claro que D2 es conmutativo. Consideremos el caso n > 2. Entonces a® ;é 1y asi
de a(a’b)a™! = a**2b se sigue que a'b ¢ Z( »). Dado que ba’b™! = a=" y que a’

claramente conmuta con a tenemos que a* € Z(D,,) siysélosii =001i=n/2. Asi,
para todo m > 2 vale que Z(Day,—1) = {1} y Z(D2,n) = {1,a™}. Recordemos ahora
que H,, es el grupo generado por a, b, sujeto a las relaciones a”b™2 =1y bab‘la =1
y que H, = {1,a,...,a®" "1, b,ab,...,a* " 1b}. De la igualdad a(a’ 'b)a~t = a'T?b
se sigue que a‘b ¢ Z(H,). Dado que ba 'b~! = a~? y que a’ claramente conmuta
con a tenemos que a' € Z(H, )SlYSO]OSlZ_OOZ—nya81 Z(H,) ={1,a"}.

Ejercicio 11. Muestre que si g: G — G es un endomorfismo de grupos, entonces
no necesariamente g(Z(G)) C Z(G).

Ejercicio 12. Pruebe que si g: G — G’ es un morfismo sobreyectivo de grupos,
entonces g(Z(G)) C Z(G').

Proposicién 1.13.1. Si G no es abeliano, entonces G/ Z(G) no es ciclico.

Demostracion. Si G/ Z(G) fuera ciclico, entonces existirfa a € G \ Z(G) tal que
G = (a) Z(G). Dado que para todo b, b’ € Z(G) y todo a, o/ € Z,

(a®b)(a® V') = a®a® bb' = a® a®b'b = (a® b')(a®b),
esto es absurdo. [

Observacion 1.13.2. Puede ocurrir que H C L C G sea una cadena de subgrupos
con H normal en L y L normal en G, pero que H no sea normal en G. Para un
ejemplo podemos tomar como G al grupo Sy de permutaciones de {1,2,3,4}, como
L a{id,o1,09,03}, donde o1, 02 y o3 son las permutaciones definidas por

0‘1(1):2, O'1<2>:1, 01(3):4, 0'1(4):3,
0'2(1) = 3, 0'2(2) = 4, 0'2(3) = 1, 02(4) = 2,
0'3(1) :4, 0'3(2) :3, 0'3(3):2, 0'3(4)21,

y como H a {id,o1}. Afirmamos que esto no sucede si H es un subgrupo carac-
teristico de L. En efecto, tomemos a € G. Debemos ver que ®,(H) = H. Como
L es normal en G, el automorfismo interior ®, de G define por restriccion un au-
tomorfismo (no necesariamente interior) de L y asi, dado que H es un subgrupo
caracteristico de L, vale que ®,(H) = H. También vale que si H es un subgrupo
caracteristico de L y L un subgrupo caracteristico de G, entonces H es un subgrupo
caracteristico de G. La demostracion es la misma, pero en lugar de un automor-
fismo interior ®, de G hay que considerar un automorfismo arbitrario.

Observacion 1.13.3. Decimos que un subgrupo H de un grupo G es completa-
mente normal si p(H) C H para todo ¢ € End(G). Claramente todo subgrupo
completamente normal de G es caracteristico. Por el Ejercicio 11 el centro de
G, que siempre es caracteristico, no siempre es completamente invariante. Vale lo
siguiente: St H C L C G es una cadena de subgrupos con H completamente normal
en L y L es completamente normal en G, entonces H es completamente normal
en G. La demostracion es la misma que la desarrollada en la observacion anterir,
pero considerando un endomorfismo de G en lugar de ®,.
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Ejercicio 13. Pruebe que si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y |H|
y |G : H| son coprimos, entonces H es un subgrupo completamente normal de G.

Ejercicio 14. Supongamos que H C L son subgrupos de un grupo G' y que H es
caracteristico en G. Pruebe que si L/H es caracteristico en G/H, entonces L es
caracteristico en G.

Ejercicio 15. Supongamos que H C L son subgrupos de un grupo G y que H
es completamente normal en G. Pruebe que si L/H es completamente normal en
G/H, entonces L es completamente normal en G.

Subgrupo conmutador y abelianizado. Dado un grupo G denotamos con
|G, G] al subgrupo de G generado por todos lo conmutadores [a,b] := aba=1b~!
con a,b € G. A [G,G] se lo llama subgrupo conmutador de G. Si f: G — G’ es un
morfismo de grupos, entonces claramente f([a,b]) = [f(a), f(b)], de modo de que
f([G,G]) C [G',G']. En particular tomando G’ = G deducimos que [G,G] es un
subgrupo completamente normal de G. Ademés G/[G, G| es conmutativo ya que
ab = [a,blba. En consecuencia si H es un subgrupo de G que contiene a |G, G|,
entonces H es invariante y G/H es conmutativo. Reciprocamente supongamos que
H es un subgrupo invariante de G'y que G/H es conmutativo. Entonces de ab = ba
(mod H) se sigue que [a,b] = aba='b~! € H y, asf [G,G] C H. Una consecuencia
particular de todo esto es que [G, G| = {1} si y sélo si G es conmutativo (lo que por
otra parte es obvio). Por la propiedad universal del cociente, si f es un morfismo de
G en un grupo conmutativo G’, entonces existe un inico morfismo f’ de G/[G, G]
en G’ tal que el diagrama

G/|G,G]

donde 7 denota al epimorfismo candnico, conmuta. A G/[G,G] se lo llama el
abelianizado de G y a la propiedad mencionada recién propiedad universal del
abelianizado de G. Por el comentario que precede a la Observacién 1.11.9, dado un
morfismo de grupos f: G — G’ existe un tinico morfismo f: [G?G] — [GS/G,] tal que

el diagrama

¢———¢
A
G/|G, Gl ——=G'/[G", ]

donde 7 y 7’ denotan a los epimorfismo candnicos, conmuta. Por tltimo vale que
idg = idg/gq ysi f: G — Gy g: G' — G" son dos morfismos de grupos,

entonces gof =gof.

Ejemplo. A continuacién calculamos el conmutador de los grupos diedrales y cua-
terniénicos. Recordemos que D,, es el grupo generado por a, b sujeto a las relaciones
a® =1, =1ybab~ta =1y que D, = {1,a,...,a" 1, bab,...,a" 'b}. Dado
que [b,a] = bab~ta~! = a2, el subgrupo {(a?) de D, esta incluido en [D,,, D,].
Como, por otra parte (a?) es un subgrupo normal de D, y D,/(a?) ~ D, es
abeliano, tenemos que [D,,, D,,] C (a?) y asf [D,, D,,] = (a?). Recordemos ahora
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que H,, es el grupo generado por a, b sujeto a las relaciones a”b=2 =1y bab~la =1
y que H, = {l,a,...,a®" Y b,ab,...,a*1b}. Como [b,a] = bab~ta™t = a2, el
subgrupo (a?) de H, es normal y H, /{(a?) es abeliano (tiene orden 4), vale que
[H,., H,] = (a?).

El conmutador de un subgrupo con otro. Dados dos subgrupos H y L de
un grupo G definimos [L, H] como el grupo generado por los conmutadores [I, h]
conl € Lyhe H. Notemos [L,H| = {1} siy sélo si todos los elementos de L
conmutan con los de H y que [L, H| = [H, L] ya que [I,h] = [h,]]7!.
Proposicion 1.13.4. Vale lo siguiente:
1) Si f: G — G’ es un morfismo de grupos, entonces f([L,H]) = [f(L), f(H)].
2) Si H y L son subgrupos completamente normales de G, entonces [L, H] tam-
bién lo es.
3) Si H y L son subgrupos caracteristicos de G, entonces [L, H| también lo es.

4) Si H y L son subgrupos normales de G, entonces [L, H] también lo es.

Demostracion. Elitem 1) es trivial. Veamos el item 2). Tomemos un endomorfismo
f de G. Como H y L son subgrupos completamente normales de G, sabemos que
f(H)CHYy f(L)C Ly asi, f([L,H]) = [f(L), f(H)] C [L, H|. La demostracién
de los items 3) y 4) es similar, pero tomando como f un automorfismo y un auto-
morfismo interior de G, respectivamente. [

Observacion 1.13.5. Si H y L son subgrupos de un grupo G y K es un subgrupo
normal de G, entonces [L, H] C K si y solo si las imagenes de los elementos de H
en G/K conmutan con las de los elementos de L. En particular [G,H] C K si y
solo si HK/K C 7Z(G/K). Denotemos con H, L y [L, H| a los minimos subgrupos
normales de G que contienen a H, L y [L, H| respectivamente. El minimo K tal
que [L,H] C K es obviamente [L,H|. Dado que [L,H] C [L,H| y que, por el
item 4) de la Proposicién 1.13.4, [L, H] es un subgrupo normal de G, es claro que
[L,H] C [L,H).

Supongamos que H y L son subgrupos normales de un grupo G. Si f: G — G’ es
un morfismo de grupos y los elementos de f(H) conmutan con los de f(L), entonces
existe un unico morfismo f': G/[L, H] — G’ tal que el diagrama

G/[L, H]

donde 7 denota al epimorfismo candénico, conmuta. Supongamos ahora que H y
L son subgrupos normales de un grupo G y que H' y L’ son subgrupos normales
de un grupo G’. Por el comentario que precede a la Observacién 1.11.9, dado un
morfismo de grupos f: G — G’ tal que f(H) C H' y f(L) C L', existe un tnico

morfismo f: [ L?H] = L,Ciq,] tal que el diagrama

G G’

]

G/[L7H] - G//[L/’H/]
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donde 7 y 7’ denotan a los epimorfismo candnicos, conmuta. Por tltimo vale que
idg = idg [z, y que si f es como arriba y g: G — G" es un morfismo de grupos
que satisface g(H') C H" y g(L') C L"”, donde H” y L"” son subgrupos normales
de G”, entonces go f =go f.

Ejercicio 16. Demuestre que el conmutador [ , |: G x G — G satisface las si-
guientes propiedades.

1) [a,bc] = [a, b]bla,c]b™! y [ab, c] = a[b, cJa™|a, ].
2) [eac™t,[b,c]][bcb™ Y, [a, b])[aba™?, [c,a]] = 1 (identidad de Hall).
3) bla, [b~1, c]]b~telb, [c7t, alleale, [a7 L, b)]la™t = 1 (identidad de Jacobi).

Subgrupos conjugados. Similarmente al caso de elementos decimos que dos sub-
grupos H y L de un grupo G son conjugados si existe a € G tal que L = aHa"!. Es
claro que los ordenes de dos subgrupos conjugados coinciden. Veamos que también
los indices lo hacen. Fijemos a € GG y consideremos el automorfismo ®,: G — G
definido por ®,(b) = aba~!. Por la Obsevacién 1.11.7, |G : ®,(H)| = |G : H| y
asf, para terminar la demostracién basta observar que ®,(H) = aHa™!. Adem4s
la relacién, definida entre los subgrupos de G, por H ~ L si y s6lo si H y L son
conjugados, es claramente de equivalencia. En consecuencia, el conjunto formado
por los subgrupos de GG queda partido en clases, llamadas clases de conjugacion.
Es evidente que un subgrupo de G es invariante si y sélo si su clase de conjugaciéon
lo tiene a él como unico elemento. Notemos ahora que si H es un subgrupo de G,
entonces N = (), ald a~! es el maximo subgrupo normal de G que est4 incluido
en H. En efecto, N es normal ya que

bNb~' C () baHa 'b"' = () aHa ' = N,
aceG acG

y la maximalidad de N se sigue de que si L C H es un subgrupo normal de G,
entonces L = aLa™' C aHa ™! para todo a € G y asi, L C N. Notemos por tltimo
que si {a;};er es un conjunto de representantes de las coclases a izquierda de H
en G (es decir que para cada a € G la inteseccion {a;}icr NaH tiene exactamente
un elemento), entonces N = (.., a;Ha; ', ya que (a;h)H(a;h)™ = a;Ha; ', para
todoi €l ytodoh € H.

i€l

Observacion 1.13.6. Supongamos H es un subgrupo de G de indice finito n.
Denotemos con ay,...,a, a representantes de las coclases a izquierda de H en G
y con N a (N, aiHai_l. Por la Observacion 1.6.10,

|G/N| < H |G/a;Ha; | = n™
i=1
Esta desigualdad serda mejorada mds adelante.

El normalizador y centralizador. El normalizador y centralizador de un sub-
conjunto H de un grupo G son los subconjuntos Ng(H) y Co(H) de G, definidos
por

Neg(H)={a€G:aHa ' =H} 'y

Cq(H)={a€G:aha ' =h paratodohec H}
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Es inmediato que Cg(H) C Ng(H) son subgrupos de G. Ademés si a € Ng(H) y
b e Cq(H), entonces

aba " h(aba )"t = ab(a”ha)b et = a(a" ha)a! = h,

para todo h € H, de manera de que Ci(H) es un subgrupo normal de Ng(H). Por
ultimo es claro de la definicion que

1) Ca(H) = hen Calh),
2) H C Cg(H) si y solo si los elementos de H conmutan entre si y, en ese

caso, Cg(H) es el méximo subgrupo de G en el que los elementos de H son
centrales,

3) Si H es un subgrupo de G, entonces Ng(H) es maximo subgrupo de G en el
que H es normal.

Decimos que un subgrupo L de G normaliza a otro subgrupo H si L C Ng(H).
Similarmente decimos que L centraliza a H si L C Cg(H). Es facil ver que L
normaliza a H siy sélo si [L, H] C H y que centraliza a H siy sélo si [L, H] = {1}.
Supongamos que L normaliza a H. Dado que entonces H,L C Ng(H) y que H es
normal en Ng(H) tenemos que HL es un subgrupo de Ng(H) y, por lo tanto de
G. Ademés H es normal en Ng(H) y asi, H/(HNL)~ HL/H.

Observacion 1.13.7. St H y L son subgrupos de un grupo G y L normaliza a H,
entonces como vimos recién [L, H] C H vy, en consecuencia de [L, H{NH = {1}, se
sigue que [L, H] = {1} o, en otras palabras que los elementos de L conmutan con
los de H. En particular si H es un subgrupo normal de G y [G,H| N H = {1} (lo
que ocurre por ejemplo si [G,G)N H = {1}), entonces H C Z(G).

Ejercicio 17. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G y que L estd
incluido en Ng(H). Pruebe que si K es un subgrupo normal de L, entonces HK
es un subgrupo normal de HL.

1.14.Producto directo de grupos. Si H y L son grupos, entonces sobre el
producto cartesiano H x L queda definida una estructura de grupo poniendo

(h, 1) (K, 1) = (hK, 1)

Es claro que (1,1) es el neutro de H x Ly que (h,0)"t = (h=1171). A H x L se
lo llama el producto directo de H y L. Es facil ver que las aplicaciones candnicas

tg: HxL—H, np:HXL—L g:H—-HXL y (,:L—HXL,
definidas por
T (h,l) =h, wp(hl) =1, wg(h)=(h,1) vy ()= (1,1)
son morfismos de grupos que satisfacen
h=rp(uh), l=nr(()) v (h1)=cu(mu(h,)e(rr(h,1))
paratodo h € H yl € L, y ademas

Ker(mp) = {1} x L =Im(cy,) y Ker(rp) = H x {1} = Im(cq).
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En particular la sucesién

LH T,

1 H H x L L 1

es exacta (es decir que gy es inyectiva, 7y, es sobreyectiva y Ker(ny) = Im(tg)) y
Ly Yy T son una seccién y una retraccion, respectivamente. El producto H x L,
junto con los morfismos 7y y 7, tiene la siguiente propiedad (que se denomina
propiedad universal del producto directo):

Si f: G — Hy g: G — L son morfismos de grupos, entonces existe un tnico
morfismo de grupos (f,g): G — H x L tal que el diagrama

G

2T

H<""HxL X~

conmuta. Es decir que mgo(f,g) = fy mro(f,g9) =g.

En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea (f,g)(a) = (f(a),g(a)) y es claro
que con esta definicién (f, g) es un morfismo de grupos que satisface las igualdades
mencionadas arriba. Es también claro que Ker(f, g) = Ker(f) N Ker(g).

Notemos que la propiedad universal del producto directo dice simplemente que
para todo grupo G, la aplicacién

U: Hom(G, H x L) — Hom(G, H) x Hom(G, L),

definida por ¥(p) = (rgop,mrop), es biyectiva. Es facil ver que si H y L son
conmutativos, entonces ¥ también es un isomorfismo de grupos.

Observacion 1.14.1. El orden de un elemento (h,l) de Hx L es igual al minimo de
los maltiplos comunes de los drdenes de h y 1. En efecto, dado que (h,1)"™ = (h"™,1"),
vale que (h,1) =1 siy solo si k" =1 y I = 1.

Observacion 1.14.2. Supongamos que H y L son subgrupos normales de un grupo
G y denotemos cong: G — G/H y7r: G — G/L alas sobreyecciones candnicas.
Por lo que acabamos de ver (rg,7r): G — % X % es un morfismo con nicleo igual
a HN L. Afirmamos que este morfismo es sobreyectivo si y sélo si HL = G.
Supongamos primero que se cumple esta condicioin y tomemos (@,b) € % X %,
donde @ denota a la clase de a € G en G/H y b ala deb € G en G/L. Por
hipdtesis existen h,h' € H y 1,I' € L tales que a = hl y b= h'l' y asi,

(ra (1), 7 (1)) = (7 (1), 7L (1) = (wu (b)), 7L (K1) = (@,b),

de modo de que la imagen de (g, ) es % X % Supongamos ahora que (7, 7))

es sobreyectivo. Entonces dado a € G existe | € G tal que (mg(l),7.(l)) =
(mg,m0)(l) = (a,1), donde a denota a la clase de a € G en G/H. Pero entonces
(1) =1y mg(l) = my(a) lo que significa que | € L y que existe h € H tal que
a = hl.
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Observacién 1.14.3. Si f: H — H' y g: L — L' son morfismos de grupos,
entonces por la propiedad universal del producto directo queda definido un unico
morfismo de grupos f x g: H x L — H' x L' tal que g o(f X g) = fomy y
wpo(fxg) = gory,. Estas igualdades se expresan también diciendo que los cuadrados

Hx L% g w1 HxL- % g« 1
l/ﬂ'H lﬂH/ Yy lﬂL lﬂy
f g
Jit ik L—2

conmutan. Es claro que (f x g)(h,l) = (f(h),g(l)).
Observacion 1.14.4. Vale lo siguiente:
1) idg x idy, = idgr.
2)Sif:H—H yf:H —H'" g L—L yg:L — L" son morfismos de
grupos, entonces (f' x g")o(f x g) = (f'of) x (g’ og).
3) Sift H— H' yg: L — L yson morfismos de grupos, entonces
Im(f x g) =Im(f) xIm(g) y Ker(f x g)=Ker(f) x Ker(g).

Demostracion. Calculo directo. [

Equivalencia de sucesiones exactas cortas. Una sucesién exacta corta de gru-
pos es una sucesién exacta de la forma

% ™

1 H G L 1

Decimos que la sucesion exacta corta de arriba y la sucesién exacta corta

-/ /
1 s

1 H G’ L 1

son equivalentes si existe un morfismo ¢: G — G’ tal que el diagrama

1 it G L 1
lldH l‘P lldL
1 H—Vso "o 1

conmuta (es decir tal que woi = i’ y m’op = 7). Afirmamos que entonces ¢ es
un isomorfismo. Veamos primero que es inyectiva. Supongamos que ¢(a) = 1.
Entonces m(a) = 7’'(¢(a)) = 1y, por la exactitud de la primera fila, existe h € H
tal que a = i(h). Pero entonces 1 = p(a) = ¢(i(h)) =i'(h) y, como i’ es inyectiva,
h = 1. En consecuencia a = i(h) = i(1) = 1. Veamos ahora que ¢ es sobreyectiva.
Tomemos b € G’. Como 7 es sobreyectiva existe a € G tal que w(a) = 7'(b). Por
lo tanto 7' (p(a)~b) = w(a)~tn'(b) = 1 y asi, por la exactitud de la segunda fila,
existe h € H tal que ¢(a)™'b = i'(h), de donde b = ¢(a)i’(h) = p(a)p(i(h)) =
p(ai(h)). Es facil ver ahora que la relacién definida entre sucesiones exactas cortas
con extremos H y L, diciendo que son equivalentes si lo son en el sentido mencionado
arriba, es verdaderamente de equivalencia. Notemos que si dos sucesiones como las
mencionadas arriba son equivalentes, entonces 7 es una seccion si y sélo si i’ lo es y,
similarmente, 7 es una retraccion siy sélo si 7’ lo es. A continuacién caracterizamos
las sucesiones exactas cortas tales que el primer morfismo no necesaramente trivial
es una seccion.
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Proposicion 1.14.5. Si

i iy

1 H G L 1

es una sucesion exacta y si existe r: G — H tal que rot = idy, entonces hay un
isomorfismo ¢: G — H X L tal que el diagrama

us

1 H G L 1
lid,, l lm
1 H-—2sHx L5~ 1

conmuta. En consecuencia m es una retraccion.

Demostracion. Tomemos ¢ = (r, 7). Por definicién

p(i(h)) = (r(i(h)),m(i(h))) = ca(h) v mL(p(a)) =7L(r(a), (a)) = 7(a),
de modo de que el diagrama mencionado arriba conmuta. [J

Hay otra propiedad universal relacionada con H x L. Notemos que las apli-
caciones canénicas ty: H — H X L'y v L — H x L satisfacen vy (h)ip(l) =
tr.(D)er (h) para todo h € H y I € L. El producto H x L, junto con los morfismos
Lg v L1, tiene la siguiente propiedad:

Si f: H— Gyg:L — G son morfismos de grupos que satisfacen f(h)g(l) =
g(l)f(h) para todo h € H y | € L, entonces existe un tnico morfismo de grupos
fg: H x L — G tal que el diagrama

G
/Tf\
H-"s HxL<*"1p

conmuta. Es decir que (fg)otyg = fy (fg)orr = g.
En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea

(fg)(h,1) = (fg)((h, 1)(1,1)) = (fg) (e (R))(fg)(eL (1)) = f(R)g(l).
Veamos que la aplicacion fg, definida de esta manera, es un morfismo de grupos:
(fg)((h, D)(R', 1) = (fg)(hh, 1)
= f(hR")g(Il')
= f(h)f(h)g(D)g(l')
= f(h)g()f(h)g(l')
= (f9)(h, ) (fg) (', 1').
Es claro que fg satisface las igualdades mencionadas arriba y es claro también que

Im(fg) = Tm(f) Im(g).

Notemos que la propiedad mencionada arriba dice simplemente que para todo
grupo G, la aplicacién

V: Hom(H x L,G) — Hom(H,G) x Hom(L, G),
definida por ¥ (y) = (poty, porr), es una inyeccién cuya imagen es
{(f,9) € Hom(H,G) x Hom(L,G) : f(h)g(l) = g(1)f(h) para todo h € H y l € L}.

En particular, si G es conmutativo, entonces W es una bijeccion. Es facil ver que
en este caso ¥ también es un isomorfismo de grupos.
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Observacion 1.14.6. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G y que
los elementos de H conmutan con los de L (es decir que hl = lh para todo h € H
yl € L). Por la propiedad universal que acabamos de ver existe un morfismo
v: Hx L — G que estd definido por p(h,l) = hl. Es claro que Im(p) = HL y que
Ker(p) = {(a,a™'):a € HNL} ~ HN L. En particular ¢ es un isomorfismo si y
sélo si HL =G y HN L = {1}.

Teorema 1.14.7. Si H y L son subgrupos normales de un grupo G son equiva-

lentes:
1) HNL = {1},
2) La aplicacion ¢: H x L — G, definida por ¢(h,l) = hl es un morfismo inyec-
tivo.

3) Cada elemento de HL se escribe de manera unica como un producto hl con
he Hylel.

4) El1 (que claramente estd en HL) satisface la propiedad mencionada en el
item 3).

Demostracién. Veamos que 1) implica 2). Tomemos h € H y | € L. Dado que H y
L son normales, h(lh=11~1) = (hlh=1)I=t € HNLy asi, por hipétesis, hlh =11 =1,
lo que implica que hl = Lh. Por la Observacién 1.14.6, la aplicacion ¢: H x L — G,
definida por ¢(h,l) = hl es un morfismo inyectivo. Es claro que 2) implica 3) y 3)
implica 4). Veamos ahora que 4) implica 1). Tomemos a € H N L. Dado que el 1
de G se escribe como 1 =1yl yl=aatesa=1. 0O

Ejemplo. Supongamos que (a) es ciclico de orden n = aff con a y [ coprimos.
Afirmamos que (a®) N (a®) = {1}. En efecto, si a®" = a”*, entonces ar = fs
(mod n) y asi, como « y ( coprimos, 3 divide a r, lo que implica que a®” = 1. Por
lo tanto la aplicacién
¥ {a®) x (a”) — (a),

definida por ¥ (a®",a”*) = a*"a”* = a®"*P* es un morfismo inyectivo y asi, por
cuestiones de cardinabilidad, también sobreyectivo. Notemos que esto implica que
la funcién ¢: N — N de Euler, satisface ¢(n) = ¢(a)¢(5). En efecto esto se
sigue de que ¢(n), ¢(a) y #(3) son la cantidad de generadores de (a), (a®) y (a®),
respectivamente, y de que

P(a®", a’®) genera (a) < (a®",a’®) genera (a®) x (a”)
& (a®",aP*) tiene orden n
& a®" tiene orden 3y a”* tiene orden a

& a®" genera (a®) y a”® genera (a”).
Ejercicio 18. Pruebe que si N es un subgrupo normal de H X L y
NO(Hx{1}) = Nn({1} x L) = {(1, 1)},

entonces N C Z(H x L).

Ejercicio 19. Supongamos que H y L son dos subgrupos mormales distintos de
un grupo G. Pruebe que si H es simple y tiene indice 2 en G y L no es trivial,
entonces |L| =2 y G = H x L.
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Observacion 1.14.8. Combinando la Observacion 1.14.2 y el Teorema 1.14.7 ob-
tenemos que si H y L son subgrupos normales de un grupo G, entonces HNL = {1}
y HL = G st y sélo si las aplicaciones

p: HxL—-G y ¢:G— =X

Tl Q
~Q

definidas por ¢(h,l) = hl y (a) = (wg(a),7r(a)), donde mg: G — G/H y
7w G — G/L denotan a las sobreyecciones candnicas, son isomorfismos. Es facil
ver que la composicion de estos isomorfismos identifica a H x {1} con {1} x % Y a

{1} x L con & x {1}.

~—

Observacion 1.14.9. Supongamos que K, H y L son tres grupos. Es claro que
las aplicaciones ov: (K x H) X L — K x (H x L) y 8: L x H — H x L, definidas
por a((k,h),l) = (k, (h,1)) y B(l,h) = (h,l), son isomorfismos naturales de grupos.
Esto altimo por definicion significa que si ¢: K — K', o: H — H y: L — L'
son morfismos de grupos, entonces los diagramas

(K x H)x L —"-K x (H x L) ILxH-—" sl
l(¢><<p)xw lW(wa) Y lwao lcpxw
(K' x H) x L' =~ K' x (H' x L') H x K —2= K' x H'
conmutan.
Teorema 1.14.10. Si Hy,..., H, son subgrupos normales de un grupo G son
equivalentes:

1) HiN(Hy---H;—1) = {1} para todo 1 < i <mn,

2) La aplicacion ¢: Hy X --- x H, — G, definida por ¢(hy,...,h,) = hy---hy
es un morfismo inyectivo de grupos.

3) Cada elemento de Hy --- H,, se escribe de manera tinica como un producto
hi---hy,, con h; € H; para 1 <1 <n.

4) El1 (que claramente estd en Hy --- Hy, ) satisface la propiedad mencionada en
el item 3).

Demostracién. Veamos que 1) implica 2). Vamos a demostrar esto por induccién
en n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos que n > 1 y que el resultado vale
para n — 1, de manera que la aplicacién ¢': Hy x --- x H,_1 — G, definida por
¢'(hiy... hp—1) = hy---hy,_1, es un morfismo inyectivo. Dado que por el Teo-
rema 1.14.7, también lo es la aplicacién ¢’ (Hy --- H,_1) X H, — G, definida por
¢"(h,hy,) = hh,, el resultado se sigue entonces de que ¢ = ¢ o(¢' x idy,). Es
claro que 2) implica 3) y 3) implica 4). Vemos ahora que 4) implica 1). Tomemos
hi € H;N(Hy---H;_1) y escribamos h; = hy---h;—1 con h; € H; para todo
1 <j <. Dado que el 1 de G se escribe como 1 =1p, -1y, y1 = hl---hi_lhi_l,
sabemos por hipétesis que h; = 1. [

Corolario 1.14.11. Si Hy, ..., H, son subgrupos normales y finitos de un grupo
G y |H;| es coprimo con |H;| para todo i # j, entonces la aplicacion

¢: Hy x---x H, — G,
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definida por ¢(hy,...,hy) = hy---hy, es un morfismo inyectivo de grupos. Ademds
¢ es un isomorfismo si y sélo si |G| = |Hy|---|H,]|.

Demostracién. Por la Proposicién 1.6.8, |Hy -+ - H;_1| divide a |Hy|---|H;—1| y, en
consecuencia, es coprimo con |H;|. Por lo tanto H;N(Hy --- H;—1) = {1} para todo
1 <7 < nyasi, por el Teorema 1.14.10, ¢ es un morfismo inyectivo. Es claro ahora
que ¢ es un isomorfismo si y sélo si |G| = |Hy|---|Hyp|. O

Observacion 1.14.12. Para toda familia G1,...,G, de grupos vale lo siguiente:
1) Z(Gy x - - x Gp) = ZL(Gy) x - X L(Gy,).
2) [G1 X+ X Gp,Gy X -+ X Gy] =[G1,G1] X -+ X [Gp, Gp].
3) Si H;, L; son subgrupos de G; para 1 <1i < n, entonces

[Hy X -+ X Hp, Ly X -+ X L,| = [Hy, L1] X -+ X [Hp, Ly]-
4) Si H; es un subconjunto de G; para 1 < i < n, entonces

Cayx..xq, (Hy X -+ x H,)=Cgqg,(Hy) X -+ x Cg, (Hy,)

NG1><~~-><Gn(H1 X+ X Hn) = NGl(Hl) X+ X NGn(Hn)

Observacion 1.14.13. Supongamos que H; es un subgrupo normal de G; para
todo 1 < i < n. Entonces las proyecciones canonicas m;: G; — G;/H; inducen un
morfismo

X o X MGy X - X G — X e X —,
1 Tin, 1 n_>H1 Hn
cuyo nicleo es Hy x --- x Hy, y ast,
G1><~--><G,LNG1>< XGn
Hy x---xH, H H,

Observacion 1.14.14. Supongamos que Hy,...,H,. y L1,...,Ls son dos familias
de grupos y denotemos con Mor((H;)1<i<r, (Lj)1<j<s) al conjunto formado por las
familias de morfismos (fj;: H; — Lj)1<i<r que satisfacen

1555

(*) fii(a) fyi(a") = fir(a’) fi(a),
para todo 1 <i<i <r,1<j<s,a€ H; ya € Hy. Consideremos la aplicacion
0: Mor((Hi)1§i§r7 (Lj)lgjgs) — HOHl(Hl X oo X Hr,Ll X X LS),

definida por
Juu o fir

fsl fsr
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Por definicion esta matriz actia sobre un elemento (as,...,a,) € Hy X -+ x H,,
e

fir o fir ap fii(ar) ... fir(ar)
fsl ... fsr (079 fsl(al) e fsr(ar).

Notemos que en cada fila de la matriz columna del lado derecho de la igualdad, los
signos suma que aparecen usualmente en el producto de las matrices de la 1zquierda,
han sido reemplazadas por signos producto. Esto se debe a que la operacion en cada
uno de los L; es denotada multiplicativamente. De las dos propiedades universales
que hemos visto en esta seccion se sigue que 6 es una aplicacion biyectiva. Mds aun
es facil ver que 071(f) = (WjOfOLi)}ézér, donde

SJ75s

LiiHi—>H1><'~'><HT Yy 7TjIL1X"'XLS—>Lj

son los morfismos candnicos. Notemos que si los L;’s son abelianos entonces la
condicion (x) es vacia y el producto de morfismos obtenido en la Proposicion 1.10.1
se corresponde con la operacion de matrices definida por

fi fi fufi firfi
Juu o fir 1 - Jir i - Jirfir

fsl fsr ;1 ;7" fsl ;1 fSTfsl'r’

Si ademds usamos la notacion aditiva para la operacion de cada uno de los Ly,
entonces las formulas (xx) y (x % %) toman un aspecto mds habitual. Supongamos

ahora que Ny, ..., Ny es otra famila de grupos y que
gii .- Gis
g1 --- Ots

es un morfismo de Ly X -+ x Lg en N1 X ---x Ny. Usando que gj,(fri(a;)) conmuta
con g (frir(al)) si k' #k oi' # i, se puede ver que

7

gii ... Yis fir o fir hivn ... hay

(****) o =

g1 . Jts fsl SN fsr hﬂ . htr

donde hj; = (gj10f1i)(gj20f2i) - - - (gjofsi) paral <i <ryl < j <t. Notemos ahora
que si los N;’s son abelianos y usamos la notacién aditiva para la operacion de cada
uno de ellos, entonces la formula (x*x*x) toma también un aspecto mds habitual. En
particular se sigue de todo lo que estuvimos viendo que si G es un grupo conmutatico
y su operacion estd denotada aditivamente, entonces End(G™) ~ M, (End(G)) y
este isomorfismo respeta tanto la suma como la composicion.
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1.15.Producto semidirecto. A continuacién generalizamos el producto directo.
Recordemos que si H es un grupo, entonces el conjunto Aut(H) de los automorfis-

mos de H es un grupo con el producto dado por la composicién. Asi si L es otro
grupo podemos considerar los morfismos de grupos

¢: L — Aut(H).

Fijemos uno de estos morfismos y escribamos [-4h en lugar de ¢(l)(h) o incluso [-h
si ¢ esta claro. Que ¢(l) sea un morfismo de grupos significa que

[-(hh)y = (I-h)(I-h) y 1-1=1 para todol € Ly h,h/ € H,
y que ¢ sea un morfismo de grupos que
(1'y-h=1-(I""h) y 1-h=h  paratodol,l'c LyheH.

Notemos que las condiciones /-1 = 1 y 1-h = h son redundantes. El producto
cartesiano H x L, con la operacién

(B, )W, 1') = (h(1-h),11')
es un grupo con neutro (1,1) e inverso dado por (h,1)™t = (I71-A71171). A este

grupo lo llamaremos producto semidirecto de H y L asociado a ¢ y lo denotaremos
H x4 L. Veamos primero que H X4 L es asociativo. En efecto

(R, DR U)) (R 1) = (h(L-R), 1) (R 1) = (R(L-R)) (W) -R"), 11")

(hJ)((h’,l’)(h”,l”)) = (h, ) (W' (I"-h"),I'l") = (h(l-(h’(l’-h”)),ll’l”),
que coinciden ya que
I-('(U'-h")y = (I-R)Y(I-(-0")) = (I-h")((11")-n").
Por la Proposicién 1.3.2, para terminar la demostracion es suficiente ver que (1,1)
es neutro a izquierda de H x4 L y que (I7%h~1,171) es inverso a izquierda de (h, 1),

pero

(1, 1)K, 1) = (1(1-K), 1) = (W, 1)

@R R = (CHRTHE RN = (T (R R), L) = (1, 1).

Proposicion 1.15.1. Vale que:

1) Hay una sucesion exacta de morfismos de grupos

1 H—'>Hx4L—">, 1,
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que estd definida por i(h) = (h,1) y w(h,l) = 1. Ademds 7 es una retraccion
con inversa a derecha s: L — H x4 L definida por s(l) = (1,1).

2) H x {1} es un subgrupo normal de H x4 L,
3) {1} x L es un subgrupo de H x4 L,
4) (HxA{1})n ({1} x L) = {1} y (H x {1})({1} x L) = H x4 L,

Demostracion. Es inmediato que 7 y s son morfismos de grupos, que wos =idy y
que Ker(m) = Im(7). Como

(h,1)(K,1) = (h(1-K),1) = (A, 1)

también i es un morfismo de grupos. Los items 2) y 3) se siguen ahora de que
H x {1} = Ker(m) y {1} x L = Im(s). Veamos que vale el item 4). Es claro que
(Hx{1})Nn({1} x L) = {1} y que (H x {1})({1} x L) = H x4 L se lo deduce de
que (b, 1)(1,1) = (h(1-1),0) = (h,1). O

A continuacién vamos a caracterizar la sucesiones exactas cortas

% ™

1 H G L 1

en las que 7 es una retraccién. Supongamos por lo tanto que este es el caso y
fijemos un morfismo s: L — G tal que mos = idy. Llamemos ¢: L — Aut(H) a la
aplicacién definida por i(¢(1)(h)) = s(1)i(h)s(l)~! (notemos que w(s(l)i(h)s(l)7!) =
7(s())m(i(h))m(s(1))~t = 11171 = 1 y que por lo tanto s(I)i(h)s(l)~! € Im(i)). Es
claro que ¢(l) es un morfismo ya que

v que ¢(1) es biyectiva con inversa ¢(I71) ya que

i(¢( ) (e()(R))) = s(I71)i(@()(h)s(1) = s(I™)s(1)i(h)s(1™1)s(1) = i(h).

Ademds ¢: L — Aut(H) es un morfismo de grupos, pues

i(@(U")(h)) = s()i(h)s(U)~*
= s(D)s(l)i(h)s(l) " s(1) 7"
= s(Di(o(")(h)s(1) ™
= i(o(1)(e(l')(h)))

Proposicién 1.15.2. La aplicacion ¢: H x4 L — G, definida por

p(h,1) = i(h)s(l)
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es un morfismo de grupos que hace conmutativo al diagrama

LH L

1 H H x4 L L 1
lidH l(ﬂ lidL
1 H——>0—"—>1 1

En particular ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Es claro que

plim(h) = @(h,1) =i(h) y m(ph, 1)) =n(i(h)s(l)) = n(i(h))m(s(1)) = 1,

de modo de que el diagrama conmuta. Resta ver que ¢ es un morfismo de grupos,
pero

p((h, (R, 1) = @(h(1-h"), 1

como queriamos ver. []

De acuerdo con la Proposicién 1.15.1 podemos (y es usual) identificar a h € H
yal € Lcon (h,1) € Hxg Ly (1,l) € H x4 L, respectivamente. Con esta
identificacién tenemos que (h,l) = hl y hih'l' = h(l-h')Il’. Por supuesto que es
importante distinguir bien a los elementos de H de los de L, usando letras diferentes
para ellos.

Ejemplo 1. Supongamos G tiene un subgrupo normal H y un subgrupo L tales
que HNL = {1} y HL = G. Entonces G/H = HL/H ~ L/(HNL) = L. De
manera de que hay una sucecién exacta corta

1 H G—=1L 1,

donde la primera flecha es la inclusién canénica y m: G — L esta definida por
mw(hl) = [ para todo h € H y | € L. Es claro que la inclusién canénica de L en G
es una seccion de 7. Asi, por lo que hemos probado, la aplicacién ¢: H x4 L — G,
dada por ¢(h,1) = hl, donde ¢: L — Aut(H) estd definido por ¢(I)(h) = Ihl™, es

un isomorfismo de grupos que hace conmutativo al diagrama

L

1 H H xy L L 1
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Ejemplo 2. Para cada n denotemos con C,, al grupo ciclico de orden n. Conside-
remos el morfismo

¢: Cy — Aut(C),),

definido por ¢(1)(b) = by ¢(a)(b) = b~!, donde a denota al generador de Cy. Es
facil ver que C,, x4 Cz es isomorfo al grupo diedral D,,. Una construccién andloga
puede hacerse reemplazando C,, por un grupo abeliano arbitrario.

Ejemplo 3. Denotemos con H = {(a) y L = (b) a dos grupos ciclicos de ordenes
n y m respectivamente. Por la Observacién 1.12.2, para cada r existe un morfismo
¢p: H — H, tal que ¢,(a) = a”. Afirmamos que Ker(¢,.) = (a™/("™), donde (r : n)
denota al méximo de los divisores comunes (r : n) de r y n. En efecto esto se sigue
claramente de que a*” = ¢,.(a’) es 1 si y sélo si n divide a ir. En particular ¢, es
un automorfismo si y sélo si r es coprimo con n. Notemos que ¢]*(a) = a””, de
manera de que ¢ = id si y s6lo si " =1 (mod n), y que ademads esto implica que
r y n son coprimos. Asi, nuevamente por la Observacion 1.12.2 hay un morfismo

¢: L — Aut(H)

tal que ¢(b) = ¢, si y s6lo si r™ = 1 (mod n). Ahora podemos considerar el
producto semidirecto H x4 L. Claramente H X 4 L esta generado por a y b y ademas
a™=1,b" =1y ba = a"b. Notemos finalmente que todo esto se puede generalizar
facilmente al caso caso en que H es un grupo abeliano finito de exponente n.

Ejemplo 4. Fijemos m € N. Afirmamos el grupo cuaterniénico Hom de orden
2M+2 110 es producto semidirecto de subgrupos no triviales. En efecto, para pro-
bar esto bastara ver que que la interseccion de dos subgrupos no triviales de Hom
no se reduce nunca a {1}, lo cual se sigue inmediatamente de que, por teorema
de Lagrange y la Observacion 1.6.4, todo subgrupo no trivial de Hom tiene algtun
elemento de orden 2 y de que, como vimos en el Ejemplo 4 de la subseccién 1.6,
Hym tiene un tnico elemento de orden 2. Acabamos de ver méas precisamente que
la interseccion de todos los subgrupos no triviales de Hom tiene orden 2. Note-
mos ademas que, por el ejemplo que precede al Ejercicio 11, el tinico subgrupo de
orden 2 de Hom es Z(Ham) y que, por lo tanto, es invariante. Por tltimo de la
Proposicién 1.6.14 se sigue que los otros subgrupos de Hy también son invariantes
y asi todos los subgrupos de Hy lo son. Los grupos, que como H, satisfacen esta
propiedad se denominan Hamiltonianos.

Observacién 1.15.3. Supongamos que ¢1: L1 — Aut(H) y ¢o: Ly — Aut(H)
son dos morfismos de grupos. St o: L1 — Lo es un isomorfismo de grupos que
satisface ¢o 00 = @1, entonces la aplicacion 7: H x4, L1 — H x4, Lo, definida por
7(h,1) = (h,o(l)), también es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Es claro que basta ver que 7 es un morfismo de grupos. En efecto

7((h, D)(, 1) = 7(h1 (W), ') = (hr (D)(R), o (1))

7(h, )7 (W', ') = (h, o (1)) (W', 0 (I')) = (h2(a(D))(K), o (1) (I')),

que coinciden claramente. [J
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Observacion 1.15.4. Supongamos que tenemos una equivalencia de extensiones

TL

1 H Hxgy L L 1
lidH lip lidL
1 H—2>HxyL-"2>p 1

Por la conmutatividad del seqgundo cuadrado,

WL(SO(L l)) = 7TL(17Z) =1

y asi existe f: L — H tal que p(1,1) = (f(1),1). En consecuencia, dado que por la
conmutatividad del primer cuadrado,

(,O(h, 1) - QP(LH(h)) - LH(h) = (ha 1)7

tenemos que

Sp(hv l) = 90(<h7 1)(17 l)) = @(hv 1)90(17 l) = (hv 1>(f(l)7 l) - (hf(l)7 l)

e((h,1)(W', 1) = p(h(l-sh"), 1) = (R(L-sB) F(U"), 1)

o(h, (W', 1) = (hf (O, (R (1), 1) = (B0 (W), 1),
Por lo tanto el hecho de que ¢ es un morfismo de grupos se traduce en que
(b)) fQU) = fI) (I (B £(1)))-

Tomando h' =1 y 1’ = 1, obtenemos respectivamente que

(2) FA)=fOCf@) vy O = D4R,
Notemos que lo primero implica que f(1) = 1, ya que tomando l =1" = 1 obtenemos

f(1) =) f(1) = f(1)f(1), y que la igualdad f(1) =1 la hemos usado para
obtener la sequnda condicion. Reciprocamente si (2) vale, entonces

Lph) FU) = (L W) F(D) Ly f(1) = FOTp ALy f(1) = FO Ly (R F())).
Notemos por dltimo que la sequnda de las condiciones (2) se puede expresar como
o) () = FOLOR) ),

lo que dice que ¢(l) = ®yyov(l), donde Py es el automorfismo interior de H
asociado a f(1).
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2.(GRUPO DE PERMUTACIONES

En esta seccién vamos a estudiar el grupo de permutaciones S,,. Ya sabemos que
el orden de este grupo es n!. Una manera usual de denotar una permutacién o es

la siguiente:
U:<0(11) 0(22) . azln))

Para abreviar vamos a denotar con X al conjunto {1,...,n}, de modo que S,, = Sx.
Dado o € S,, y x € X decimos que o fija x si o(x) = z y que lo mueve si o(z) # x.
Dos permutaciones ¢ y 7 son disjuntas si cada x € X movida por una de ellas
es dejado fijo por la otra. Es facil ver que dos permutaciones disjuntas conmutan
entre si y que si una permutacion o se escribe como un producto ¢ = gj0---00, de
permutaciones disjuntas dos a dos, entonces el conjunto de los puntos movidos por
o es igual a la unién disjunta de los conjuntos de puntos movidos por cada o;.

2.1.Estructura ciclica. Una permutacion o es un r-ciclo si existen 41,...,%, € X
distintos, tales que o deja fijos los elementos de X \ {i1,... 4.}y

U(il) = ’iQ, U(ig) = ig, ceey O'(Z.T_l) = Z.T y O'(’L'r) = ’il.
A o la vamos a denotar con el simbolo (i1, ...,4,). Notemos que
o = (iQ,...,iT,il) = (ig,...,ir,il,ig) == (i’r’7i17"'7i7'—1)'

El niimero r que aparece en la definicion anterior es claramente el orden de o. En
particular el tnico 1-ciclo es la identidad. A los 2-ciclos se los suele llamar también
transposiciones. Es inmediato que la cantidad de r-ciclos es n(n—1) ... (n—r+1)/r.

Teorema 2.1.1. Toda permutacion o se escribe como un producto o = g10---00,
de ciclos disjuntos dos a dos (y que por lo tanto conmutan entre si). Ademds el
orden de o es el minimo de los multiplos comunes de los ordenes de los o;’s y esta
escritura es unica, salvo el orden en que aparecen sus factores, si se pide que los
ciclos que aparecen en ella sean distintos de la identidad.

Demostracion. Veamos la existencia. Hacemos induccién en la cantidad k de ele-
mentos de X que son movidos por o. Si k = 0, entonces o = id, que es un 1-ciclo.
Supongamos que k > 0 y que el resultado vale para permutaciones que mueven
menos que k elementos. Tomemos i; € X tal que o(i1) # i1 y definamos iy = o(i1),
i3 = o(i2), i4 = o(i3), etcetera. Denotemos con r al minimo niimero natural tal
que i,41 € {i1,...,4.} (este r existe pues X es finito). Es claro que i,11 = i1, pues
si fuera i,41 = 4; con j > 1, tendrfamos que o(i,) = i,41 = i; = o(ij_1), lo que
contradice la inyectividad de o. denotemos con o7 al r-ciclo definido por

01(i1>:i2,01(i2):i3,...,Ul(ir_l):ir y Ul(iT):il.

Es claro que el conjunto de los puntos fijados por oy oo es la unién disjunta de
{i1,...,4,} con el conjunto de los puntos fijados por o. Asi, por hipétesis inductiva
0‘1_100' = 090---00,, donde o9, ...,05 son ciclos disjuntos. Como el conjunto de
los puntos movidos por gq0---00, es igual a la unién disjunta de los conjuntos de

puntos movidos por cada o; con 1 < i < s, sabemos que {i1,...,4,} es dejado fijo
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por cada o; con 1 < i < sy asi, c =0g10---00, es un producto de ciclos disjuntos
dos a dos. Veamos ahora la unicidad. Supongamos que

/ /
010003 =0 = 010" :004.

son dos productos de ciclos de ordenes mayores que 1 y disjuntos. Tomemos 71
movido por o1. Entonces i1 es movido también por algin o} y, como los o} conmutan
. . ;. . . k.

entre si, podemos suponer que i = 1. Es facil ver que o¥(i1) = o*(i1) = o} (i1)

para todo k € N. Pero entonces 01 = 07 y asi, 090 - 005 = %o - -oo’,. Un argumento

inductivo muestra ahora que s’ = s y que {o2,...,05s} = {05,...,0L }. Denotemos

con r; al orden de o, con 7’ al de o y con r al minimo de los multiplos comunes

de los r;’s. Resta ver que r = /. Dado que 0" = ojo---00] = id, tenemos que 7’
/ /

. . . NN

divide a r. Por otro lado, si i; es movido por o;, entonces o7 (i;) = o (i) = iy,
de manera que r; divide a r’ para todo 1 < j < sy asi r divide ar’. O

Por ejemplo del teorema anterior se sigue que los elementos de S4 que son un
2-ciclo o producto de dos 2-ciclos disjuntos tienen orden 2, los 3-ciclos tienen orden
3 y los 4-ciclos, orden 4, etcetera.

Escribamos una permutacién ¢ como un producto de ciclos distintos de la iden-
tidad y disjuntos dos a dos ¢ = g0---00,. Denotemos con r; al orden de o;, donde
1 < j <s. Podemos suponer que ry < rg < --- < rg. Claramente ri+---47rs <ny
n—ri—---—7rg es la cantidad de puntos fijos de . Denotemos con «a; a esta cantidad
y con a;, para 1 < j < n, a la cantidad de j-ciclos que aparecen en {o1,...,05}.
En otras palabras a; = #({i : r; = j}). Es claro oy +2as +--- + nay, =n y que
hay una correspondencia biyectiva entre el conjunto de los 7y < ry < --- < r, tales

quer;+---+rs <nyeldelos ai,...,a, > 0 tales que a; + 2 + - - - + na,, = n.
A la sucesién (a4, ..., a,) la vamos a denominar la estructura ciclica de o. Vale lo
siguiente:

Teorema 2.1.2. Dos permutaciones son conjugadas en S, si y solo si tienen la
misma estructura ciclica. Ademds si

0= (1y eyl )O(Ipy g1y e ey by )0 0(Tpy yf1yeeeyip,)

y T es una permutacion arbitraria, entonces

rogor ! = (T(il), e ,T(irl)) o (T('I;T1+1), e ,T(irZ)) 0--:0 (T(irrs_1+1), e ,T(irs)).

Demostracion. Claramente si (i1,...,7,) es un r-ciclo y 7 es una permutacion ar-
bitraria, entonces

To(iy, ... ip)or t = (7(i1),...,7(i,)).

Asi, si o se escribe como un producto de ciclos disjuntos dos a dos en la forma
0 = 010+ --00, entonces ToooT ! = (Togior !)o---0o(roos077t) tiene la misma
estructura ciclica que . Supongamos ahora que o y ¢’ son dos permutaciones que
tienen la misma estructura ciclica.

o = (il, NN 7i7‘1)o(i7°1+17 .. .,ir2)0‘ . 'O(Z"strf'l? ce 7irs)
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o' = (i1, yip )0 iy 1y esipy )0 0l qyeeesin).

Es claro entonces que si 7 € S,, estd definida por 7(i;) = z; paral < j < ryy
(i) =isiie X\ {i1,...,is}, entonces Togor ! =¢'. [

Por el teorema anterior cada clase de conjugacién de S,, se corresponde con la
estructura ciclica (aq,...,a,) de cada uno de sus elementos o y asi la cantidad
de clases de conjugacion de S,, es igual a la cantidad de sucesiones aq,...,a, >0
que satisfacen oy + 209 + -+ + nay, = n. Para 1 < j < n, denotemos con p; a
aj + -+ oy. Entonces g > pp > -+ > piy y p1 + -+ - + g, = n. Reciprocamente
dada una sucesién pg > po > -+ > u, tal que gy + - -+ + @, = n, podemos definir
aj = [j — fjt1, para 1 < j <ny o, = p, y claramente oy + 209 + -+ - + noy, =
1+ -+, = n. Como estas asignaciones son inversa una de la otra obtenemos que
la cantidad de de clases de conjugacién de S,, es igual a la cantidad de particiones
W1 > pg > -+ > p, de n. Como ejemplo consideremos S;. Las particiones de
5son (1,1,1,1,1), (2,1,1,1,0), (2,2,1,0,0), (3,1,1,0,0), (3,2,0,0,0), (4,1,0,0,0)
y (5,0,0,0,0) y asi, S5 tiene 7 clases de conjugacién. Por dltimo la cantidad de
elementos que tiene la clase de conjugacién de S,, correspondiente a la estructura
ciclica (aq,...,ay) es

n!

(3)

1ot l29205! . . nonay,!’

En efecto, esto se sigue de que cada j-ciclo se puede obtener de j formas distintas

(i1, rig) = (i, yigyin) = - = (ijy 01, 0-1)

y que si permutamos entre si los «; ciclos de orden j obtenemos la misma per-
mutacién de S,,. La expresion (3) es conocida como férmula de Cauchy.

Observacion 2.1.3. Podemos usar el Teorema 2.1.2 para probar que st un mor-
fismo de grupos f: N — G no es sobreyectivo, entonces tampoco es un epimorfismo.
Denotemos con H a la imagen de f y supongamos que H es un subgrupo pro-
pio de G. Debemos ver que hay un grupo N y morfismos distintos g,h:G — N
tales que gy = hjg. Tomemos como N a Sx, donde X es la familia de las co-
clases a izquierda de H junto con un elemento adicional x. Definamos g(a) como
g(a)(x) = * y g(a)(bH) = abH y a h como ®,0g, donde ., es la conjugacion por
la transposicion 7 de X que intercambia H con . Es facil ver que x es un punto
fijo de g(a) para todo a € G mientras que H es un punto fijo de g(a) si y solo si
a € H. Por el Teorema 2.1.2 se sigue de esto que h(a) = ®-(g(a)) = g(a) siy sdlo
sia € H, que es mds que lo que necesitabamos probar.

2.2.Generadores de S,,. Un céalculo directo muestra que

(il, e ,Z}) = (il,’ir)o(il,iT_l)O- . ~O(i1,i3>0(i1,’i2)

(l,il)o(l,ij)o(l,il) = (il,ij) si ii,ij 7£ 1.
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Como cada permutacion es producto de ciclos se sigue de esto que S,, esta generado
por las transposiciones (1,2),(1,3),...,(1,n). Dado que ademds tenemos que

(i,i+1)o(L,i)o(i,i+1) = (1,i+1) sil<i<n,

un argumento inductivo muestra que transposiciones (1,2),(2,3),...,(n — 1,n)
también generan a S,,. Por ultimo usando la igualdad

(1,...,n)" to(1,2)0(1,...,n) "t = (i,i + 1),
vélida para 1 < i < n, obtenemos que S,, estd generado por (1,2) y (1,...,n).

2.3.Paridad de una permutacién. Subgrupo alternado. Vamos a definir un
morfismo sobreyectivo sg de S,, en el grupo ciclico con dos elementos {4+1}. Este
morfismo sg se llama el signo y su nicleo es un subgrupo normal de indice 2 de S,,,
que se llama el grupo alternado A,,. El orden de A,, es claramente n!/2.

Una factorizacion de una permutacion o de S,, como producto de ciclos disjuntos
g = 0'10. . '00-87

es completa si contiene un 1-ciclo por cada elemento de X fijado por sigma. Asi,
$ = a1+ + g, donde (a1,...,q,) es la estructura ciclica de o. Definimos el
signo sg(o) de o como (—1)""*.

Lema 2.3.1. Si k,l > 0, entonces
(a,b)o(a,cq,... ek, bydy,....d1) = (a,c1,...,cp)o(b,dy,...,d;)

Demostracion. Sale por calculo directo. [

Teorema 2.3.2. La aplicacion sg: S, — {*1} es un morfismo sobreyectivo de
grupos.

Demostracion. Es claro que sg es sobreyectiva ya que sg(id) = 1 y sg(1,2) = —1.
Veamos que es un morfismo de grupos. Tomemos o y 7 en S,, y escribamos 7 como
un producto de transposiciones 7 = 770 --o7,.. Denotemos con ¢ = g0---00, a la
factorizacion completa de o como producto de ciclos disjuntos. Vamos a probar por
induccién en r que sg(Too) = sg(7)sg(o). El caso r = 0 es trivial ya que significa
que 7 = id. Supongamos ahora que r = 1y que 7 = (a,b). Si a,b aparecen en un
ciclo o;, entonces podemos suponer que ¢ = 1, y del Lema 2.3.1 se sigue facilmente
que Tooy se escribe como producto de ciclos disjuntos en la forma 7007 = ojoof y
que la factorizacién completa de Too es gjoo]oos0- - -00,. En consecuencia, en este
caso, sg(too) = (=1)"7571 = (1)~ (=D (-1)"=5 = sg(7)sg(0). Similarmente si
a,b aparecen en un ciclos distintos o; y o0;, entonces podemos suponer que i = 1
y j = 2,y del Lema 2.3.1 se sigue facilmente que 700009 es un ciclo ¢’ y que la
factorizacién completa de Too es Too = o’oog0---00,. Por lo tanto, en este caso,
sg(too) = (—1)"=*F! = (=1)n~(»=D(—1)"=% = sg(7)sg(c). Supongamos ahora
que r > 1 y que el resultado vale para permutaciones 7 que se escriben como un
producto de menos que r transposiciones. Entonces

sg(too) =sg(mo---01.00)
= —sg(mp0---07.00)
= —sg(rz0---07) 5g(0)
= sg(r10---0o7;) 8g(0)

= sg(7) sg(0),
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donde la segunda y cuarta igualdad se siguen del caso r = 1 y la tercera de la
hipétesis inductiva. [

Vamos a decir que una permutacion es par si su signo es 1 y que es impar si es
—1. Asi A, es el subgrupo de S, formado por las permutaciones pares. Notemos
que por definicion

sg(in, .. ,ip) = (=1)" "7 = (—1)7!
y, por lo tanto, un r-ciclo estd en A, si y solo si T es impar.
Observacion 2.3.3. La aplicacion 6: S,, — A, 42, definida por

o St O €s par,
0(o) = { : :
co(n+1,n+2) sio esimpar,

es un morfismo inyectivo de grupos.
Proposicion 2.3.4. A, estd generado por los cuadrados de los elementos de S,,.

Demostracion. Es claro que (6% : 0 € S,,) C A, ya que sg(0?) = sg(0)? = 1 para
todo o € S,,. Para ver la inclusion reciproca es suficiente probar que el producto
de dos transposiciones es un cuadrado y esto se sigue de que

(a,b)o(a,c) = (a,b,c)> y (a,b)o(c,d) = (a,c,b,d)?,

donde a, b, c,d € X son elementos distintos. [J

Notese que hemos probado que A,, estd generado por los cuadrados de 3-ciclos y
de 4-ciclos. Dado que (a,b,c)? = (a,c,b) se sigue del proximo teorema que A, esté
generado por los cuadrados de (1,3,2),(1,4,2),...,(1,n,2).

Teorema 2.3.5. A, estd generado por (1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n).

Demostracion. Sin < 3 el teorema es trivial. Supongamos que n > 3. Es claro que
todos los 3-ciclos estan en A,,. Veamos primero que A,, estd generado por ellos. En
efecto, esto se sigue de que

(a,b)o(a,c) = (a,c,b) y (a,b)o(c,d) = (a,b,c)o(b,c,d)

donde a,b,c,d € X son elementos distintos. Dado para cada terna a,b,c € X de
elementos distintos de 1, tenemos que

(a,b,c) = (1,¢,b)o(1,a,b)o(1,a,c),
para terminar la demostracin es suficiente ver que cada 3-ciclo (1,a,b) con a # 2

se expresa como un producto de 3-ciclos de la forma (1,2,7) con 3 <i < n, y esto
es asi, ya que

(1,a,2) = (1,2,a)®> v (1,a,b) = (1,2,b)%0(1,2,a)0(1,2,b)

para cada par a,b € X de elementos distintos de 1 y 2. [
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Teorema 2.3.6. A,, estd generado por {(i,i+1)o(j,j+1):1<i<j<n}.

Demostracién. Es claro que cada permutacién de la forma (7,74 1)o(j, j+1) estéd en
A,,. Por el Teorema 2.3.5, es suficiente ver que cada 3-ciclo (1,2,a), con 3 < a < n,
estd en el subgrupo H de A,, generado por las permutaciones (i,7 + 1)o(j,7 + 1),
donde 1 <17 < j < n. La demostracién de este hecho sale facilmente por induccién
en n, usando que (1,2,3) = (1,2)0(2,3) y

((1,2)0(n,n+1)o(1,2,n)0(1,2)0(n,n+1))* = (1,n +1,2)> = (1,2,n + 1),

para todon > 3. [
Teorema 2.3.7. A, estd generado por {(i,i+1)o(1,2):1 <i<n}.

Demostracion. Es claro que cada permutacién de la forma (4,7 4+ 1)o(1,2) estd en
A,,. El resultado se sigue de que

(1,2)0(2,3) = (2,3)0(1,2)0(2,3)0(1,2),
(1,2)0(j,5 +1) = (§,7 + 1)o(1,2) for 2 < j <n,
(i,i+1)o (4,5 +1) = (i,i+1)o(1,2)0(j,j +1)o(1,2) for1<i<j<n.

y del Teorema 2.3.6. [J

Proposicién 2.3.8. Si H es un subgrupo de S,, y H ¢ A,,, entonces HN A,, es
un subgrupo normal de indice 2 de H. Ademds si H tiene una permutacion impar
de orden dos o (es decir que la descomposicion ciclica de o es un producto de una
cantidad impar de transposiciones disjuntas), entonces H es el producto semidirecto
de HNA,, y{id,o} (en particularS,, es el producto semidirecto de A,, y {id, (1,2)}).

Demostracion. Tomemos o € H \ A,,. Es claro que la aplicacién de
0: HN A, — H\ A,,

definida por 0(7) = Too es biyectiva. Asi H N A,, es un subgrupo de indice 2 de H
que, por lo tanto, es normal. Supongamos ahora que ¢ es una permutacion impar
de orden dos. Como (H N A4,)N{id,c} = {id} y (H N A,){id,c} = H, sabemos
que H es el producto semidirecto de H N A, y {id,c}. O

Proposicion 2.3.9. Vale lo siguiente:

1) A4 no tiene subgrupos de orden 6.

2) El 1inico subgrupo de orden 12 de Sy es Ay.
Demostracion. 1) Si H es un subgrupo de orden 6 de Ay, entonces es normal,
porque tiene indice 2. Pero entonces 72 € H para todo 7 € A,,. Dado que si 7 es

un 3-ciclo, 7 = 7% = (72)? deducimos de esto que H contiene a todos los 3-ciclos
de S4, lo que es absurdo ya que hay 8 de ellos.

2) Supongamos que H # Ay es un subgrupo de orden 12 de S4. Entonces, por la
Proposicién 2.3.8, H N A4 es un subgrupo de orden 6 de A4, lo que se contradice
con el item 1). O

2.4.El conmutador y el centro. En esta subseccién calculamos el conmutador
y el centro de S,, y A,,.
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Proposicion 2.4.1. Vale lo siguiente:

1) [Sn,Sn] = A,.

2) Sin > b5, entonces [An, An] = A,
Demostracion. 1) Claramente [S,,S,] C A,, ya que sg(o) = sg(c~!) para todo
o € S, v asi sg(lo,7]) = sg(o)sg(r)sg(c ) sg(t7!) = 1. Veamos la inclusién
reciproca. Esto es trivial si n < 3. Supongamos que n > 3. Por el Teorema 2.3.5,
es suficiente ver que todo 3-ciclo esté en [S,,,S,], 1o que se sigue inmediatamente

de que
(a,b,c) = (a,b)o(a,c)o(a,b)o(a,c) = [(a,b), (a,c)].

para toda terna a, b, c de elementos distintos de X.
2) Claramente [A,, A,] C A,. Veamos la inclusién reciproca. Fijemos un 3-ciclo
(a,b,c). Como n > 5 existen d,e € X tales que a ,b, ¢, d y e son todos distintos.
Para terminar la demostracion es suficiente ver que

(a,b,c) =[(a,c,d),(a,d,e)][(a,d,e),(a,b,d),

lo que sale por calculo directo. [

Observacién 2.4.2. Como As es abeliano, [As, As] = {1}. En cuanto a [A4, A4]
debido a que el subgrupo

H = {(1,2)0(3,4),(1,3)0(2,4), (1,4)0(2,3),id}

de Ay es normal y Ag/H es abeliano, tenemos que [Aq, Ay) C H. Afirmamos que
[A4, Ayl = H. En efecto, la inclusion que falta, sale de que

(1,2)0(3,4) =[(1,2,3),(1,3,4)],
(1,3)0(2,4) =[(1,3,2),(1,2,4)],
(1,4)0(2,3) =[(1,4,2),(1,2,3)].

Proposicion 2.4.3. Vale lo siguiente:
1) Sin >3, entonces Z(S,,) = {1}.
2) Sin >4, entonces Z(A,) = {1}.
Demostracion. 1) Tomemos o € S,,. Si en la descomposicién ciclica de o hay dos

ciclos no triviales, o = (i1, 42, . .. )o(j1, j2, - - - o - -, entonces tomando 7 = (i1, j1, J2)
obtenemos

Tooor ' = (ji,ia,...)0(ja,41,... )0+ # 0.

Si o es un ciclo (i, 19,13, ...) de longitud al menos 3, entonces tomando 7 = (i1, i3)
obtenemos
7'OO'O7'_1 = (iz,il,ig,...) # g.

Finalmente si o es una transposicién (i1, 1i2), entonces existe i3 € X distinto de iy
e iy y tomando 7 = (i1,43) obtenemos

Tooor ! = (iz,i3) # 0.
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2) Tomemos o € A,,. Sien la descomposicién ciclica de o hay dos ciclos no triviales,
entonces podemos proceder como en el item 1), pues la permutacién 7 que hemos
tomado alli estd en A,,. Si o es un ciclo (i1,1i2,43,44 ...) de longitud al menos 5,
entonces tomando 7 = (i1,42)0(i3,44) Obtenemos

Tooor ' = (ig,i1,44,13,...) # O.

Finalmente si o es un 3-ciclo (i1, 19, 13), entonces existe iy € X distinto de i1, iz e
i3 y tomando 7 = (i1,42)0(i3,74) obtenemos

ToooT ' = (ig,i1,i4) # 0,

lo que termina la demostracién. [
Notemos que Z(S2) = S y Z(As3) = As, ya que estos grupos son conmutativos.

2.5.Simplicidad de A,, con n # 4. Claramente Z,, es simple para todo primo p.
Esta es la familia mas sencilla de grupos simples y estos son todos los grupos simples
conmutativos. A continuacién vamos a obtener otra familia de grupos simples. Vale
lo siguiente:

Teorema 2.5.1. A, es simple para todo n > 3 y distinto de 4.

Demostracion. Es claro que Ag es simple. Asi podemos suponer que n > 5. To-
memos un subgrupo normal H # {1} de A,. Afirmamos que H tiene todos los
3-ciclos y que, por lo tanto, es igual a A,. Para probar esto vamos a usar el
argumento desarrollado en la demostracion de la Proposicién 2.4.3. Fijemos 0 € H
distinto de la identidad.

1) Sio = (i1,42,...)o(j1,J2,-.. )0 - - tiene dos ciclos no triviales en su descom-

posicién ciclica, entonces tomando 7 = (i1, j1, j2), obtenemos

o=T1o00or too ™t = (i1, 1, 2)0(J3, Ja, i2) = (j3,71, J1, J2, i2),

si el ciclo (ji1,j2,...) tiene méas de dos elementos y

1 -1

0= TOOOT 00 - (ilajlaj2)o(jlaj21i2) = (jlvil)o(j27i2)7

si tiene exactamente dos.

2) Si o es un ciclo (iy,1i2,13,144,15 ... ) de longitud al menos 5, entonces tomando
T = (i1,12)0(i3,44) obtenemos

0=ToooT Yoo = (iy,iz)0(i3,14)0(i2,13)0 (ia,15) = (i1, ia, 14, 15,13).

3) Si o es un 3-ciclo (i1,142,43) tomamos g = o.

Asi que tenemos tres casos: ¢ = (i1,142)0(i3,74) es un producto de dos 2-ciclos,
0 = (i1,12,13,14,15) es un H-ciclo o o = (i1, 42,73) es un 3-ciclo. En el primer caso,
existe i5 ¢ {i1,142,13,14} y tomando u = (is, i5,13), obtenemos

uogou tog = (i1,i5)0(iz,is)0(i1,42)0(i3,14) = (i1,14,%3,12,15),



54 TEORIA DE GRUPOS

lo que nos reduce al segundo caso. En este caso tomando u = (is, i3,74) obtenemos

uog_lou_log = (Z.57 Z'27 Z'472.37 il)o(i17i27 Z'372.471.5) = (i17i47i2)7
lo que nos lleva al tercer caso y asi concluimos que H tiene un 3-ciclo (iy,1i9,1i3).
Veamos ahora que los tiene a todos. Tomemos otro 3-ciclo arbitrario (j1, j2,J3)-
Por el Teorema 2.1.2, existe t € S,, tal que (ji,J2,7j3) = to (i1, iz,i3)0t L. Si
t € A, entonces (j1,j2,j3) € H por definicién. Si esto no es asi, podemos tomar
k1,ke € X \ {J1,J2, 73} distintos y, entonces

(j1, J2, 33) = (K1, ka)o(j1, ja, j3)o (K1, ko)™ = (k’lak2)0t0(i17i27i3)0((k17k2)°t)_1-

Como t ¢ A, implica que (kq, ke)ot € A, se sigue de esto que (j1,J2,j3) € H. O

Notemos que debido al hecho de que todo subgrupo de indice 2 de un grupo es
invariante del teorema anterior se sigue en particular que A,, no tiene subgrupos de
orden n!/4 para ningin n > 5. Esto prueba que el el item 1) de la Proposicién 2.3.9
vale en general. La siguiente proposicién prueba en particular que también vale el
item 2).

Teorema 2.5.2. Sin > 5, entonces el unico subgrupo invariante y no trivial de
S, es A,,.

Demostracion. Supongamos que H es un subgrupo no trivial e invariante de S,,.
Entonces H N A,, es un subgrupo invariante de A, y asi, por el Teorema 2.5.1,
HNA, =A,0HnNA, ={1}. Como A, tiene indice 2, lo primero inplica que
H = A,. Para terminar la demostracién, debemos ver que el caso H N A,, = {1} es
imposible. Por la Proposicion 2.3.8, debe ser H = {7,id} con 7 de orden 2. Pero
entonces 7 es un producto de 2-ciclos disjuntos y, por el Teorema 2.1.2, su clase de
conjugacion tiene claramente més de un elemento. Esto contradice el hecho de que
H = {r,id} es normal, ya que entonces debe contener a toda la clase de conjugacién
de 7. U

2.6.Presentacion por generadores y relaciones. A continuaciéon vamos a dar
presentaciones de S,, y A,, por generadores y relaciones.

Teorema 2.6.1. S,, es el grupo generado por Si,...,Sn_1 sujeto a las relaciones
3?:1, para 1 <1 <n,
8;8j = 8;S;, para 1 <i1+1<j<n,

$iSi+18i = Si+15iSi+1, paral <i<n—1,

para todo n > 2.

Demostracion. Supongamos que para algin n el resultado es falso y tomemos el
minimo para el que falla. Es claro que n > 2. Denotemos con G al grupo generado
por si,...,S,—1 sujeto a las relaciones mencionadas arriba. Es inmediato que hay
una aplicacién ¢: G — S,,, que estd definida por ¢(s;) = (i,i + 1) y que esta
aplicaciéon es sobreyectiva. Para terminar la demostracion debemos ver que también
es inyectiva, lo que se seguira si probamos que |G| < n!. Claramente el subgrupo G’
de G generado por s1,...,S,_2 es un cociente del grupo generado por si,...,S8,_2
sujeto a relaciones similares a las de arriba, y asi |G'| < (n — 1)! debido a la
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definicion de n. Consideremos ahora los subconjuntos C1,...,C,, de G, definidos
por C; = G'Sp_184_2 -+ 8;118;. Afirmamos que paracadal <i<nyl<j<n
existe 1 < ¢’ <n tal que C;s; = Cyr. En efecto

/ 1
Cij =G Sn—15n—2"""5j41858; = G Sn—1Sn—2"""Sj41 = Cj+l

1
Cj_HSj =@ Sn—1Sn—2"""Sj4185 = Cj,

paral <j <n. Sij+1 <1, entonces

CiSj = G/Sn_lsn_g ©8i4184S5
= Glsjsn—lsn—Z Cr 84185
= Glsn—lsn—Q Tt 84185
- Ci7

donde la antetltima igualdad se sigue de que s; € G’ yaque j <i—1<n—1.
Finalmente, si ¢ < j,

/
CZ'Sj =G Sn—1Sn—2"""8j4155S8j—1 """ 8i+15i5;j
— G/
=G Sp-185p—2"""5j415j5j-15;5 " Si415¢
— G
= Sn—15n—-2" " S5j415j-15555j—-1 " Si415¢
_ G/
=0 Sj_15n—15n—2"""8j4+15jSj—1 " Si+15;

/
=G'8p_15p—2" " Sj+185S5—1 """ Si4+1S5¢

donde la antetltima igualdad se sigue de que s;,_1 € G’ yaque j —1 < n — 1.
En consecuencia cualquiera sea s € G, vale que para cada 1 < i < n existe 1 <
i’ < n tal que C;s = Cy, ya que s es producto de s;’s. En particular, dado que
1 € G’ = C,, obtenemos tomando i = n y variando s que G C |J;_, C;, de donde
Gl < Xois Gl =n|G'| <nl. O

Observacion 2.6.2. Claramente las relaciones que satisfacen Si,...,S,_1 Son
equivalentes a

s?zl, para 1 <1 < n,
(sisj)zzl, paral <i+1<j<mn,
(s

isit1)> =1, paral<i<n-—1.

Teorema 2.6.3. A, es el grupo generado por ty,...,t,_o sujeto a las relaciones
3 =1,
t?zl, para 1l <1 <n—1,

(tit;)* =1, paral <i+1<j<n-—1,
(titix1)® =1, paral<i<mn—2,
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para todo n > 3.

Demostracion. Denotemos con G al grupo generado por ty,...,t,_o sujeto a las
relaciones mencionadas arriba. Es facil ver que hay un morfismo v: G — A,,
que esta definido por ©(t;) = (i + 1,7 + 2)o(1,2). Como, por el Teorema 2.3.7,
este morfismo es sobreyectivo, para terminar la demostracion es suficiente ver que
|G| < n!/2. Denotemos con G’ al grupo generado por si,t1,...,t,_2, sujeto a las
relaciones

s =13 =1,

sltislzti_l, paral <:i<n-—1,

t?, para 1l <i<n—1,

(tit;)? =1, paral <i4+1<j<n-—1,
(titiz1)® =1, paral <i<n-—2

Escribamos s;+1 = t;51 para 1 <7 <n — 1. La relaciones mencionadas arriba para
s1,t1,...,t,_2 son equivalentes a las relaciones mencionadas en la Observacion 2.6.2
para S$1,...,8,_1. Asi,

G' = <817t17~~~7tn—2> = <81,...,Sn_1> =S, .

Claramente hay un morfismo ¢: Z; — Aut(G), que estd definido por ¢(1)(t;) = t; *.
Por ejemplo la relacién (t1t2)% = 1 se transforma por ¢(1) en (t3t3)% = 1, la cual
vale ya que

titotitotite = 1 = tot3tatitat? = 1 = titotitotity = 1.

Es facil ver ahora que hay un morfismo de grupos ¢: G’ — G X4 Za, que estd
definido por ¢(t;) = (¢;,0) y ¢(s1) = (0,1), y que este morfismo es sobreyectivo.
Por lo tanto |G| < |G'|/2 =n!/2. O

2.7.Grupo de automorfismos de S,,. Supongamos que n > 3. Por la Proposi-
cién 2.4.3 el morfismo S,, — Aut(S,,), que manda o € S,, en el automorfismo interior
®,, es inyectivo. Vamos a probar a continuacién que si n # 6, entonces también es
sobreyectivo o, lo que es lo mismo, que Aut(S,) = Int(S,,).

Teorema 2.7.1. Sin >3 yn # 6, entonces todo automorfismo de S,, es interior

Demostracién. Tomemos un automorfismo ¢ de S,,. Como (1,2,3) tiene orden 3,
entonces el orden de ((1,2,3)) también es 3 y asi es un producto de una cantidad
r > 1 de 3-ciclos disjuntos. Por otro lado como ¢ es un automorfismo, las clases de
conjugacién de (1,2,3) y ¢((1,2,3)) tienen la misma cantidad de elementos. Por
la férmula de Cauchy esto dice que

n i 0 equivalentemente a i3 n-3
— AV —_— = .
3(n—3)!  37rl(n—3r)! q (3r — 3)! 3r—3

Calculemos las posibles soluciones de esta igualdad. Si r = 1, entonces n puede ser
cualquiera. Si r = 2, entonces la igualdad de arriba queda

- (n;?)) _ (n—3)(ng4)(n—5),




TEORIA DE GRUPOS 57

lo que implica que n = 6 (caso que hemos excluido). Supongamos ahora que r > 3.
Entonces 3r —3 > r + 2y asi

rl3r—1 3r—1
(B3r—3)  (3r—3)(3r—4)A

donde A es un nimero natural. Como (3r — 3)(3r — 4) es par esta fraccién no es
un numero entero y, por lo tanto, no puede ser igual a (;:%) En consecuencia
©((1,2,3)) es un 3-ciclo. Escribamos (a,b,c3) = ¢(1,2,3). Afirmamos que existen

Cay. .. 0 €41,...,n}\ {a,b,cs}, todos distintos, tales que
v(1,2,i) = (a,b,¢) para 3 < i <n.
Tomemos 3 < i < n y escribamos (a’,b,¢;) = ¢(1,2,7). Como
(1,2,3)0(1,2,4i) = (1,3)0(2,1)

tiene orden 2 también el orden de (a, b, c3)o(a’, b, ¢;) = p((1,2,3)o(1,2,14)) debe ser
2. Sia,b,c3,ad’, b, c; son todos distintos, entonces (a, b, cz)o(a’, V', ¢;) tiene orden 3.
Si en a,b,c3,a’,b',c; hay un elemento en comtn, entonces podemos suponer que
a =ayasi(a,b,c3)o(a,b,c;)=(a,l,c;b,c3) tiene orden 5. Sien a,b,c3,a’, b, ¢;
hay dos elementos en comtn, entonces como antes podemos suponer que @’ = a y
que ¢; = b o b/ =b. En el primer caso (a,b, c3)o(a,b’,b) = (a,b,c3) tiene orden 3 y
en el segundo (a, b, c3)o(a,b,c;) = (b, ¢;)o(a,c3) tiene orden 2. Sien a,b,cs,a’, v, ¢;
hay tres elementos en comtn, entonces como antes podemos suponer que a’ = a 'y
que ¢; =by b =c3,0b =by c¢; =cs. En el primer caso (a,b,c3)o(a,cs,b) = id
tiene orden 1 y en el segundo (a,b,c3)o(a,b,c3) = (a,c3,b) tiene orden 3. En
consecuencia el tnico caso posible es a’ = a, b/ = b y ¢; # c3. Definamos o € S,
por o(1) = a, 0(2) = by o(i) = ¢; para 3 < i < n. Afirmamos que (1) = goToo !
para todo o € A,,. Por el Teorema 3.2.5 basta ver que esto ocurre para 7 = (1,2, 1)
con 3 <1t < n, pero

©((1,2,4)) = (a,b,¢;) = (6(1),0(2),0(i)) = 00(1,2,i)o0 .

Como S,, est a generado por A, y (1,2) para terminar la demostracién es suficiente
ver que ¢((1,2)) = 0o(1,2)oo~t. Escribamos ¢ = 07 1op((1,2))o0. Para todo
T € A,, tenemos

ogp((l,?))oam’oa 10@((1,2))00
“top((1,2))op(T)op((1,2)) 00
=0 toyp((1,2)o010(1,2))o0

= (1,2)o70(1,2),

goTog 1

donde la tdltima igualdad se sigue de que (1, 2)oro(1,2) € A,,. Tomando 7 = (1,2,1)
obtenemos

go(1,2,i)os ! =(1,2)0(1,2,i)0(1,2) = (2,1,14).

Asi ¢(1) =2, ¢(2) =1y ¢(i) =i para todo 3 < i < n, de modo de que ¢ = (1,2).
Volviendo al definicién de s obtenemos de esto que (1,2) = o~ top((1,2))o00 o,
equivalentemente, p((1,2)) = 0o(1,2)oc™ 1. O
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3.ACCIONES DE GRUPOS SOBRE CONJUNTOS

3.1.Acciones y G-conjuntos. Una accion a izquierda de un grupo G sobre un
conjunto X es una funcién

p:Gx X —- X

que satisface:
1) (ab)-z =a-(b-x), para todo a,be Gy x € X.
2) 1-x =z, para todo = € X,

donde hemos escrito a-z en lugar de p(a,x). Un G-conjunto a izquierda es un
conjunto X provisto de una accién a izquieda de G en X.

Observacion 3.1.1. Tener una funcion p: Gx X — X es lo mismo que tener una
funcion p: G — Fun(X,X). En efecto dada p podemos definir p por p(a)(z) =
pla,z) y dada p podemos definir p por p(a,x) = p(a)(z) y evidentemente ambas
construcciones son reciprocas una de la otra. Ahora la condicion 1) dada arriba es
claramente equivalente a que p(ab) = p(a)op(b) y la 2) a que p(1) =id. De esto se
sigue que pla) es biyectiva para cada a, ya que pla=)op(a) = p(1) = id y asi, la
imagen de p estd incluida en el grupo de permutaciones Sx de X. Reciprocamente
si p: G — Sx satisface p(ab) = p(a)op(b) entonces también tenemos p(1) = id y
ast la aplicacion p: G x X — X asociada a p es una accion de G sobre X.

Similarmente se define una accion a derecha de un grupo G sobre un conjunto
X como una funcién p: X x G — X que satisface:

1) x-(ab) = (z-a)-b, para todo a,b € Gy z € X.
2) x =x-1, para todo = € X,

donde x-a signfica p(x,a) y un G-conjunto a derecha como un conjunto X provisto
de una accién a derecha de G en X. Dada una funcién p: X x G — X podemos
definir p°P: G°P x X — X por p°P(a,x) = p(z,a). Es facil ver que p es una accién a
derecha de G sobre X si y sélo si p°P es una accién a izquierda de G°P sobre X. Asi
tener un G-conjunto a derecha es lo mismo que tener un G°P-conjunto a izquierda.
También es facil ver que tener una funcién p: X x G — X es lo mismo que tener una
funcién p: G — Fun(X, X) y que p es una accién a derecha si y sélo si p(1) = id
y p(ab) = p(b)op(a). Ademds en este caso la imagen de p estd incluida en Sx.
Notemos que las condiciones que acabamos de ver dicen que p es un morfismo de
grupos de G°P en Sx (0, lo que es lo mismo, de G en S§°). Debido a todo esto salvo
mencién en contrario trabajaremos sélo con G-acciones y G-conjuntos a izquierda
(nos referiremos a ellos simplemente como G-acciones y G-conjuntos) y dejaremos
al lector la sencilla tarea de dar las definiciones y propiedades para G-conjuntos a
derecha.

Nucleo de una accién y acciones fieles. El niicleo de una accién p: Gx X — X
es Ker(p) = {a € G : ax = x para todo z € X }. Claramente este conjunto coincide
con el nicleo del morfismo p: G — Sx asociado a p y, por lo tanto, es un subgrupo
normal de G. Ademas es claro que queda definida una accién de G/ Ker(p) sobre
X poniendo @-z = a-x, donde @ denota a la clase de elemento a € G en G/ Ker(p)
(esta definicién es correcta ya que si b € Ker(p), entonces (ab)-x = a-(b-x) = a-x).
Notemos que el nicleo de esta nueva accién es {1}. Una accién p: G x X — X
cuyo nucleo es {1} es llamada fiel. En este caso el morfismo p: G — Sx es inyectivo
y asi G es isomorfo a un subgrupo de Sx. Veamos una aplicaciéon de esto. Todo
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grupo G actia sobre el conjunto G/H de las coclases a izquierda de un subgrupo
suyo H por la accién p dada traslaciones a izquierda, es decir que a-(bH) = abH.
El niicleo de esta accién es el maximo subgrupo N = (,.o aH a~ ! de H que es
normal en G. En particular tomando H = {1} obtenemos el siguiente

Teorema 3.1.2. Supongamos que G es un grupo finito. La aplicacion p: G — Sg,
definida por p(a)(b) = ab, es un morfismo inyectivo de grupos.

En particular, por la subseccién 2.2, todo grupo finito es un subgrupo de un
grupo generado por dos elementos y, por la Observacion 2.3.3 y el Teorema 2.5.1,
todo grupo finito es un subgrupo de un grupo simple. Este es el famoso teorema
de Cayley que dice que todo grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo de
permutaciones Si. Veamos una aplicacion de este resultado.

Proposicién 3.1.3. Supongamos que G tiene orden n = 2*m con k >1 ym > 1
impar. Denotemos con p: G — S, a la representacion de Cayley. Para todo a € G
vale que 2% divide a |a| si y sélo si pla) ¢ A,. En consecuencia si G tiene un
elemento a tal que 2% divide a |a|, entonces G tiene un subgrupo de indice 2.

Demostracién. Supongamos que |a| = 2¥'m/ con 0 < k¥ < k y m/ un divisor

2k=K'm /m/ ciclos disjuntos

positivo de m. Por su definicién, p(a) es un producto de
de longitud 2K m/. Dado que estos ciclos son permutaciones impares si y sélo si
kK > 0y que 25%¥m/m/ es impar si y sélo si k¥’ = k, resulta que p(a) ¢ A, si
y s6lo si k' = k. Asi, si G tiene un elemento a tal que 2* divide a |a|, entonces
por la Proposicién 2.3.8, p(G) (y por lo tanto también G) tiene un subgrupo de

indice 2. O

Ejercicio 20. Pruebe que si G es un grupo simple de orden par y |G| = 2¥m con
m impar, entonces k > 1 y G no tiene ningiin elemento a tal que 2% divide a |al.

Volvamos al caso general en que H no necesariamente es {1}. Supongamos que
su fndice es n. Entonces el morfismo p: G — S, g, asociado a p, induce una una
inclusién de G/N en S/ y asi el indice |G : N| de N en G divide a |Sg g | = n!.
Como también n = |G : H| divide a |G : N|, tenemos el siguiente

Teorema 3.1.4. Todo subgrupo H de indice n de un grupo G contiene un subgrupo
normal N de G cuyo indice en G es nh con h un diwvisor de (n — 1)!. Ademds la
funcion p: G — S g ~ S, induce un isomorfismo de G/N enIm(p) C S/ g ~ Sy.

Ejercicio 21. Pruebe que sin # 4, entonces S,, no tiene subgrupos de indice t con
2 <t <n. Pruebe también que esto es falso si n = 4.

Notemos que el Teorema 3.1.4 generaliza al teorema de Cayley. Asi, por ejemplo
tenemos el siguiente

Corolario 3.1.5. 5i G es simple y tiene un subgrupo H de indicen > 1, entonces el
morfismo p: G — Sq/g ~ Sy es inyectivo. Esto implica en particular que |G| < n!
Yy, en consecuencia, ningun grupo simple infinito tiene subgrupos propios de indice
finito.

Demostracion. Pues N = Ker(p) C H C G y por lo tanto debe ser {1} ya que G
es simple. [J

Para comparar el Teorema de Cayley con el Teorema 3.1.4 y su Corolario 3.1.5
podemos notar que el Teorema de Cayley dice que A, es un subgrupo de S,/
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(en realidad de A/, por la Proposicién 3.1.3), mientras que por otra parte 4,
tiene un subgrupo H ~ A,,_1, de indice n, y asi el Teorema 3.1.4 dice que hay un
morfismo no nulo p: A, — S,. Cuando n # 4 este morfismo es inyectivo, ya que
A,, es simple. En el caso n = 4 tenemos que Ker(p) C H ~ Az y asi Ker(p) = H o
Ker(p) = {id}, pero lo primero no puede pasar ya que H no es un subgrupo normal
de A4, pues por ejemplo (2,3,4)0(1,2,3)0(2,3,4)" = (1,3,4) no pertenece a H.
Nuevamente, usando la Proposicion 3.1.3, podemos ver que la imagen de p esta
incluida en A4,,.

Corolario 3.1.6. Supongamos que G es un grupo finito y que |G| = nm. Todo
subgrupo H de indice n de G contiene un subgrupo normal N de G cuyo indice en
G es nh, con h un divisor de mdc((n — 1)!,m), donde mdc((n — 1)!,m) denota al
mdzimo de los divisores comunes de (n—1)! ym. En particular si todos los primos
que aparecen en la factorizacion de m son mayores que el mdximo primo que es
menor o igual que n — 1, entonces todo subgrupo H de orden m de G es normal.

Demostracion. Por el teorema anterior H contiene un subgrupo normal N de G
cuyo indice es nh con h un divisor de (n — 1)!. Como |G : N| también divide a
|G| = nm, tenemos h es un divisor de mdc((n — 1)!,m). O

Corolario 3.1.7. Supongamos que G es un grupo finito y denotemos con p al
minimo primo que divide a |G|. Todo subgrupo de G de indice p es normal.

Subconjuntos estables y morfismos. Decimos que un subconjunto Y de un
G-conjunto X es estable por la accion de G o simplemente estable si a-y € Y para
todo a € G ey €Y. En este caso Y mismo es un G-conjunto con la misma
accién que la de G sobre X. Decimos también que Y es un G-subconjunto de X.
Un morfismo f: X — X', entre dos G conjuntos X y X’ es una funcién f que
satisface f(a-x) = a- f(z) para todo a € Gy x € X. Por ejemplo la inclusién
candnica de un G-subconjunto Y de un G-conjunto X en X es un morfismo de
G-conjuntos y también la composicion de dos morfismos de G-conjuntos lo es. Un
endomorfismo de X es un morfismo con dominio y codominio X. Un ejemplo
es la funcién identidad de X. Un morfismo f: X — X’ es un isomorfismo si
existe un morfismo f~!: X’ — X, necesariamente tinico, llamado la inversa de
f, tal que fof ! = idx y f~lof = idx. Es facil ver que esto ocurre si y
solo si f es biyectiva. Un automorfismo de X es un endomorfismo de X que es
un isomorfismo. Los simbolos Homg (X, X'), Isog(X, X'), Endg(X) v Autg(X)
denotan respectivamente a los conjuntos de morfismos de X en X', isomorfismos
de X en X', endomorfismos de X y automorfismos de X. Notemos que Endg(X),
dotado de la operaciéon dada por la composicién de morfismos, es un monoide que
tiene a la identidad de X como unidad, y que ademés Autg(X) = Endg(X)*.

Algunos ejemplos. A continuaciéon damos algunos ejemplos méas de GG-conjuntos.

Ejemplo 1. G actia sobre todo conjunto X no vacio via a-x = x para todo a € G
y todo x € X. Esta accién es llamada la accion trivial de G sobre X y su ntcleo
es claramente G.

Ejemplo 2. G actda sobre si mismo por conjugacion, es decir que a-b = aba™!.
El niicleo de esta accién es claramente el centro de G.
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Ejemplo 3. G actia sobre cada subgrupo normal H suyo por conjugacién, es decir
que a-b = aba™!. El niicleo de esta accién es claramente el centralizador Cq(H) de
H en GG. Cuando H = G nos reducimos al Ejemplo 2.

Ejemplo 4. Si H y K son subgrupos de un grupo G y H C Ng(K), entonces K
actia sobre H por conjugacién, es decir que a-b = aba™!. El niicleo de esta accién
es claramente K N Cg(H). Cuando K = G nos reducimos al Ejemplo 3.

Ejemplo 5. Todo subgrupo H de un grupo G actia sobre G via a - b = ab para
todo a € H y todo b € G. Esta accién es llamada la accion de H sobre G por
traslaciones a izquierda y es claramente fiel.

Ejemplo 6. G actia sobre el conjunto P(G) de los subconjuntos de G por conju-
gacién, es decir que a-X = aXa~!. El nicleo de esta accién es el centro de G. El
conjunto S(G) de los subgrupos de G es claramente estable y asi G también actia
sobre S(G) por conjugacion.

Ejemplo 7. G actda sobre la clase de conjugaciéon de un subgrupo suyo H por
conjugacion, es decir que a-bHb™! = abHb 'a~!. El nicleo de esta accién es

ﬂaEG a NG(H)ail-

Ejemplo 8. G actia sobre el conjunto P(G) de los subconjuntos de G por trasla-
ciones a izquierda, es decir que a-X = aX. Esta accién es claramente fiel.

Ejemplo 9. G actia sobre el conjunto G\ H de las coclases a derecha de un sub-
grupo suyo H via a-(Hb) = Hba~!. El niicleo de esta accién es el maximo subgrupo
N =N,eq9Hg " de H que es normal en G.

Ejemplo 10. S,, actiia sobre el anillo de polinomios k[X7, ..., X,] via
O'-P(Xl, Ce ,Xn) = P(Xg(l), ceey Xg(n)>.

Esta accién es claramente fiel.

Ejemplo 11. GL(n, k) actia sobre el espacio de matrices columna k", via A-x =
Azx. Esta accién se llama la accion natural de GL(n, k) y es claramente fiel. Més
generalmente todo subgrupo de GL(n, k) actia sobre k™ de la misma manera.

Ejemplo 12. El grupo ortogonal O(n, k) actiia sobre la esfera
snot = {z € k" : ||z|| = 1},

via A-x = Az. Es facil ver que esta accion también es fiel.

Ejemplo 13. Sx actia sobre X, via 0-x = o(x). Esta se llama la accidn natural
de Sx y es claramente fiel. Més generalmente todo subgrupo de Sx actia sobre X
de la misma manera.

Orbitas, puntos fijos y estabilizadores. Dos elementos x e y de un G-conjunto
X son conjugados con respecto a la accion de G sobre X o simplemente conjugados
si existe a € G tal que a-x = y. Es facil ver que la relacién definida por x ~ y si x e
y son conjugados es de equivalencia. Asi X queda partido en clases llamadas clases
de conjugacion u orbitas. A la orbita que contiene a un elemento x la denotaremos
O. Por definicién O, = {ax:a € G} y O, = O, siy sélo si x e y son conjugados.
Decimos que © € X es un punto fijo si a-x = a para todo a € G, es decir si
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O, = {z}. Cada orbita es claramente un G-subespacio de X. Denotemos con X’ a
un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de X (es decir que para
cada = € X la intesecciéon X’ N O, tiene exactamente un elemento). Notemos que
el conjunto de los puntos fijos PF(X) de X estd incluido en X’. Es claro que

(4) #(X) =) #(0.) =#PFX))+ > #(0a).

zeX’ zeX'\PF(X)

Decimos que la accién de un grupo G sobre un conjunto X es transitiva o que G
opera transitivamente sobre X si tiene una séla érbita. Por definicion el estabilizador
o grupo de isotropia de un elemento z de X es G, = {a € G : a-x = z}. Es evidente
que G, es un subgrupo de GG y que el nicleo de la accién de G sobre X es la
interseccién (), . x G de los estabilizadores de todos los elementos de X.

Proposicién 3.1.8. Siy = a-x, entonces G, = aG a™!.

un subgrupo normal de G, entonces Gy = G .

En particular si G, es

Demostracion. Tomemos b € G,,. Entonces
(aba_l)-y =a-(b-(aty)=a(bx)=azx=y

y asi aGpa~! C Gy. Por simetria a_lea C G, de donde G, C aGya~t. O

Corolario 3.1.9. Si x e y estan en la misma orbita, entonces sus estabilizadores
son isomorfos.

Observacion 3.1.10. Supongamos que G acti a sobre un conjunto X. De la
Proposicion 3.1.8 se sigue que si H es conjugado a G,, entonces existe y € O,
tal que G, = H. Asi, por el comentario que precede a la Observacion 1.13.6,
N = nye(’)x Gy es el mdzimo subgrupo normal de G,. Notemos que si G actia
transitivamente sobre X, entonces N coincide con el nicleo de la accion de G

sobre X.

Teorema 3.1.11. Supongamos que X es un G-espacio y tomemosx € X. Conside-
remos a G/G, como G-espacio via a-bG, = abG,. La aplicacion ®: G/G, — O,
definida por ®(aG,) = a-x es un isomorfismo de G-espacios.

Demostracion. Notemos en primer lugar que ® estd bien definida, ya que de la
igualdad aG, = bG, se sigue que existe ¢ € G, tal que a = bc y, por tanto,
a-x =b-(c-x) = b-x. Es evidente que ® es un morfismo sobreyectivo de G-espacios.
Resta ver que también es inyectivo, lo cual se sigue de que a-z = b-x implica que
a'be G, yasiaG, =bG,. O

Corolario 3.1.12. Para cada G-espacio X y cada x € X wvale que
#(O0,) = |G : G,

En particular x € PF(X) si y sélo si G, = G.

Una aplicacion de este resultado es la siguiente:
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Proposicion 3.1.13. Si k es un cuerpo finito que tiene q elementos, entonces el
orden de GL(n, k) es

(@ =D —q) (" —q" ) =g"" V2" = 1)(¢" = 1)+ (g —1).

Demostracion. Por induccion en n. Es claro que GL(1, k) = k* tiene ¢—1 elementos.
Supongamos que el resultado vale para n. Denotemos con k"*1 al espacio de los
vectores columna de n + 1 coordenadas y con e; al primer elemento de la base
canénica de k"1, Dado que la accién natural de GL(n + 1, k) sobre k"1 \ {0} es
transitiva, tenemos

GL 1,k
qn+1 1= #(kzn+1 \{0}) = | |GL(7(1n—|—+1 k?)<)3| |

Es facil ver que GL(n+1, k), es el conjunto de las matrices cuya primera columna
es e; y asi |GL(n + 1,k)e,| = ¢"|GL(n,k)|. En consecuencia por la hipdtesis
inductiva,

|GL(n+ 1,k)| = (¢""" = 1)¢"| GL(n, k)| = (¢"" = D)(¢"" —q) -+ (¢"" = q"),

como queriamos ver. [

Combinando el Corolario 3.1.12 con la férmula (4) obtenemos que

(5) #(X)= D |G:Gu| =#(PF(X))+ Y. |G:Gal,

reX' z€X/\PF(X)

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de X.
Veamos que nos dice todo esto en algunos de los ejemplos mencionados arriba:

1) En el caso en que G actia sobre si mismo por conjugacién, tenemos que
PF(G) = Z(G) y G, = C¢(a) para todo a € G, de manera de que el tamano
de la clase de conjugacion de a € G es |G : Cg(a)| y asi, si G es finito, divide
al orden de G. Ademas la formula (5) queda

Gl=12@)+ ) 1G:Cgla)l,

a€X'\Z(G)

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G.
Esta es la llamada ecuacion de las clases.

2) En el caso en que G actiia sobre uno de sus subgrupos normales H por con-
jugacién, entonces PF(H) = HNZ(G) y G, = Cg(a) para todo a € H, de
manera de que el tamano de la clase de conjugacién de a € H es |G : Cg(a)|
y asi, si G es finito, divide al orden de G. Ademas la férmula (5) queda

|H| = |HNZ(G)| + > |G : Ca(a)l,
a€X'\(HNZ(G))

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G
que estan incluidas en H.
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3) En el caso en que G actiia sobre el conjunto S(G) de los subgrupos de G
por conjugacién, entonces PF(S(G)) es el conjunto Sy (G), de los subgrupos
normales de G, y Gy = Ng(H) para todo subgrupo H de G, de manera de
que el tamano de la clase de conjugacién de H es |G : Ng(H)| y asi, si G es
finito, divide al orden de G. Ademsds la férmula (5) queda

#(S(G) = #(Sn(G) + ) |G:Ng(H)|,

HeX'\Sn(G)

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de
S(G).

4) En el caso en que G actia sobre el conjunto P(G) de los subconjuntos de G por
conjugacion, entonces PF(P(G)) es el conjunto Pyn(G), de los subconjuntos
S de G que satisfacen aSa~! = S para todo a € G, y Gs = Ng(S) para todo
subconjunto S de GG, de manera de que el tamano de la clase de conjugacion
de S es |G : Ng(9)| y asi, si G es finito, divide al orden de G. Ademas la
férmula (5) queda

29 = #(P(G) =#(Px(G)+ > |G :Na(9),

SEX'\Pn(G)

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de
P(G).

5) La accién de G por traslaciones a izquierda sobre el conjunto G/H de las
coclases a izquierda de un subgrupo H de G es transitiva. Asi, si H es propio,
entonces PF(G/H) = 0 y G,y = aHa™! para toda coclase aH. La férmula
(5) en este caso es trivial.

A continuaciéon damos otra aplicacién del Corolario 3.1.12:

Observacion 3.1.14. Tomemos un elemento a de un grupo G. FEs obvio que
(a) € Cg(a). Ademds, por el cdlculo hecho en el item 1) de arriba, si G es finito,
entonces | Ca(a)| es igual a |G| dividido por el cardinal de la clase de conjugacion
de a. En consecuencia, (a) = Cg(a) si y solo si este cociente es igual al orden de
a. Por ejemplo, por la formula de Cauchy obtenida en (3), para cada permutacion
o € Sy, vale que |Cg(o)] = 1“1a112%2a5! ... n%ay!, donde (aq,...,an) es la
estructura ciclica de o y asi, por el Teorema 2.1.1, (o) = Cg, (o) si y sélo si
los ordenes de los ciclos que aparecen en la descomposicion ciclica de o son todos
coprimos dos a dos (en particular tienen todos ordenes distintos).

Ejercicio 22. Pruebe que si G es un grupo simple infinito, entonces vale lo si-
guiente:

1) Sia € G es distinto de 1, entonces la clase de conjugacion de a tiene infinitos
elementos.

2) Si H es un subgrupo no trivial de G, entonces la clase de conjugacion de H
tiene infinitos elementos.

Denotemos con k a un ntimero natural. Decimos la accion de un grupo G sobre
un conjunto X es k-transitiva o que G opera k-transitivamente sobre X si dados
subconjuntos {x1,...,zr} e {y1,...,yx} de k elementos de X existe a € G tal que

a-r1 =Yy, T = Y.
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Ejemplo. La accién natural de S, sobre X = {1,...,n} es n-transitiva. Afir-
mamos que la accién de A, sobre X inducida por la accién natural de S, es
n — 2 transitiva. En efecto si {z1,...,2,-2} € {y1,...,yn—2} son subconjun-
tos de X de n — 2 elementos, entonce existe o € S,, tal que o(x;) = y; para
1<i<n-—2 Sioce€ A, yaestd. Sino tomando 21,20 € X \ {v1,...,Yn—2}
y considerando o’ = (21, z3) oo obtenemos una permutatacién par ¢’ que también
satisface o’(x;) = y; para 1 <i <mn — 2.

Proposicion 3.1.15. Supongamos que k € N es mayor o igual que 2 y que X es
un G-comjunto. Son equivalentes:

1) G opera k-transitivamente sobre X .

2) G opera transitivamente sobre X y la accion de cada estabilizador G, sobre
X\ {z} es (k — 1)-transitiva.

Demostracién. Veamos primero que 1) implica 2). Es claro que G opera transi-
tivamente sobre X. Tomemos ahora x € X. Por hipdtesis, dados subconjuntos
{z1,...,xk-1} e {y1,...,yx—1} de k — 1 elementos de X \ {z}, existe a € G tal
qQue a-r=2xya-r;=1¥y,...,a Tp_1 = Yr_1. Bsto muestra que cada G, opera
(k — 1)-transitivamente sobre X \ {z}. Veamos ahora que 2) implica 1). Tomemos
subconjuntos {z1,...,2x} € {y1,...,yx} de k elementos de X. Como G opera tran-
sitivamente sobre X y G,, opera (k — 1)-transitivamente sobre X \ {z;} existen
aeGybeGy talesquea-yy =1 yb-29=0a-y2,...,b- T2 =a-yr_1. Es claro
ahora que (a71b) -2y =y1,...,(a710) -2 = yp. O

Contando orbitas. El siguiente resultado es conocido como lema de Burnside,
pero es debido a Frobenius.

Teorema 3.1.16. Para cada G-conjunto arbitrario N wvale que

NIG| =) #(PF,(X)),

aceG

donde PF,(X) ={z € X :a-x =2} y N denota a la cantidad de orbitas de X .

Demostracion. En ), . #(PF,(X)) cada x € X es contado |G| veces (pues G,
consiste de todos los a € G tales que z € PF,(X)). Dado que si x e y estdn en la
misma Orbita es |G| = |G| v que la 6rbita de x tiene |G : G| elementos, en la
suma de arriba los elementos de O, son contados en total |G| = |G : G;||G | veces.
Recorriendo todas las 6rbitas de X obtenemos asi que ) . PF.(X) = N|G|. O

Ejemplo. La cantidad ¢ de clases de conjugacién de un grupo finito G es

e= 15 21 Calal

aeG

En efecto, para la accién de conjugacion,

PF,(G)={bcG:aba ' =b} ={bc G:b tab=a} = Cg(a).
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Corolario 3.1.17. Si G es un grupo finito y X es un G-conjunto transitivo que
tiene mds de un elemento, entonces existe a € G tal que PF,(X) = 0.

Demostracion. Dado que X es transitivo la cantidad de orbitas es 1. Asi, por el
Teorema 3.1.16, |G| = > .o #(PF.(X)) y, como #(PF1(X)) = #(X) > 1, debe
existir a € G tal que PF,(X)=0. O

Lema 3.1.18. Fijemosn >1 yq € Q. Ezxiste solo una cantidad finita de n-uplas

(i1,...,1n) de numeros naturales, tales que q = Z;’:l %

Demostracion. Demostraremos el lema mediante induccién en n. El caso n =1 es

trivial. Supongamos que el resultado vale para uplas de longitud n — 1 y veamos

que vale para uplas de longitud n. Claramente es suficiente ver que existe sélo una

cantidad finita de n-uplas (i1, ...,i,) de nimeros naturales, tales que i; < --- <1,

yq= 2?21 Zi Para cada una de estas n-uplas claramente tenemos que i1 < n/q.
J

El resultado se sigue de que, por la hipétesis inductiva, para cada ntimero natural

k < n/q, sélo hay una cantidad finita de (n — 1)-uplas (is,...,%,) que satisfacen la

. 1 _ 1

igualdad q — ¢ = Zj:Q o O

Teorema 3.1.19. Para cada n > 1 solo hay una cantidad finita de grupos finitos

que tienen exactamente n clases de conjugacion.

Demostracion. Supongamos que G es un grupo finito que tiene exactamente n clases
de conjugacion. Entonces la ecuacién de las clases queda

Gl => |G : Calay)l,
j=1

donde {aj,...,a,} es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién
de G. De esto se sigue inmediatamente que

n
1 .
1= Z e donde i; = |Cg(aj)|.
7j=1
Tomando j tal que a; € Z(G) obtenemos que el méximo i; que aparece en esta
suma es |G|. Por otra parte por el Lema 3.1.18 este maximo ¢; estd acotado por un
M > 0. Esto muestra que |G| < M y la demostracién se termina usando el hecho

obvio de que solo hay una cantidad finita de grupos no isomorfos de un orden finito
dado. O

Ejercicio 23. Pruebe que si un grupo G contiene un elemento de orden n > 1 y
dos clases de conjugacion, entonces |G| = 2.

3.2.Teoremas de Sylow. Denotemos con p a un ntmero primo. Un grupo finito
es un p-grupo si su orden es una potencia de p. Supongamos que GG es un grupo
de orden n = p*m con a > 0 y m coprimo con p. Por definicion un p-subgrupo
de Sylow de G es un subgrupo de G de orden p®. Cuando p esté claro o cuando
no nos interese hablaremos también de subgrupos de Sylow. En esta seccién vamos
a probar tres importantes teoremas que aseguran entre otras cosas que el cardinal
del conjunto de los p-subgrupo de Sylow de G es no vacio. Empezamos por los
siguientes lemas.
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Lema 3.2.1. Si el orden de un grupo abeliano finito G es divisible por un primo p
entonces G contiene un elemento de orden p.

Demostracion. Demostraremos el lema por induccién en |G|/p. El caso |G|/p =1
es obvio. Para el paso inductivo tomemos a € G tal que |a| > 1. Si p divide a |al,
entonces z/%/P tiene orden p. Si no, p divide a |G/{a)| y, por hipétesis inductiva,
existe b € G, tal que su clase b en G/{a) tiene orden p. Pero entonces el orden de
b es multiplo de p y bll/? tiene orden p. O

Lema 3.2.2. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de G y que H un p-
subgrupo de G. Si H estd incluido en el normalizador Ng(P) de P en G, entonces
H esta incluido en P.

Demostracion. Por hipotesis HP es un subgrupo de Ng(P) y P es un subgrupo
normal de HP. Por el teorema de Noether |HP : P| = |H : PN H|, que es una
potencia de p, lo que implica que HP es un p-subgrupo de G. Como P es un
p-subgrupo maximal de G, obtenemos de esto que H C P. [

Teorema 3.2.3 (Sylow). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide a
|G|, entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1) La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es congruente a 1 mddulo p.
2) Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

3) Todo p-subgrupo H de G estd incluido en un p-subgrupo de Sylow de G.
Ademds, la cantidad de p-subgrupos de Sylow de G que contienen a H es
congruente a 1 maodulo p.

Demostracion. Veamos primero que el conjunto de los p-subgrupos de Sylow de
G no es vacio. Demostraremos esto por induccion en el orden de G. Si G tiene
un subgrupo propio H cuyo indice es coprimo con p, entonces todo p-subgrupo de
Sylow de H también lo sera de G, y el resultado se sigue por induccién. Podemos
suponer entonces que ningin subgrupo propio de GG tiene indice coprimo con p. De
la ecuacién de las clases

Gl =12+ > |G:Cela),
a€X'\Z(G)

se sigue entonces que p divide a |Z(G)|. Por el Lema 3.2.1 existe a € Z(G) de
orden p. Como a € Z(G) el subgrupo (a) de G es normal. Tomemos un p-sub-
grupo de Sylow P’ de G/(a) y escribamos P = 7~ 1(P’), donde 7: G — G/{a) es
el epimorfismo canénico. Dado que (a) C P y que 7 aplica P sobre P’ tenemos la
sucesion exacta corta

1 (a) pP——=p! 1

y asi |P| = p|P’], lo que muestra que P es un p-subgrupo de Sylow de G. Fijemos
un tal P y llamemos X a su clase de conjugacion. Cada p-subgrupo H de G actia
por conjugacién sobre X. Denotemos con PFy(X) al conjunto de los puntos fijos
de X por esta accion. Por el Lema 3.2.2

PFy(X)={aPa~': H C Ng(aPa ')} = {aPa™': H C aPa™ '},
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y por otro lado,
#(PFu (X)) = #(X) (mod p),

ya que X \ PFy(X) es una unién disjunta de érbitas no triviales y que, por el
Corolario 3.1.12, el cardinal de cada érbita no trivial de X es una potencia positiva
de p. Asi,

#({aPa™': H CaPa'}) =#(X) (mod p).

Como {aPa™!: P C aPa~1'} = {P}, tomando H = P en esta igualdad, obtenemos
que #(X) =1 (mod p) y, en consecuencia, que

#({aPa ' : H CaPa '}) =1 (mod p).

Aplicando esta férmula con H un p-subgrupo de Sylow se obtiene el item 2). Con-
siderando ahora H arbitrario se verifica que vale el item 3). Finalmente el item 1)
se sigue del 3) tomando H = {1}. O

Corolario 3.2.4. Supongamos que G es un grupo finito y que p es un primo que
divide a |G|. La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es igual a |G : Ng(P)|,
donde P es cualquier p-subgrupo de Sylow de G.

Demostracion. Denotemos con X al conjunto de los p-subgrupos de Sylow de G
y consideremos la accion de G sobre X por conjugacién. Como esta accion es
transitiva el cardinal de X es |G : Ng(P)|. O

Al conjunto de los p-subgrupos de Sylow de un grupo GG lo vamos a denotar con
Syl (G).

Corolario 3.2.5. Si G es un grupo de orden p"m con p primo y m coprimo con
p, entonces #(Syl,(G)) divide a m.

Demostracion. El resultado se sigue del corolario anterior y de que |G : Ng(P)]
divide a |G : P|=m. O
Corolario 3.2.6. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito
G. Son equivalentes:

1) P es un subgrupo completamante normal de G,

2) P es un subgrupo normal de G,

3) P es el unico subgrupo de Sylow de G.

Demostracion. 1) = 2). Es trivial.
2) = 3). Por el item 2) del Teorema 3.2.3.

3) = 1). Pues si G tiene s6lo un p-subgrupo de Sylow P, entonces P es comple-
tamente normal en G, ya que la imagen de P por un endomorfismo de G, es un
p-subgrupo de G que, por el item 3) del Teorema 3.2.3, esta incluido en G. [

Proposicién 3.2.7. Si (P;)ics es una familia que contiene un p-subgrupo de Sylow
de un grupo finito G para cada primo p que divide a |G|, entonces G estd generado

por Uie] P;.

Demostracion. Denotemos con G’ al subgrupo de G generado por | J,.; Pi. Como
P, C @', sabemos que |P;| divide a |G’| y asi, como los |P;|’s son coprimos dos a
dos, su producto [[,.; |P;| también divide a |G'|. Como este producto es igual a

|G|, tenemos entonces |G| divide a |G’|, de donde G = G'. O
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Algunos ejemplos. A continuacién calculamos los subgrupos de Sylow de algunos
grupos.

Ejemplo 1. Consideremos el grupo simétrico Sz cuyo orden es 3! = 2.3. Es evi-
dente que S3 tiene un tnico 3-subgrupo de Sylow ((1,2,3)) y tres 2-subgrupos de

Sylow ((1,2)), {(1,3)) v ((2,3))-

Ejemplo 2. Consideremos el grupo simétrico S4 cuyo orden es 4! = 23.3. Dado que
los 3-ciclos son los tinicos elementos de S4 que tienen orden 3 y hay 8 de ellos, S, tiene
cuatro 3-subgrupo de Sylow, ((1,2,3)), ((1,2,4)), ((1,3,4)) y ((2,3,4)). Calculemos
ahora los 2-subgrupos de Sylow. Como (por ser unién de clases conjugadas) el
subgrupo

H = {id, (1,2)0(3,4),(1,3)0(2,4),(1,4)0(2,3)}

de Sy es invariante, H es un subgrupo de cada 2-subgrupo de Sylow de Sy. Asi,
los 2-subgrupo de Sylow de S4 son los subgrupos de la forma P, = (o, H), con
o € S4\H un elemento cuyo orden es una potencia de 2. Podemos tomar por
ejemplo como ¢ a un 4-ciclo. Como los 3-subgrupos de Sylow de S4 son conjugados,
por el Teorema 2.1.2, todos seran de esta forma. Notemos ahora que P, = P,s, ya
que (o) = (02), de manera de que Sy tiene a lo sumo tres 2-subgrupos de Sylow,
que son

P1:<(1727374)7H>7 P2:<(1727473)7H> y P3:<(1737274)7H>‘
Un céalculo directo muestra que

Py ={id, (1,3),(2,4), (1,2)0(3,4),(1,3)0(2,4),(1,4)0(2,3),(1,2,3,4),(1,4,2,3)},
P,={id, (1,4),(2,3),(1,2)0(3,4),(1,3)0(2,4),(1,4)0(2,3), (1, 2,4,3), (1, 3,4,2)},

y
P;={id, (1,2),(3,4),(1,2)0(3,4),(1,3)0(2,4),(1,4)0(2,3), (1, 3,2,4), (1,4,2,3)}.

Notemos por iltimo que P; estd generado por o = (1,2,3,4) e 7 = (1,4)0(2,3) y

que 0 =72 =idy ror ! =0~ ! y asi P, P, y P; son isomorfos a Djy.

Ejemplo 3. Parte de los argumentos usados en el ejemplo anterior muestran que
el grupo Ay, de orden 22.3, tiene un tnico subgrupo de Sylow

H ={id, (1,2)0(3,4),(1,3)0(2,4), (1,4)0(2,3)}

de orden 4, que es isomorfo a Zy X Zg y cuatro 3-subgrupo de Sylow, ((1,2,3)),
((1,2,4)), ((1,3,4)) y ((2,3,4)).

Ejemplo 4. Consideremos el grupo diedral D,,. Recordemos que D,, esté generado
por dos elementos a e b sujetos a las relaciones a” = 1, b> = 1 y bab~la = 1y
que D, = {1,...,a" 4 b,...,a" " b}. Sabemos también que cualquiera sea r el
subgrupo (a”) de D,, es invariante. Escribamos n = 2™t con t impar, de manera
de que |D,,| = 2™ *1t. Afirmamos que

1) La cantidad de 2-subgrupos de Sylow de D,, es t y cada uno de ellos es isomorfo
a ng .
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2) Si p es un primo impar que divide a 2™t entonces D, tiene un tnico p-

subgrupo de Sylow, que es ciclico.

Veamos primero el item 1). Como el subgrupo (a') de D,, es invariante y su
orden es 2™, esta incluido en todos los 2-subgrupos de Sylow de D,,. Dado que si
a' € D, \ (a') su orden no es una potencia de 2, los 2-subgrupos de Sylow de D,
tienen la forma K; = (a‘b,a') = (a'b)(a?), donde la tltima igualdad se sigue de que
(a') es un subgrupo invariante de D,,. Ademads la igualdad

ety — L@@ _ 227
ait) )] = 1o S = =

muestra que cada uno de estos K; es un 2-subgrupo de Sylow de D,,. Como

K; = (a'b,a') = {a" b, a" : 0 < j < 2™},

— 2m+1

es claro que K; = K; si y s6lo si i = i (mod t) y asi los 2-subgrupos de Sylow
de D,, son exactamente Ky, ..., K;_;. Por tltimo los K;’s son diedrales ya que a‘b
y a* son un conjunto de generadores de K; que satisface (a*)?” = 1, (a’b)? = 1
y (a*b)at(a’b)™! = a~t. Veamos ahora el item 2). Notemos que si p es un primo
impar y si p divide a 2™*'¢, entonces p divide a t. Escribamos ¢t = p“v con v
coprimo con p. El subgrupo (a?"¥) de D,, tiene orden p* y es invariante y asf es el
tnico p-subgrupo de Sylow de D,,.

Ejemplo 5. Consideremos el grupo cuaterniénico H,. Recordemos que H,, esta
generado por dos elementos a e b sujetos a las relaciones a”b=2 =1y bab~la =1
y que H, = {1,...,a> 1 b,...,a>"1b}. Escribamos n = 2™t con t impar, de
manera de que |H,| = 2™"2¢t. Afirmamos que

1) La cantidad de 2-subgrupos de Sylow de H,, es t y cada uno de ellos es isomorfo

a Hom (aqui denotamos con Hy a un grupo ciclico de orden 4).

2) Si p es un primo impar que divide a 2™2¢, entonces H, tiene un tnico p-

subgrupo de Sylow, que es ciclico.

Veamos primero el item 1). Como el subgrupo (a') de H,, es invariante y su
orden es 211, est4 incluido en todos los 2-subgrupos de Sylow de H,,. Dado que
sia® € Hy, \ (a®) su orden no es una potencia de 2, los 2-subgrupos de Sylow de H,,
tienen la forma K; = (a'b,a’) = (a'b){a’), donde la tltima igualdad se sigue de que
(a') es un subgrupo invariante de H,. Notemos que (a'b)? = a’ba’b~1b? = b? = ™
y asf {a’b) N (a') = {1,a™}. En consecuencia

iy L@Dllta] _ 227+
o= ey ] 2

lo que muestra que cada uno de estos K; es un 2-subgrupos de Sylow de H,. Como

K; = (a'b,a") = {a7T"b,a" : 0 < j < 2™}

_ om+1
=92 ,

es claro que K; = K; si y s6lo si i = i (mod t) y asi los 2-subgrupos de Sylow
de H, son exactamente Kj,..., K;_1. Por iltimo los K;’s son isomorfos a Hom ya
que a’b y a' son un conjunto de generadores de K; que satisface (at)?" (a’b)=2 =1
y (a*b)at(a’b)™! = a~t. Veamos ahora el item 2). Notemos que si p es un primo
impar y si p divide a 2™*2¢, entonces p divide a t. Escribamos ¢t = p“v con v
coprimo con p. El subgrupo (a2m+1”> de H,, tiene orden p“ y es invariante y asi es
el inico p-subgrupo de Sylow de H,.
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Ejemplo 6. Vamos a calcular los p-subgrupos de Sylow de S,,. Dado que | S, | = p!
y p es coprimo con (p — 1)!, todo p-subgrupo de Sylow de S, es ciclico de orden p.
Como los elementos de orden p de S, son los p-ciclos, por la férmula de Cauchy, S,
tiene (p — 1)! de tales elementos. Asi, dado que cada p-subgrupo de Sylow de S,
contiene p — 1 generadores, hay exactamente

(p—1)!

(p—2)= o

p-subgrupos de de Sylow. En particular obtenemos que (p — 2)! = 1 (mod p) lo
cual es el famoso teorema de Wilson.

Ejemplo 7. Vamos a encontrar uno de los p-subgrupos de Sylow de GL(n,k),
donde k es un cuerpo finito de p" elementos. Por la Proposicion 3.1.13 el orden de
GL(n, k) es pmn(n=D/2(pmn _1)(p™(»=1 —1)... (p" —1) y claramente p es coprimo
con (p""—1)(p™»~Y —1)...(p™—1). Por otro lado el orden del subgrupo UT(n, k)
de GL(n, k) formado por las matrices triangulares superiores con coeficientes en k,
que tienen 1 en la diagonal principal, es p™™*("=1/2 y asf UT(n, k) es un p-subgrupo
de Sylow de GL(n, k).

Observacion 3.2.8. Supongamos que H es un subgrupo de un grupo finito G y
denotemos con p a un primo que divide a |H|. Por el item 3) del Teorema 3.2.3 todo
subgrupo de Sylow Py de H esta incluido en un subgrupo de Sylow P de G y asi
Py = PN H. En particular la cantidad de subgrupos de Sylow de G es mayor que
la de H. Supongamos ahora que P’ es otro subgrupo de Sylow de G. Por el item 2)
del mismo teorema, existe g € G tal que P' = gPg~" y asi gPyg~' = P'NgHg™'.
Por lo tanto, si H es normal, entonces P' N H es un subgrupo de Sylow de H y, en
consecuencia en este caso, todo subgrupo de Sylow de G corta a H en un subgrupo
de Sylow (en particular todo p-subgrupo normal de G estd incluido en todos los
subgrupos de Sylow de G). Ademds, PH/H es un p-subgrupo de Sylow de G/H, ya
que |PH/H| = |P/(PNH)| y|G/H : PH/H| = |G : PH|. Usando que todos los
subgrupos de Sylow de G/H son conjugados se sigue facilmente de esto que todos
los subgrupos de Sylow de G/H son se esta forma.

Proposicion 3.2.9. Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y p es un

primo que divide a |H|, entonces #(Syl,(H)) divide a #(Syl,(G)). Ademds

#(8Y,(G)) _ |No(Pa)| _ |G+ H||Ng(Pa)l
#(SyL,(H) ~ [Na(P)] Na(P)]

donde P es un p-subgrupo de G y Py un p-subgrupo de H.

Demostracion. G actiia sobre Syl,(H) por conjugacién, ya que si Py € Syl,(H),
entonces gPrg~! C gHg™! = H, para todo g € G. Adem4s esta accién es transi-
tiva, puesto que lo es restringida a H. Como Ng(Pp) es el estabilizador de Py con
respecto a esta accién, #(Syl,(H)) = |G : Ng(Pg)|. Supongamos que P € Sylp(G)
es tal que PN H = Py. Claramente Ng(P) C Ng(Py), ya que si g € Ng(P), en-
tonces

gPuyg ' =g(PNH)g ' =gPg'NngHg ' =gPg ' NH=PNH= Py.
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En consecuencia
#(Syl,(H)) = |G : Ng(Py)| divide a |G : Ng(P)| = #(Syl,(G)).
Notemos también que de |H : Ny (Py)| = #(Syl,(H)) = |G : Ng(Pg)| se sigue que

#(5v,(G)) _ [Ne(Pu)| _ |G : H||Nu(Pp)|
#(SyL,(H))  [Nea(P)] [Ne(P)|

como queriamos. [

Proposicion 3.2.10. Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y p es un
primo que divide a |G/H|, entonces #(Syl,(G/H)) divide a #(Syl,(G)).

Demostracion. G actta sobre {PH/H : P € Syl,(G)} por conjugacién y esta
accién es claramente transitiva. Puesto que Ng(P) estd claramente incluido en el
estabilizador de PH/H y que, por la Observacién 3.2.8,

#(Syl,(G/H)) = #({PH/H : P € Syl,(G)}),

tenemos que #(Syl,(G/H)) divide a |G : Ng(P)| = #(Syl,(G)). O

Proposicién 3.2.11 (Frattini). Si H es un subgrupo normal de un grupo finito
G y P es un p-subgrupo de Sylow de H, entonces G = H Ng(P). En particular, P
es un subgrupo normal de H si y solo si es un subgrupo normal de G.

Demostracién. Tomemos a € G. Como H es normal, aPa™! C aHa ! = H y asf
aPa~! es un p-subgrupo de Sylow de H. Por el item 2) del Teorema 3.2.3, existe b en
H tal que baPa='b~! = P. Asiba € Ng(P), de donde a = b=1(ba) € H Ng(P). O

Corolario 3.2.12. Si H un subgrupo de un grupo finito G y H contiene al nor-
malizador NG (P) de un p-subgrupo de Sylow P de G, entonces Ng(H) = H.

Demostracion. Como H es normal en Ng(H) y P C H se sigue de la Proposi-
cion 3.2.11 que Ng(H) = H Ny, () (P) € HNg(P)=H. O

Terminamos esta subseccién con el siguiente teorema probado por Cauchy en
1845.

Teorema 3.2.13 (Cauchy). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide
a |G|, entonces G tiene elementos de orden p.

Demostracion. Tomemos a # 1 en P, donde P es un p-subgrupo de Sylow de G.
Entonces |a| = p® con a« > 1y asi aP""" tiene orden p. O

Corolario 3.2.14. Un grupo finito es un p-grupo si y solo si el orden de cada uno
de sus elementos es una potencia de p.

3.3.p-grupos finitos. Denotemos con p a un nimero primo. En esta seccion
probaremos algunas propiedades basicas de los p-grupos finitos.
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Teorema 3.3.1. Denotemos con G a un p-grupo finito. Si H es un subgrupo
normal no trivial de G, entonces H NZ(G) tampoco es trivial. En particular Z(G)
no es trivial.

Demostracion. Consideremos la ecuacién

H|=[HNZG)|+ > |G:Ceala),
a€X'\(HNZ(R))

donde X’ es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G que
estdn incluidas en H. Dado que tanto |H| como cada |G : Cg(a)| son divisibles por
p, también |H NZ(G)| lo es, de manera de que H N Z(G) no es trivial. [

Corolario 3.3.2. Todo subgrupo normal de orden p de un p-grupo G estd incluido
en el centro de |G]|.

Corolario 3.3.3. Si |G| = p™, entones toda cadena
{1}=GyCG;, CG,C---CG;, CG,=G

de subgrupos normales de G con 1 <11 <ig < - <i.<ny ]Gij| = p'i se puede
completar a una cadena

{1} =Go€CG1 €G2S - C G CG, =G,
de subgrupos normales de G con |G| = p’. En particular G tiene un subgrupo

normal de orden p’ para cada 1 < j < n.

Demostracién. Por induccién en a. Tomando a € Z(G)NG;, de orden p obtenemos
un subgrupo normal G; = (a) de orden p de G incluido en G;,. Supongamos
ahora que el resultado vale para p-grupos de orden menor que p". Consideremos la
sobreyeccion canénica w: G — G/(a). Por hipétesis inductiva la cadena

0=GyCGi,-1CGi,1C--CGi-1CGp1 =G,
donde Eij_l denota a 7(G;;) se puede extender a una cadena
0=GoCG1CGC--CGyr1CGy
con |G| =p’~!, para 1 < j < a. Es claro que la cadena
0=GoC G CGC---CGpr1CG, =G

obtenida tomando G, = W_l(@j,l), para 1 < j < n, satisface las condiciones
pedidas en el enunciado. [J
Corolario 3.3.4. Todo grupo G de orden p? es abeliano. Ademds son equivalentes:
1) G no es ciclico,
2) G tiene p + 1 subgrupos de orden p,
3) G tiene al menos dos subgrupos de orden p,
4) G es isomorfo a Zy X Ly,
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Demostracion. Supongamos que G no fuera abeliano. Debido a esto y al Teo-
rema 3.3.1, Z(G) tendria orden p y asi G/Z(G) tendria también orden p. Pero
entonces seria ciclico, lo que contradeciria la Proposicién 1.13.1. Veamos ahora las
equivalencias. Si G no es ciclico, entonces tiene p?> — 1 elementos de orden p y como
los subgrupos de orden p de G tienen p — 1 elementos de orden p y se intersecan
trivialmente, hay p+1 = (p?> —1)/(p—1) subgrupos de orden p en G. Asf 1) implica
2). Es claro que 2) implica 3) y 4) implica 1). Veamos que 3) implica 4). Si H;
y Hs son dos subgrupos distintos de orden p de G, entonces Hy N Hy = {1} y asf,
por el Teorema 1.14.10, G ~ Hy x Hy ~ 7, X Zp,. U

Corolario 3.3.5. Si G es un grupo no conmutativo de orden p3, entonces
Z(G) = [G,G]

y tiene orden p y este es el unico subgrupo invariante de G de orden p. Ademds
G/ Z(G) es abeliano y no ciclico.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.1, Z(G) # {1} y dado que G no es abeliano,
Z(G) # G. Ademass por la Proposicién 1.13.1, G/ Z(G) no es ciclico. Por lo tanto
su orden es al menos p? y asf | Z(G)| = p. Como, por el Corolario 3.3.4, G/ Z(Q)
es abeliano, tenemos que [G, G| C Z(G). Por otra parte no puede ser [G,G] = {1}
ya que esto significa que G es abeliano. Por ltimo, por el Corolario 3.3.2, Z(G) es
el tinico subgrupo invariante de GG de orden p. [J

Teorema 3.3.6. Si H es un subgrupo propio de un p-grupo finito G, entonces
H C Ng(H).

Demostracion. Si H es normal es claro que H C Ng(H) ya que Ng(H) = G.
Supongamos que H no es normal. Entonces el cardinal del conjunto X de los
conjugados de H es |G : Ng(H)| lo que es una potencia de p mayor que 1. Ahora
H actua sobre X por conjugaciéon y, dado que H es un p-grupo, el cardinal de cada
una de sus 6rbitas es una potencia de p. Dado que la érbita de H es claramente
{H} que tiene tamano 1, hay al menos p — 1 elementos de X cuyas 6rbitas también
tienen tamainio 1. Tomemos uno de estos elementos aHa~'. Entonces para todo
b € H vale que baHa 'b~! = aHa™!, lo que implica que a=*ba € Ng(H). Pero
como aHa~' # H algtin a~'ba no estd en H. [

Corolario 3.3.7. St H es un subgrupo propio mazximal de un p-grupo finito G,
entonces H es normal en G y su indice es p.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.6 el subgrupo H de G es normal. Ademas por la
Observacion 1.11.7, G/ H no tiene subgrupos no triviales y asi, por el Corolario 3.3.3,

|G/H|=p. O
Observacion 3.3.8. Supongamos que H es un subgrupo propio de un p-grupo finito
G. Por el Teorema 3.3.6 existe una cadena

H ¢ Ng(H) S NG(H) € - € Ng ' (H) € Ng(H) =G,

donde la sucesion (Né(H))jzo estd definida recursivamente por N&(H) = {1} y
NJGH(H) = Ng(NL(H)). Para todo 0 < j < i, denotemos con p®i al orden de
N%(H). Por el Corolario 3.3.3, para cada 0 < j < i existen cadenas

NJG(H) = Gaj < Gaj-H C---C Gaj+1—1 cG = Né+1(H)?

041
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tales que H = G para p' = |H| y Ga,+1 €s un subgrupo normal de orden pitl
de NJGH(H) para cada 0 < | < pYitt — p®i . En particular H esta incluido en un
subgrupo de indice p de G.

Teorema 3.3.9. Denotemos con H a un p-subgrupo arbitrario de un grupo finito
G. Si |H| divide a p™ y p™ divide a |G|, entonces la cantidad de p-subgrupos de G
de orden p™ que contienen a H es congruente a 1 modulo p.

Demostracion. Podemos suponer que |H| < p™ ya que en otro caso el resultado
es trivial. Escribamos |G| = p™r. Haremos la demostracién por induccién en el
maximo entero no negativo n tal que p” divide a r. Cuando n = 0 el teorema
se reduce al item 3) del Teorema 3.2.3. Supongamos ahora que n > 0 y que el
teorema vale para subgrupos de G de orden p™*!. Denotemos con P;,...,P, v
con Q1,...,Q, a los subgrupos de orden p™*! y p™ de G que contienen a H,
respectivamente. Por hipdtesis inductiva la cantidad a; de los P;’s que contienen a
un dado @); es congruente a 1 médulo p. Para terminar la demostracion debemos
ver que la cantidad b; de los @;’s que estan contenidos en un dado P; también es
congruente a 1 médulo p, ya que entonces de la igualdad

u v
E bz = E aj,
=1 j=1

valida pues las dos sumas cuentan a cada P; con multiplicidad igual a la cantidad
de @Q;’s que contienen, se seguird que v = v (mod p). Fijemos entonces P; y
supongamos que Qj,, ..., Q;, son los Q;’s que estdn contenidos en FP;. Debemos ver
que v’ =1 (mod p). Por la Observacién 3.3.8, v' > 1. Podemos suponer claramente
que v > 1. Por el Corolario 3.3.7 cada @);, es normal en P; y asi, en particular,
Q;,Qj, = P;. Por la Proposicién 1.6.8, se sigue de esto que Dy = @, N Q;, tiene
orden p™~!. Ademés D; es normal en P; ya que es la interseccién de dos subgrupos
normales de P;. Por el Corolario 3.3.4, P;/D; es abeliano y tiene p 4+ 1 subgrupos
de orden p. En consecuencia en el conjunto {Qj,,...,Q; } hay p + 1 elementos
que contienen a Dj. Si v/ = p + 1 esto termina la demostraciéon. Supongamos
que v > p+ 1 y tomemos Qj,, tal que Dy no estd incluido en Q.. Escribamos
Dy = Q;,NQj,, . Como antes podemos ver que en {Qj,,...,Qj } hay p+1 elementos
que contienen a D,. Claramente Q;, es el tinico elemento de {Q;,,...,Q;/ } que
contiene a la vez a D; y a Ds, ya que si hubiera otro @);,, entonces @Q;, N Q,
contendria a D1 y a D3 lo que es absurdo pues |D1| = [Ds| = |Qj, N Qj,| = p™~*
y D1 # Djy. Asi hay 2p + 1 elementos en {Qj,,...,Q; } que contienen a D; o a
Ds. Si v = 2p+ 1 la demostracién se termina aqui. Supongamos entonces que
v’ > 2p+1y tomemos ®j,, tal que ni Dy ni D, estan incluidos en @, y escribamos
D3 = Qj, NQj,,. Como antes en {Qj,, ..., Qj; } hay p+1 elementos que contienen
a D3. Nuevamente @;, es el inico elemento de {Q;,,...,Q;/ } que contiene a la vez
a D1 y a D3 y similarmente es el tnico elemento de {Q;,,...,Q;/ } que contiene
ala vez a Dy y a D3. Asi hay 3p 4 1 elementos en {Q;,,...,Q;/ } que contienen
a Dy, a Dy 0o a D3. Siv' =3p+1 esto termina la demostracén y si no podemos
continuar con este procedimiento hasta que todos los elementos de {Q;,,...,Q; }
estén listados. [

Corolario 3.3.10. Sip™ divide al orden de un grupo finito G, entonces la cantidad
de subgrupos de G de orden p™ es congruente a 1 mddulo p.
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Demostracion. Por el teorema anterior aplicado al caso H = {1}. O

Observacion 3.3.11. Supongamos que H es un subgrupo normal de un p-grupo
finito G. Fijemos m < n tales que p™ < |H| y p" < |G| y denotemos con X al
congunto de los subgrupos de orden p" de G que cortan a H en un subgrupo de orden
p"™. El grupo G actia por conjugacion sobre X . Claramente el conjunto PF(X) de
los puntos fijos de X por esta accion, consiste de los subgrupos normales de G que
pertenecen a X. Ademas #(PF(X)) = #(X) (mod p) ya que X \ PF(X) es una
union disjunta de orbitas no triviales y que, por el Corolario 3.1.12, el cardinal de
cada orbita no trivial de X es una potencia positiva de p. Asi

#({P € X : P es un subgrupo normal de G}) = #(X) (mod p)

Por ejemplo, por el Teorema 3.5.9, si H un subgrupo normal de un p-grupo finito
G y |H| < p™ < |G|, entonces la cantidad de subgrupos normales de G de orden p™
que contienen a H es congruente a 1 modulo p y, por el Teorema 3.3.1, la cantidad
de subgrupos de orden p"™, de un p-grupo finito G, que cortan al centro Z(G) de G
trivialmente, es es congruente a 0 modulo p.

Proposicién 3.3.12 (Caracterizacién de grupos de orden p3). Supongamos
que G es un grupo de orden p> con p primo. Vale lo siguente:

1) Si G es abeliano, entonces G es isomorfo a Zys, Lz X Ly 0 Ly X Lp X L.

2) Si G no es abeliano y p = 2, entonces G es isomorfo al grupo diedral Dy o al
grupo cuaternionico Hs.

3) Si G no es abeliano y p > 2, entonces G es isomorfo a

G = (x,y: o = yP =1 eyxy ' =z TP)

Gy =(z,y,z: 2P =yP =2 =1, xy = yx, x2 = zx e yz = x2Y).

Demostracién. Si G tiene elementos de orden p® entonces es ciclico. Supongamos
ahora que G tiene elementos de orden p?, pero no de orden p3. Denotemos con z
a uno de estos elementos y tomemos y € G \ (x). Claramente G esté generado por
x e y. Ademads, dado que |G : (z)| = p, por el Corolario 3.1.7, (x) es un subgrupo
normal de G. En consecuencia y? € (x) y existe 1 < r < p? tal que yaxy~! = 2",
Supongamos primero que 7 = 1 (es decir que G es conmutativo). Escribamos
y? = 27 con 0 < j < p?. Como 1 = yp2 = xPJ tenemos que p/j y asf existe
0 <t < p tal que j = pt. Reemplazando y por yz~! podemos suponer que y? = 1,
lo que implica que (z) N (y) = {1}. Por el Teorema 1.14.7 se sigue de esto que
G ~ (x) x (y) ~ Zy2 X Zp. Supongamos ahora que r > 1. Un argumento inductivo
prueba que y'zy~* = 2" para todo i > 1. En particular z = yPzy P = z", de
donde 7 = 1 (mod p?). Dado que (1+p)? =1 (mod p?) y que Z7, tiene un tinico
subgrupo de orden p (pues es ciclico), existe 0 < o < p tal que 1+p = r® (mod p?).
Notemos que y® € G \ (x) pues p no divide a . Cambiando y por y* podemos
suponer que r = 1 + p, ya que y*zy~ ¢ = 27" = 2P, Como antes existe 0 < ¢ < D
tal que y? = 2'?. Dividimos la demostracién ahora en los casos p =2y p > 2. En
el primero las posibilidades para y? son 1 o 22, ya que es imposible que sea y?> = x o

y? = 23, pues esto implicaria que y* = z? # 1. Si y? = 1, entonces G estd generado
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por dos elementos z e y que satisfacen z* = y? = 1 e yry !

=23 yasi G~ Dyysi
y? = 2, entonces G estd generado por dos elementos = e y que satisfacen z* = 1,
y? =22 e yry~ ! = 23 y asi G ~ H,. Pasemos al caso p > 2. Haciendo induccién
primero en j y luego en i podemos ver que 3z’ = 27(1+P)" ¢ Usando esto podemos

ver ahora por induccién en [ que

_ a+p)t—
(@t P y) = gt ) (b (149) ) bt B 1

Como p > 2 tenemos que (1 +p)? = 1+ p? (mod p?) y asf la formula de arriba da
en particular que

(x—t(l-l-p)y)p _ x—ﬂH—p)%yp — x—t(lﬂv)pyp — w—tpyp — 1.

Dado que

(a:_t(1+p)y)x(x_t(1+p)y)_1 — x_t(Hp)yxy_lgct(Hp) — o~ t(1+p) L 14p t(14p) — s

obtenemos, reemplazando y por z *11P)y que G estd generado por dos elementos z
e y que satisfacen zP” = yP = leyry ! = 2P y asi G ~ G;. Queda por considerar
el caso en que todos los elementos de GG tienen orden p. Supongamos primero que
G es abeliano y tomemos x € G\ {1}. Tomemos ahora y, z € G tales que sus clases
en G/(z) generan G/(x). Esto implica en particular que (y) N (z) = {1} y que
(x) N (y,z) = {1}. Asi, por Teorema 1.14.7, G =~ (z) X (y) X (2) = Zy, X ZLp X Ly.
Supongamos ahora que G no es conmutativo. Entonces, por el Ejercicio 3), p > 2y,
por los Corolarios 3.3.4 y 3.3.5, Z(G) = |G, G] tiene orden p y G/ Z(G) ~ Zy, X Zy.
Tomemos y, z € G tales que sus clases en G/ Z(G) generen G/ Z(G). El elemento
r = yzy tz7! € Z(G) es distinto de 1, ya que en caso contrario G = (y, z, Z(G))
serfa abeliano. Por lo tanto G estd generado por elementos x, y y z que satisfacen
?P=yP = =1 xy=yxr,xz=zreyz=xzyyasi G~ Gy. O

Con respecto a la proposicién anterior queda por comprobar que existen grupos
isomorfos a G; y G5. Estos se pueden construir usando el producto semidirecto, lo
que hacemos a continuacion

Construccién de G;. Como (14 p)? =1 (mod p?) la aplicacion f: Z,> — Ly,
definida por f(x) = z(1+p) es un automorfismo de orden p. Asi, podemos obtener
un morfismo de grupos ®: Z, — Aut(Z,2) poniendo ®(i) = f*. El producto semidi-
recto Zyp2 X ¢ Ly es un grupo no abeliano de orden p® que posee elementos de orden
p? y asi es isomorfo a Gy.

Construcciéon de Ga. La aplicacion f: Z, X 2Ly, — Ly XLy, definida por la formula
f(z,y) = (x,z +y) es un automorfismo de orden p. Asi, podemos obtener un
morfismo de grupos ®: Z, — Aut(Z, x Z,) poniendo ®(i) = f'. El producto
semidirecto (Z, x Zp) X Zy, €s un grupo no abeliano de orden p®. Vamos a probar
que si p > 2, entonces todos los elementos de (Z, X Z,) X Z, tienen orden p y ast,
(Zp X Zyp) Xo Ly es isomorfo a Go. Para ello es suficiente ver que

-1
(z,y),2)™" = ((m:ﬁ, %xz + my) ,mz) para todo m > 1.
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El caso m =1 es trivial. Supongamos que la igualdad vale para m. Entonces

2

m(m — 1)
2

(
(i (e P Dy ) 10
(

(z,y),2)" = ((z,9), 2) <(mx, sz + my) ,mz)
xz+ my) , (m + 1)z)

m+lm .+ (m + 1)y> , (m + 1)Z> :

Proposicion 3.3.13. Si H es un subgrupo abeliano y normal mazximal de un p-
grupo G, entonces H = Cq(H).

Demostracion. Como H es conmutativo, claramente H C Cg(H). Veamos la in-
clusion reciproca. Por el apartado que sigue a la Observacion 1.13.6, el centro
Cg(H) de H en G es un subgrupo normal de Ng(H). Como H C G es nor-
mal, Ng(H) = G y asi Cg(H) es un subgrupo normal de G. En consecuencia
Cq(H)/H es un subgrupo normal del grupo nilpotente G/H. Por el Teorema 3.3.1,
si H C Cg(H), entonces existe a € Cq(H) \ H tal que su clase en G/H pertenece a
Z(G/H), de lo cual se sigue facilmente que (H, a) es un subgrupo normal y abeliano
de G. O

3.4.Grupos de orden pequeno. Como aplicacién del teorema de Cauchy vamos
a caracterizar los grupos de orden pgq con p y g primos distintos.

Proposicién 3.4.1 (Caracterizacién de grupos de orden pq). Supongamos
que G es un grupo de orden pq con p y q primos y q < p. Vale lo siguiente:

1) Si G es abeliano, entonces G >~ Zy,.

2) Si G no es abeliano, entonces q divide a p — 1, el conjunto
R={r:1<r<pyri=1 (modp)}

no es vacio y G estd generado por elementos x ey, de ordenes p y q respecti-
vamente, que satisfacen yry~! = 2™, donde ry es el menor elemento de R.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.13 existen elementos z, z € G tales que |z| = p
y |2| = q. Por el Corolario 3.1.6, (x) es normal. Si (z) también lo es, entonces
por el Corolario 1.14.11, G ~ (z) X (z) ~ Z,,. Podemos suponer entonces que (z)
no es normal. Como (z) es un subgrupo normal de G, existe 0 < r < p tal que
zxz~! = 2". Ademsis dado que la igualdad zzz~! = 1 es imposible y que G no
es conmutativo debe ser r > 1. Por tltimo de zxz~! = 2" se sigue facilmente por
induccién en i que z'zz~" = z" para todo i > 1, de donde z"" = 29229 = z, lo
que implica que 77 =1 (mod p). Como 1 < r < p y ¢ es primo esto implica que ¢
es el orden de r en Z; y asi, por el teorema de Lagrange, q divide a |Z;| = p — 1.
Como la ecuacién X = 1 no puede tener mas de g raices en Zj, y cada potencia de
T es una raiz, existe a < ¢ tal que r® = rg (mod p), donde 7y es el minimo de los
enteros r que satisfacen 1 <r <py r? =1 (mod p). Tomemos y = 2% # 1. Dado

que z =y, donde 3 € Zq es el inverso multiplicativo de «, resulta que G = (z, y).
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Para terminar la demostracién basta observar que y? = (2%)?7 = (29)* = 1 e

[e7
yry !l = 2%z =" =2z"0. O

Supongamos ahora que p y ¢ son primos y que g divide a p — 1. Por el Teorema
de Cauchy existe r € Z; de orden q. Se sigue del anteultimo de los ejemplos que
aparecen en la seccién 1.15 que, para cada tal r, existe efectivamente un grupo de
orden pq que esta generado por elementos x e y, de érdenes p y ¢ respectivamente,
que satisfacen yxy—! = z".

En lo que sigue de esta subsecciéon denotaremos con n, a la cantidad de p-
subgrupos de Sylow de un grupo finito G.

Proposicién 3.4.2. Ningin grupo G de orden p*q, donde p y q son dos nimeros
primos distintos, es simple (mds precisamente, G tiene un subgrupo normal de
orden p? o un subgrupo mnormal de orden q).

Demostracion. Por el Corolario 3.2.5, n, = 1, n, = pon, = p*>. Sin, = 1, entonces
el tnico g-subgrupo de Sylow de G es normal. Si n, = p, entonces por el item 1)
del teorema de Sylow, p =1 (mod ¢), de donde p > ¢. Dado que, por los mismos
resultados mencionados arriba, n, | ¢ y n, =1 (mod p), esto implica que n, =1y
asi G tiene un unico p-subgrupo de Sylow que, por lo tanto, es normal. Por tltimo
si n, = p?, el grupo G tiene p?(q¢ — 1) elementos de orden ¢ y los restantes p?
elementos de G sélo pueden formar un p-subgrupo de Sylow de G, que es normal
por la misma razén que antes. [

Proposicion 3.4.3. Ningun grupo G de orden 2pq, donde p < q son dos primos
impares, es simple (mds precisamente, G tiene un subgrupo normal de orden p o
un subgrupo normal de orden q).

Demostracion. Por el item 1) del teorema de Sylow, n, = hpp+ 1y ng = heq+1,
con hy, y hg enteros no negativos. Denotemos con S a la unién de todos los p-
subgrupos de Sylow de G y todos los ¢-subgrupos de Sylow de G. Si el resultado
es falso, hy, hqy > 1y se tiene

#((G\S)u{1}) =2pg — ((hpp + 1)(p — 1) + (hgg + 1)(q — 1))
<2pg— ((p+1)(p )+(q+1)(q—1))
=2pg— (p* —1+¢° —1)
=—(g—-p*+2<2

lo cual es absurdo ya que todos los 2-subgrupos de Sylow de G estan claramente
incluidos en (G'\ S)U{1}. O

Otros ejemplos.

1) No existen subgrupos simples G de orden 36 = 2232. En efecto, tomemos un
3-subgrupo de Sylow de G. Por el Corolario 3.1.6, P contiene un subgrupo
normal P’', cuyo indice en G divide a 4mdc(3!,3?%) = 12 < 36.

2) No existen subgrupos simples G de orden 48 = 243. En efecto, tomemos un
2-subgrupo de Sylow de G. Por el Corolario 3.1.6, P contiene un subgrupo
normal P', cuyo indice en G divide a 3mdc(2!,2%) = 6 < 48.

3) No eristen grupos simples G de orden 56 = 23.7. En efecto, como ny = 1
(mod 7) y n7 | 8 resulta que ny =1 uny = 8. En el primer caso G tiene un
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unico 7-subgrupo de de Sylow que, por lo tanto, es normal y, en el sequndo, G
tiene 8.6 = 48 elementos de orden 7 y los restantes 8 elementos solo pueden
formar un 3-subgrupo de Sylow de G, que es normal por la misma razon que
antes.

4) No existen grupos simples G de orden 80 = 2*.5. En efecto, tomemos un
2-subgrupo de Sylow de G. Por el Corolario 3.1.6, P contiene un subgrupo
normal P', cuyo indice en G divide a 5mdc(4!,2%) = 40 < 80. También
se puede proceder de la siguiente manera: Como ns = 1 (mod 5) y ns | 24
tenemos que ns = 1 ong = 16. En el primer caso G tiene un unico 5-subgrupo
de de Sylow que, por lo tanto, es normal y, en el sequndo, G tiene 16.4 = 64
elementos de orden 5 y los restantes 16 elementos solo pueden formar un
2-subgrupo de Sylow de G, que es normal por la misma razon que antes.

5) No existen grupos simples G de orden 84 = 22.3.7. En efecto, como n7; = 1
(mod 7) y ny | 12 resulta que ny = 1 y asi, G tiene un unico 7-subgrupo de
Sylow que, por lo tanto, es normal.

6) No existen subgrupos simples G de orden 96 = 2°3. En efecto, tomemos un
2-subgrupo de Sylow de G. Por el Corolario 3.1.6, P contiene un subgrupo
normal P', cuyo indice en G divide a 3mdc(2!,2°) =6 < 96.

Proposiciéon 3.4.4. Si G es un grupo simple y |G| = 2"p"™ con 0 < m < 3, p
primo impar yn > 0, entoncesm=0yn=1om=1yn=0.

Demostracion. Los casos m = 0 un = 0 se siguen del Corolario 3.3.3. Supongamos
que m,n > 0y que G es simple de manera que n, # 1. Dado que n, divide a 2™,
debe ser n, =2, n, =4 un, = 8. Ademsds se debe satisfacer que n, =1 (mod p).
De esto se sigue inmediatamente que n, # 2; que si n, = 4, entonces p = 3 y que
si n, = 8, entonces p = 7. Supongamos primero que n, = 4y p = 3. Tomemos
un 3-subgrupo de Sylow P de G y escribamos N = Ng(P). Por el Corolario 3.2.4,
|G : N| =4y asi, por el Corolario 3.1.5, G es isomorfo a un subgrupo de Sy4. Por
lo tanto n = 1 y |G| = 2™3. Tomemos ahora un 2-subgrupo de Sylow @ de G.
Como |G : Q| = 3 se sigue del Corolario 3.1.5 que G es isomorfo a un subgrupo
de S3 y asi |G| divide a 6, lo cual es absurdo por el teorema de caracterizacién
de grupos de orden pg. Supongamos abora que n, = 8 y p = 7. Tomemos como
antes un 7-subgrupo de Sylow P de G y escribamos N = Ng(P). Nuevamente por
el Corolario 3.2.4, |G : N| = 8 y asi, por el Corolario 3.1.5, G es isomorfo a un
subgrupo de Sg. Por lo tanto n = 1y |G| = 247 = 56, caso que ya fué considerado
antes. [

Proposicién 3.4.5. Todo grupo simple de orden 60 = 22.3.5 es isomorfo a As.

Demostracion. Por el Corolario 3.1.15 es suficiente ver que si G es un grupo simple
de orden 60, entonces G tiene un subgrupo H de indice 5. Por el item 1) del
teorema de Sylow y el Corolario 3.2.5, sabemos que ne € {1,3,5,15} y ns € {1,6}.
Como G es simple, por el Corolario 3.2.6 no puede ser ni no = 1 ni n5 = 1 y por
el Teorema 3.1.4 y el Corolario 3.2.4 tampoco puede ser ny, = 3. En particular G
tiene 24 elementos de orden 5. Si no = 5, entonces por el Corolario 3.2.4 podemos
tomar H = Ng(P) dénde P es un 2-subgrupo de Sylow arbitrario. Supongamos
que ny = 15. Si cada par de 2-subgrupos de Sylow de GG tuviera interseccion trivial
habria 15.3+1 = 46 elementos de orden par, que sumados a los 24 de orden 5, daria
70 elementos, lo que es absurdo. Asi, existen dos 2-subgrupos de Sylow P; y P
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tales que K = P; N P, no es trivial. Claramente K es un subgrupo normal de P; y
P, y por lo tanto de (Py, P»). Como G es simple es imposible entonces que (Py, P»)
sea igual a G. Dado que 4 = |P;| divide propiamente a |(Py, P2)| v [(P1, P2)| a su
vez divide propiamente a |G| = 60, debe ser |(P1, Po)| = 12 o |(P1, P2)| = 20, pero
esto tltimo es imposible por el Teorema 3.1.4. Asfi el indice de (P, P>) en G es 5
y podemos tomes H = (P, Py). O

3.5.Caracterizacion de los grupos de orden 12. Supongamos que G es un
grupo de orden 12. Por la Proposicién 3.4.2, sabemos que G tiene un subgrupo
normal H de orden 3 o de orden 4. En el primer caso denotamos con K a un
2-subgrupo de Sylow y en el segundo a un 3-subgrupo de Sylow de G. Como 3 y
4 son coprimos H N K = {1} y asi existe ¢: K — Aut(H) tal que G ~ H x4 K.
Tenemos las siguientes posibilidades:

1) H~Zsy K ~ Zy,
2) H~7Z3sy K ~ 7o X Zs,
3) H~Zyy K ~Zs,
4) H~79 ®Zoy K ~Zs.

Caso 1: Como Aut(Zs) ~ Zs, s6lo hay dos morfismos ¢;: Zy — Aut(Zs) (i = 1,2),
que estan definidos por

p()(x)=z vy  ¢(1)(z) =2z,
respectivamente. Los grupos asociados
G1223X¢1Z4:Z3XZ4 y G2223X¢QZ4

no son isomorfos ya que el primero es abeliano y el segundo no.

Caso 2: Hay cuatro morfismos ¢;: Zs X Zo — Aut(Zs) (i = 1,2,3,4), que estan
definidos por

91(L,0)(z) =z vy  ¢(0,1)(z) ==z,
$2(1,0)(x) =2 y  ¢2(0,1)(z) = 2z,
¢3(1,0)(z) = 2z y ¢3(0,1)(z) = x,
¢4(1,0)(z) =22 vy $4(0,1)(z) = 2z,

respectivamente. Los grupos asociados a los dos primeros

G3=Z3 X1 (ZQXZ2)=Z3XZ2XZQ y G4=Zg X po (ZgXZQ)
no son isomorfos ya que el primero es abeliano y el segundo no y tampoco son
isomorfos ni a G ni a G5 ya que tienen 2-subgrupos de Sylow no isomorfos a los
de ellos. Por 1ultimo claramente existen isomorfismos

¢322Z2XZ2—>Z2XZ2 y ¢422Z2XZ2—>Z2XZ2,

tales que ¢3 = ¢ 0 P32 ¥ P4 = ¢ 0 P40 v asi, por la por la Observaciéon 1.15.3, los
grupos asociados a ¢3 y a ¢4 son isomorfos a Gy.
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Caso 3: Como Aut(Z4) ~ Zs el tinico morfismo ¢ : Zs — Aut(Zy4) es el trivial y el
grupo asociado Z4 X 4, Zg = Z4 X Z3 es isomorfo a G.

Caso 4: Por la Observacion 1.14.14 sabemos que Aut(Zg X Zs) ~ GLa(Z2). Asi
hay tres morfismos ¢;: Zs — Aut(Zs x Zs) (i = 1,2,3), que son los que mandan
el 1 en la identidad y en los dos automorfismos de Zs X Zo que tienen orden 3
respectivamente, y que estan definidos por

¢1(1)(xay) = (x,y), ¢2(1)(x7y) = (QC + y,ZL‘) Yy ng(l)('T?y) = (y,x + y)'

El grupo (Zg X Zg) X ¢, Z3 = Zg X Ly X ZLs, asociado a ¢1, es isomorfo a G5, mientras
que el grupo
G5 = (ZQ X ZQ) ><¢,2 Zg

no es isomorfo ni a G; ni a G3 ya que no es abeliano, ni a Go ni a G4 ya que
los 2-subgrupos de Sylow de estos tltimos no son invariantes y el de G5 si. Por
ultimo el isomorfismo ¢sz: Zs — Zs, definido por ¢91(x) = 2z, claramente satisface
¢3 = ¢ 0 ¢392 y asi, por la por la Observacion 1.15.3, el grupo asociados a ¢3 es
isomorfo a Gs.

Hay en definitiva cinco grupos no isomorfos G1, G2, G3, G4 y G5, de orden 12.
Del item 1) del teorema de Sylow y del Corolario 3.2.5 se sigue facilmente que:

1) G2 tiene un dnico 3-subgrupo de Sylow, isomorfo a Zs, y tres 2-subgrupos de
Sylow, isomorfos a Zg4,

2) G4 tiene un unico 3-subgrupo de Sylow, isomorfo a Zs, y tres 2-subgrupos de
Sylow, isomorfos a Zo X Zs,

3) G5 tiene un unico 2-subgrupo de Sylow, que es isomorfo a Zs X Zso, y cuatro
3-subgrupos de Sylow, isomorfos a Zs.

Observacion 3.5.1. Por los Ejemplos 3, 4 y & que siguen al Corolario 3.2.6,
Ay ~ G5, Dg ~ Gy Y Hs ~ Gs.

En cierto sentido A4 es el menos conmutativo de estos grupos, ya que su centro
es trivial y su subgrupo conmutador tiene orden 4, mientras que los centros y
subgrupos conmutadores de Dg y H3 tienen todos orden 2. Otra cosa que distinge a
Ay de Dg y Hj es que el primero no tiene subgrupos de orden 6 (Proposicién 2.3.9)
mientras que los otros si lo tienen. Més aun (1,2) € G y (1,(1,0)) € G4 son
elementos de orden 6.

3.6.0tros resultados acerca de p-grupos finitos. A continuaciéon probamos
algunos resultados mas acerca de p-grupos finitos.

Lema 3.6.1. Si dos elementos a,b de un grupo G conmutan con [a,b], entonces

[a,b]” = [a",b] = [a,b"] Vne€Z y (ab)” = [b,a]” ™ V/24"" Vn eN.

Demostracion. Probemos la primera igualdad para n > 0 por induccion. Esta es
clara para n = 0. Suponiendo que es cierto para n > 0, entonces

[a,b]"[a,b] = ala, b]"ba" b porque a conmuta con |a, b]

ala™, blba bt por induccién
a(a™ba"ba"Hba b1

= [a" 1 b).
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Como
[a,b] = aba™ b7 = a"tala,b] = a a,bla = ba b a = [b,a]
vale que [a,b]! = [b,a” |7t = [a~1,b], de donde
[a,b]™™ =[a"*,b]" = [a~",b] para todo n > 0.

Por dltimo

[a,b"] = [b™,a] ' = [b,a] " = [a,b"].

Probemos ahora la segunda igualdad por induccién en n. El caso n = 0 es trivial y
suponiendo que la igualdad vale para n > 0,

ab)"ab = [b,a]* ™ D/2¢"p"ab por induccién
(
[b, a]n(n 1)/2 n—l—l[ —1 bn]bn—l—l
= [b, a]" "D/ 2qnH g, p]pH por la primera igualdad
= [b, a]" "~V 2[q, b] a1 porque a conmuta con |a, b]
[b, a]n(n 1)/2[b a]n n+1bn+1
[b, a](n—|—1 n/2 n+1bn—|—1

como afirmamos. [

Para cada grupo G y cada entero n denotamos con G™ a {z" : © € G} y con

Gn]a{zx e G:a™=1}.

Proposicién 3.6.2. Si G es un p-grupo finito y no ciclico y (a) C G es un subgrupo
de indice p de G, entonces (a) es un subgrupo normal de G y GP = (aP). Ademds

G GP|=p?, [G,G] C G =({a)n(b) =Z(G),

para cualquier b € G\ (a) y vale lo siguiente:
1) Sip es impar, entonces la aplicacion f: G — GP, definida por f(x) = zP es
un morfismo de grupos y su nicleo G[p| es isomorfo a Zy X L.
2) Si p = 2, entonces la aplicacion f: G — G2, definida por f(x) = 22 no es
un morfismo de grupos, pero si lo es la aplicacion g: G — G*, definida por
g(z) = 2*. Ademds su nicleo G[4] tiene orden 8.

Demostracion. Por el Corolario 3.1.7, (a) es un subgrupo normal de G. Como
G/{a) tiene orden p para cada b € G se satisface que b? = a? para algin g € N.
Si p y g son coprimos, entonces existen r,s € Z tales que 1 = rla| + sq y asi,
a = a’l?lts1 = %1 = p*P_ 1o que implica que (a) C (b?) C (b), contradiciendo la
hipétesis. Por lo tanto GP = (aP) C (a). Claramente GP es un subgrupo normal de
G. Como |G : GP| = |G : (a)||{a) : (aP)| = p?, el cociente G/GP es abeliano y, en
consecuencia, [G,G] C GP. Tomemos b € G \ (a). Evidentemente G = (a)(b) de
manera de que cada elemento de G se expresa como el producto de una potencia
de a y una de b. Como los elementos de (a) N (b) conmutan tanto con las potencias
de a como con las de b, vale que GP C (a) N (b) C Z(G). Por ltimo no puede ser
G? C Z(G), ya que en es caso |G : Z(G)| = p contradiciendo la Proposicién 1.13.1.
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En particular a y b conmutan con [a, b]. Por el Lema 3.6.1, (ab)? = [b, a]P(P=1)/2qPpP.
Ademés [b,alP = [b,aP] = 1 ya que a? € Z(G). Si p es impar, p divide a p(p — 1)/2
y asi, (ab)?P = aPbP. Claramente el nicleo de la aplicacién f: G — GP, dado por
f(x) = 2P es Glp] = {x € G : 2P = 1} y |G]p]| = |G : GP| = p?, de donde
G|p| es isomorfo a Z, X Z,. Si p = 2, entonces (ab)? = [b, ala’*b?® y como G no es
conmutativo [b,a] # 1. Asf la aplicacién f: G — GP, definida por f(z) = 22 no es
un morfismo de grupos, pero como (ab)* = [b,a]%a*b* y [b,a]® = [b,a%] = 1, si lo es
la aplicacién g: G — G*. Finalmente |G[4]| = |G : G*| = |G : G?||G? : G*| = 8, ya
que G? = (a?) implica G* = (a*) y claramente |{a?) : (a*)| =2. O

Teorema 3.6.3. Si G es un p-grupo finito que tiene un unico subgrupo de orden
p y al menos dos subgrupos ciclicos de indice p, entonces p =2 y G ~ H>.

Demostracion. Usamos libremente las notaciones y resultados de la proposicion
anterior. Por el item 1) de esa proposicién p = 2 ya que en caso contrario G|[p| es un
subgrupo de G que tiene méas de un subgrupo de orden p. Si G[4] no tiene al menos
dos subgrupos ciclicos de orden 4, entonces debe tener mas de un elemento de orden
2, lo que contradice la hipdtesis. Asi hay al menos dos subgrupos ciclicos (z) y (y)
de orden 4 en G[4]. Afirmamos que a* = 1. En efecto, en caso contrario podrfamos
tomar =z € (a?) = Z(G) y entonces (z)(y) serfa abeliano, lo que contradice la
hipétesis ya que en ese caso hay al menos dos elementos de orden dos en G[4], pues
22 £ y?oa? £xy~t Asi |G| = |G G?||G?| = |G : G?||G?| = |G : G?|(a®) = 23.
El resultado se sigue ahora de la Proposicion 3.6.12. En efecto Zg queda descartado
porque es ciclico y Zy X Zo y Zo X Zo X Zso porque tienen mas de un subgrupo de
orden 2. Lo mismo pasa con D, ya que, por el Ejemplo 3 de la subseccion 1.6, este
grupo tiene 6 subgrupos de orden 2. Notemos por ultimo que, por el Ejemplo 4
de la subseccion 1.6, el grupo Hs tiene 4 subgrupos ciclicos de indice 2 y sélo un
subgrupo de orden 2.

Para lo que sigue necesitamos calcular el grupo de unidades Z3. del anillo Zs-r.
Més generalmente calcularemos Z;,» para todo primo p.

Proposicion 3.6.4. Se satisfacen:

o (Z)2™Z)* es ciclico si m < 2 e isomorfo a Z/2™ %7 & Z/2Z si m > 3.
Ademds, en este tltimo caso (Z/2™Z)* = {£5" : 0 < i < m — 2}, donde las
operaciones son realizadas en Z./2"7.

o Sip esimpar, (Z/p™Z)* es ciclico.
Demostracion. Cuando m = 1 todo esto se sigue de que el grupo de unidades de

un cuerpo finito es ciclico. Asi podemos suponer que m > 1. En la demostracién
de los dos items usaremos que quesip=2ei>10p>2ei> 1, entonces

(*) y=1+p" (modp™)=9y?=1+p" (mod p'*?),
lo que se sigue de un calculo sencillo. Para verificar que vale el segundo item serda
suficiente ver que 1+ p € (Z/p™Z)* tiene orden p™~! y que existe x € (Z/p™Z)*

de orden p — 1, ya que entonces z(1 + p) tendra orden (p — 1)p™~! en (Z/p™7Z)*.
Usando (x) es facil ver, por induccién en i, que

(1 ‘i‘p)pi =1+p* (mod p'™?) para todoi >0,
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lo que implica que el orden de 1+ p en (Z/p™Z)* es p™~!. Veamos la existencia
del x mencionado arriba. Tomemos z € Z/p™Z tal que 7(z) € (Z/pZ)* tiene orden
p—1, donde 7: Z/p™7Z — 7Z/pZ es la proyeccién candnica. Entonces z € (Z/p™Z)*
y tiene orden (p — 1)p® con 0 < i < m, lo que implica que el orden de z = 2P" en
(Z/p™7Z)* es p — 1. Veamos ahora que vale el primer item. Es inmediato que el
grupo de unidades de Z/2™Z es ciclico si m = 2. Supongamos ahora que m > 3.
Como 5 = 1+ 22, de la férmula () aplicada a p = 2, se sigue que

52 =1 + 2i+2 (mod 2°3)  para todo i > 0,

de donde 5 tiene orden 22 en (Z/2™Z)*. En consecuencia {5°: 0 < i < m—2} es
un subgrupo ciclico de (Z/2™Z)* que tiene 2™~2 elementos. Ademds, por la férmula
de arriba, 52" s congruente a 1+ 2™~! médulo 2™ vy, por lo tanto, distinto de —1
en Z,/2m7Z. Dado que 52" "y —1 tienen ambos orden 2 en (Z/2™Z)*, el subgrupo
{£5° : 0 < i < m—2} de (Z/2™Z)* no es ciclico. Por consiguiente contiene
propiamente a {5' : 0 < i < m — 2} y coincide asf con (Z/2™Z)*. Por tltimo es
facil ver que {£5": 0 < i < m — 2} es isomorfo a Z/2™ 2Z & Z/27Z. O

Lema 3.6.5. Sia y b son dos elementos de un grupo G que satisfacen |a| = 2™
conm >3, b? = a? con0<r<m y bab~! = a®, entonces
t=+4+1 (mod 2™) 0 t=+1+2""1 (mod 2™).
Ademads, en los ultimos dos casos G contiene al menos dos involuciones.
2T

Demostracion. Como b?> = a® conmuta con a,

a=b%ab"? =ba'b"! = (bab™ )" = (a')' = at

de donde t?> = 1 (mod 2™) y la clase de t en Z/2™Z es una involucién. Por la
Proposicién 3.6.4, t = 41 (mod 2™) o t = +1 + 2™~ (mod 2™). Resta ver que
en los ultimos dos casos G contiene al menos dos involuciones. Claramente una de
ellas es 22" . Para cada entero k,

(akb)Z _ ak(bakb—1>b2 — ak(bab—l)kb2 — ak(at)ka — ak—&-tk—‘,-ZT’
Supongamos que t = 1 +2™~! (mod 2™). Entonces (a*b)? = a?®, donde
s=k(1+2"2)+2""1  (mod 2™ 1).
Dado que 1 + 2™2 es impar, existe kg tal que
s=ko(1+2"2)+2""1=0 (mod 2™71).
En consecuencia, (a*0b)? = a?* = 42" = 1y a*b es otra involucién, ya que de

bab™! =al y t=1+2m"1 (mod 2™) se sigue que b ¢ (a). Supongamos ahora que
t=—1+2""" (mod 2™). En ese caso (a*b)? = a®"*, donde

s=k2™"""1+1 (mod 2™ ").
Si tomamos kg tal que
s=ko2™ "1 4+1=0 (mod 2™,

entonces (a¥b)? = a?'* = aa®" =1y a*b es otra involucién. [
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Lema 3.6.6. Si un p-grupo abeliano tiene un unico subgrupo de orden p, entonces
es ciclico

Demostracion. Se sigue inmediatamente del teorema de caracterizacién de grupos
abelianos finitos. [

Teorema 3.6.7. Si G es un p-grupo finito que tiene un unico subgrupo de orden
p, entonces G es ciclico o p =2 y G ~ Hom para algin m.

Demostracion. Probaremos el teorema por induccion en n, donde n es tal que
|G| = p™. El resultado es claro cuando n = 1. Supongamos ahora que n > 1
y que p es impar. Por el Corolario 3.3.3, G tiene un subgrupo H de indice p,
que a su vez tiene un unico subgrupo de orden p. En consecuencia, por hipdtesis
inductiva, H es ciclico. Asi G es ciclico, ya que en caso contrario, por el item 1) de la
Proposicién 3.6.2, G[p| es un subgrupo de G que tiene méas de un subgrupo de orden
p. Supongamos ahora que p = 2. Si GG es abeliano, entonces por el Lema 3.3.6, G
es ciclico. Consecuentemente podemos asumir que GG no es abeliano. En particular
n > 3. Escribamos m = n —2 y denotemos con H a un subgrupo abeliano maximal
de G. Claramente H tiene un unico subgrupo de orden 2 y asi, por el Lema 3.6.6,
H = (a). Afirmamos que H es un subgrupo de indice 2 de G. Supongamos por el
contrario que |G/H| > 4. Si G/H no tiene exponente 2, entonces existe b € G \ H
tal que b2 ¢ H. Consideremos L = (a,b*) C (a,b) C G. Por la Proposicién 3.3.13,
el grupo L no es abeliano. Por lo tanto, debido a la hipétesis inductiva, debe ser
isomorfo a H,./, para algin 1 < m’ < m. Del Ejemplo 4), que aparece antes
del Teorema 1.6.1, se sigue facilmete que b%ab=2 = a~!. Como H es un subgrupo
normal de G, existe i > 1 tal que blab™! = a’ y asf,

a ™t =b2ab 2 =ba'b ! = (bab~ ') = a",

de donde i? = —1 (mod 2m/+1). Pero esta igualdad es imposible, ya que clara-
mente no existe si m’ = 1 y tampoco existe si m’ > 1, ya que en ese caso, por
la proposicién 3.6.4, (Z/2™ t1Z)* = {£5' : 0 < i < m’ — 1}. En consecuencia el
exponente de G/H debe ser 2 y asi G/H tiene una copia de Zs X Zs. De esto se
sigue que existen b,c € G \ H, tales que

HC(a,b) G, HGC(a,6)CG y HC(a,b7le) CG.

Nuevamente por la Proposicién 3.3.13 ninguno de estos grupos (a,b), (a,c) y
{a,b™1c) es abeliano y asf todos ellos son isomorfos a Hy.., para algin 1 < m/ < m.
Pero entonces blab™! = a7! = clac™ = a™1, de dénde b=1c € Cg(H), lo que es
absurdo. De todo esto concluimos que el indice de H en G es 2. Tomemos b € G\ H.
Como b? € H existen 0 <7 < my 1l <s < 27 " impar, tales que b> = a?'*.
Reemplazando, si es necesario, a por otro generador de H, podemos suponer que
s = 1. Ademds bab~! = a’, para algtin ¢, ya que H es normal en G. Como G tiene
s6lo una involucion, por el Lema 3.6.5, debe ser ¢t = +1. El caso p = 1 estd descar-
tado, ya que estamos suponiendo que G no es abeliano. Resumiendo G = (a,b),
donde
la] = omtl 2 = a® con0<r<m y bab ! =a"t.

Para terminar la demostracién debemos ver que » = m. Para ello, observemos que
. r
debido a que a® € (b), tenemos

I

a® =ba® b—1= (bab_l)y = (a_l)QT =a?,

de dénde 2" = —2" (mod 2™T1), lo que implica que r = m. 0O
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4.EL TEOREMA DE JORDAN-HOLDER, GRUPOS RESOLUBLES Y NILPOTENTES

En lo que sigue con los simbolos H <G y G > H vamos a denotar que G es un
grupo y que H es un subgrupo normal de G.

4.1.E]1 teorema de Jordan-Holder. Una serie normal de un grupo G es una
sucesion de subgrupos

{1}=G0<1G1<1"'<1Gn=G,

tal que G; # G311 para todo i. Los grupos factores de esta serie normal son los
cocientes G;11/G;. La longitud de la serie normal es la cantidad de grupos factores,
o lo que es igual la cantidad de inclusiones. Una serie normal

{1} =Hy<Hy<---<M,, =G

es un refinamiento de otra {1} = Go <Gy <---<G,, = G si Gy,Gy,...,G, es
una subsucesion de Hy, Hy, ..., H,,. Decimos que dos series normales de un grupo
G son equivalentes si tienen los mismos grupos factores (no necesariamente en el
mismo orden) y cada uno de ellos aparece la misma cantidad de veces en ambas.

Una serie normal de un grupo G es una serie de composicion si cada uno de
sus grupos factores es simple. Claramente cada grupo finito tiene una serie de
composicion.

Lema 4.1.1. St A< A" y B< B’ son cuatro subgrupos de un grupo G, entonces
A(AANB)<A(A'NB"), (AnB)A'NnB)<x<A'NnB', B(B'NA)<B(B NA),
y hay isomorfismos

A(A'N DB A'NB B(B'nA")

~ ~

A(AANB)  (ANnB)A'NB)  B(B'NA)’

Demostracion. Escribamos K = A(A’NB)y L=A"NB’. Como A<A’, sabemos
que K es un subgrupo de G. Ademads, L. C Ng(K) y asi, KL es un subgrupo de G,
(LNK)<L, K<K Ly hay un isomorfismo L/(LNK) ~ KL/K. Dado que claramente
KL = A(A'NB’)y, por el item 1) de la Proposicién 1.6.7, LNK = (ANB’)(A'NB)
esto prueba que (ANB")(A'NB)<A'NB’', A(A'NB)<1A(A'NB’) y vale el primer
isomorfismo. El resto sale por simetria. [

Teorema 4.1.2 (Schreier). Dos series normales de un grupo G tienen refina-
mientos equivalentes.

Demostracion. Supongamos que
{1} =Gy<G1<Ge<---<G,, =G y {1} =Hy<Hi<Hy<---<H,=G
son dos series normales de G. Escribamos

Gij =G;-1(H;NG;) para0<i<mn,1<j<m,
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Hi;=H;_1(H;NG;) paral <i<n,0<j<m.
Por el Lema 4.1.1 tenemos las series normales

Hy=Hyo<Hy1 < <Hyy = H = Hy << Hpyp, = Hy

Go=Gp19G11<9---<4Gp1 =G =Gp2<- - <AGpm = Gy,
donde no necesariamente las inclusiones son propias y
Gi;  Gj1(H;NGy) N H; 1(H;NG;)  Hy
Gi1j Gj—1(Hi-1NGy) ~ Hioi(HiNGy—1)  Hij1’
paratodo 1 <i<nyl1<j<m. [

Teorema 4.1.3 (Jordan-Hdélder). Si un grupo G tiene una serie de composicion,
entonces todo serie normal de G tiene un refinamiento que es una serie de com-
posicion. Ademds, dos series de composicion de G son equivalentes y por lo tanto
tienen la misma longitud.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 4.1.2. O

A los grupos factores de una serie de composicién de un grupo G se los denomina
factores de composicion de G. La longitud [(G) de un grupo G es

1(G) n  si G tiene una serie de composicién de longitud n,
00 en otro caso.

Notemos que I({1}) = 0.

Teorema 4.1.4. Supongamos que H es un subgrupo normal de un grupo G. En-
tonces G tiene una serie de composicion si y sélo si H y G/H la tienen y ademds

(G) = I(H) + I(G/H).

Demostracion. Si G tiene una serie de composicién, entonces por el Teorema 4.1.3
la serie normal {1} < H <G se puede refinar a una serie de composicién. De este
hecho se sigue facilmente que H y G/H también tienen series de composicién y
I(G)=1(H)+I(G/H). Que si H y G/H tienen series de composicién, entonces G
también la tiene es todavia mas facil. [

Teorema 4.1.5 (de la dimensién). Supongamos que H y L subgrupos de un

grupo Gy que H normaliza a L. Entonces l[(H) y (L) son finitos, si y sélo si
I(HL) y I(HNL) lo sony ademds (HL)+I(HNL)=1(H)+(L).

Demostracion. Se lo deduce facilmente aplicando el Teorema 4.1.4 a las sucesiones
exactas

H
1—=HNL H —1
HNL
y
1 L HIL %—H,

y usando el hecho de que H/(HNL)~ HL/L. O
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Observacion 4.1.6. Del teorema de Jorden-Holder se sigue la parte de la unici-
dad del teorema fundamental de la aritmética. En efecto si n = py...p, es una
factorizacion de un nimero natural n y {a) es un grupo ciclico de orden n, entonces

{1} < <ap2~~-pn> 4 <ap3~~-pn> g4 <apn—1pn> 4 <apn> 4 <a>
es una serie de composicion de (a). Como los grupos factores de esta serie tienen

ordenes p1,...,Pn, estos numeros dependen solo de n.

4.2.Grupos resolubles. Una serie resoluble de un grupo G es una serie normal
tal que sus grupos factores son conmutativos. Un grupo G es resoluble si tiene una
serie resoluble. Claramente que todo grupo abeliano es resoluble. Notemos que un
grupo simple es resoluble si y sélo si es isomorfo a Z, con p primo y que un grupo
resoluble tiene una serie de composicién si y sélo si es finito. Esto tltimo se sigue
del Teorema 4.1.4 y de que lo mismo vale para grupos abelianos. A continuacién
damos un ejemplo no trivial de grupo resoluble

Ejemplo. Denotemos con V' a un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Fijemos
una sucesion de subespacios

V=V2Vi2 2 V12V, = {0}
tal que codim(V;) = i. Escribamos
G={feEnd(V): f(V;) CV;para0<i<n }.

Vamos a ver que G es resoluble. Definimos una sucesiéon de subgrupos (B;)o<i<n
de G poniendo

Bi={f€End(V):(f—id)(V;) C Vi para0<j<n—i}.

Por ejemplo By = G y B,, = {0}. Afirmamos que [B;, Bx| C Bjy, para0 < j, k <n
con 0 < j+k < n. En efecto, tomemos f € B;, g € By y x € V;. Por definicién
existen ui4; € Vitj, Vit € Vigr ¥ wi+j+k,w,£+j+k, € Viyjt+r tales que

f@) =2 +uis,  f(vigr) = Vigr + Wik
9(x) =2 +vitk,  G(Witj) = Uitj + Witjrk
Asi
9f(x) =+ vigr Uiy T wirjrr Yy f9(x) =2+ wigy F vk + Wi

Por lo tanto gf(x) = fg(z) (mod Vii;4x), de donde

9fg ' f (@) ==z (mod Vi ik).

En particular
1) [Bo, Bi] C B; para 0 < i < n, de donde cada B; es normal en By = G.

2) [B;,B;] € Bg; € B;+q para 1 < i < n, de donde B;/B;11 es abeliano para
1 <e<n.
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Para terminar la demostracién debemos ver que By /By es abeliano, lo que se seguira
si probamos que [By, By] € B;. Tomemos f,g € Bpy x € V; \ Viy;. Como
Vi=Ke®dVigy f(Vi)+9(Vi) CV, existen o, 5 € K tal que f(z) €a x4+ Vg1 y
g(x) € B-x+ Vipy. Asi, dado que ademds f(Vi11) + g(Viz1) C Viiq, vale que

9f(x) € - g(x) + g(Viqr) Caf -z + Viga
y similarmente
fg(x) € B- f(z)+ f(Viq1) C Ba-z+ Vigs

Por lo tanto
gfg_lf_l(x) S 04504_15_1 x4+ Vigr =2+ Viga,

de donde [g, f] € B;. O
Teorema 4.2.1. Cada subgrupo H de un grupo resoluble G es resoluble.

Demostracion. Tomemos una serie resoluble {1} = Go<G1<--- <G, =G de Gy
consideremos la serie {1} = Hy C HNG; C --- C HN G, = H. Para probar el
teorema basta observar que HNG; <H NGiy1 y

HnN Gi—l—l HnN Gi—l—l N GZ(HQ Gi+1> c Gi+1

HﬂGi (HﬂGi_H)ﬂGi_ Gz B Gz ’
para todo ¢. [l

Teorema 4.2.2. FEl grupo de permutaciones S,, no es resoluble para ningin n > 5.

Demostracion. Como el grupo alternado A, es simple y no conmutativo no es
resoluble. Asi, por el Teorema 4.2.1, tampoco S,, lo es. [J

Teorema 4.2.3. 5%

7 T

1 H G L 1

es una una sucesion exacta corta de grupos, entonces G es resoluble si y solo si H
y L lo son.

Demostracion. Supongamos que G es resoluble. Por el teorema anterior sabemos
que H lo es. Para comprobar que también lo es L, basta observar que, para cada
serie resoluble {1} = Gy <Gy <--- <G, = G de G, tenemos que

{1} = 7(Gp) am(G1) <---<aw(Gy)

y

m(Giy1) | i(H)Giyr  i(H)GiGig1 Git1 N Git1/Gi
m(G;)  i(H)G; W(H)G;  — i(H)GiNGi1  (i(H)G;NGig1)/Gi’

que es conmutativo. Reciprocamente, si {1} = Hy<H; <---< H, = H es una serie
resoluble de H y {1} = Lp< Ly <---<L,, = L es una serie resoluble de L, entonces

{1} = i(Hp) <i(Hy)<---<i(H,) = H=n"YLo)an ' (L1)<---<an YLy,) =G

es una serie resoluble de G. 0O
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Corolario 4.2.4. Si H y K son grupos resolubles, entonces también lo es cada
producto semidirecto de H con K. En particular los grupos diedrales son resolubles.

Teorema 4.2.5. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G y que H
normaliza a L. Entonces H y L son resolubles, si y solo si HL y HN L lo son.

Demostracion. Se lo deduce facilmente aplicando el Teorema 4.2.3 a las sucesiones
exactas

H
l—HnNL H —1
HNL
y
L .

y usando el hecho de que H/(HNL)~ HL/L. O

Observacion 4.2.6. Por el Teorema 4.2.5 todo grupo finito G tiene un mazximo
subgrupo normal y resoluble H. Ademds, por el teorema 4.2.3 ningin subgrupo no
trivial de G/H es normal y resoluble.

Definimos la serie derivada
G=GOrqVsa@ ...

de un grupo G, inductivamente por G = G y GU+D) = [G() G¥)],

Notemos que en la definicién anterior se usa implicitamente el item 4) de la
Proposicién 1.13.4. En realidad por el item 2) de la misma proposicién G es un
subgrupo completamente normal de GU), para cada ¢ > j > 0. Notemos también
que G /GUHD es abeliano para todo i > 0.

Ejemplo 1. Por la Proposicion 2.41 y la Observacién 2.4.2, la serie derivada de
S, es

So>{1}, SspAs>{l}, SyrpAypH>{l} vy S,pA,>pA,>..., sin>5,

donde H = {(1,2)0(3,4), (1,3)0(2,4), (1,4)0(2,3),id}.

Ejemplo 2. Recordemos que D,, es el grupo generado por a,b sujeto a las rela-
ciones a” = 1, b> = 1 y bab™'a = 1, y que H,, es el grupo generado por a,b
sujeto a las relaciones a”b=2 = 1y bab~'a = 1. Por el ejemplo que precede a la
Proposicién 1.13.4, las series derivadas de D,, (para n > 2) y H,, son

D, > (a®) > {1} y H, > (a*) > {1},

respectivamente.
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Proposicion 4.2.7. Si los grupos factores de una sucesion
G:GQDGleQD“'

son todos conmutativos, entonces G C G; para todo 1.

Demostracion. Por induccion en i. El caso ¢ = 0 es trivial. Supongamos que el
resultado vale para i, de manera de que G C G,. Dado que G, /G 41 es comutativo
[Gz,GZ] g Gz’—l—l y asi G(H_l) = [G(Z),G(Z)] Q [Gz,Gz] Q Gi+1. ]

Teorema 4.2.8. Un grupo G es resoluble siy sélo si G = {1} para algin n > 0.

Demostracion. Si G = {1}, entonces la serie derivada de G es una serie resoluble.
Reciprocamente, si G tiene una serie resoluble G = Go>G1>- - ->G,, = {1}, entonces
por el teorema anterior, G™ C G,, = {1}. O

Notemos que lo que el teorema anterior dice es que la serie derivada de un grupo
G es una serie normal si y sélo si G es resoluble. Al minimo n tal que G = {1}
se lo llama la clase de resolubilidad de GG. Por ejemplo G es abeliano si y sélo su
clase de resolubilidad es menor o igual que 1 (el tnico grupo que tiene clase de
resolubilidad 0 es el trivial {1}). La Sz de los grupos So, A3, S3, As4y Sy es 1, 1,
2, 2 y 3 respectivamente. Por otra parte los grupos D,, con n > 2 y H,, tiene clase
de resolubilidad 2.

Observacion 4.2.9. El Teorema 4.2.8 permite dar demostraciones alternativas
de los Teorema 4.2.1 y 4.2.3. Para el primero basta observar que si H es un
subgrupo de G, entonces claramente H®) C G para todo i > 0. Del item 1) de la
Proposicion 1.13.4 se sigue por induccion que si m: G — L es un epimorfismo de
grupos, entonces L() = W(G(i)) para todo v > 0. La primera parte del Teorema 4.2.3
es consecuencia inmediata de este hecho. Finalmente si H™ = {1}, L™ = {1}
y G es una extension de H por L, entonces de m7(G™) = L™ = {1} se sigue
que G C H y asi Gt = (GM)m) € g™ = {1}, Notemos que de esta
demostracion se sigue que todo subgrupo y todo cociente de un grupo resoluble de
clase n es resoluble de clase menor o igual que n y que si G es una extension de un
grupo resoluble H por otro L, entonces G es resoluble de clase menor o igual que
la suma de las clases de H y L.

Teorema 4.2.10. Denotemos con G a un grupo arbitrario y con n a un nimero
natural. Son equivalentes:

1) G es resoluble de clase menor o igual que n.

2) Eziste una sucesion
G=Gy2G12G32---2G_1 202G, ={1}

de subgrupos completamente normales de G tal que G;/Giy1 es abeliano para
0<s<n.

3) Existe una serie normal
G:G0>G1DG2>"'I>Gn_1DGn = {1}

tal que G;/G;11 es abeliano para 0 < i < n.
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4) G tiene un subgrupo normal y abeliano H tal que G/H es resoluble de clase
menor o igual que n — 1.
Demostracion. 1) = 2). La serie derivada de G satisface lo pedido.
2) = 3). Es trivial.
3) = 1). Esto se sigue inmediatamente de la Proposicién 4.2.7.

1) = 4). Tomemos H = GV, Del item 1) de la Proposicién 1.13.4 se sigue
facilmente que (G/H)® = G /H para 0 < i < n. Asi G/H es resoluble de clase
menor o igual que n — 1.

4) = 3). Del item 1) de la Proposicién 1.13.4 se sigue facilmente que

(—) = para 0 < i < n.

H H
En particular GG+tY H es un subgrupo normal de GO H para0<i<n—1y

GO H B (G/H)®
GU+OH — (G/H)U+D

es abeliano para 0 < i < n—1. Ademads, dado que por hipétesis (G/H)~1) = {1},
también vale que G~V H =H. Asi

G=GUH-GYH>GPHb...>G" VH {1}

es una serie normal que satisface las condiciones del item 3). [

Ejercicio 24. Pruebe que si G es un grupo que no es resoluble, entonces G tiene
un subgrupo H # {1} que es normal y satisface HW = H. Pruebe ademds que si
G es finito también vale la reciproca.

Una serie superresoluble de un grupo G es una cadena
{1}=GoCG1 CG,C---CGp =G

de subgrupos normales de G tal que los grupos factores son ciclicos. Un grupo G es
superresoluble si tiene una serie superresoluble. Claramente toda serie superresolu-
ble es resoluble y asi todo grupo superresoluble es resoluble. No vale la reciproca.
Por ejemplo S, es resoluble pero no superresoluble. En efecto, supongamos que

{I}=GoCGi1C---C8,4

es una cadena de subgrupos normales de G tal que los grupos factores son ciclicos.
Entonces G no puede ser par ya que entonces contendria una transposicion y, por el
Teorema 2.1.2, al subgrupo H de S,, formado por todas las transposiciones. Como
este grupo no es ciclico esto no es posible. Por lo tanto G; ~ Zs. Pero entonces G
contiene a un 3-ciclo y, por lo tanto, a todos los 3-ciclos, lo que es absurdo ya que
hay 8 de ellos.
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Teorema 4.2.11. Vale lo siguiente:
1) Cada subgrupo H de un grupo superresoluble G es superresoluble.

2) Sim: G — L es un epimorfismo y G es superresoluble, entonces L tanbién lo
es.

3) Supongamos que

i ™

1 H G L 1

es una sucesion exacta corta y que H es un subgrupo caracteristico de G. Si
H y L son superresolubles, entonces G también lo es.

Demostracién. 1) Tomemos una serie superresoluble {1} = Gy C --- C G,, = G de
G y consideremos la serie {1} = HyC HNG; C--- C HNG,, = H. Para probar
el teorema basta observar que H NG; <HNG=H y

HnN Gi+1 . HnN Gz’—l—l - GZ(HQ Gi+1) C Gi+1

HﬂGi (HQGH_l)ﬂGi o Gz B Gz ’

para todo 1.

2) Basta observar que, para cada serie superresoluble {1} =Gy C --- C G,, = G de
G, la cadena {1} = 7(Gp) C 7(G1) C --- C w(G,,) = L es una serie superresoluble
de L ya que

m(Git1) - HGiq _ HGGit - Git1 - Git1/Gi
W(GZ) o HGZ HGZ _HGiﬂGi_H o (HGiﬂGi_i_l)/Gi’

donde H denota a el nicleo de 7.

3) Si {1} = Hy € Hy € --- C H, = H es una serie superresoluble de H y
{1} =Ly C Ly C--- C L,, = L es una serie superresoluble de L, entonces, por la
Observaciéon 1.13.2,

(1} =i(Hy) C---Ci(H,)=H=7*Lo)Cn ' (I1)C---Ca L) =G

es una serie superresoluble de G. [

4.3.Grupos nilpotentes. Definimos la serie central descendente
G=G'vG*>Gp--.

de un grupo G, inductivamente por G! = G y G =[G, GY].

Notemos que en la definicién anterior se usa implicitamente el item 4) de la
Proposicién 1.13.4. En realidad por el item 2) de la misma proposicién G es un
subgrupo completamente normal de G7, para cada i > j > 1. Notemos también
que, por la Observacién 1.13.5, vale que G*/G*™ C Z(G/G'™!) para todo i > 1.
Decimos que G es nilpotente si existe n + 1 tal que G"*! = {1}. Al minimo n que
satisface esta igualdad se lo denomina la clase de nilpotencia de G. Por ejemplo G
es abeliano si y s6lo su clase de nilpotencia es menor o igual que 1 (el nico grupo
que tiene clase de resolubilidad 0 es el trivial {1}). Un argumento inductivo simple
muestra que G C G+ para todo 7 > 0, de manera de que todo grupo nilpotente
es resoluble.
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Proposicion 4.3.1. La clase de grupos nilpotentes es cerrada para las operaciones
de tomar subgrupos, cocientes y productos directos finitos.

Demostracion. Denotemos con H a un subgrupo de un grupo G. Un argumento
inductivo simple muestra que H* C G* para todo i > 0. De esto se sigue que si G
es nilpotente, entonces H también lo es. Consideremos ahora un epimorfismo de
grupos m: G — L. Del item 1) de la Proposicién 1.13.4 se sigue por induccién en
que L' = 7(G?) para todo i > 1. Asi, si G es nilpotente, entonces H también to es.
Por ltimo es facil ver por induccién que para cada par H y L de grupos vale que
(H x L) = H* x L* para todo i > 1. Es claro ahora que si H y L son nilpotentes,
entonces H x L también lo es.

Observacion 4.3.2. De la demostracion anterior se sigue que las clases de nilpo-
tencia de un subgrupo y de un cociente de un grupo son menores o iqual que la
del grupo, y que la clase de nilpotencia de en producto de dos grupos nilpotentes es
1qual al supremo de las clases de nilpotencia de sus factores.

Una sucesion

G=GypGi>pGyp>...
de subgrupos de un grupo G es central si G;/G;+1 C Z(G/G;4+1) para todo i > 0.
Proposicion 4.3.3. Si

G=Gi>pGy>G3p>---
es una sucesion central de subgrupos de G, entonces G* C G; para todo i > 0.

Demostracion. Por induccién en i. El caso ¢ = 0 es trivial. Supongamos que el
resultado vale para i, de manera de que G* C G;. Como G;/G;+1 C Z(G/G;41) de
la. Observacién 1.13.5 se sigue que |G, G;] € G;41 v, en consecuencia,

G = [G,GY] C [G,Gi] C Giyr.

como afirmabamos. [J
Teorema 4.3.4. Denotemos con G a un grupo arbitrario y con n a un numero
natural. Son equivalentes:

1) G es nilpotente de clase menor o igual que n.

2) Eziste una sucesion
G:G12G22G322Gn2Gn+12{1}

de subgrupos completamente normales de G tal que G;/Gi11 C Z(G/Giy1)
para 0 < 1 < n.

3) Eziste una serie normal
G:GQDG1DGQI>-"DGn_1DGn = {1}

que es central.

4) G tiene un subgrupo H C Z(G) (por lo tanto caracteristico) tal que G/H es
nilpotente de clase menor o igual que n — 1.

5) G tiene un subgrupo L que contiene a [G,G] y que es nilpotente de clase menor
o igual que n — 1.
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Demostracion. 1) = 2). La serie central descendente de G satisface lo pedido.
2) = 3). Es trivial.
3) = 1). Esto se sigue inmediatamente de la Proposicién 4.3.3.

1) = 4). Tomemos H = G™. Del item 1) de la Proposicién 1.13.4 se sigue facilmente
que (G/H)" = G*/H para 1 <1i < n. Asi G/H es nilpotente de clase menor o igual
que n — 1.

4) = 3). Del item 1) de la Proposicién 1.13.4 se sigue facilmente que

(G)i G'H ,
— ) = para 1 <7 <n.

H H

En particular G**'H es un subgrupo normal de G*H para 1 < i < n. Ademds
G'H c7 G G’ c7 G
o <2\ g ) e G S%\ G )
Por ltimo, dado que por hipétesis (G/H)™ = {1}, también vale que G"H = H, y

asl

G=G'HvG*H>G*Hv--->G"H> {1},
satisface las condiciones del item 3).
1) = 5). Basta tomar L = [G, G].

5) = 1). Por la Observacién 4.3.2, G? = [G, G] C L es nilpotente de clase menor o
igual que n — 1. Asi, claramente G es nilpotente de clase menor o igual que n. [

A continuacién veremos que [G?, G7] C G**J para todo i,j > 1. Para ello dare-
mos dos versiones de un lema conocido como lema de los tres subgrupos. Cualquiera
de estas versiones sirve para nuestros propositos.

Lema 4.3.5. (de los tres subgrupos) Supongamos que K, H, L y G" son subgrupos
de un grupo G.

1) SiK, H y L son normales en G y G’ contiene a [K,[H, L]|[H, [L, K]], entonces
también contiene a [L,[K, H]).

2) Si G' es normal en G y contiene a [K,[H, L||[H, L, K]], entonces también
contiene a [L, K, H]].

Demostracion. El item 1) se sigue inmediatamente de identidad de Hall
[cac™, [b, c]][bcb™?, [a, b]][aba™ ", [c,a]] = 1,
que se demuestra por calculo directo y el 2) de identidad de Jacobi
bla, b1, c]]b~ b, [c 7Y, alle tale, [a7 1 b]la™t = 1,
que también se demuestra por calculo directo. [
Proposicién 4.3.6. [G*, G’ C G**J para todo i,j > 1.

Demostracion. Lo probamos por induccion en i. El caso ¢ = 1 sale por definicion
y si suponemos que la igualdad vale para ¢ y todo j, entonces

G, [G°,G7)| C [G,GH] = Gy [G1[G7,G)) = [GF,G7H] € G,

de donde, por el lema anterior, [G*T!, G7] = [[G,G'],G7] = [G7,[G, G]] estd in-
cluido en G+, O
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Corolario 4.3.7. G C G? para todo i > 0.
Demostracion. Lo probamos por induccién en ¢. El caso ¢ = 0 es trivial y si
suponemos que vale para 7, entonces por la Proposicién 4.3.6,

GGt — [G(“,G(“] C [GT,GT] C Gzi“7

como queriamos. [

Se define la serie central ascendente de un grupo G
{1} =Zo(G) CZ:1(G) € Z2(G) C ...,

recursivamente por Zo(G) = {1} y Z,+1(G) el tnico subgrupo de G que contiene a
Zn(G) y tal que Zy1+1(G)/ Z,(G) es el centro de G/ Z,(G).

Una sucesion

{1}:G0<1G1<1G2<1...
de subgrupos de un grupo G es central si G;11/G; C Z(G/G;) para todo i > 0.

Proposicion 4.3.8. Si
{1}:G0<1G1<1G2<1...

es una sucesion central de subgrupos de G, entonces G; C Z;(G) para todo i > 0.

Demostracion. Por induccién en i. El caso ¢ = 0 es trivial. Supongamos que el
resultado vale para i. Como G,4+1/G; C Z(G/G;) se sigue de la inclusion G; C Z;(G)

que
Git12iG) - (G \ _ Zin(G)
Z:(G) = 7\z(®) Z:(G)
de donde, Gi+1 Q Gi+1 ZZ(G) Q ZZ+1(G) L]

Teorema 4.3.9. Para cada grupo G vale que G"1 = {1} si y sdlo si Z,(G) = G.
Ademds, en este caso G C Z,,_;(G) para todo 0 <i < n.

Demostracion. Supongamos que Z,(G) = G. Por la Proposicién 4.3.3,
Gt C Zn—i(G) para 0 < i <n.

En particular G C Z,(G) = {1}. Supongamos ahora que G"*! = {1}. Por la
Proposicién 4.3.8, .
Gt C Zn—i(G) para 0 <i <n.

En particular G = G C Z,(G). O

Proposicién 4.3.10. Si H # {1} es un subgrupo normal de un grupo nilpotente
G, entonces H NZ(G) # {1}.

Demostracion. Denotemos con i al minimo nimero natural tal que HNZ;(G) # {1}.
Como H es normal

(G, HNZ:(G)] C HN[G,Z(G)] C HNZipr(G) = {1},

de dénde HN7Z;(G) C Z(G). O
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Proposicion 4.3.11. St H es un subgrupo abeliano y normal mazximal de un grupo
nilpotente G, entonces H = Cq(H).

Demostracién. Como H es conmutativo, claramente H C Cg(H). Veamos la in-
clusion reciproca. Por el apartado que sigue a la Observacion 1.13.6, el centro
Cg(H) de H en G es un subgrupo normal de Ng(H). Como H C G es normal,
Ng(H) = Gy asi Cg(H) es un subgrupo normal de G. En consecuencia C(H)/H
es un subgrupo normal del grupo nilpotente G/H. Por la Proposicién 4.3.10, si
H C Cg(H), entonces existe a € Cg(H) \ H tal que su clase en G/H pertenece a

Z(G/H), de lo cual se sigue facilmente que (H, a) es un subgrupo normal y abeliano
de G. O

Teorema 4.3.12. Todo subgrupo propio de un grupo nilpotente esta incluido pro-
piamente en su normalizador.

Demostracion. Tomemos un subgrupo H de un grupo nilpotente G y consideremos
la serie central ascendente

{1} =20(G) S Z1(G) C -+~ S Zn(G) = G,

de G. Afirmamos que si i es el maximo indice tal que Z;(G) C H, entonces
Zi+1(G) € Ng(H). En efecto, dado que Z;1+1(G)/ Z;(G) es el centro de G/ Z;(G),
para todo x € Z;11(G), vale que

H H

“7@)° T @y
donde T denota a la clase de x en G/ Z;(G). Asi tHx= ' = H. O
Corolario 4.3.13. Supongamos que G es un grupo nilpotente finito. Entonces vale

lo siguiente:

1) Para todo subgrupo propio H de G existe una cadena
H:G1<IG2<1"'<1Gm:G

de subgrupos de G tales que |Giy1 : G;| es primo para 1 < i < m.
2) Todo subgrupo propio H de G estd incluido en un subgrupo normal L de G
tal que |G : L| es primo.
3) Todo subgrupo mazimal de G es normal y tiene indice primo.
Demostracion. 1) Lo demostraremos por induccién en |G : H|. Si existe un sub-

grupo propio L de G que contiene propiamente a H, entonces por la hipdtesis
inductiva existen cadenas

H=Gi<Gy<---<G;=L y L=G;<xGy<---1G,, =G

tales que |Giy1 : G4| es primo para 1 < i < m, de donde el resultado se sigue
inmediatamente. En caso contrario por el Teorema 4.3.12 sabemos que N (H) = G.
Asi H es un subgrupo normal de GG y el resultado se sigue de que G es resoluble, del
Teorema 4.1.3 y del hecho de que cada factor de composiciéon de un grupo resoluble
es isomorfo a un Z, con p primo.

2) Es consecuencia inmediata del item 1).

3) Es consecuencia inmediata dei item 2). O
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Proposicion 4.3.14. Todo p-grupo finito es nilpotente.

Demostracion. Supongamos que P es un grupo de orden p” y que el resultado vale
para grupos de orden p* con k < r. Entonces la serie central ascendente de P/ Z(P)
es

2(P) S 7a(P) = F T(P)  Z(P)

Z,(P) _ Za(P) Zu(P) _ P

En consecuencia
{1} =Zo(P) S Z1(P) € --- C Z,(P) = P,
es la serie central ascendente de P. [

Teorema 4.3.15. Denotemos con G a un grupo finito. Son equivalentes:

1) G es un producto directo de p-grupos.

2) G es nilpotente.

3) Todo subgrupo propio de G estd incluido propiamente en su normalizador.

4) Todo subgrupo maximal de G es normal.

5) Todos los subgrupos de Sylow de G son normales.

6) G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.

7) Dos elementos de G de ordenes coprimos entre si conmutan.

8) Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y q # p es un primo que divide a |G|,

entonces existe un q-subgrupo de Sylow de G que normaliza a P.

Demostracion. 1) = 2). Se sigue inmediatamente de la Proposiciones 4.3.1y 4.3.14.
2) = 3). Es consecuencia inmediata del Teorema 4.3.12.
3) = 4). Es trivial.

4) = 5). Denotemos con P un subgrupo de Sylow de G. Si P no fuera normal,
entonces Ng(P) estaria incuido en un subgrupo maximal H de G. Por el Coro-
lario 3.2.12, sabemos que Ng(H) = H, lo que contradice la hipdtesis.

5) = 6). Se sigue inmediatamente del Corolario 1.14.11.

6) = 1). Es trivial.
1) = 7). Es trivial.
7) = 8). Es trivial.
8) = 5). Tomemos un subgrupo de Sylow P de G. Claramente P C Ng(P)

y por hipétesis para cada primo ¢ # p que divide a G hay un g¢-subgrupo de
Sylow de G que estd incluido en Ng(P). Asi de la Proposicién 3.2.7 se sigue que
Ng(P)=G. O

Un hecho trivial es que un grupo es conmutativo si y sélo si todos los subgrupos
suyos, que estan generados por dos elementos, lo son. Algo similar vale para los
grupos nilpotente. En efecto, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 4.3.16. Un grupo finito es nilpotente si y solo si todo subgrupo suyo
generado por dos elementos, lo es.

Demostracion. Por la Proposicion 4.3.1 si un grupo finito es nilpotente, entonces
todos sus subgrupos generados por dos elementos, también lo son. La reciproca se
sigue facilmente de la equivalencia entre los items 2) y 7) del Teorema 4.3.15. [
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Teorema 4.3.17. Cada grupo finito G contiene un mdzximo subgrupo normal nilpo-
tente F(G). Ademds F(G) es un subgrupo caracteristico de G.

Demostracion. Para ver lo primero es suficiente probar que si H y L son subgrupos
normales y nilpotentes de GG, entonces H L también lo es. De la Observacion 1.6.13
se sigue que H L es normal en G. Consideremos el conjunto p1, ..., p, de los primos
positivos que dividen a |H||L| y escribamos

p_ El p;-subgrupo de Sylow de H = si p; divide a |H|,
t {1} si p; no divide a |H|.

0, = El p;-subgrupo de Sylow de L si p; divide a |L],
{1 si p; no divide a |L].

Por el Teorema 4.3.15 y la Proposicion 3.2.11, los P; y los @); son subgrupos normales
de G. Asi
HL=P, ... P,Q1...Q, =PQ:...P,Q,.

Como |P;Q;| es una potencia de p; cada |P;Q;| es coprimo con |P;Q;| para j # i.
Ademas por la Observacion 1.6.13 los P;@;’s son subgrupos normales de G y por
lo tanto también de H L. En consecuencia, por el Corolario 1.14.11

HLZPlle"'XPnCZw

de donde, por el Teorema 4.3.15, HL es nilpotente. Que F(G) es caracteristico
se sigue de la definicién de ¢f(G) y de que por la Proposiocién 4.3.1, el subgrupo
normal f(F(G)) de G, es nilpotente, para cada automorfismo f de G. [

Al subgrupo F(G) de G se lo llama el subgrupo de Fitting de G.
Proposicién 4.3.18. 5i [G,G] = G, entonces Z3(G) = Z1(G).
Demostracion. Por el Lema 4.3.5, aplicado a K = H = G y L = Z5(G),

[ZZ (G)7 [Gv GH - [G7 [Z2(G)7 G]][Gv [G7 Z2(G)” = [G7 [G, Z2(G>H
Dado que la hipétesis [G,G] = Gy por la Observacién 1.13.5,
GG, Z2(G)]] € |G, Z:(G)] < {1},

obtenemos que [G,Zy(G)] = {1}, de donde Zo(G) = Z1(G). O

4.4.E1 subgrupo de Frattini. El subgrupo de Frattini ®(G), de un grupo G, es
la interseccién de todos los subgrupos maximales de G. Claramente ®(G) es un
subgrupo caracteristico de G. Es claro también que si H C ®(G) es un subgrupo
normal de G, entonces ®(G) = 7~} (®(G/H)), donde 7: G — G/H es la aplicacién

canodnica.

Teorema 4.4.1. Si para un subgrupo H de un grupo finito G se satisface H®(G) =
G, entonces H = G. En consecuencia la tmagen de un subconjunto S de G en
G/®(G) genera G/®(G) si y sdlo si S genera G.

Demostracion. Si H # G, entonces existe un subgrupo maximal L de G que con-
tiene a H. Como por definicién ®(G) C L, tenemos que H®(G) C L. O
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Teorema 4.4.2. Si G es un p-grupo finito, entonces vale lo siguiente:
1) ®(G) = [G,G](GP), donde GP = {aP : x € G}.
2) ®(G) es el minimo subgrupo normal H de G tal que G/H es un 7 /pZ-espacio
vectorial.

Demostracién. 1) Por la Observacién 3.3.8, cada subgrupo maximal H de G es
normal y tiene indice p. En consecuencia G/H es abeliano y tiene exponente p, de
donde [G,G] C H,y asi G? C H y [G,G](GP) C ®(G). Para la inclusién reciproca
notemos que [G, G](GP) es un subgrupo normal de G (en realidad es completamente
normal) y que G/[G,G](GP) es un grupo abeliano de exponente p y, por lo tanto,
un Z/pZ-espacio vectorial. De esto se sigue facilmente que ®(G/[G, G](GP)) = {1},
lo que implica que ®(G) = 7~ 1({1}) = [G, G]{(GP), donde 7: G — G/|G, G](GP) es
la aplicacién candnica.

2) Claramente G/H es un Z/pZ-espacio vectorial si y sélo si es abeliano y tiene
exponente p, lo que es claramente equivalente a que [G,G]C Hy GP C H. [

Un subconjunto S de un grupo G es un conjunto minimal de generadores de
G si (Srangle = G y ningin subconjunto propio de S genera a G. Se sigue del
Teorema 4.4.1 que S es un conjunto minimal de generadores de G si y sélo si su
imagen S en G/®(G) es un conjunto minimal de generadores de G/®(G). Por el
teorema, anterior cuando G es un p-grupo esto equivale a que S es una base de
G/®(G) como Z/pZ-espacio vectorial. Asi tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.4.3 (Burnside, 1912). Un subconjunto {ai,...,a,} de un p-grupo
finito G es un conjunto minimal de generadores de G si y solo las imdgenes de sus
elementos en G/®(G) forman una base de G/®(G) como Z/pZ-espacio vectorial.
En conseccuencia todos los conjuntos minimales de generadores de G tienen el
mismo cardinal y este coincide con dimy/,z(G/®(G)) y cada a € G\ ®(G) pertenece
a algun conjunto minimal de generadores de G.

Teorema 4.4.4 (Frattini, 1885). Si G es finito, entonces ®(G) es un subgrupo
nilpotente de G.

Demostracion. Por el Teorema 3.4.15, es suficiente demostrar que todos los sub-
grupos de Sylow de G son normales. Denotemos con P a uno de estos subgrupos.
Debido a la Proposicién 3.2.11, G = ®(G) Ng(P) y asi del Teorema 4.4.1 se sigue
que P es un subgrupo normal de G y, por lo tanto, también de ®(G). O

Teorema 4.4.5 (Gaschiitz, 1953). [G,G|NZ(G) C ®(G) para cada grup G.

Demostracion. Escribamos H = [G,G] N Z(G). Si H € ®(G), entonces existe un
subgrupo maximal L de G tal que H ¢ Ly asi G = HL. Afirmamos que L es
normal en G. En efecto, cada € G se escribe como a = be con b € H C Z(G)
y ¢ € L. Por lo tanto, aLa™! = bcLe b=t = bLb~! = L. Como G/L no tiene
ningin subgrupo no trivial su orden es primo. En particular G/L es abeliano, lo
que implica que [G, G| C L, contradiciendo que H ¢ L. O

5.COMPLEMENTOS

5.1.Producto directo de familias arbitrarias de grupos. Si (G;);er es una
familia de grupos, entonces sobre el producto cartesiano [],.; G; queda definida
una estructura de grupo poniendo

el

(Qi)iel(gg)iel = (gigé)z-ez
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Es claro que (1¢, )ier es el neutro de [[,o; G; y que (gi)z'_ell = (g,

. )ier- Ademsds las
aplicaciones candnicas

s G, . H Gi — G j
iel

definidas por 7g, ((g:)icr) = g; son morfismos de grupos. A [],.; G, dotado de
esta estructura de grupo, lo llamaremos producto directo de la familia (G;);er y
a cada uno de los morfismos 7, lo llamaremos proyeccion candénica de [],.; G
en G;. El producto [],.; Gi, junto con las proyecciones canénicas 7g,, tiene la
siguiente propiedad (que se denomina propiedad universal del producto directo):

Si (fi: G — G;)ier es una familia de morfismos de grupos, entonces existe un

tnico morfismo de grupos (f;)icr: G — [[;c; Gi tal que los diagramas

G
fi
l’(fi)iEI

TG .
J
Gj -~ Hie] G;

conmutan. Es decir que 7g; o(fi)ier = f;.

En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea (f;)icr(x) = (fi(x))icr y es claro que
con esta definicién (f;);e; es un morfismo de grupos que satisface las igualdades
mencionadas arriba. El claro también que Ker((fi)icr) = ;e Ker(f:).

Notemos que propiedad universal del producto directo dice simplemente que para
todo grupo G, la aplicacién

U Hom(G,HG’Z) - HHom(G,Gi)7

i€l i€l
definida por U(p) = (7g,09)icr, €s biyectiva.

Observacién 5.1.1. Si (f;: G; — G})icr es una familia de morfismos de grupos,
entonces por la propiedad universal del producto directo queda definido un unico

morfismo [[;c; fi: [licr Gi — 1l,cr Gi tal que 7TG§_OHZ~€I fi = fjomg, para todo
j € 1. Estas igualdades se expresan también diciendo que los cuadrados

Q 1,
i€l JT
HiEI G; —== Hiel G;

lﬂcj lﬂ-G;
fi

G —> -

conmutan. Es claro que (Hie[ fz) ((gi)ier) = (fi(g:))ier-
Observacion 5.1.2. Vale lo siguiente:
1) ey ide, = id®
2) Si(fi: Gi — Ghicr y (fl: G — GY)icr son familias de morfismos de grupos,
entonces ([Lier f7) o (Iier fi) = [Lies (fio fi)-

Demostracion. Se puede usar la propiedad universal del producto directo, pero
también sale por célculo directo. [

ier Gi-
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Observacion 5.1.3. Vale que

Ker([T#) = [IKer(f) e (] #) =TT m(s).

iel iel iel iel

Demostracion. Sale por calculo directo. [

Observacidon 5.1.4. Supongamos que (G;)icr es una famila de grupos y que para
cada i € I tenemos un subgrupo normal H; de G;. Denotemos con m;: G; — G;/H;
a la sobreyeccion canonica. Por la Observacion 5.1.3, el morfismo

G,
[[m e =117
i€l el el

es sobreyectivo y su nicleo es [[,.; H; y, en consecuencia, induce un isomorfismo

i€l

7T . [Lic: Gi ﬂ
Hmnmmﬁgm.

iel

5.2.Suma directa de familias arbitrarias de grupos. Dada una familia de
grupos (Gj)icr, denotamos con €, ; G; al subgrupo normal de [],.; G; formado
por las familias (g;);es que satisfacen la propiedad de que el conjunto {i € I : g; # 1}
es finito. Al grupo @,; G lo llamaremos suma directa de la familia (G;);c;. Para
cada j € I hay un morfismo g, : G — @,.; G, definido por vq,(g;) = (g;)ier,
donde g} =gjy g;=1sii# j. A cada uno de los morfismos tg, lo llamaremos
la inyeccion candnica de G; en @, ; G;. La familia (g, ) e satisface la propiedad
de que tg,(9)tG, (9') = ta, (9')c,(g) para todo j,j" € I distintos y todo g € G
y ¢ € Gj. La suma directa ,.; G;, junto con las inyecciones canénicas tq;,
satisface la siguiente propiedad (que se denomina propiedad universal de la suma
directa):
Si (fi: Gi — G)ier es una familia de morfismos de grupos que satisface la
propiedad de que f;(g)fi(¢') = fir(¢’)fi(g) para todo i # i’ en I y todo g € G;
y g' € Gy, entonces existe un tinico morfismo de grupos {fi}ticr: @;c; Gi — G
tal que los diagramas

G

/ T{fi}ia

G] ’/Gj 691'6] Gl

conmutan para todo j € I. Es decir que {fi}icrotg, = f;-

En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea

{fitier (e, (90) - ta., (9i,)) = {fitier (e, (96,)) - { fitier (e, (9i,))
= fi,(9i) + fin (i),

donde i1, ..., i, es una subfamilia arbitraria de elementos de I y g;, pertenece a G,
para todo 1 < j < n. Veamos que la aplicacién { f; };cs, definida asi, es un morfismo
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/

de grupos: Supongamos que g = i, (9i,) - LG, (9i,) ¥ 9 = G, (g),) +* tc, (90)-
Entonces,
{fitier(99") = {fi}ie1 (ta., (90.95,) - - ta., (9i,95,))
= fii (9 9i,) - fi, (9i.95,)
= fi(9i) fir (93,) -+ fin (9i,) fin (9))
= fi(9i) - fin (9i,) fin (95,) - fi (90,)
= {fitier(9){fi}ier(d)-

Es claro que {f;}ics satisface las igualdades mencionadas arriba.

Observacidén 5.2.1. Si (f;: G; — G.)icr es una familia de morfismos de grupos,
entonces por la propiedad universal de la suma directa queda definido un unico

morfismo @,c; fi: @ic; Gi — Bicr Gi tal que (B,;; fi)ota, = Lo f; para todo

j € 1. Estas igualdades se expresan también diciendo que los cuadrados
j

LGy ta!,
J
L
el f’”

/
Dic1 Gi — Dier G

fj G’-

conmutan. Es claro que (@z‘el fz) ((9i)ier) = (fi(g:))ier-

Observacion 5.2.2. Vale lo siguiente:
1) @icride, =id-_ g,
2) Si(fi: Gi = Gicr y (fl: G — GY)ier son familias de morfismos de grupos,
entonces (Dier f1) o (DBjer fi) = Bies(fiofi)-

Demostracion. Se puede usar la propiedad universal de la suma directa, pero tam-
bién sale por calculo directo. [

Observacion 5.2.3. Vale que
Ker(@ fz> = @Ker(fi) e Im(@ fl) = @Im(fz)
il il il il
Demostracion. Sale por calculo directo. [

Observacién 5.2.4. Supongamos que (G;)icr es una famila de grupos y que para
cada i € I tenemos un subgrupo normal H; de G;. Denotemos con m;: G; — G;/H;
a la sobreyeccion canonica. Por la Observacion 5.2.3, el morfismo

D DGi— 69 VR
1€l i€l i€l
es sobreyectivo y su nicleo es ®i€I H; y, en consecuencia, induce un isomorfismo
G.
Do Dt
@ZEI Hi

el el
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Observacidén 5.2.5. Supongamos que (H;);cr es una familia de subgrupos de un
grupo G y que los elementos de H; conmutan con los de H; para todo i' € I\ {i}.
Por la propiedad universal de la suma directa existe un morfismo ¢: @,c; Hi — G
que estd definido por o((hi)icr) = [[,c; hi (donde el producto tomado en G, tiene
sentido ya que los h; son iguales a 1 salvo una cantidad finita de ellos y no importa
el orden en que se los multiplican ya que conmutan entre si). Es evidente que la
imagen de ¢ es el conjunto de los elementos de G que se escriben como h;, ---h;
donde i1, ...,i, es una subfamilia arbitraria de elementos de I y h;; pertenece a
H;; para todo 1 < j < n. Notemos que cada H; es normal en la imagen de . Esto
se sigue facilmente de que los elementos de H; conmutan con los de H; para todo
i € I'\ {i}. Ademds son equivalentes:

1) ¢ es inyectiva.

2) Cada elemento de la imagen de ¢ se escribe de una unica manera como un
producto h;, ---h;_, donde iy, ..., iy, es una subfamilia arbitraria de elementos
de I y h;, pertenece a H;, \ {1} para todo 1 < j < n.

3) El'1 de G (que claramente estd en la imagen de p) satisface la propiedad
mencionada en el item 2)

4) Para cada i € I wale que H; N[, Hj = {1}, donde [];; H; denota al
subgrupo de G consistente de los elementos que se escriben como hy, ---h;_,

con iy, ..., i, una subfamilia arbitraria de elementos de I'\{j} y h;, pertenece
a H;; para todo 1 < j <mn.

Es claro por definicion que los items 1) y 2) son equivalentes y que el 3) es equiva-
lente a que ker(p) = {1}. Veamos que 3) implica /). Si existieran h; # 1 en H;
yhy, € Hy,...,h;, € H; coni & {i1,...,in} tales que h; = h;, ---h;, , entonces
tendriamos que 1 = hi_lhi1 -+ h;, , contradiciendo la hipotesis. La demostracion de
que 4) implica 3) es similar. En efecto, si 1 = h;, ---h;,, donden >1 e iy, ..., iy,
es una subfamilia arbitraria de elementos de I y h;; # 1 pertenece a H;; para todo
1 < 3 <n, entonces claramente n > 2 y h;ll = hj, -+ h;, estd en H;, ﬂ Hﬁéll
Notemos que si I estd totalmente ordenado, entonces el item 4) puede ser reem-
plazado por el pedido de que para cada i € I valga H; N HKZ = {1}. Dejamos
al lector comprobar esto. Notemos también que si cada H; es un subgrupo normal
de G, entonces de la condicion 4) se sigue que H; N H; = {1} para todo i # i’ en
1, lo que por el Teorema 1.14.7 implica que los elementos de H; conmutan con los
de H; para cada pari,i’ de elementos distintos de I. Asi, en este caso, esta ultima
condicion es redundante.

5.3.Producto directo de G-conjuntos. Si (X;);c; es una familia de G-conjun-
tos, entonces sobre el producto cartesiano [[,.; X; queda definida una estructura
de G-conjunto poniendo g-(z;);cr = (9-x;)ic;. Ademas las aplicaciones candnicas

71'Xj: 1_[)(Z —>Xj
iel

definidas por mx;((2;)ier) = x; son morfismos de G-conjuntos. Claramente el
nicleo de la acciéon de G sobre [[,.; X; es la interseccién de los nicleos de la
acciones de G sobre cada X;, el estabilizador de (;);cs es la inteseccién ();c; Ga,
de los estabilizadores de cada z; y PF([],c; Xi) = [Lie; PF(Xi). A Tlier X
dotado de esta accién, lo llamaremos producto directo de la familia (X;);c; y a cada
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uno de los morfismos mx; lo llamaremos proyeccion candénica de [[,.; X; en Xj.
El producto [,.; Xi, junto con las proyecciones canénicas 7y, tiene la siguiente
propiedad (que se denomina propiedad universal del producto directo):

Si (fi: X — X;)ier es una familia de morfismos de G-conjuntos, entonces existe

un tinico morfismo de G-conjuntos (f;)icr: X — [[;c; X: tal que los diagramas

X
% l(fi)ie]

Xj ﬂ'Xj HiEI XZ

conmutan. Es decir que 7x;o(fi)icr = f;-

En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea (f;)icr(z) = (fi(x))icr y es claro
que con esta definiciéon (f;)ie; es un morfismo de G-conjuntos que satisface las
igualdades mencionadas arriba.

Notemos que lo que la propiedad universal del producto directo dice es simple-
mente que para todo G-conjunto X, la aplicacion

U: Homg <X, I1 Xi> — [ Homa (X, X,),
iel icl
definida por ¥(p) = (7x,0¢)icr, s biyectiva.
Observacion 5.3.1. Si (f;: X; — X!)icr es una familia de morfismos de G-con-
jJuntos, entonces por la propiedad universal del producto directo queda definido un
inico morfismo [[,c; fir Tlie; Xi — Iler Xi tal que WX}OHieI fi = [jomx, para
todo j € I. Estas igualdades se expresan también diciendo que los cuadrados

Q

il fi

Hie] X —— Hie[ Xz{

f.

X, — X
conmutan. Es claro que (Hiel fi) ((xi)ier) = (fi(xs))ier-
Observacion 5.3.2. Vale lo siguiente:
1) [Liesidx, =id°,_ x,.
2) Si (fi: Xi = XDier v (fl: X! — X!)icr son familias de morfismos de G-
conjuntos, entonces ([1;c; f1)o (Ilies fi) = [Lic;(flo fi)-

Demostracion. Se puede usar la propiedad universal del producto directo, pero
también sale por cdlculo directo. [

5.4.Unién disjunta o coproducto de G-conjuntos. Si (X;);c; es una familia
de G-conjuntos, entonces sobre la unién disjunta | |, ; X; de los X;’s queda natural-
mente definida una tnica estructura de G-conjunto tal que las inclusiones canénicas

ix,: X;— || X

i€l
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son morfismos de G-conjuntos. A | |, ; X;, dotado de esta accién, lo llamaremos
union disjunta o coproducto de la familia (X;);c; v a cada uno de los morfismos ¢ X;
lo llamaremos inclusion candnica de X; en | |,; X;. El coproducto | |,.; X;, junto
con las inclusiones candnicas ix,, tiene la siguiente propiedad (que se denomina
propiedad universal del coproducto):

Si (fi: X; — X)ies es una familia de morfismos de G-conjuntos, entonces existe
un tinico morfismo de G-conjuntos { fi}ier: | l;c; Xi — X tal que los diagramas

X

T{fi}iel

Xj—ier Xi
ix;

fi

conmutan. Es decir que {fi}icroix, = fj.

En efecto, estas igualdades fuerzan a que sea {f;}icr(z) = fi(z) para x € X; y es
claro que con esta definicién {f;};c; es un morfismo de G-conjuntos que satisface
las igualdades mencionadas arriba.

Notemos que lo que la propiedad universal del coproducto dice es simplemente
que para todo G-conjunto X, la aplicacién

U HomG(|_| Xi,X) — [ Home (X, X).
el el

definida por ¥(p) = (pomx,)icr, s biyectiva.

Observacién 5.4.1. Si (f;: X; — X!)ier es una familia de morfismos de G-con-
juntos, entonces por la propiedad universal del coproducto queda definido un unico

morfismo | |;c; fit |icr Xo — e Xi tal que (|_|i€[ fi)oz'Xj = iXJ/_ofj para todo
J € I. Estas igualdades se expresan también diciendo que los cuadrados

fi

X, — X

lixj lix’,
J
F
i€l fi

|_|ieI Xi —— LlieI Xz{

conmutan. Es claro que (|;c; fi) (x) = fi(z) para todo z € X;.

Observacion 5.4.2. Vale lo siguiente:
1) Ueridy, =1d%_ x,.
2) Si (fi: Xi = XDier v (fl: X! — X!")icr son familias de morfismos de G-
conjuntos, entonces (| |;c; f1)o(Uies fi) = Lies (flofi)-

Demostracion. Se puede usar la propiedad universal del coproducto, pero también
sale por céalculo directo. [

5.5.Complementos a los teoremas de Sylow. Dados un subgrupo H de un
grupo finito G, un primo p que divide a |H|, un p-subgrupo de Sylow Py de H y un
divisor m de |G| tal que | Py | divide a m, denotemos con Sy, (G, H, Py ) al conjunto
de los subgrupos () de orden m de G tales que Q N H = Py.
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Proposiciéon 5.5.1. Supongamos que H y H' son subgrupos de un grupo finito G
y que p es un primo que divide a |H| = |H'|. Denotemos con Py y con Py a
dos p-subgrupos de Sylow de H y H' respectivamente y con m a un divisor de |G|
tal que |Py| divide a m. Si existe un automorfismo f de G tal que f(H) = H’,
entonces #(S’m(Ga H7 PH)) = #(Sm(G7 Hl? PH'))

Demostracion. Claramente f(Pp) es un p-subgrupo de Sylow de H'. Por el item 2)
del Teorema 2.2.2, existe un elemento h de H' tal que hf(Pg)h~' = Py/. Notemos
que si Q N H = Py, entonces

hf( QR " NH =hf(@Qr ' Nhf(H)h ' =hf(QNH)L™" =hf(Py)h™ = Py,
de manera de que queda definida una aplicacién
0: Sm(G, H, PH) — Sm<G, H/, PH/)

poniendo 8(Q) = hf(Q)h~!. Es facil ver que esta aplicacién es biyectiva y asf
#(Sm (G, H, Pg)) = #(Sm(G, H', Pgr)). O

Notemos que la proposicién de arriba se aplica en particular cuando H y H' son
conjugados y ademds muestra que #(S5,,(G, H, Py )) no depende del subgrupo de
Sylow Py de H elejido. Asi,

#({Q €Sub(G) : |Q] = m y Q N H & Syl, (H)}) = #(Syl, (H))#(Sm (G, H, Pr)),
donde Sub(G) denota al conjunto de los subgrupos de G. Dado que, por la Obser-

vacién 2.2.7, vale que si H es normal y si m = p" donde r > 0 es tal que |G| = p™n
con p y m coprimos, entonces

Syl,(G) = #({Q € Sub(G) : Q| =p" y QN H € Syl,(H)}),
obtenemos asi otra demostracion de la primera parte de la Proposicion 2.2.8.

5.6.Subgrupos normales minimales. Un subgrupo normal H de un grupo G
es normal minimal si H # {1} y no existe ningin subgrupo normal N de G tal que
H C N C G. Es claro que todo grupo finito tiene subgrupos normales minimales.
Vamos a caracterizar estos subgrupos. Para ello conviene estudiar primero los
grupos caracteristicamente simples, que son por definicion los grupos que no tienen
subgrupos caracteristicos distintos de {1} y G.

Lema 5.6.1. Si H es un subgrupo normal de un grupo G y ¢ € Aut(G), entonces
©(H) también es un subgrupo normal de G.

Demostracion. Tomemos x € G. Como ¢ es sobreyectiva existe y € G tal que
ply) =z y ast, zp(H)z ™! = p(yHy ') = p(H). O

Teorema 5.6.2. Si un grupo finito es caracteristicamente simple, entonces es un
producto directo de grupos simples isomorfos.

Demostracion. Elijamos un subgrupo normal H # {1} de G con orden minimo.
En particular H es normal minimal. Entre todos los subgrupos de G de la forma
Hy x---x H,,, con cada H; normal e isomorfo a H, tomemos uno con m maximo.
Afirmamos que G = Hy x --- x H,,. Como G es caracteristicamente simple, para
probar esto serd suficiente ver que ¢(H;) C Hy X --- x H,, paratodo 1 <i<my
todo ¢ € Aut(G). Es claro que ¢(H;) ~ H y que, por el Lema 5.6.1, ¢(H;) es un
subgrupo normal de G. Supongamos que ¢(H;) no estd incluido en Hy X - -+ X H,,.
Entonces por la minimalidad de |H|, debe ser ¢(H;) N (Hy X - -+ x H,,) = {1}, pero
esto implica que (Hy X - -+ X Hp,, 0(H;)) ~ Hy X -+ - x H,,, X 9(H;), lo que contradice
la maximalidad de m. [
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Teorema 5.6.3. Todo subgrupo normal minimal H de un grupo finito G es ca-
racteristicamente simple y, por lo tanto, isomorfo a un producto directo de grupos
simples isomorfos.

Demostracion. Se sigue de que, por la Observacién 1.13.2, todo un subgrupo ca-
racteristico de H es un subgrupo normal de G. [J

Un grupo es elemental abeliano si es isomorfo a un producto finito de Z, con
p-primo. Por los Teoremas 4.2.1 y 5.6.3 todo subgrupo normal minimal de un grupo
finito es caracteristicamente simple y resoluble, y por los Teoremas 4.2.1 y 5.6.2,
todo grupo finito, caracteristicamente simple y resoluble, es elemental abeliano.

Respuesta a los ejercicios

Ejercicio 1. Pruebe que son equivalentes:

1) a es inversible a izquierda y cancelable a derecha,

2) a es inversible a derecha y cancelable a izquierda,

3) a es inversible.
Solucion. Es claro que 3) implica 1). Veamos que 1) implica 3). Por hipdtesis
existe b € A tal que ba = 1. Debemos ver que ab = 1, lo que se sigue de que
(ab)a = a(ba) = al = a = la y de que a es cancelable a derecha. La equivalencia
entre 2) y 3) es similar a la equivalencia entre 1) y 3). O
Ejercicio 2. Pruebe que vale lo siguiente:

1) Sia es inversible, entonces a conmuta con b si y sélo si a~! lo hace.

2) Si a y b conmutan entre si, entonces a™ y b" también lo hacen, para todo
n,m > 0.

3) Sia yb conmutan entre si, entonces (ab)™ = a™b", para todo n > 0.

4) Sia yb son inversibles y conmutan entre si, entonces (ab)™ = a™b", para todo
n € 2.

5) Si a es inversible, entonces a=™ = (a™)~!, para todo n € Z.

6) a"a™ = a™*™, para todo n,m > 0.

7) Si a es inversible, entonces a™a™ = a™*™, para todo n,m € Z.
8) (a™)™ = a™™, para todo n,m > 0.

9) Si a es inversible, entonces (a™)™ = a™™, para todo n,m € Z.

Solucidon. 1) En efecto es claro que
ab="ba < b=a"'ba < ba~! =a'bh.

como afirmamos.

2) Veamos primero que a” conmuta con b para todo m > 0. Para m = 0 esto es
trivial. Supongamos por hipétesis inductiva que a™ conmuta con b. Entonces,

a™ b = a™mab = a™ba = ba™a = ba™ 1,

y asi a” conmuta con b para todo m > 0. Ahora fijemos m > 0 y veamos que a™
conmuta con b para todo n > 0. Esto es trivial cuando n = 0. Supongamos por
hipdtesis inductiva que a™ conmuta con b”. Entonces,

a™b"t = @™ = b"a™b = b ba™ = b g
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y, por lo tanto, a” y b"™ conmutan entre si para todo n,m > 0.
3) Para n = 0 esto es trivial. Supongamos por hipétesis inductiva que (ab)™ = a™b™.
Entonces,
(ab)" ™! = (ab)"ab = a"b"ab = a™ab™b = a" 1",
y asi (ab)™ = a™b", para todo n > 0.

4) Ya sabemos que esto es cierto cuando n > 0. Para n < 0 tenemos

(ab)" = ((a)™) ™" = (a7 o) " = (™)) T = a"b"

5) Como a y a~! conmutan entre si, a"(a™!)" = (aa™!)" = 1" = 1.
6) Para m = 0 esto es trivial. Supongamos ahora por hipétesis inductiva que
a™t™ = a"a™. Entonces,

anam—i—l — anama _ an—l—ma _ an+m+1

Y

como dijimos.

7) Ya sabemos que esto vale cuando n,m > 0. Sin >0, m <0y n+m > 0,
entonces se sigue de que

a"a™ =a"t" & a" = a""aT™,
Sin>0,m<0yn+m<0,deque
aa™ = "t o af(ner)an —q ™

y si n,m < 0, de que

aa™ = "t & g~ (M) = Mg,
8) Para m = 0 esto es trivial. Supongamos ahora por hipétesis inductiva que
(a™)™ = a™™. Entonces,

(an)m—i—l — (an)man — anman — anm—l—n
y asi (a™)™ = a™™, para todo n,m > 0.

9) Sin >0y m <0, entonces

como afirmamos. [J
Ejercicio 3. Pruebe que si un grupo G tiene exponente 2, entonces es abeliano.

Solucion. Se sigue de que
abab = (ab)? = 1 = a*b* = aabb,

para todo a,b € G. [
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Ejercicio 4. Pruebe que vale lo siguiente:
1) Si H y L son subgrupos propios de un grupo G, entonces G # H U L.
2) Si H es un subgrupo propio de un grupo G, entonces G = (G \ H).
Solucion. 1) Tomemos a € H\ L eb € L\ H. Entonces ab no puede pertenecer a

H, ya que en caso contrario b = a~!(ab) también perteneceria a H. Similarmente
ab tampoco puede pertenecer a L y asi G #% H N L.

2) Dado que G = (G\H)UH y que H # G, por el item 1) debe ser G = (G\ H). O

Ejercicio 5. Pruebe que cada elemento de un cuerpo finito es suma de dos cuadra-
dos.

Solucién. Supongamos que F es un cuerpo finito y denotemos con F? al conjunto
de los cuadrados de F. Afirmamos que 2#(F?) > #(F). En efecto esto se sigue de
que a? = b? implica (a + b)(a —b) =0y asi a = b 0 a = —b. En consecuencia, por
la Proposicién 1.6.6, F = F? + F?2. [

Ejercicio 6. Pruebe que un subgrupo H de G es invariante st y solo si ab € H

implica que ba € H.

Solucién. Si H es normal y ab € H, entonces ba = a~'(ab)a € H. Recipro-
camente supongamos que ab € H implica que ba € H y tomemos h € H. Entonces
(ha=Y)a=h € H y asf aha™! € H, cualquiera sea a € G. 0O

Ejercicio 7. Supongamos que f: A — B es un morfismo sobreyectivo de magmas.
Pruebe que:

1) Si A es asociativo, entonces B también lo es.

2) Si A es conmutativo, entonces B también lo es.

3) Sie es unidad a izquierda de A, entonces f(e) es unidad a izquierda de B.

Solucidon. El item 1) Se sigue de que

F(a)(F(b)f(c)) = fla(be)) = f((ab)e) = (f(a) f(b))f(c),
el 2) de que
f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) = f(b)f(a)
y el 3) de que

f(e)f(a) = f(ea) = f(a) paratodoac A. O

Ejercicio 8. Denotemos con f: G — G’ a un morfismo de grupos y con K y L a
dos subconjuntos de G'.

1) Pruebe que f~1(K~1) = f~1(K)~ L.
2) Pruebe que si f es sobreyectivo, entonces f~H(KL) = f~1(K)f~(L).

Solucion. 1) Es consecuencia inmediata de que
acfTU UK Y e fla)e K e fla'eKe fa)e Kea e fTHK).

2) Es claro que f~YK)f L) C f~Y(KL) (para esto no se usa que f sea so-
breyectivo). Supongamos que a € f~!(KL) de manera de que f(a) = kl con
ke Kyle L Como f es sobreyectivo existe b € K tal que f(b) = k. Entonces
fb=ta)=fb) " f(a) =k tki=1lyasia=0bb"ta) e fFHUK)fYL). O
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Ejercicio 9. Pruebe que si m: G — G’ es un morfismo sobreyectivo de grupos y
H es un subgrupo normal de G, entonces w(H) es un subgrupo normal de G' y

G/(HKer(n)) ~ G /n(H).

Solucion. Como m es sobreyectiva, m(H) es un subgrupo normal de G’. El resto se
sigue inmediatamente de la propiedad universal del cociente aplicado al caso en que
f esté reemplazado por mgor, donde 7y : G — G’ /7(H) es la proyeccién canénica,
y de que T o es sobreyectiva y Ker(ngon) = 71 (H) = H Ker(w). O

Ejercicio 10. Pruebe que si f: G — G’ es un morfismo de grupos y H' es un
subgrupo normal de G', entonces f~1(H') es un subgrupo normal de G y existe un
tinico morfismo inyectivo f: G/f~Y(H') — G'/H' de grupos, tal que el diagrama

f

G—>G

o

G/f 1 HY L

donde m: G — G/f~Y(H') y o': G — G'/H' son las proyecciones candnicas,

conmuta y que ademds Im(f) = «'(Im(f)) = Im(f)H'/H'.

Solucion. Es claro que f~'(H’) es un subgrupo normal de G. El resto se sigue
inmediatamente de los comentarios que preceden a la Observacion 1.11.9. [

Ejercicio 11. Muestre que si g: G — G es un endomorfismo de grupos, entonces
no necesariamente g(Z(G)) C Z(G).

Solucién. Denotemos con H al grupo cuaterniénico {1, —1,4, —i,j, —j, k, —k} y con
K a{l,—1,i,—i}. Claramente K es un subgrupo de H y el conjunto K x H con
la multiplicacion definida coordenada a coordenada es un grupo. Es facil ver que
Z(K x H) = K x {1,—1} y asi el endomorfismo f: K x H — K x H, definido por
f(k,h) = (1,k), no satisface f(Z(K x H)) CZ(K x H). O

Ejercicio 12. Pruebe que si g: G — G’ es un morfismo sobreyectivo de grupos,
entonces g(Z(G)) C Z(G").

Solucion. Tomemos a € Z(G) y V' € G’ arbitrario. Como g es sobreyectivo existe

be G tal que b’ = g(b) y asi, V'g(a) = g(ba) = g(ab) = g(a)t/. O

Ejercicio 13. Pruebe que si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y |H|
y |G : H| son coprimos, entonces H es un subgrupo completamente normal de G.

Solucion. Consideremos un endomorfismo f: G — G. Como |f(H)| divide a H,
se sigue de la hipdtesis que |f(H)| es coprimo con |G/H| y asi, por la Obser-
vacion 1.11.6, el morfismo candnico

es trivial, lo que implica que f(H) C H. O
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Ejercicio 14. Supongamos que H C L son subgrupos de un grupo G y que H
es caracteristico en G. Pruebe que L/H es caracteristico en G/H, entonces L es
caracteristico en G.

Solucion. Consideremos un automorfismo f: G — G. Como H es caracteristico
en G vale que f(H) = H. En consecuencia f induce un automorfismo f: G JH —
G/H. Por hipétesis f(L)/H = f(L/H)=L/H y asi f(L)=L. O

Ejercicio 15. Supongamos que H C L son subgrupos de un grupo G y que H es
completamente normal en G. Pruebe que L/H es completamente normal en G/H,
entonces L es completamente normal en G.

Solucion. Consideremos un endomorfismo f: G — G. Como H es completamente
normal en G vale que f(H) C H. En consecuencia f induce un endomorfismo
f: G/H — G/H. Por hipétesis f(L)H/H = f(L/H) CL/H y asi f(L) C L. O

Ejercicio 16. Demuestre que el conmutador |, |: G X G — G satisface las sigu-
ientes propiedades.

1) [a,bc] = [a, b]bla, )b~ y [ab, c] = alb, cJa™a, c].

2) [eac™,[b,c]][beb™t, [a, b])[aba™?, [c,a]] = 1 (identidad de Hall).

3) bla, b1, c]]b~ b, [c7t, alletale, [a™t, b)]la™t = 1 (identidad de Jacobi).
Solucion. Sale por calculo directo. [
Ejercicio 17. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G y que L estd

incluido es Ng(H). Pruebe que si K es un subgrupo normal de L, entonces HK es
un subgrupo normal de HL.

Solucion. Claramente basta ver que (KI™' C HK y hKh™' C HK para todo
l € Lytodoh€& HyquelHl™' C HK para todo | € L. Lo primero se sigue
de que K es un subgrupo normal de L y lo tdltimo de que L C Ng(H). Veamos
lo segundo. Como K C L C Ng(H), para todo h € H y todo k € K, vale que
hkh='k=' =h' € H, de dénde hkh™ ! =Wk e HK. O

Ejercicio 18. Pruebe que si N es un subgrupo normal de H X L y
NN (HxA{1})=Nn({1} x L) ={(1,1)},
entonces N C Z(H x L).

Solucion. Supongamos que existe (h,l) € N\Z(H x L) y tomemos (h/,l') en H x L
tal que (W', U")(h,1) # (h,1)(R',1"). Esto es claramente equivalente a que h'h # hh'/
o l'l #1l'. Supongamos que vale lo primero. Entonces

(WhW ™50 = (W, 1) (R, D)W, 1) e N y KWhh'™" #h.

Ast (WhW ~'h=11) = (WhW ', 1)(h,1)~! € N y es distinto de (1,1). Similarmente,
si 'l #1l', entonces N corta a {1} x L no trivialmente. [

Ejercicio 19. Supongamos que H y L son dos subgrupos normales distintos de
un grupo G. Pruebe que si H es simple y tiene indice 2 en G y L no es trivial,
entonces |L| =2 y G=H x L.

Solucion. Como H es simple y L # H, debe ser H N L = {1}, lo que implica que
H C HL y asi HL = G. Por el Teorema 1.14.7, esto muestra que G = H x L.
Finalmente, dado que L ~ G/H, obtenemos que |L| =2. O
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Ejercicio 20. Pruebe que si G es un grupo simple de orden par y |G| = 2¥m con
m impar, entonces k > 1 y G no tiene ningin elemento a tal que 2% divide a |a).

Solucion. Por la Proposiciones 1.6.14 y 3.1.3, G no tiene ningtn elemento a tal que
2% divide a |a|. Por la Observacién 1.6.4, se sigue de esto que k > 1. [

Ejercicio 21. Pruebe que sin # 4, entonces S,, no tiene subgrupos de indice t con
2 <t <n. Pruebe también que esto es falso si n = 4.

Solucion. Si n es igual a 2 o 3 no hay nada que probar. Supongamos que n > 5.
Por el Teorema 3.1.4, si S,, tiene un subgrupo de indice ¢, entonces también tiene
un subgrupo normal de indice th con h un divisor de (¢ — 1)!. Por el Teorema 2.5.2
esto implica que ¢t € {1,2} o t > n. Resta considerar el caso n = 4. Consideremos
el subgrupo normal N = {id, (1,2)0(3,4),(1,3)0(2,4),(1,4)0(2,3)} de S,. Por la
Proposicién 1.6.8 y la Observacién 1.6.13, {id, (1,2)} N es un subgrupo de orden 8
de S4. O

Ejercicio 22. Pruebe que si G es un grupo simple infinito, entonces vale lo si-
guiente:

1) Sia € G es distinto de 1, entonces la clase de conjugacion de a tiene infinitos
elementos.

2) Si H es un subgrupo no trivial de G, entonces la clase de conjugacion de H
tiene infinitos elementos.

Solucion. 1) Como G es simple e infinito no puede ser abeliano (es facil ver que
si un grupo abeliano es simple, entonces es ciclico de orden primo). Dado que el
centro de G es un subgrupo caracteristico debe ser igual a {1}. En consecuencia
si a # 1, entonces Cg(a) C G y asi, por el Corolario 3.1.5, se sigue de esto que
#({bab=t: b€ G}) =|G : Cg(a)| = .

2) Supongamos que H es un subgrupo no trivial de G. Como G es simple, H no

puede ser normal y asi, Ng(H) C G. Por el Corolario 3.1.5 se sigue de esto que
#({gHg ' :9€G}) =|G:Ng(H)|=00. O

Ejercicio 23. Pruebe que si un grupo G contiene un elemento de orden n > 1 y
dos clases de conjugacion, entonces |G| = 2.

Solucion. Tomemos a € G tal que a” = 1y a’ # 1 paratodo 1 < i < n. Es claro que
si p es un primo que divide a n, entonces el orden de a™/? es p. Como por hipétesis
todos los elementos distintos de 1 de G son conjugados, todos tienen el mismo orden
y asi n = p. Afirmamos que n = 2. En efecto de lo contrario existiria b € G tal que
bab~! = a?, pero entonces b*ab~* = an, de donde a = bPab~P = a?’ = a2, lo cual
es absurdo. Por el Ejercicio 3) se sigue de esto que G es abeliano, lo que dado que
G tiene sélo dos clases de conjugacién, implica que |G| =2. O

Ejercicio 24. Pruebe que si G es un grupo que no es resoluble, entonces G tiene
un subgrupo H # {1} que es normal y satisface H®M = H. Pruebe ademds que si
G es finito también vale la reciproca.

Solucion. Si H # {1} es un subgrupo normmal de G que H") = H, entonces por
el Teorema 4.2.8, H no es resoluble y asi, por el Teorema 4.2.1, tampoco G lo es.
Supongamos ahora que G es finito. Entonces existe n tal que G**tH = G, Si @
no es resoluble, no puede ser G(™) # {1} y podemos tomar asi H = G(™. O



