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Practica 1: Lenguaje del Calculo Proposicional

Notacién: Si X es un conjunto, #.X denota su cardinal; Form denota el con-
junto de todas las formulas del calculo proposicional y Var el conjunto
de todas las variables proposicionales. Si a € Form,

[ (o) denota la longitud de a.
» ¢(a) denota la complejidad de a.
» cb(«) la complejidad binaria de a.

» Var (a) es el subconjunto de Var cuyos elementos son las variables
proposicionales que figuran en a.

» #VarR («) es el naimero de variables proposicionales que figuran
en « contadas tantas veces como aparecen.

» s(a) es el conjunto de subformulas de a.
1. Sea A = {a,e,i,0,u}, S = {p,q}, ¥ = AU S. Definimos un lenguaje
L C ¥* por las siguientes reglas:

= Si 0 € A entonces 3 es una palabra.

» Siaq,...,a, (n>0) son palabras, las expresion pa ... a,q tam-
bién lo es.

= Una expresion es una palabra si y so6lo si se obtiene con estas
reglas.

Se define el peso de una expresion como el nimero de p que aparecen
en la expresion menos el nimero de g que aparecen en la expresion.

a) Escribir cinco expresiones de ¥* que no sean palabras y cinco que
si lo sean.
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b) Probar que las palabras de £ son expresiones de peso 0.
¢) (Es toda expresion de peso 0 una palabra?
d) Decidir si hay unicidad de escritura en las palabras.
2. Sea A = {a,e,i,0,u}, S = {l}, ¥ = AU S. Definimos un lenguaje
L C ¥ por las siguientes reglas:

= Si o € A, entonces « es una palabra.

» Si x1,...,Xn (n > 0) son palabras, entonces lx;...x,l es una
palabra.

= Una expresion es una palabra si y so6lo si se obtiene con estas
reglas.

a) Probar que si « es una palabra, entonces el ntimero de [ que figuran
en «a (contados tantas veces como aparecen) es un nimero par.

b) ;Toda expresion con una cantidad par de [ es una palabra?

¢) Decidir si hay unicidad de escritura en las palabras.

3. Decidir cuales de las siguientes expresiones son formulas del calculo

proposicional.
1) (p1 Vp2) — ps 4) (p1V (—=p2))
2) ((p A (P2 = p3)) = pa)  5) (1 V (P2 — p3)) = (b5 — p2))
3) ((m=p1 — p1) — p2) 6) ((p1 Apa Ap3) — ps)

4. Probar que si a es una férmula del calculo proposicional, entonces «
admite infinitas cadenas de formacion.

5. Para cada una de las siguientes formulas encontrar todas las cadenas de
formacion minimales, sus arboles de formacion y enumerar su conjunto
de subformulas.

a) ((p1V (p2 — p3)) — pa)
b) ((;1V (ps = p2)) — ((—p1) = (—p2))) | paréntesis agregados |
¢) (((=p1) Vps) V (p1 A (—p2))) [paréntesis agregados |

6. Sea n € N, n # 0, mostrar que existe a € Form tal que #s (a) = n.

7. (*) Sea a € Form. Probar que si 3 es una subférmula de «, entonces
aparece en toda cadena de formaciéon de a.
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8. (*) Probar que si & € Form, C es una cadena de formacion minimal de
a y [ es un eslabon de C, entonces  es subformula de .

9. Sea o € Form, tal que ¢ («) > 0. Probar que existe una subférmula de
a que tiene grado de complejidad 1.

10. Sean k,n € N tales quen > 2y 1 < k < n. Si a € Form tal que
¢ (a) = n, jexiste una subformula de o con grado de complejidad k?

11. Sea v € Form. Probar las siguientes relaciones

a) #VarR (o) = cb(a) +1
b) #Var(a) <cb(a)+1
¢) #s(a) <c(a)+ #Var (o)
12. Sea a € Form tal que Var (o) = {p1,...,pn} y sean fy,..., 3, formulas
arbitrarias. Definir inductivamente la nociéon de sustituir en las varia-

bles proposicionales py, ..., p, por (i,..., B,. Llamamos « (5, ..., 3,)
a tal sustitucion.

13. Sean «,vy € Form tal que Var(a) = {p1,...,pn}. Diremos que o y
v son sintdcticamente equivalentes y lo notaremos o ~ 7y si existen

Qs - qn € Vartales que q; # ¢ sii # 3,y a(q, .-, qn) = 7.

a) Probar que es una relacion de equivalencia en Form.

b) Probar que si o ~ 7y, entonces « y 7 tienen la-mismalongitud; la

misma complejidad y la misma complejidad binaria.

14. Sea o € Form. Notaremos con a-, a la expresion que se obtiene al
eliminar todas las apariciones del simbolo — en « y sus correspondien-
tes paréntesis. (Por ejemplo, si a = (= (p2 V (—ps))), entonces a-, =

(p2Vps3).)
a) Definir formalmente o, para toda o € Form.
b) Probar que si a € Form, entonces a—, € Form.

c¢) Analizar cudles de las siguientes igualdades se cumplen para toda

a € Form:
) l(a) =1(a) 4) #Var (a) = #Var (a-)
2) ¢(a) =c(as) 5) #VarR (o) = #VarR (a-)

3) cb(a) = chlaz)  6) #s(a) = #s (o)
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