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7.1 Sistemas Conservativos

Consideremos la ecuacién

i+ f(x)=0 (7.1)

donde f es una funcién continua.

Si multiplicamos a (7.1) por x e integramos obtenemos que

%C +F(x)=E (7.2)

donde F es una primitiva de f y E es una constante.

Observacion 7.1.1. ’5‘ se denomina energia cinética y F(x) energia potencial.

Si tomamos (x,y) = (x, x), (7.2) se transforma en

2
%+F(x):E

que describe una curva en el plano de fases.

Ejemplo 7.1.2. Consideremos F(x) = %xz. En este caso tenemos las curvas descriptas
por la siguiente ecuaciéon

[\

X

2
Y
—+—=—=F

2 2



60

Leyes de Kelpler

/F(x)

o sea circunferencias.

o
]/

Ejemplo 7.1.3. Consideremos F(x) = —k? cos(x).
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7.2 Sistemas Lineales + wxMaxima

Consideremos el sistema

X =Ax

(7.3)
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donde

[S—

-4 2 10
A= -4 3 7 |
-3 1 7

Comenzamos por cargar el paquete “diag” en maxima que nos va a permitir calcular la
forma de Jordan de la matriz A.

(%il1) load("diag");

(%01) [usr/share/maxima/5.17.1/share/contrib/diag.mac
Ingresemos la matriz A,

(%i2) A:matrix([-4,2,10]1,[-4,3,7]1,[-3,1,7]);

-4 2 10
(%02) -4 3 7
-3 1 7
Calculemos la forma de Jordan de A
(%13) c:jordan(%);
(%03) (12, 3]]
para ponerla en forma matricial
(%i4) J:dispJordan(%);
210
(%04) 021
00 2
Calculemos la matriz de cambio de base
(%15) P:ModeMatrix(A,c);
-2 -6 1
(%05) -1 -4 0
-1 -3 0

verifico
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(%16) (P""-1).A.P;

(%06) 0 21

Por lo tanto la solucién de (7.4) es

N2
x(t) = e = P’ P xy = ¥ P [I + Nt + 71?2] P 'x

donde
010

N=|0 0 1
0 00

por lo tanto

2 —6t+1 2t 22+10¢
2
x() =€ -5 t+1 P+t |x.

2
s t 45t +1

7.3 Movimiento Planetario

Supongamos que tenemos una particula de masa m moviéndose en un plano y sujeta a una
fuerza, la cual estd dirigida a lo largo del segmento que une a la particula con el origen,
y la cual tiene una magnitud dependiente solamente de la distancia entre la particula y el
origen. En una situacion de este tipo, diremos que tenemos una fuerza central.

Las funciones x, y, las cuales describen el camino de las particulas, satisfacen las sigu-
ientes ecuaciones

= TF(),
mx = () (7.4)
my = TF(r),
donde r = +/x? + y? y |F(r)| representa la magnitud de la fuerza sobre la particula cuando

estd a distancia r del origen.

Para resolver (7.4), comenzamos por proponer el siguiente cambio de variable

x = rcos(p),
y = rsen(p).

entonces tenemos que

X =7cos(p) — rgsen(p),
i = (7 = r¢?) cos(p) — (2 + ry) sen(p),
y = risen(p) + r¢ cos(p),
y = (7 — r¢?) sen(p) + (2i¢ + rd) cos(p).
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Utilizando (7.4), llegamos a que
02 — @
A (7.5)
rg +2ig = 0.
Observemos que multiplicando por i a
r$ + 2irp = 0,
llegamos a que
(rg) =0,
y por lo tanto
rzc,b =c¢ (c = constante). (7.6)

Observacion 7.3.1. De esta dltima desigualdad obtenemos que

X

A(t)
Xo

X = (r(0), (1) y Xo = (r(to), (to)).

Supondremos que

A(t):f %rz(s)go(s) ds

1o
r
c
= —ds
/3
C
= —(t —1y).
2( 0)

Luego, si ¢ # 0 el segmento del origen a la
particula barre igual drea en igual tiempo.

1
Vip(®) = ot

entonces, derivando y utilizando (7.6), resulta que

() =

1 dv )
W %(SO(I))‘P(I)

d
rzso(t)d—vu,o(r))
("2

d
—cé«o(r»

d2
—cd—wvz«p(t))gb(t)

dZ
—c2v<so<r>)2d—¢v2<go(t)>.
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Luego, utilizando (7.5) y (7.6), resulta que

PO = vty
m

2 2 d*v 3
=~V T (6(0) =~ ev(e(0).
@

Por lo tanto,

d*v N F(})
— +tV=——.
dy? mc*v?
De ahora en mas consideraremos el caso en que F(r) = —kr—’?, donde & es una constante
positiva. Entonces
d*v N k
—_— Vv = -,
dy? c?
0 sea que
k
v(p) = -+ Bcos(p —w) (B,w constantes),
c
entonces

2
9
T Bc?

r= e ,
1 +ecos(p—w) k
que resulta una conica con excentricidad en e.

Observacion 7.3.2. Notemos que si 0 < e < 1 tenemos una elipse, si e = 1 tenemos una
pardbola y si e > 1 tenemos una hipérbola.

Supongamos que 0 < e < 1.

Observemos que

e | 1 2¢%
20 = —
=l )

ﬁ l—¢ l1+e| kl-e)
b
oseaque

a C2
a=———-,
k(1 - €2)

b =d*(1-¢é*) =

cta

7.

Luego, teniendo en cuenta que el drea de la elipse es mab, resulta que
1
EhT = A(T) = nab

y por lo tanto
4n?
T = —d°.
k

Leyes de Kepler
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1. El segmento que une al sol con un planeta barre igual area en igual tiempo.
2. Los planetas se mueven a lo largo de elipses con el sol como un foco.

3. Los cuadrados de los periodos son proporcionales a los cubos de los ejes de mayor
distancia de las elipses.



