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Transformada de Laplace

9.1 Introduccion

Supongamos que estamos interesados en resolver el siguiente problema
y+4y+5y=f(x)

que es lo mismo que

D*y +4D'y + 5y = f(x)

donde D’ es el opredor de derivacién j—ésima, entonces tenemos que
(D* +4D" + 5)y = f(x)

nos gustaria poder hacer lo siguiente

_ Jf(x)
Y e D +4aD + 5

A continuacidn describiremos una herramienta que nos permitird realizar este proced-
imiento.

Dada una funcién f definida en el intervalo [0, +oc0) definimos su transformada de
Laplace L(f) como

LU)(s) = fo e F () dix

suponiendo que la integral converge por lo menos para algtn valor de s.
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Ejemplo 9.1.1. Sea f(x) = e, entonces

L(f)(s)

Ejemplo 9.1.2. Sea

Entonces

L(u)(s)

que es mas regular que u,.
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Para la existencia de la transformada es preciso que la integral converja o sea que f no

puede crecer muy rapido.

Ejemplo 9.2.1. Si tomamos f(x) = ¢* resulta que

y por lo tanto no existe £L(f)

+00 )
f e dx =+
0

Diremos que f f es una funcién admisible si f es continua a trozos en cualquier in-
tervalo finito de [0, +00) y que no crece més rapido que la funcién exponencial cuando
X — +00. Vamos a suponer que existe M > 0y k > 0 tal que

|f(0)l < M Vx € [0, +00).

9.1
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Proposicion 9.2.2. Si f es admisible entonces f tiene transformada de Laplace L(f)(s)
definida para todo s > k y

M
L)) £ —.
s—k

Demostracion. Comencemos por observar que

X0 X0 M
feﬂWWMSMfeWWMS
0 0 s—k

entonces ”
lim xg — +oof e |f(x)| dx < oo,
0

Observacion 9.2.3. Sean f'y g dos funciones admisibles.

1. La funcién w(x) = fOx f(y)dy es admisible y satisface (9.1) con la misma constante
k que f. Luego existe la transformada de Laplace de g para s > k.

2. Llaf +bg)(s) = aL(f)(s) + DL(g)(s).
3. Sis >k, L(f")(s) = sL(f)(s) — f(0"), donde f(07) = lim ¢+ f(x)
4. Si s>k, L(f")(s) = s> Lf)(s) = s£(07) = f(07).
Volvamos a nuestro ejmplo. Estmos interesados en resolver
§+49+5y = f()
con los siguientes datos iniciales
y(0) = y(0) = 0.
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion obtenemos

L(f)(s) = LT + 4y + 5y)
= L)) +4LO)(s) + 5LO)(s)
= s*LO)(s) — sy(0) — 3(0) + 4 (sLy)(s) — ¥(0)) + 5LO)(s)

= (s> +4s+5LO)(s)
entonces L0Hs)
K
O s
Por lo tanto nuestra solucidn es la antitransformada de
L(f)(s)
s2+4s+5

Nuestro problema ahora es definir la antitransfotada de una funcién o sea definir £!.

Comencemos por mostrar la inyectividad de la transformada.
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Teorem 9.2.4. Si f y g son dos funciones admisibles tales que

L)) = L)) Vs> so.

Entonces f(x) = g(x) excepto posiblemente en los puntos de discontinuidad.

Demostarcion. Sea h = f — g entonces L(h)(s) = 0 para s > s5. Supondremos que / es
continua.

SeaneN

0= L) (sy+n)
= f e e " h(x) dx
0

Tomando v(x) tal que v'(x) = e***h(x), haciendo partes en la ultima integral, resulta que
+00
0= e’”“v(x)|;roo +n f e "v(x) dx.
0
Observmos que e’”‘v(x)|goo ya que

()l < f ()| dy
0

Sfe‘s"x M dy
0 S()—k

M — Me™50~*
so(so — k) .

Por lo tanto .
f e"v(x)dx=0 VmneN.
0

Tomando el cambio de variables x = —In ¢ resulta que

1
f f'u(t)ydt=0 VYnelN,
0

donde u(t) = v(—In(?)). De lo que se deduce que

1
f p(®u(t) dt = OV ppolinomio.
0
Por lo tanto
u(t) =0 Vrel0,1],

0 sea que
vix)=0 Vx>0,

de lo que concluimos que
h(x) =0 Vx=>0.

Que era lo que queriamos probar. m|



