AvLcEBRA II PRIMER CUATRIMESTRE DE 2008

PRACTICA b

A lo largo de esta practica todos los mdédulos que consideraremos serén médulos a
1zquierda.
Ejercicio 1. Determinar si M es un A-médulo en cada uno de los siguientes casos:
(a) A =2y, M = Zy,, con n,m € N tales que m | n, con la suma usual de Z,, y la
accion
a-x=rpy(ax).

(b) A=17Z, M = M(C), con la suma usual de matrices y la accién
. (2’11 z12> _ (azﬂ a21z>.
221 222 azpl az22
(¢c) A=R[X], M =R", con la suma usual de R" y la accién
f(x,za,. . xn) = (f(D)x1, f(0)xe,. .., f(0)xz,).

(d) A= M,(Z), M = Z, con la suma usual de nimeros enteros y la accién

a-m = det(a)m.

Ejercicio 2. Sea A un anillo y sean M y N A-mdédulos. Probar que M x N con la suma

(z1,91) + (22, 92) = (¥1 + 22,91 + ¥2)

y la accién
a- (xay) - (axa ay)

es un A-médulo, que serd denotado M @ N.

Ejercicio 3. Sea K un cuerpo.

(a) Sea V un K-espacio vectorial y sea u € Endg (V). Probar que existe una tnica
estructura de K[X]-médulo en V' que satisface

(kX°)
X

= ko,

v = u(v).



(b) Sea M un K|[X]|-médulo y sea u : M — M la aplicacién definida por u(v) = X.v
Probar que con la accién
kE-v=(kX%v,

M es un K-espacio vectorial y u € Endg (M).

Ejercicio 4. Sean A y B anillos, sea M un B-médulo y sea ¢ : A — B un morfismo de
anillos. Probar que la accién a -, = ¢(a) -« define una estructura de A-médulo sobre M.

Ejercicio 5. Sea M un A-médulo y sea S un subconjunto de M. Se llama anulador de
S al conjunto

Ann(S)={a€A:a-s=0 Vse S}

Sixz € M, Ann({z}) serd denotado Ann(z). Un A-mddulo M se dice fiel si Ann(M) =
{0}. Probar que

(a) Ann(S) es un ideal a izquierda de A.
(b) Ann(S) = A siy sélosi S C {0}.

(c) Si S C T entonces Ann(7T) C Ann(S).
(

e n(A) es un A-moédulo fiel, y exhibir otros ejemplos de mdédulos fieles.

(
(f
(2) SiJ # 0 entonces Ann(M”7) = Ann(M ™)) = Ann(M).

n, con n > 2, no es un Z-mdédulo fiel y hallar Ann(Z,,).

)
)
)
d) Ann(S) = g Ann(s).
) M
) Z
)

Ejercicio 6. Sea M un A-mdédulo y sean S un subconjunto de M y N un submddulo de
M. Se llama transportador de S en N al conjunto

(N:S)={a€A:a-se N VseS}
Siz e M, (N :{x}) serd denotado (N : z).
(a) Probar que

I. (N :S) es un ideal a izquierda de A.
. (0:8)=Ann(S)y (N:S5)=Asiysélosi SCN.
1r. Si § € T entonces (N :7T) C (N :S).
1v. Si P es un submddulo de M tal que N C P entonces (N : S) C (P:5).
V. (N:z)-o=NNA-z.
VI. Si J # § entonces (N7 : M7) = (N) : M)y = (N : M).



(b) Hallar (mZ : n) para m,n € N.

Ejercicio 7. Determinar si S es un submdédulo del A-médulo M en cada uno de los
siguientes casos:

(a) A=Q, M =M,(Q), S ={(aij) € Mp(Q) :a;; =0V1<i<n}
(

)

b) A= Z, M = Mn(Z), S = {(aij) S Mn(Z) : det(aij) = O}.

(¢) A un anillo cualquiera, M = A", S = {(z1,...,2n) € A" 121 + -+ +x, = 0}.
)

(d) A un anillo cualquiera, M = A[X], S ={f € A[X]: f=00deg(f) <n} (neN).

Ejercicio 8. Sea A un anillo conmutativo y sea a € A™ ™. Probar que la aplicacién
fa : A™L — AnXL definida por f,(7) = a -z (donde - es el producto de matrices) es un
morfismo de A-médulos.

Ejercicio 9. Sea A un anillo conmutativo y sea M un A-mdédulo. Probar que f es un
morfismo de A-mdédulos, hallar su ntcleo, su imagen y determinar si es monomorfismo,
epimorfismo, seccion, retraccion o isomorfismo, en cada uno de los siguientes casos:

(a) f:M" — M2, f(z) = (21 + Tn, 2n) (n > 2).
(b) f:M™ — M", f(z) = (x1,21 + Tg, ..., 21 + -+ Tp).
(e) Sin<m, f: M"— M™, f(z)=(21,...,2,,0,...0).
(d) Sin<m, f: M™ = M", f(z)=(21,...,2).
¢) Fijado a € A, f: A[X] — A, f(g) = g(a).

) [

f M,(A) = A", f(a) = (a11,...,ann) si a = (aij).

(
(
Ejercicio 10. Sean M, N y P A-médulosy sean f: M — Ny g: N — P dos funciones.
Probar que

(a) Si fy g son morfismos de A-médulos, entonces g o f es un morfismo de A-mdédulos.

(b) Si g o f es un morfismo de A-mdédulos y g es un monomorfismo, entonces f es un
morfismo de A-médulos.

(¢) Sigo f es un morfismo de A-mddulos y f es un epimorfismo, entonces g es un
morfismo de A-mddulos.



Ejercicio 11. Si M y N son conjuntos y f: M — N es una funcién, el conjunto

L(f) ={(=z, f(z)) : z € M}
se llama grdfico de f. Probar que si M y N son A-mddulos entonces f es un morfismo de

A-moédulos si y sélo si I'(f) es un submédulo de M & N.

Ejercicio 12. Sea A un anilloy sean M y N dos A-médulos. Probar quesi f : M — N es
un morfismo de A-mdédulos, entonces ker(f) es un submédulo de M, Im( f) es un submédulo

de N y M/ker(f) ~ Im(f)

Ejercicio 13. Sea A un anillo y sea M un A-mdédulo. Caracterizar el médulo cociente
N /g en cada uno de los siguientes casos:

Ejercicio 14.

(a) Probar quesi f,g: (Q,+) — (Q,+) son morfismos de grupos entonces son equiva-

lentes:
L f(1) =g(1).
. f(m)=g(m)VmeZ
m. f=gyg

(b) Probar que si f : (Q,+) — (Q,4) es un morfismo de grupos tal que f(1) = 1
entonces [ = idg.

(¢) Sean V' y W dos Q-espacios vectoriales y sea f : V' — W una aplicacién. Probar que f
es una transformacién lineal de Q-espacios vectoriales siy sélosi f : (V,+) — (W, +)
es un morfismo de grupos.

Ejercicio 15. Sea A un anillo y sean M y N dos A-mddulos. Probar que

(a) Hom (M, N) con la suma definida por (f+g)(x) = f(x)+g(z) es un grupo abeliano.



(b) Si A es conmutativo, la accién (a - f)(x) = a - f(z) define sobre el grupo abeliano
Hom 4 (M, N) una estructura de A-médulo. Para A no necesariamente conmutativo,
esta accién define sobre Hom 4 (M, N) una estructura de C(A)-médulo.

Ejercicio 16. Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos y sea M un A-mdédulo.

(a) Consideremos a B como A-mdédulo con la accién definida en el ejercicio 4. Probar
que la accién (b - f)(b') = f(b'b) define sobre el grupo abeliano Hom 4 (B, M) una
estructura de B-mddulo

(b) El B-mé6dulo Hom 4 (B, M) definido en (a) puede considerarse como A-médulo con
la accién de . Probar que si A y B son conmutativos entonces esta estructura de
A-moédulo sobre Hom 4 (B, M) coincide con la definida en el ejercicio 15.

Ejercicio 17. Sea A un anillo conmutativo. Dado un A-médulo M se llama dual de M
al A-médulo M* = Homy (M, A). Probar que la aplicacién ¢ : M — M** definida por

P()(f) = fx)  (zeM, feM)

es un morfismo de A-médulos y que ker(y)) = (¢ ker(f).
Ejercicio 18. Sea M un A-médulo. Probar que Hom 4 (A, M) ~ M como C(A)-médulos.
Ejercicio 19. Probar que Homz(Q,Q) ~ Q.

Ejercicio 20. Un A-médulo M se dice simple si M # {0} y sus unicos submédulos son

{0}y M.
Probar que un A-médulo M es simple siy sélosi M # {0} y A-x = M Vz € M tal

que = # 0.

Ejercicio 21. Sea f: M — N un morfismo de A-mddulos. Probar que

(a) Si M es simple, entonces f =0 o f es un monomorfismo.
(b) Si N es simple, entonces f =0 o f es un epimorfismo.
(¢) Si M y N son simples, entonces f =0 o f es un isomorfismo.
Ejercicio 22. Sea M un A-médulo. Probar que End4(M) = Hom (M, M) con la suma

definida por (f + g)(z) = f(z) + g(z) y la composicién de funciones es un anillo y que,
cuando M es simple, End4(M) es un anillo de divisién.



