ALGEBRA 11 PRIMER CUATRIMESTRE DE 2010

PRACTICA 1

Ejercicio 1. Sean €N, ysea G, ={z€C: 2" =1}.
(a) Probar que (G,,-) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada z € G,,.
(b) Probar que G,, es ciclico, es decir, que existe w € G,, que satisface:

Vze G, 3JkeZ tal quez=uwk.

(¢) Probar que

I. G, € Gy, siy sélo si njm.
n G,NG, = G(n,m)
L. Gy - Gm = Glpm)-

Ejercicio 2. Sea S'={z¢€ C: |z| =1}.
a) Probar que (S',-) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada z € S'.
(a) g y

(b) Determinar si S* es ciclico.

Ejercicio 3. En cada uno de los siguientes casos determinar si (G, *) es un grupo y, en
caso afirmativo, determinar si es abeliano.

(a) G =N, axb=1a,b] sia#00b#0 y 0x0=0.

(b) G=Qsp, axb=a-b.

(c) G = Ms(Z), axb=a-b.

d Mn(R), axb=a+b.

() G=SL,(R) ={a € M,(R) :deta =1}, axb=a-b.

(

(&) G={f cEndg(R"):d(f(2), f(y)) =d(z,y) Va,ycR"},  fxg=fog.

(h S(X)={f:X — X/ f es biyectiva} donde X es un conjunto, fxg= fog.
Notacién: Cuando X = {1,...,n}, S(X) serd notado S,,.

(i) G=8(Z), fxg=fog™"
() G=Zn={a€Z:0<a<n}, axb=ry(a+b).

)
)
)
) G
)
f) G = Endg(V), con V un K-espacio vectorial, — f*g=fog.

)

) G



(k) G =7y X Ly, (a,b) * (c,d) = (rn(a+c), rm(b+ d)).
) G=U,={a€ Zy : (a,n) =1}, ax*xb=ry(a.b).

1's % p"~11 donde * es una operacién

n—1

(m) G = Dp = {1,8,p,5 % p,p* s % p*,...,p""
asociativa que satisface p" =1 =52y pxs=s*p

(n) G=Zx7Z ={(a,b) : a,b € Z}, (a,b) x (c,d) = (a + (=1)°c, b+ d).
(1) G =G = Upen Gns k= .
(o) G=(Zp)" ={(a1,...,apn) : a; € Zy} con p primo, p > 2 y n impar,

(% y); = i + Yis si i es impar
Z Ti +Y;i +Ti—1-Yn, Siiespar.

Ejercicio 4. Sea (G,-) un grupo y sea S un subconjunto no vacio de G. Probar que

(a) S es un subgrupo de G'siysélosiz-y~t €S Va,yecS.

(b) Si G es finito entonces S es un subgrupo de G siy sélosiz-y €S Vaz,y € S.

Ejercicio 5. Probar que H es un subgrupo de (G,*) y determinar si es invariante en
cada uno de los siguientes casos:

(a) G=C*, * = - H =S5

(b) G = Du, H:{l,PaPQ,Pg}-

(c) G=GLy(C) +=- H=H, donde
RO O O RO NCID RO N
(d) G =St * = - H=G,.
(e) G = Zan, axb=r, (a+b), H ={a € G:aespar}.
(f) G=GLy(R), x=-  H=SL,(R).
() G=S7, s=o, H={id, (1234),(13)(24),(1432)}.
(h) G=Dg, H=1{1,sp%s*p}.
(i) G =Q, * = +, H={"ecQ:(mmn)=1yn=2"5 coni,jeNp}
() G=Q, *=+, H={"cQ:(mn)=1yn eslibre de cuadrados}.
(k) G=ZxZ~, +comoen3(n), H={(a,b)eZxZ :a=b (2)}.



Ejercicio 6. Consideremos los siguientes subgrupos de Sy:

K = {id (12)(34),(13)(24),(14)23)},
H = {id.(12)(34)},
U = ((1234).

(a) Probar que HaK, K<Ayy K <S54
(b) Probar que H no es invariante en A4 ni en Sy.

(¢) Determinar si U < Sy.

Ejercicio 7. Sea G = Ms(Zs). Hallar |G| y encontrar subgrupos de G de orden 2, 4 y 8.

Ejercicio 8.

(a) Hallar C(G) en cada uno de los siguientes casos:

1. G =D,. II. G =384.
1 a b w. G="H.
III. G:{(O 1 c> :a,b,ceZg,}.
0 0 1
v. G =GL,(R). VI. G = SL,(R).
vil. G como en 3(0). vill. G =7Z X Z~.

(b) (Es C(G) un subgrupo invariante de (G, %) para todo grupo (G, *)?

Ejercicio 9.

(a) Hallar [G, G| en cada uno de los siguientes casos:

. G=D,. 1. G un grupo libre en n letras.
1 a b v. G="H
II1. G:{(O 1 c) :a,b,CEZQ}.
0 0 1
v. G=5,. VI. G como en 3(0).
VIl. G=Z X Z".

(b) (Es [G,G] un subgrupo invariante de (G, *) para todo grupo (G, *)?



Ejercicio 10. Probar que si H es un subgrupo de Z entonces existe n € Ny tal que
H =nZ.

Ejercicio 11.
(a) Probar que si H es un subgrupo finito de C* entonces existe n € N tal que H = G,,.

(b) Probar que H es un subgrupo de G, si y sélo si H = G4 para algtin d tal que d | n.

Ejercicio 12.

(a) Encontrar sistemas de generadores “interesantes” para los siguientes grupos:

. C* 1. Z m. D,
v. Zny, v. Ui vI. QF
viL. Qo Vi, Z & Z IX. Z X7~

X. G como en 3(0)

;,Cuales son finitamente generados? ;Cudles son ciclicos?

(b) Sean a,b € Z. Probar que {a,b} es un sistema de generadores de Z si y sélo si
(a,b) = 1.

(c) Probar que

L {(é }) ((1) (1))} es un sistema de generadores de G Ly(Z).

II. {G (1)> (é D} es un sistema de generadores de SLy(Z).

(d) Probar que todo subgrupo finitamente generado de Q es ciclico.

Ejercicio 13. Hallar ord(x) en los casos
(a) G=Ss, 2=(12)567);: 2=(1234)(5678); v=(1235)(1378).
(b) G = Zo, r=2 ; =3 ; z=4.
(¢c) G=MH, xr = (8 _02>
(d) G =St xr=en ; x=en ; x=e€n.

(e) G = Dy, r=plxs; x=/p.



(f) G un grupo cualquiera y = a?, donde a € G es un elemento de orden n y d es un
nimero natural.

(g) G=7%Zy,, x€ Zy un elemento cualquiera. Deducir que = € Z, es un generador de
Zy siy sélo si (z,n) = 1.

(h) G como en 3(0), « € G un elemento cualquiera.

Ejercicio 14. Sea G = {([1) b) sa,b € Z7 con a # 0}.

a

(a) Hallar el orden de G.

(b) Para cada primo p que divide al orden de G hallar todos los elementos de G que
tengan orden p.

Ejercicio 15. Sea (G,-) un grupo y sean a,b € G.

(a) Probar que las siguientes aplicaciones de G en G son biyectivas y encontrar sus
inversas

. x—a-

. x—a-x-b

m. z—a-x-a !

. z— gzt

V.z—a-xtoat
(b) Determinar cuéles de las aplicaciones definidas en a) son morfismos.

(c) Idem (b) en el caso en que G sea abeliano.

Ejercicio 16.
(a) Probar que son equivalentes:

I. G es abeliano.

-1

1. La aplicacién f : G — G definida por f(x) = ™" es un morfismo de grupos.
=x

2

1. La aplicacién f : G — G definida por f(x) es un morfismo de grupos.

(b) Probar que si 22 = 1 para todo = € G entonces G es abeliano. ;Vale la reciproca?



Ejercicio 17.
(a) Probar que Aut(Z) ~ Gs.
(b) Hallar Hom(G,,, Z).

(¢) Hallar Hom(G,Z) para G un grupo de orden finito.

Ejercicio 18. Probar que

(a) Hom(Z,Z,) # {0} (n>1).
(

(c) Hom(Q,Z) = {0}.

)
b) Hom(Zy, Zm) =~ Zy m)-
)
(d) No existe un epimorfismo de Z en Z & Z.

Ejercicio 19. Determinar si G y K son isomorfos en los casos

G = Zy, K =79 ® Zs.

Ejercicio 20. Hallar todos los subgrupos de H y caracterizarlos

Ejercicio 21. Consideremos los grupos
Lo @ Lo ® L Loy @ L Zy @ Gy Zg Dy Gy H K,

donde K = {1,4,4,k,—1,—i,—j,—k} coni’ =2 = ~1yi-j=k=—j-i.

Decidir cuéles son abelianos, cudles son ciclicos y cudles son isomorfos entre si.

Ejercicio 22. Hallar todos los subgrupos de orden 4 de Dy. ;Cuéles de ellos son inva-
riantes? ;Cudles son isomorfos a Zy @ Zs? ;jCudles son isomorfos a Z4?



Ejercicio 23. Sean € Nysea H = {2?: 2 € G,,}. Probar que H es un subgrupo de G,
y caracterizarlo.

Ejercicio 24. Hallar dos grupos G y K no isomorfos tales que Aut(G) ~ Aut(K).

Ejercicio 25. Sea G = {((1) Z) ta,b € Za, con (a,4) = 1}-

Probar que G es un grupo no abeliano de orden 8. |Es G ~ H? ;Es G ~ D4?

Ejercicio 26. Sea p un primo y sea G = SLy(Z,) = {A € My(Z,) : det A =1}
(a) Probar que G es un grupo no abeliano de orden p(p? — 1).

(b) Caracterizar G en el caso p = 2.



