Algebra 1

Primer Cuatrimestre 2009
Practica 4 - Enteros (primera parte)

1. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas V a, b, c € Z

)ablc=a|cyb|c vi)a|cyb|lc=ab|c
i) 4]a?=2|a

i) 2| ab=2]a62|b
iv) 9]ab=9]ad69|b
Vyalb+c=a|bbalc ixX)a|b+a*=alb

vii) a [ b=0a <D
viil) a | b= |a|] < |b]|

2. Hallar todos los n € N tales que

)3n—1|n+7 iii) 2n+ 1| n%+5
ii) 3n —2|5n —38 iv) n—2|n*-38
3. Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderas para todo n € N
i) 99 | 10%" + 197 iii) 56 | 13%" 4 28n? — 84n — 1
i) 9| 7.5%" 4 24ntl iv) 256 | 7*" +208n — 1

4. i) Probarque a — b | a™ — b" para todo n € N.
ii) Probar que si n es un ndmero natural par entonces a + b | a” — b™.
iii) Probar que si n es un nimero natural impar entonces a + b | a™ + b".

wn

. Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderas para todo n € N
i) El producto de n enteros consecutivos es divisible por 7!
ii) (2:) es divisible por 2
n

iii) 2". H(Qz — 1) es divisible por n!

i=1

. 2n L

v) ( ) es divisible por n + 1
n

Sugerencia: probar que (2n + 1)(*") = (n + 1)(
() = @n+2)(7) = @+ 1))

2n+1

. ) y observar que

6. Hallar todos los primos positivos menores o iguales que 100

7. 1) Probar que un nimero natural n es compuesto siy s6lo si es divisible por algin primo
positivo p < /n
ii) Determinar cudles de los siguientes enteros son primos: 91, 209, 307, 791, 1001,

3001, 163473364580925384844313388386509085984178367003309231218111085\

2389333100104508151212118167511579
(http://www.rsa.com/rsalabs/node.asp?1d=2964)
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea n € N. Probar que

i) sin# 1lyn|(n—1)!+ 1 entonces n es primo
i1) si 2" — 1 es primo entonces n €s primo
ii1) si 2" + 1 es primo entonces n es una potencia de 2

. Calcular el cociente y el resto de la divisién de a por b en los casos

1) a=133, b=-14 iv)a=b>—-6, b#0
i) a = 13, =111 Vya=n?>+5 b=n+2mneN)
iii) a=3b+7, b#0 vija=n+3, b=n’4+1neN)

Sabiendo que el resto de la divisién de un entero a por 18 es 5, calcular el resto de

i) la divisién de a® — 3a + 11 por 18 iv) la divisién de a? + 7 por 36
i1) la division de a por 3 v) la divisién de 7a® + 12 por 28
iii) la divisién de 4a + 1 por 9 vi) la divisién de 1 — 3a por 27

Hallar todos los n € N para los cuales el resto de la divisién de n? + 4n + 5 por n? + 1 es
n—1

s

Sean ay, as, ..., a, enteros. Probar que existen r, s tales que 5 a,j es divisible por n.
Jj=0
(Sugerencia: Considerar los n ndmeros ay, a; + as, a; + as +as, ..., a1 +as + - - ay,

y probar que si ninguno de ellos es divisible por n entonces necesariamente dos de ellos
tienen el mismo resto en la division por n.)

i) Sea a € Z tal que a = 22 (14). Hallar el resto de dividir a a por 2, por 7 y por 14
ii) Seaa € Z tal que a = 13 (5). Hallar el resto de dividir a 33a® + 3a® — 197a + 2 por
5

n

iii) Hallar, para cadan € N, el resto de la divisién de Z(—l)i.z‘! por 36
i=1
i) Hallar todos los a € Z tales que a® = 3 (11)
ii) Probar que no existe ningtin entero a tal que a® = —3 (13)
iii) Probarque a®> = -1 (5) <= a =2 (5) 6a =3 (5)
iv) Probar que a” = a (7) paratodo a € Z
v) Probar que 3 | a? +b* <3 |ay3|b
vi) Probarque 7| a* + 0> <= T |ay7|b
vii) Probar que 5 | a® + b* <= a =2b (5) 6 a = 3b (5)

viii) Probarque 5| a*+b*+1=5|a65]|b

ix) Probar que cualesquiera sean a, b, ¢ € Z, a® + b*> + ¢? + 1 no es divisible por 8
Sean a,b, ¢ € Z tales que a® + b* = 2. Probar que

i)3]as63|b i) 5a65|b65]c iii) 4] a 64| b

Enunciar y demostrar los criterios de divisibilidad por 2, 3,4, 5, 8,9y 11
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17.

18.

19.

20.

21.

22

23.

24.

25.

26

27.

Sea a un entero impar que no es divisible por 5

i) Probar que a* =1 (10)
ii) Probar que a y a***?! tienen el mismo resto en la divisién por 10

i) Probar que 2°" =1 (31) paratodon € N

ii) Hallar el resto de la divisién de 2°!833 por 31
iii) Sea k € N. Sabiendo que 2* = 39 (31), hallar el resto de la divisién de & por 5
iv) Hallar el resto de la divisién de 43.2'6% + 11.5%*! 4 61°% por 31

i) Sea a un entero impar. Probar que 2"*2 | a*" — 1 paratodon € N
ii) Hallar el resto de la divisién de 5227 por 32

Probar que existen infinitos primos congruentes a 3 médulo 4

Sugerencia: probar primero que un nimero congruente a 3 médulo 4 distintode 1y —1
necesariamente es divisible por un primo congruente a 3 médulo 4. Luego probar que

si existieran finitos primos congruentes a 3 médulo 4, digamos py, ps, . . ., P, €ntonces
n

a=—1+4. H p; seria un entero distinto de 1 y —1 que no es divisible por ningin primo
i=1
congruente a 3 modulo 4.

En cada uno de los siguientes casos calcular el mdximo comun divisor entre a y by
escribirlo como combinacién lineal entera de a y b

1) a =2532,b =63 iil) a = 131,b =23

ii) a = 5335, b =110 ivya=n’+1,b=n+2(neN)
Sean a,b € Z. Sabiendo que el resto de dividir a a por b es 27 y que el resto de dividir b
por 27 es 21, calcular (a : b).

Seaa € Z,a > 1y seann, m € N. Probar que (a" —1:a™ — 1) = a™™ — 1

Sugerencia: probar que si r es el resto de la division de n por m entonces el resto de la
divisionde a™ — 1 pora™ — lesa” — 1

Seaa € Z.
i) Probar que (5a +8:7a+3) =1041
ii) Probar que (2a* +3a —1:5a+6) = 1043
. . . 4 5
i) Determinar todos los a, b € Z coprimos tales que + 3 ez
.. . . 9a T7a?
ii) Determinar todos los a, b € Z coprimos tales que > + = S/
. 2a 4+ 3 2
iii) Determinar todos los a € 7Z tales que o + o S/
a+1 4
Sean p y ¢ primos positivos distintos y sea n € N. Probar que si p.q | a” entonces p.q | a

i) Sean a,b,c € Z, ¢ > 0. Probar que (c.a : ¢.b) = c.(a : b)
ii) Sean a,b € Z, n € N. Probar que

(a) si(a:b) =1entonces (a” : b") =1

(b) si(a:b) = dentonces (a” : b") = d"

(c) sia™ | b™ entonces a | b
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28. Sean a, b € Z. Probar que
i) si(a:b) =1entonces (7a —3b:2a —b) =1
ii) si (a:b) = 1entonces (2a — 3b: 5a +2b) =16 19
iii) si (a : b) = 2 entonces (5a — 3b:4a+b) =2634
29. Sean € N. Probar que
@R+ -1 =1
i) (27 457t ontl 4 57) =369
iii) (3" 45" 3" +5") =26 14
30. i) Determinar cuéntos divisores positivos tienen 9000, 15%. 423, 56, 10", 11" y 10", 87+1

ii) Hallar la suma de los divisores positivos de 2* - 523 7435 . 823

y de
31. Hallar el menor ndmero natural n tal que 6552.n sea un cuadrado.
32. Decidir si existen enteros a y b no nulos que satisfagan
i) a® = 8v? iii) 7a? = 11b°
ii) a® = 3v° iv) a® = 39h°
33. Sean € N, n > 2. Probar que si p es un primo positivo entonces /p ¢ Q

34. i) Calcular la maxima potencia de 3 que divide a 77!
ii) Calcular la mdxima potencia de 9 que divide a 77!
iii) Calcular la maxima potencia de 20 que divide a 81!
iv) Calcular la maxima potencia de 24 que divide a 81!
v) Determinar en cuantos ceros termina el desarrollo decimal de 81!

35. Sean a,b,c € Z con a 'y b coprimos. Probar que (a : b.c) = (a : ¢) y que, si alcy b|c
entonces ab|c

1) usando el teorema fundamental de la aritmética
ii) sin usar el teorema fundamental de la aritmética

36. Calcular (18™ — 1:1292) paracadan € N

37. i) Seaa € Ztal que (a : 25) = 5. Calcular (a* + 3a + 5232 : 150)
ii) Sean a,b € Z tales que (a : b) = 2. Calcular (a® + b? : 84)
iii) Sean a,b € Z tales que (a : b) = 3. Calcular (a*.b : 9a + 9b)
38. Hallar todos los a € Z tales que ((a® + 3)(7a —2) : 15) =5
39. Hallar todos los n € N tales que

i) (n:945) =63, (n:1176) = 84 y n < 2800
ii) (n:1260) = 70 y n tiene 30 divisores positivos
iii) [n : 130] = 260

40. Hallar todos los a,b € Z tales que (a : b) =10y [a : b] = 1500
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