Algebra 1
Primer Cuatrimestre 2009
Practica 2 - Naturales

1. Determinar si P(1) es verdadera y para cudles k € N vale que P (k) implica P(k + 1) en
cada uno de los siguientes casos

i) P(n):n>n? iv) P(n): 2" > n?
ii) P(n):2" 43" <5" v) P(n):n+6=mn-+88
iii) P(n):n > 13 vi) P(n) :2">n?+5
1
2. 1) Probarque,‘v’n6N,1—|—2+3—|—4—|—---+n:@

(a) contando de dos maneras la cantidad de cuadraditos sombreados del diagrama

(b) usandoque 1 +2+3+---+(n—=2)+(n—1)+n=[1+n|+ 2+ (n—-1)]+
B+ (n—2)]+---
(c) usando el principio de induccién

ii) Deducirde a) que, Vn € N,2+44+6+---+2n =n(n+ 1)
3. Probar que, Vn € N, 1+3+5+ -+ (2n — 1) = n?

i) contando de dos maneras la cantidad total de cuadraditos del diagrama

i1) usando el ejercicio 2.
ii1) usando el principio de induccién

4. Reescribir cada una de las siguientes sumas usando el simbolo de sumatoria

) 1+2+3+44---+100 iii) 1+ (—4)+9+(—16)+25+- - -+(—144)
i) 1+2+4+8+16+---+ 1024 iv) 1+ 9425449 4 --- + 441
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5. Calcular

Y (di+1)
i=1
i) Z 2(i — 5) de las siguientes dos maneras:
=6
(a) usando las propiedades de la sumatoria
(b) haciendo el cambio de indices j = ¢—5 y usando luego la parte ii) del ejercicio 2.

" 1 1 1 1
E S ia: =-— .
1i1) 2 i) (Sugerencia Gt D) ST 1)

n

1 1 1
i S ia: calcul — .
1v) Z @i - D@+ 1) (Sugerencia: calcular %1 %+ 1)

=1

6. Probar que las siguientes igualdades son verdaderas para todo n € N

i) Z 3 L) iv) > (2i41).37" =n3"

=1

i) Z z+1 2= (=)™ 'n(n+1) V) Z i.2! _

2 (t+1)(i+2) n+2_
_ =2"(1-2
1”);4@2—1 o+ 1 V)H n)

7. Probar que las siguientes desigualdades son verdaderas para todo n € N

2n+1

1)n<2" n )

ii) 37 45" > 27+ Zz_

iii) 3" > n?

. i . n+3
<1 —1

1V);Z,+1_ +n(n—1) Vl)z::

8. Seana,b € R. Probar que, Vn € N, a" —b" = (a—b) E a''p"". Deducir que si a € R,
=1
n+1

n
. a
a # 1 entonces E al = —1,VnEN.
a_
=0

9. Seaa € R, a > —1. Probar que, Vn € N, (1 + a)” > 1+ na. (En qué paso de la
demostracién se usa que a > —1?

10. Probar que, Vn € N, vale

1 n
. | — agn—1 . 1 1
a2 53 DDIELEPS
i=1
iy (27 < 4 v Y k(") =n2t
1) <4 \ n.
n k=0
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11. Probar que
Dnl>3"'VYneN,n>5

i) 3" —2">n3 VneN,n>4

iii) ZE<6n—5 VneN,n>3
i=1

2
iv) ( n) >n2" VneN,n >4
n
12. Probar que paratodon € N, n > 3 valen

-3
i) la cantidad de diagonales de un poligono de n lados es M

ii) la suma de los dngulos interiores de un poligono de n lados es 7.(n — 2)

13. 1) Sea (ay)nen la sucesion de nimeros reales definida recursivamente por

a; =5, apy1 = 3a, — 2" (n € N)
Probar que a,, = 2" + 3".
ii) Sea (a,)nen la sucesion de nimeros reales definida recursivamente por
a; = 2, Uni1 = 21 a, + 2" 0! (n € N)
Probar que a,, = 2"n!.
iii) Sea (a,)nen la sucesion de nimeros reales definida recursivamente por
a; =0, a1 = an +n(3n+1) (n € N)
Probar que a,, = n*(n — 1).
iv) Sea (a,)nen la sucesion de nimeros reales definida recursivamente por

(2n)!

—9 et = dap — 2
“ ’ Gnt1 “ (n+1)In!

2n
Probar que a,, = ( )
n

(n € N)

14. Para cada una de las siguientes sucesiones definidas por recursion, hallar una férmula para
el término general y demostrar su validez
)a=1,a,11 = (1+/a,)? (neN)
ll) a; = 3, Ap+1 = 26Ln + 3" (n S N)

1
iii) a; = 2, ansy = 2an + 1 (n € N) V) =2 =2 = (n€N)

iv) a1 =1, apy1 = na, (n € N)

n
15. i) Sea (a,)nen una sucesion de nimeros reales. Probar que E (@ix1—a;) = api1—aq

i=1

ii) Hallar una férmula para el término general de la sucesion (a,, ),cn definida por
(@ a; =1, a,.1 = a, +n®(n €N).
(b) a1 =1, apy1 = an + (—1)""'n? (n € N).

(€) a1 =3, aps1 = a,+ (2n+1)3""1 (n € N). Sugerencia: usar i) y el ejercicio 6.
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iii) Sea (a,)nen la sucesion definida por

a, =1, Uni1 = Gy + 302 +3n+1 (n € N)

Probar que a,, = n3 y, usando esto, calcular E i2.

i=1
n

Sugerencia: Z(aiﬂ —a;) = 2(32'2 +3i+1)
i=1 i=1
iv) Sea (a,)nen la sucesion definida por
a; =1, Upi1 = Ay + n.n! (n € N)

Probar que a,, = n!'y, usando esto, calcular Z 0.4
i=1
16. Sea (a,,)nen la sucesion definida por
2n+1
n+1

an (n € N)

ay =1, Any1 =

1 /2
1) Probar que a,, < —( "
2n

) paratodon € N
n

1 /2
ii) Probar que a,, > F( n) paratodon € N,n > 3
n= n

17. Sea (ay,,)nen, la sucesion (de Fibonacci) definida por

ap=1, a =1, Ant1 = Qp + Qp_1 (n eN)
1
Probar que a,,_1 = —

7 <1+2\/§) — (1_2\/5> ]paratodonEN

18. Para cada una de las siguientes sucesiones definidas por recursion, conjeturar una férmula
para el término general y probar su validez

i) ar =1, ay = 2, Upio = Napr1 +2(n+ 1)ay, (n € N)
i) ap =1, ay =4, pio = 4 \/Qpr1 + ay, (n € N)
iii) ay = 1, pi1 = 1+ Zz’.ai (n € N)
i=1

N

v) a; =

, (pi1 :% (1—2(11-) (n € N)
i=1

19. i) Sea (a,)nen la sucesion definida por
a); = 1, a9 = 3, Ap42 = Ap4q + 5Cln (TL S N)
Probar que a,, < 1 + 3" ! para todo n € N.
ii) Sea (a,)nen la sucesién definida por
1 3 L 2n+1
a; = as = = Apio = Ay
1 2= g, +2 A
Probar que a,, > n + % paratodon € N, n > 4.

an (n € N)
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