GEOMETRIA PROYECTIVA PRIMER CUATRIMESTRE DE 2007

PRACTICA 2: CUADRICAS.

Ejercicio 1. Sea F : R? — R la funcién cuadritica cuya expresién en la base canénica
es
F(x) = x% — a:% +3z129 + Tox3 — 1 + 329 — 10

(a) Hallar su expresién respecto de la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

(b) Hallar una base B’ de R? tal que en la expresién de F' en B’ no haya térmi-

nos del tipo azx;x; con i # j y a # 0.

(c) Encontrar A € R3 tal que F = ¢4 + 2p4.

Ejercicio 2. Sea F': V — R una funcién cuadratica. Probar que son equivalentes:
(a) F es reducible en V
(b) F es reducible en V4, para todo A € V

(c) F esreducible en V4, para algin A € V.

Ejercicio 3. Encontrar el centro de cada una de las siguientes cuddricas.

(a) Q:a? +213 —2r129 + 222 — 1 =0 (en R?)
M) Q:z?—23+23+1=0 (en R3)
(¢) Q:af+ a3 — 2%+ 2z29+223+1=0 (en R3)
(d) Q:23+ 23— 229 +25-T7T=0 (en R*)

Ejercicio 4. Determinar los puntos singulares de cada una de las siguientes cuddricas de

R™.

(a) Q:22 —27r1+1=0 (n=2)
() Q:222 + 22+ 23 —das+1=0 (n=3)
(¢) Q: 2% — 23+ 23 — 20123 — 2w9mg + 424 = 0 (n=4)
(d) Q:xiz2+a324 + 72 =0 (n=75)

Ejercicio 5. Determinar los a € R para los cuales la cuddrica @ de R3 de ecuacién:
Q: x4 (a® +3)z3 + (a® — 3)zk + (20 + D)x129 + 22123 + 2 — 200+ 1 =0

tiene centro tnico.



Ejercicio 6.

. s 1 +23=0 L.
(a) ¢{Es posible encontrar una cuddrica @ de R3 tal que Q¢ : {:171 N x3 ) y cuyo unico
1 2=
punto singular es (1,0, —1)7

(b) Caracterizar las cuddricas tales que todos sus puntos son singulares.
Ejercicio 7.
(a) Sea @ : F(x) = 0 una cuddrica y A € @ no singular. Mostrar que
Ty:p(Az)+@(z)+ @A) +c=0
si F(z) = ¢(x,x) + 2¢(z) + c.

(b) Verificar que si @ es una parabola de R?, entonces para cada A € Q, Ta es la recta
tangente (i.e., la Unica recta no paralela al eje que corta a () en un sélo punto.)

Ejercicio 8. Hallar la ecuacién del hiperplano tangente a las siguientes cuadricas de R"
en los puntos indicados:

(a) Q:52% +8z1w2 +52%3 — 321 +22-2=0 P =(1,0)
(b) Q: 2% — 22129 + 372 — 321 + 512 — 10 =0 P =(-2,0)
(¢) Q:322 — 523 + 3z129 + 621 — 22 =0 P =(1,0,0)
(d) Q:6x1700 — 471 + 922 — 6 =0 P =(-3,0,0)

Ejercicio 9. Hiperplano Polar
Dado B € V tal que no es centro de la cuadrica @, se llama, hiperplano polar de B respecto

de @ a
PBZQOB(QZ)—FCB:O

si@Q:Y+2p+c=0.
(a) ;Para qué se pide que B no sea centro de Q7

(b) Mostrar que la ecuacién de Pp puede escribirse en la forma:
¢(B,x) + ¢(x) + ¢(B) +¢=0

(¢) {Qué relacién hay entre Py y Ty cuando A € Q — Qg7
(d) Dados A€ Q — Qs y B eV —Q¢, verificar que

BeTy < A€ Pg

(e) Calcular P para Q: 2% + 23 — 271 —3 =0y B = (—1,4). Graficar.



Ejercicio 10.
(a) Hallar las tangentes a la cénica Q : 323 — 421 + 272 + 3 = 0 que pasan por P = (1,1)

(b) Determinar todos los puntos P de la cénica @ : 2% + 23 — 1 = 0 tales que la tangente
en P sea paralela a la recta L : x1 + 9 = 3.

Ejercicio 11. Sean H;, Hy dos hiperplanos (afines) en V'y @Q = H; U Hs. Sea Qg el
conjunto de puntos singulares de Q). Probar que Qg = H1 N Hos.

Ejercicio 12. Determinar la ecuacién normal afin de las siguientes cuddricas de R”,
indicando en cada caso

> sistema de coordenadas afines utilizado

> rango e indice

> grafico aproximado

(a) 22 — 2w+ 23 + 211 — 22 +a3+224+1 =0 (n=4)
(b) 223 4 223 + 223 + 22123 — 221 + dag —4dag +4 =0 (n=3)
(c) 2 — 23 + 2% + 22123 + 421 — 229 + 423 — 5 =0 (n=23)
(d) 22 — 3129 + 423 + 277 —4a9 +1 =10 (n=2)
(e) 223 — 12z1m9 + 1823 + 21 — 322 — 6 =0 (n=2)
Ejercicio 13.

(a) Dada la cénica de ecuacion @ : (z1 — a)? + (z2 — b)?> = 1, hallar un sistema de

coordenadas afines que exprese a () en su forma normal afin.
(b) Idem con @ : 9(z1 — a)? —4(zg — b)? =1
Ejercicio 14. Probar que la forma cuadrética de R?
F(x) = x% + 2x§ + a:% + 3x1x0 — 22173 — 3T2X3

es reducible.

Ejercicio 15. Determinar los valores de a y 3 (o > 0) para los cuales la forma cuadrética
de R?
F(x) = aa? + B3 + 2x129

es reducible.
Ejercicio 16. Dada la cénica Q de R? de ecuacién : 3x% — 421 + 229 + 3 = 0, hallar
(a) el cono de tangentes de @ desde A = (1,1)

(b) las rectas tangentes a () que pasan por A.



Ejercicio 17. Sean Q y Q' las cénicas de R? definidas por las ecuaciones

Q : Tz — 107129 + 703 — 421 — 429 = 0
Q Byl +4yiya+2y3 — 2y +4y2 —1=0

Encontrar un isomorfismo afin f tal que f(Q) = Q'.

Ejercicio 18. Definir isomorfismos afines en R3 que lleven cada una de las cuadricas del
gjercicio 13 a la forma normal afin.

Ejercicio 19. Sean ¥ : V — R una forma cuadritica y @ la cuddrica definida por
Q :Y(xr) — c=0. Sea Qg el conjunto de puntos singulares de Q). Probar que

Qs # 9 —= c=0

Ejercicio 20. Probar que si una cuddrica contiene un hiperplano de puntos singulares, la
cuadrica coincide con el hiperplano.

Ejercicio 21. Hallar todos los P € R? por los cuales pasan dos tangentes a la cénica
Q L X1T — 1=0.



