
Geometŕıa Proyectiva Primer Cuatrimestre de 2007

Práctica 1: Geometŕıa Af́ın y Métrica. Formas

Bilineales y Cuadráticas.

Ejercicio 1. Sistema de coordenadas afines.

Sea V un espacio vectorial de dimensión n. El conjunto S = {A, {v1, . . . , vn}} se denomina
sistema de coordenadas afines en V si A ∈ V y {v1, . . . , vn} es una base de VA. Notaremos
S = {A; v1, . . . , vn}. Mostrar que son equivalentes:

(a) S = {A; v1, . . . , vn} es un sistema de coordenadas afines en V.

(b) {v1 −A, . . . , vn −A} es base de V.

Ejercicio 2. Sea V un espacio vectorial de dimensión n y sea S = {A; v1, . . . , vn} un siste-
ma de coordenadas afines en V. Dado v ∈ V, notaremos con [v]S al vector de coordenadas

de v respecto de la base {v1, . . . , vn} de VA; i.e., [v]S = (a1, . . . , an) si v =

n∑

i=1
A
ai ·

A
vi.

El vector [v]S se denomina vector de coordenadas afines de v respecto de S.

(a) Hallar [v]S en los siguientes casos:

• V = R3 , S = {(2, 1, 0); (0, 1, 0), (2, 0, 1), (0, 0,−3)} , v = (0, 0, 0)
• V = R2[X] , S = {X2;X + 1,X2 + 3X,X2 + 2} , v = 2X
• V = R2×2 , S = {( 0 1

0 0 ) ; ( 1 0
0 0 ) , ( 1 0

0 1 ) , ( 0 0
2 0 ) , ( 0 0

0 1 )} , v =
(

3 2
−1 4

)

(b) Sea S = {(0,−2, 1); (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. Si [v]S = (−2, 0, 4), calcular v.

Ejercicio 3. Sea V un espacio vectorial y sean S = {A; v1, . . . , vn}, T = {B;w1, . . . , wn}
dos sistemas de coordenadas afines en V. Sea C = (Cij)i,j la matriz de cambio de la base

{v1 −A, . . . , vn −A} en la base {w1 −B, . . . , wn −B}; es decir, vj −A =
n∑

i=1

cij(wi −B).

(a) Probar que para cada v ∈ V, [v]tT = C[v]tS + [A]tT .

(b) Definimos τAB : VA → VB por τAB(v) = v−A+B. Probar que τAB es un isomorfismo
lineal.

(c) Probar que ‖τAB‖BABB
= C, donde BA = {v1, . . . , vn} y BB = {w1, . . . , wn}.

Ejercicio 4. Decimos que un conjunto S ⊆ Rn está en posición general si todo subconjunto
A ⊆ S de cardinal menor o igual a n+ 1 es afinmente independiente.
Probar que para todo n ∈ N, el conjunto infinito S = {(t, t2, t3, . . . , tn) : t ∈ R} ⊆ Rn

está en posición general en Rn.

Ejercicio 5. Variedades lineales

Un subconjunto no vaćıo M de un espacio vectorial V se dice variedad lineal si existe A ∈ V

tal que M es subespacio de VA. Probar que para M ⊆ V , M 6= ∅ , son equivalentes:
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(a) M es variedad lineal

(b) M es subespacio de VB para todo B ∈M

(c) M −C A es subespacio de VC para todo A ∈M y todo C ∈ V

(d) M −A es subespacio de V para todo A ∈M

(e) M −A es subespacio de V para algún A ∈M

(f) Existen A ∈ V y S subespacio de V tales que M = A+ S

Nota: S se llama subespacio paralelo a M .

Ejercicio 6. Sea V un R-espacio vectorial y sean M1 yM2 variedades lineales de V. Probar
que el conjunto

M =

{
1

2
x+

1

2
y

/
x ∈M1 , y ∈M2

}

es una variedad lineal. Dar condiciones suficientes para que M1 ⊆M y M2 ⊆M .

Ejercicio 7. Sea V un R−espacio vectorial, dim V = n y M una variedad lineal de V de
dimensión r. Si m = n − r, sean A ∈ Rm×n y b ∈ Rm×1 tales que rg(A) = rg(A|b) = m.
Probar que existe un sistema de coordenadas afines S = {B;w1, . . . , wn} con la propiedad
que

M =





w =

n∑

i=1

xi ·
B
wi

/
A.




x1
...
xn



 = b






Ejercicio 8. Independencia af́ın

Sea V un espacio vectorial y {v1, . . . , vm} ⊆ V. Demostrar que son equivalentes:

(a) {v1, . . . , vm} es afinmente independiente.

(b)

m∑

i=1

λivi = 0 con

m∑

i=1

λi = 0 implica que λi = 0 para todo i = 1, . . . ,m.

(c) {v1 − vj, . . . , v̂j − vj , . . . , vm − vj}1 es linealmente independiente para todo j ≤ m.

(d) {v1, . . . , v̂j , . . . , vm} es linealmente independiente en Vvj
para todo j ≤ m.

Ejercicio 9. Hallar un conjunto de generadores afinmente independientes de las variedades
lineales

(a) M = {x ∈ R3 / x1 + x2 = 3 , 2x1 − x2 + x3 = 5}

(b) M = {x ∈ R5 / x1 − x2 + x3 − x4 + x5 = −2}
1

bvk significa que se excluye el elemento vk
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(c) M generada por A = (−1, 0, 1) , B = (2, 1, 1) , C = (1, 0, 0) y D = (−2,−3,−3).

Ejercicio 10. Conjuntos Convexos.

Sea V un R-espacio vectorial (de dimensión finita). Dados v 6= w ∈ V , se define el segmento

de extremos v y w como el subconjunto

vw = {tv + (1 − t)w, 0 ≤ t ≤ 1}

Un subconjunto C ⊆ V se dice convexo si para todo v 6= w ∈ C se tiene que vw ⊆ C.
Probar que

(a) Los conjuntos convexos son cerrados por combinaciones convexas, es decir: dados
v1, . . . , vr ∈ C y escalares λi ≥ 0 tales que

∑
λi = 1, se tiene que

∑
λivi ∈ C.

(b) La intersección arbitraria de convexos es un conjunto convexo.

(c) Si A y B son convexos entonces A + B = {a + b, a ∈ A, b ∈ B} es convexo. De la
misma forma A−B y λA (para λ ∈ R) son también convexos.

(d) Si C ⊆ Rn es convexo, entonces la clausura de C, cl C, y el interior de C, intC, son
también convexos.

(e) Si f : V → V es una transformación af́ın y C ⊆ V es convexo, f(C) también lo es.

(f) Caracterizar todos los subconjuntosA ⊆ R tales queA y su complemento son convexos.
Idem para R2 y R3.

(g) Se define la cápsula convexa de un conjunto A ⊆ V como el menor convexo de V
que contiene a A. Probar que la cápsula convexa de A es la intersección de todos los
convexos que contienen a A y que se puede caracterizar también como el conjunto de
combinaciones convexas de elementos de A.

Ejercicio 11. En cada uno de los siguientes casos, estudiar si las variedades lineales M1

y M2 se cortan, son paralelas o alabeadas.

(a) M1 = {x ∈ R2 / x1 − x2 = 3} , M2 = {x ∈ R2 / x = λ(1,−1) + (2, 1)}

(b) M1 = {x ∈ R3 / x1 + x2 − x3 = 1} , M2 = {x ∈ R3 / x = a(1, 0, 1) + (0, 0,−3)}

(c) M1 = {x ∈ R4 / x1 − x2 = 1 , x3 + x4 = 0}
M2 = {x ∈ R4 / x1 − x2 = 0 , x2 + x3 + x4 = 1}

(d) M1 = {x ∈ R4 / x1 + x2 − x4 = 1 , x2 + 2x3 + x4 = −2}
M2 = {x ∈ R4 / x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 0 , 2x1 − x3 − x4 = 2}

Ejercicio 12. SeanM1 yM2 variedades lineales de R3 tales que dimM1 = s ≤ t = dimM2.
Probar que si M1 ‖M2, entonces M1 ∩M2 = ∅ o M1 ⊆M2.

Ejercicio 13. Teorema de Thales.

Sean A,B,C,D cuatro puntos distintos contenidos en un plano π tal que no hay tres de
ellos contenidos en una recta y las rectas LAC y LBD son paralelas.
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(a) Si LAB ∩ LDC = {P} y P = λ.B + (1 − λ)A = γ.D + (1 − γ)C, probar que λ = γ

(b) Si LAB ‖ LDC , sean P ∈ LAB y Q ∈ LDC tales que LPQ ‖ LAC . Si P = λ.B+(1−λ)A
y Q = γ.D + (1 − γ)C, probar que λ = γ.

Ejercicio 14. Sea f : V −→ V una transformación af́ın, A ∈ V y g : VA −→ VA dada por
g(v) = f(v) −

A
f(A). Probar que g es lineal.

Ejercicio 15. Probar que f : V −→ V es una transformación af́ın si y sólo si existen
A ∈ V y g : V −→ V lineal tales que f(x) = g(x) +A.
Deducir que f es isomorfismo af́ın si y sólo si g es isomorfismo.

Ejercicio 16. Sea f : Rn −→ Rn una función que satisface f(λ ·
x
y) = λ ·

f(x)
f(y) para cada

x, y ∈ Rn y λ ∈ R. Mostrar que f es una transformación af́ın.

Ejercicio 17. Encontrar todas las transformaciones afines f : R3 −→ R3 tales que

(i) f(−2, 0, 1) = (−2, 0, 1)

(ii) f(L) ‖ L para toda recta L de R3.

Producto interno. Distancia entre variedades lineales.

Ejercicio 18. Sea V un R−espacio vectorial con producto interno 〈 , 〉. Si v1, . . . , vm ∈ V,
se define el determinante de Gramm o Grammiano de v1, . . . , vm como el número

G(v1, . . . , vm) = det(〈vi, vj〉)i,j

(a) Sea S un subespacio de V de dimensión m y {e1, . . . , em} una base ortonormal de S.

Si v1, . . . , vm ∈ S y vj =
m∑

i=1

aijei (1 ≤ j ≤ m), verificar que G(v1, . . . vm) = (detA)2,

donde A = (aij) ∈ Rm×m.

(b) Deducir de (a) que los vectores v1, . . . , vm ∈ V son linealmente independientes si y
sólo si G(v1, . . . , vm) > 0.

(c) Sea S un subespacio de V de dimensión m y {v1, . . . , vm} una base de S. Verificar que
si x ∈ V, entonces

d(x, S) =

(
G(x, v1, . . . , vm)

G(v1, . . . , vm)

)1/2
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Ejercicio 19. Sea V un R−espacio vectorial con producto interno 〈 , 〉 y v1, . . . , vm ∈ V

linealmente independientes. El paraleleṕıpedo m-dimensional generado por v1, . . . , vm se
define como el conjunto

P (v1, . . . , vm) =

{
m∑

i=1

aivi

/
0 ≤ ai ≤ 1

}

El volumen de P (v1, . . . , vm) se define inductivamente del siguiente modo

(i) si m = 1 , vol(P (v1)) = |v1|

(ii) vol(P (v1, . . . , vm)) = vol(P (v2, . . . , vm)).d(v1, S) siendo S = 〈v2, . . . , vm〉.
Probar que vol(P (v1, . . . , vm)) = G(v1, . . . , vm)1/2.

Ejercicio 20. SeanM1 yM2 variedades lineales de Rn y sea f ∈ O(n) tal que f(M1) = M2.
Sean p1 ∈ M1 y p2 ∈ M2 tales que d(0,M1) = d(0, p1) y d(0,M2) = d(0, p2). Probar que
f(p1) = p2.

Ejercicio 21. Sean M1 y M2 variedades lineales de Rn de la misma dimensión. Probar la
equivalencia de las siguientes afirmaciones.

(a) Existe una rotación f : Rn −→ Rn tal que f(M1) = M2.

(b) d(0,M1) = d(0,M2).

Ejercicio 22. Sean M1 y M2 variedades lineales de Rn. Probar la equivalencia de las
siguientes afirmaciones.

(a) dimM1 = dimM2.

(b) Existe una isometŕıa f : Rn −→ Rn de la forma f(x) = Axt + b con A ∈ O(n) tal que
detA = 1 y f(M1) = M2.

Ejercicio 23. Sean en R3 los planos π1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : −2x1 + x2 + 2x3 = 3},
π2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : −2x1 + x2 + 2x3 = −3} y sean L1 ⊆ π1, L2 ⊆ π2 las rectas
L1 = {

(
2
3 ,

13
3 , 0

)
+ t(1, 0, 1) : t ∈ R} y L2 = {

(
0,−13

3 ,
2
3

)
+ t(1, 0, 1) : t ∈ R}.

Construir f ∈ O(3) tal que f(π1) = π2 , f(L1) = L2 y det(f) = 1. ¿Es única?

Ejercicio 24. Sean, en R3, π el plano de ecuación x1 + x2 − x3 = 1 y L la recta definida
por

L :

{
x1 − x2 = 1

x3 − 2x2 =
√

3

Determinar una recta L′ ⊂ π tal que d(L,L′) = 3.

Ejercicio 25. Calcular d(M1,M2) en los siguientes casos:
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(a) M1 = {x ∈ R3 / x1 − 2x2 + x3 = 1}
M2 = {x ∈ R3 / x1 − 2x2 + x3 = 3}

(b) M1 = {x ∈ R3 / x1 + x2 = 1 , x1 − x3 = 0}
M2 = {x ∈ R3 / x1 + x2 + x3 = 0 , x3 = 1}

(c) M1 = {x ∈ R3 / x = α(1,−1, 0) + β(2, 1, 1) + (1, 0, 0)}
M2 = {(3, 0, 1)}

(d) M1 = {x ∈ R4 / x1 − x2 + x3 = −2 , x2 − 2x4 = 2}
M2 = {x ∈ R4 / x1 + x2 + x3 = 0 , x2 − 2x4 = −8 , x1 − x2 + x4 = 5}

Formas bilineales.

Ejercicio 26. Sea V un espacio vectorial y φ : V × V −→ R bilineal. Se definen,

Lφ : V −→ V∗ por Lφ(v)(w) = φ(v,w)
Rφ : V −→ V∗ por Rφ(v)(w) = φ(w, v)

(a) Probar que Lφ y Rφ son transformaciones lineales. ¿Cuál es la relación entre ambas
cuando φ es simétrica?

(b) Dada B base de V, calcular ‖Lφ‖BB
∗ y ‖Rφ‖BB

∗ y verificar que una es la transpuesta
de la otra.

(c) Dada B = {v1, . . . , vn}, base de V, se define la matriz de φ en la base B por

MB = (φ(vi, vj))i,j

Mostrar que si B′ es otra base de V, entonces MB
′(φ) = C(B′,B)t . MB(φ) . C(B′,B)

y deducir que MB(φ) es simétrica si y sólo si MB
′(φ) lo es.

(d) Verificar que det(MB(φ)) y det(MB
′(φ)) tienen el mismo signo.

(e) Probar que φ es simétrica si y sólo si MB(φ) lo es para toda base B.

(f) ¿Existe B, base de R2, tal que MB(φ) =
(

1 0
0 −1

)
si φ : R2×R2 → R es la forma bilineal

dada por
φ(x, y) = x1y1 + 3x2y2 + x1y2 + x2y1?

(g) Verificar que si φ es simétrica entonces ker(φ) = ker(Lφ) = ker(Rφ). Deducir que Lφ

es isomorfismo si y sólo si ker(φ) = 0.

(h) Verificar que si φ es simétrica entonces ‖Lφ‖BB
′ = MB(φ) para toda base B.

Ejercicio 27. Sea φ una forma bilineal simétrica en V. Probar la equivalencia de las
siguientes afirmaciones.
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(a) ker(φ) = 0.

(b) Para toda ϕ ∈ V∗ existe un único v ∈ V tal que ϕ(x) = φ(v, x) para todo x ∈ V.

Ejercicio 28. Sean

BS(V) = {φ : V × V −→ R / φ es bilineal y simétrica}
S(n,R) = {A ∈ Rn×n / A = At}

Probar que para cada base B de V, la aplicación MB : BS(V) −→ S(n,R) dada por
“φ 7→MB(φ) = matriz de φ en B” es un isomorfismo.
¿Cuál es la dimensión de BS(V)?

Ejercicio 29. Sea φ ∈ BS(Rn). Probar que existe una única A ∈ Rn×n, simétrica, tal que
φ(x, y) = xAyt para todo x, y ∈ Rn.

Ejercicio 30. Hallar en cada caso el hiperplano polar Hv de v respecto de φ

(a) φ : R2 × R2 −→ R , φ(x, y) =
(
x1 x2

) (
1 −2
−2 3

)(
y1

y2

)
, v = (1, 0)

(b) φ : R3 × R3 −→ R , φ(x, y) =
(
x1 x2 x3

)



0 2 −1
2 −3 0
−1 0 4








y1

y2

y3



 , v = (1,−2, 3)

Ejercicio 31. Para cada una de las siguientes formas bilineales simétricas, hallar la des-
composición de V en V+ , V− y V0 y calcular el ı́ndice, el rango y la dimensión del núcleo

(a) φ : R2 × R2 −→ R , φ(x, y) = 3x1y1 − 2x2y1 − 2x1y2 + 3x2y2

(b) φ : R4 × R4 −→ R , φ(x, y) = 2x2y1 + 3x3y1 + x4y1 + 2x1y3 − x2y2 + 5x4y2

+3x1y3 + 4x3y3 − 5x4y3 + x1y4 + 5x2y4

−x3y4 − 3x4y4

(c) φ : R3 × R3 −→ R , φ(x, y) = x1y1 + x3y1 − 3x2y2 + 3x3y2 + x1y3 + 3x2y3

−2x3y3

Ejercicio 32. Sea φ : V × V → R una forma bilineal simétrica y f : W → V una
transformación lineal.

(a) Probar que si φf : W × W −→ R está dada por φf (u, v) = φ(f(u), f(v)) entonces,
f−1(ker(φ)) ⊆ ker(φf ).

(b) Probar que si f es isomorfismo, entonces ker(φf ) = f−1(ker(φ)).

(c) Probar que si f es isomorfismo, entonces MB(φf ) = Mf(B)(φ).

(d) Probar que si W = V y f es isomorfismo, entonces

MB(φf ) = ‖f‖t
B . MB(φ) . ‖f‖B

Deducir que det(MB(φf )) y det(MB(φ)) tienen el mismo signo.
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Ejercicio 33. Sea S ⊆ V un subespacio no nulo y φ una forma bilineal simétrica en V.

(a) Probar que si φS = φ|S×S es no degenerada, entonces S ∩ ker φ = 0.

(b) Encontrar dos subespacios S1,S2 de R3 –de dimensión máxima– con la propiedad que
cada φSi

es no degenerada, siendo:

ME(φ) =




1 −1 0
−1 1 0
0 0 0





(c) Probar que S es un subespacio de dimensión máxima con la propiedad que φS es no
degenerada si y sólo si V = S ⊕ kerφ.

Ejercicio 34.

(a) Encontrar una ecuación del hiperplano polar de (1, 0,−1) respecto de la forma bilineal
φ dada por

φ(x, y) = 4x1y1 + x2y2 + 2x1y2 + 2x2y1 − 2x1y3 − 2x3y1 − x2y3 − x3y2.

(b) Encontrar v ∈ R3 tal que 2x1 + x2 − x3 = 0 sea la ecuación del hiperplano polar de v
respecto de la forma φ dada en (a).

(c) Encontrar una forma bilineal simétrica φ en R3 respecto de la cual x1 + x2 − x3 = 0
sea la ecuación del hiperplano polar de (0, 1,−1).

Ejercicio 35. Sea φ ∈ BS(R2n+1) no degenerada y tal que ı́nd(φ) es impar. Probar que
para toda base B de R2n+1 es det(MB(φ)) > 0 .

Ejercicio 36. Desigualdad de Schwartz.

Sea φ ∈ BS(V) semidefinida y sea ψ su forma cuadrática asociada. Probar que

|φ(x, y)|2 ≤ ψ(x)ψ(y)

para todo x, y ∈ V.

Ejercicio 37. Hallar en cada caso el cono asociado a la forma cuadrática.

(a) V = R3 , ψ(x) = x2
1 + x2

2 − x2
3

(b) V = Rn , ψ(x) = x2
1

(c) V = R3 , ψ(x) = x2
1 − x2

2

¿En alguno de estos casos coincide con el núcleo de la forma bilineal asociada?

Ejercicio 38. Sea V un espacio vectorial, ψ : V −→ R una forma cuadrática y φ la forma
bilineal asociada. Se definen:

ψA = ψ ◦ τ−1
A y φA = φ ◦ (τ−1

A × τ−1
A )
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(a) Mostrar que rg(ψA) = rg(ψ) e ı́nd(ψA) = ı́nd(ψ)

(b) Mostrar que ker(φA) = A+ ker(φ)

(c) Sea B = {v1, . . . , vn} una base adaptada a ψ y BA = {v1 + A, . . . , vn + A}. Mostrar
que BA es una base adaptada a ψA.

Ejercicio 39. Sea F : V −→ R una función cuadrática tal que, para un A ∈ V, es

F (x) = ψA(x) + 2ϕA(x) + cA

donde ψA : VA −→ R es una forma cuadrática, ϕA ∈ V∗

A y cA ∈ R. Si además, para B ∈ V,
F se escribe en la forma

F (x) = ψB(x) + 2ϕB(x) + cB

con ψB : VB −→ R forma cuadrática, ϕB ∈ V∗

B y cB ∈ R, probar que

ψB(x) = ψA(x−A B) y ϕB(x) = ϕA(x−A B) + φA(B,x−A B)

Ejercicio 40. Sea F : V −→ R una función cuadrática. Verificar que

(a) a.F es una función cuadrática para todo a ∈ R − {0}.

(b) rg(a.F ) = rg(F ) para todo a ∈ R − {0}.

(c) ı́nd(a.F ) = ı́nd(F ) para todo a ∈ R>0.

(d) ı́nd(a.F ) = rg(F ) − ı́nd(F ) para todo a ∈ R<0.

Ejercicio 41. Sean ϕ1, ϕ2 ∈ V∗ no nulas y c1, c2 ∈ R. Probar que:

(a) F : V → R, dada por F (x) = (ϕ1(x) + c1)(ϕ2(x) + c2) es una función cuadrática.

(b) para cada A ∈ V existen ϕ′

1, ϕ
′

2 ∈ V∗

A no nulas y c′1, c
′

2 ∈ R tales que la función
cuadrática definida en (a) se escribe como F (x) = (ϕ′

1(x) + c′1)(ϕ
′

2(x) + c′2).
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