GEOMETRIA PROYECTIVA PRIMER CUATRIMESTRE DE 2007

PRACTICA 1: GEOMETRIA AFIN Y METRICA. FORMAS
BILINEALES Y CUADRATICAS.

Ejercicio 1. Sistema de coordenadas afines.

Sea V un espacio vectorial de dimensién n. El conjunto S = {A, {v1,...,v,}} se denomina
sistema de coordenadas afinesenVsi A € Vy {vy,...,v,} es una base de V4. Notaremos
S ={A;v1,...,v,}. Mostrar que son equivalentes:

(a) S={A4;v1,...,v,} es un sistema de coordenadas afines en V.

(b) {v1 —A,...,v, — A} es base de V.

Ejercicio 2. Sea V un espacio vectorial de dimensién ny sea S = {A;vy,...,v,} un siste-
ma de coordenadas afines en V. Dado v € V, notaremos con [v]s al vector de coordenadas
n

de v respecto de la base {vy,...,v,} de Vyu; ie., [vlg = (a1,...,a,) siv= Z:Aai Vi

El vector [v]g se denomina vector de coordenadas afines de v respecto de S.

(a) Hallar [v]g en los siguientes casos:

o V=R? , S =1{(2,1,0);(0,1,0),(2,0,1),(0,0,-3)} , v=(0,0,0)
V=Ry[X] , S= {X2X+1 X2+3XX2+2} , v=2X
o V=R¥ . S={(§5):(58)(9),(38). (5N} cv=(%1)

(b) Sea S ={(0,-2,1);(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Si [v]s = (—=2,0,4), calcular v.

Ejercicio 3. Sea V un espacio vectorial y sean S = {A;vy,...,v,}, T = {B;w1,...,w,}
dos sistemas de coordenadas afines en V. Sea C' = (Cjj); ; la matriz de cambio de la base

{vi —A,...,v, — A} en la base {wy — B, ..., w, — B}; es decir, v; — A = Zcij(wi — B).
i=1
(a) Probar que para cada v € V, [v]f. = C[v]} + [A]}..

(b) Definimos 145 : V4 — Vg por 74p(v) = v— A+ B. Probar que 745 es un isomorfismo
lineal.

(c) Probar que ||[Tag|lB, B = C, donde By = {vy,...,v,} y Bp = {w1,...,wy,}.

Ejercicio 4. Decimos que un conjunto S C R" estd en posicion general si todo subconjunto
A C S de cardinal menor o igual a n + 1 es afinmente independiente.

Probar que para todo n € N, el conjunto infinito S = {(t,#2,¢3,...,t") : t € R} C R"
estd en posicion general en R”™.

Ejercicio 5. Variedades lineales
Un subconjunto no vacio M de un espacio vectorial V se dice variedad lineal si existe A € V
tal que M es subespacio de V 4. Probar que para M CV |, M # & | son equivalentes:



M es variedad lineal
M es subespacio de Vg para todo B € M
M —¢ A es subespacio de V¢ para todo A € M y todo C € V

)
)
)

d) M — A es subespacio de V para todo A € M
) M — A es subespacio de V para algin A € M
)

Existen A € V y S subespacio de V tales que M = A+ S

NoOTA: S se llama, subespacio paralelo a M.

Ejercicio 6. Sea V un R-espacio vectorial y sean My y My variedades lineales de V. Probar

que el conjunto

1

1
M:{§x+§y/x€M1,yeM2}

es una variedad lineal. Dar condiciones suficientes para que My C M y My C M.

Ejercicio 7. Sea V un R—espacio vectorial, dimV = n y M una variedad lineal de V de
dimensién 7. Si m = n —r, sean A € R™*" y b € R™*! tales que rg(A) = rg(A[b) = m.

Probar que existe un sistema de coordenadas afines S = {B; w1, ..., w,} con la propiedad
que

n I

M = w:Z$iéwi/A' Sl =0

=1 Tn
Ejercicio 8. Independencia afin
Sea V un espacio vectorial y {v1,...,v,} C V. Demostrar que son equivalentes:
(a) {v1,...,un} es afinmente independiente.

m m
(b) Z/\ivi =0 con Z)‘i = 0 implica que \; = 0 para todoi=1,...,m.

i=1 i=1
(c) {v1 —vj,... ,vj/—\vj, e, U — vj}l es linealmente independiente para todo j < m.
(d) {v1,...,05,...,0n} es linealmente independiente en V., para todo j < m.

Ejercicio 9. Hallar un conjunto de generadores afinmente independientes de las variedades
lineales

(a) M={z€R3/xy+a9=3, 221 — 19 + 33 = 5}

(b) M={z€R® /a1 — w3+ 23 — 24 + x5 = —2}

Ly, significa que se excluye el elemento vy



(¢) M generada por A= (-1,0,1), B=(2,1,1) ,C =(1,0,0) y D = (-2,-3,-3).

Ejercicio 10. Conjuntos Convexos.
Sea V' un R-espacio vectorial (de dimensién finita). Dados v # w € V, se define el segmento
de extremos v y w como el subconjunto

vw={tv+ (1 —t)w, 0 <t <1}

Un subconjunto C' C V se dice convezo si para todo v # w € C se tiene que vw C C.
Probar que

(a) Los conjuntos convexos son cerrados por combinaciones convexas, es decir: dados
v1,...,0. € C y escalares \; > 0 tales que Y \; = 1, se tiene que Y \jv; € C.

(b) La interseccién arbitraria de convexos es un conjunto convexo.

(¢c) Si Ay B son convexos entonces A+ B = {a+b, a € A,b € B} es convexo. De la
misma forma A — B y AA (para A € R) son también convexos.

(d) Si C C R" es convexo, entonces la clausura de C, cl C, y el interior de C, intC, son
también convexos.

(e) Si f:V — V es una transformacién afin y C' C V es convexo, f(C') también lo es.

(f) Caracterizar todos los subconjuntos A C R tales que A y su complemento son convexos.
Idem para R? y R3.

(g) Se define la cdpsula convezra de un conjunto A C V como el menor convexo de V
que contiene a A. Probar que la cdpsula convexa de A es la interseccién de todos los
convexos que contienen a A y que se puede caracterizar también como el conjunto de
combinaciones convexas de elementos de A.

Ejercicio 11. En cada uno de los siguientes casos, estudiar si las variedades lineales M,

y Ms se cortan, son paralelas o alabeadas.

(a‘) M1:{$€R2/$1—.Z’2:3} 7M2:{JZGR2/.Z':)\(l,—l)+(271)}

(b) Mi={zeR® /a1 +ay—23=1}, My={z € R® / x =0a(1,0,1) + (0,0, -3)}

(c) Mi={x eR* /21 —22=1, 23+ 24 =0}
MQZ{QJER4/x1—x2:0, x2+x3+x4:1}

(d) My={zcR*/z1+a9—a4=1, 29+ 223+ 24 = —2}
My={x€R* /w1 — 229 +23+224=0, 207 — 3 — 14 = 2}

Ejercicio 12. Sean M; y M, variedades lineales de R? tales que dim M; = s < t = dim M.
Probar que si M || My, entonces My N My = & o My C M.

Ejercicio 13. Teorema de Thales.
Sean A, B,C, D cuatro puntos distintos contenidos en un plano 7 tal que no hay tres de
ellos contenidos en una recta y las rectas Lac y Lgp son paralelas.



(a) SiLapNLpc={P}yP=AB+(1—-XA=~.D+(1—~)C, probar que A =~
(b) SiLap | Lpc,sean P € Lapy Q € Lpc talesque Lpg || Lac. SiP=AB+(1-)\)A
y Q =~.D+ (1 —~)C, probar que A\ = ~.

Ejercicio 14. Sea f : V — V una transformacién afin, A€ Vy g: V4 — V4 dada por
g(v) = f(v) " f(A). Probar que g es lineal.

Ejercicio 15. Probar que f : V — V es una transformacién afin si y sélo si existen
AeVyg:V— Vlineal tales que f(z) = g(x) + A.
Deducir que f es isomorfismo afin si y sélo si g es isomorfismo.

Ejercicio 16. Sea f : R” — R" una funcién que satisface f()\xy) =A (- )f(y) para cada

f(x

z,y € R y A € R. Mostrar que f es una transformacién afin.

Ejercicio 17. Encontrar todas las transformaciones afines f : R — R3 tales que

(I) f(_27 07 1) = (_27 07 1)
(1) f(L) || L para toda recta L de R3.

Producto interno. Distancia entre variedades lineales.

Ejercicio 18. Sea V un R—espacio vectorial con producto interno ( , ). Si vy,..., v, €V,
se define el determinante de Gramm o Grammiano de vy, ..., v, como el nimero

G(vi,...,vm) = det((vs, v5))i,;

(a) Sea S un subespacio de V de dimensién m y {eq,..., e} una base ortonormal de S.
m

Sivy,...,vm €S yv;= Zaijei (1 < j < m), verificar que G(v1,...v,) = (det A)2,
i=1

donde A = (a;;) € R™ ™,

(b) Deducir de (a) que los vectores vy, ...,v,; € V son linealmente independientes si y
sélo si G(v1,...,vm,) > 0.
(¢) Sea S un subespacio de V de dimensién m y {vy,..., v, } una base de S. Verificar que

si x € V, entonces

) = (Gt



Ejercicio 19. Sea V un R—espacio vectorial con producto interno (, ) y vi,..., v, € V
linealmente independientes. El paralelepipedo m-dimensional generado por vy, ..., v, se
define como el conjunto

P(vi, ..., o) = {Em:aivi / 0<aq; < 1}
i=1

El volumen de P(vy,...,v,) se define inductivamente del siguiente modo
(1) sim=1, vol(P(v1)) = |v1]

(1) vol(P(v1,...,vm)) = vol(P(ve,...,up)).d(v1,S) siendo S = (ve, ..., Um).

Probar que vol(P(v1,...,um)) = G(v1,...,vm)"2.

Ejercicio 20. Sean M; y M variedades lineales de R™ y sea f € O(n) tal que f(M7) = Mo.
Sean p; € M y pa € My tales que d(0,M;) = d(0,p1) y d(0, M3) = d(0,p3). Probar que
f(p1) = pa.

Ejercicio 21. Sean M; y M variedades lineales de R™ de la misma dimensién. Probar la
equivalencia de las siguientes afirmaciones.

(a) Existe una rotacién f : R” — R™ tal que f(M;) = Ms.

(b) d(0, M) = d(0, My).

Ejercicio 22. Sean M; y My variedades lineales de R™. Probar la equivalencia de las
siguientes afirmaciones.

(a) dim M7 = dim M.

(b) Existe una isometria f : R — R” de la forma f(x) = Axz! + b con A € O(n) tal que
det A=1 y f(Ml) = Mg.

Ejercicio 23. Sean en R? los planos 71 = {(z1,22,73) € R3 : —221 + 29 + 223 = 3},

7o = {(x1,22,23) € R : =221 + 29 + 223 = —3} y sean L; C m, Lo C 7y las rectas
Ly ={(3,%,0) +1(1,0,1) : t e R} y Ly = {(0, %, §) +(1,0,1) : t € R}

Construir f € O(3) tal que f(m1) =72, f(L1) = Ly y det(f) = 1. (Es tinica?
Ejercicio 24. Sean, en R?, 7 el plano de ecuacién x1 + o — 23 = 1 y L la recta definida
por
I - r1 — T9 = 1
r3 — 2332 = \/g
Determinar una recta L' C 7 tal que d(L, L") = 3.

Ejercicio 25. Calcular d(My, M) en los siguientes casos:



Mlz{x€R3/x1—2x2+x3:1}
Mgz{x€R3/x1—2x2+x3:3}

M1:{$ER3/$1+3}2:1, ZE1—ZE3:0}
Mgz{x€R3/x1+x2+x3:0, xgzl}

My ={zeR/z=0a(l,-1,0)+5(2,1,1) +(1,0,0)}

My ={(3,0,1)}

My ={xcR*/ oz —xy+a3=-2, 20 — 214 = 2}
My={xcR* /oy +wy+23=0, 39— 224 =8, 11 —xg+ 24 =5}

Formas bilineales.

Ejercicio 26. Sea V un espacio vectorial y ¢ : V x V — R bilineal. Se definen,

(h)

Ly :V—V* por Lyv)(w)=¢(v,w)
Ry, :V—V* por Ry(v)(w)=¢(w,v)

Probar que Ly y Ry son transformaciones lineales. ;Cudl es la relacién entre ambas
cuando ¢ es simétrica?

Dada B base de V, calcular || Ly | BB* ¥ || RellBB* ¥ verificar que una es la transpuesta
de la otra.

Dada B = {vy,...,v,}, base de V, se define la matriz de ¢ en la base B por
Mg = (¢(vi, vj))i,

Mostrar que si B’ es otra base de V, entonces Mp/(¢) = C(B/,B)" . Mg(¢) . C(B’,B)
y deducir que Mp(¢) es simétrica si y s6lo si My/(¢) lo es.

Verificar que det(Mp(¢)) y det(Mg/(¢)) tienen el mismo signo.
Probar que ¢ es simétrica si y sélo si Mp(¢) lo es para toda base B.

;Existe B, base de R?, tal que Mp(¢) = (é _01) si ¢ : R? x R? — R es la forma bilineal
dada por
d(z,y) = z1y1 + 32y + T1Y2 + T2y1?

Verificar que si ¢ es simétrica entonces ker(¢) = ker(Ly) = ker(Ry). Deducir que Ly
es isomorfismo si y sélo si ker(¢) = 0.

Verificar que si ¢ es simétrica entonces ||Ly|gg’ = MB(¢) para toda base B.

Ejercicio 27. Sea ¢ una forma bilineal simétrica en V. Probar la equivalencia de las

siguientes afirmaciones.



(a) ker(¢)=0.
(b) Para toda ¢ € V* existe un tnico v € V tal que p(x) = ¢(v,x) para todo z € V.

Ejercicio 28. Sean

BS(V) ={¢:VxV —R/ ¢es bilineal y simétrica}
S(n,R) ={AeR™" / A= A}

Probar que para cada base B de V, la aplicacién Mp : BS(V) — S(n,R) dada por
“¢ — Mp(¢) = matriz de ¢ en B” es un isomorfismo.
. Cudl es la dimension de BS(V)?

Ejercicio 29. Sea ¢ € BS(R"). Probar que existe una tnica A € R™*", simétrica, tal que
o(z,y) = xAy' para todo z,y € R™.

Ejercicio 30. Hallar en cada caso el hiperplano polar H, de v respecto de ¢

(a) ¢:R2xR2—R , ¢(z,y) = (x1 =2 (_12 _32> (Z;) , v=(1,0)

0 2 -1 Y1
(b) ¢ : Rg X Rg — R ) QS(QZ‘,Z/) = (:El x2 33‘3) 2 -3 0 Y2 y U= (17_273)
10 4/ \y

Ejercicio 31. Para cada una de las siguientes formas bilineales simétricas, hallar la des-
composicién de Ven VT, V= y VO y calcular el indice, el rango y la dimensién del niicleo

(@) ¢:R2xR2—R, ¢(z,y) = 3w1y1 — 222Y1 — 2271y + 37212

() ¢:RYXRY—R, d(z,y) = 2z2y1 + 3x3y1 + Tay1 + 271Y3 — T2y + 5TaY2
+321y3 + 4r3ys — Sr4ys + T1Ys + ST2y4
—r3Y4 — 3T4Ys

(¢) ¢:R3xR* — R, ¢(x,y) = x1y1 +T3y1 — 3x2y2 + 3x3Y2 + T1Y3 + 32y3
—2x3Yy3

Ejercicio 32. Sea ¢ : V x V — R una forma bilineal simétrica y f : W — V una
transformacién lineal.

(a) Probar que si ¢5 : W x W — R estd dada por ¢¢(u,v) = ¢(f(u), f(v)) entonces,
f (ker(¢)) C ker(¢y).

(b) Probar que si f es isomorfismo, entonces ker(¢s) = f~1(ker(¢)).
(c) Probar que si f es isomorfismo, entonces Mp(¢r) = My(p ().
(d) Probar que si W=V y f es isomorfismo, entonces
Mp(és) = 115 - Ma(@) - |15
Deducir que det(Mp(¢f)) y det(Mp(¢)) tienen el mismo signo.

7



Ejercicio 33. Sea S C V un subespacio no nulo y ¢ una forma bilineal simétrica en V.
(a) Probar que si ¢s = ¢|sxs es no degenerada, entonces S Nker ¢ = 0.

(b) Encontrar dos subespacios S, Sy de R? ~de dimensién méxima— con la propiedad que
cada ¢s, es no degenerada, siendo:

1

o O O

1

0 0

(c) Probar que S es un subespacio de dimensién maxima con la propiedad que ¢s es no
degenerada si y solo si V=S @ ker ¢.

Ejercicio 34.

(a) Encontrar una ecuacién del hiperplano polar de (1,0, —1) respecto de la forma bilineal
¢ dada por

d(x,y) = dx1y1 + Toys + 271y + 2X0Y1 — 271Y3 — 2T3Y1 — ToYs — T3Yo.

(b) Encontrar v € R3 tal que 221 + 22 — 23 = 0 sea la ecuacién del hiperplano polar de v
respecto de la forma ¢ dada en (a).

(c) Encontrar una forma bilineal simétrica ¢ en R? respecto de la cual 21 +z3 — 23 = 0
sea la ecuacién del hiperplano polar de (0,1, —1).

Ejercicio 35. Sea ¢ € BS(R?"*1) no degenerada y tal que ind(¢) es impar. Probar que
para toda base B de R?"*! es det(Mgp(¢)) >0 .

Ejercicio 36. Desigualdad de Schwartz.
Sea ¢ € BS(V) semidefinida y sea 1) su forma cuadratica asociada. Probar que

|6(, y)* < ¥(x)v(y)
para todo z,y € V.

Ejercicio 37. Hallar en cada caso el cono asociado a la forma cuadratica.

(a) V=R?3 , Y(z) = 23 + 23 — 23
(b) V=R" ;oY) =af
(c) V=R3 , P(x) = x% — ZL'%

JEn alguno de estos casos coincide con el nicleo de la forma bilineal asociada?

Ejercicio 38. Sea V un espacio vectorial, 1) : V — R una forma cuadratica y ¢ la forma
bilineal asociada. Se definen:

Ya=voryt y  pa=do(ry x1ih)



(a) Mostrar que rg(i4) = ra(¥) e fd($a) = md(y)
(b) Mostrar que ker(¢a) = A + ker(¢)

(¢) Sea B = {v1,...,v,} una base adaptada a ¢ y By = {v1 + A, ..., v, + A}. Mostrar
que B4 es una base adaptada a 4.

Ejercicio 39. Sea F': V — R una funcién cuadrética tal que, para un A € V, es

F(z) =a(z) +2pa(x) + ca

donde ¥4 : V4 — R es una forma cuadratica, ¢4 € V¥ y c4 € R. Si ademds, para B € V,
F' se escribe en la forma

F(z) = ¢p(r) + 2¢0p(x) + cp

con g : Vg — R forma cuadrética, pp € V3 y cp € R, probar que
VYp(x) =valr—aB) vy  ¢p@)=9pa(x—aB)+da(B,x—aDB)

Ejercicio 40. Sea F' : V — R una funcién cuadratica. Verificar que
(a) a.F es una funcién cuadrética para todo a € R — {0}.

(b) rg(a.F) =rg(F) para todo a € R — {0}.

(¢) ind(a.F) = ind(F) para todo a € R+y.
)

(d) ind(a.F') =rg(F) — ind(F') para todo a € Ry.

Ejercicio 41. Sean 1, p2 € V* no nulas y ¢1,c2 € R. Probar que:
(a) F:V — R, dada por F(z) = (¢1(x) + c1)(p2(x) + c2) es una funcién cuadratica.

(b) para cada A € V existen ¢},¢5 € V¥ no nulas y ¢j,c¢5, € R tales que la funcién
cuadrética definida en (a) se escribe como F(x) = (¢} (z) + ¢})(¢h(z) + &).



