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Lo que sigue pretende ser un brevisimo resumen de la clase préactica corre-
spondiente al dia martes 3 de abril, que no pudo dictarse por el corte de luz
producido en el Pabellén 1. Estas notas permitirdan trabajar en el comienzo de
la Préctica 3 (i.e. Ejercicios 1 a )

1. Generalidades y criterios de convergencia

Antes de analizar criterios de convergencia para series de términos positivos,
recordemos la definicién de una serie.

Definicién 1 Sea (an)ycy una sucesion de nimeros complejos. Consideremos

N 00
la sucesion de sumas parciales Sy = Y an. Decimos que la serie > a, es
n=1 n=1

o0
convergente sii la sucesion de sumas parciales lo es, y en tal caso Y a, =
n=1
My oo SN se llama la suma de la serie.

En particular, diremos que la serie converge absolutamente si la serie de los
mddulos de los (a,) converge.

A continuacion, mencionaremos algunos criterios de convergencia para series
de nimeros complejos.

o0

Proposicién 1 Sea > a, una serie de nimeros complejos convergente. En-
n=1

tonces lim,, _, o a,, = 0.

La reciproca no es cierta, como puede verse al tomar la serie armonica.

Proposicién 2 (Criterio de comparacién para series en R>() Sean (ay,)

neN
Y (bn),en dos sucesiones en Rsq, y supongamos que eviste ¢ € Rxq tal que

oo
an < cb, para todo n € N (alternativamente, ¥Yn > ng). Entonces Y. by, con-
n=1

o0 o] o0
vergente = Y a, es convergente. Mds ain Y an < ¢ Y by.

n=1 n=1 n=1

Demostracién. La sucesion de sumas parciales para la serie de los a,, es positiva
y acotada superiormente. (Il



Corolario 1 Tomemos (ay,), (by) C Rsg dos sucesiones asintdticamente iguales
(i.e. limp o0 §= = 1, se nota (an) ~ (by)). Entonces o ambas convergen o ambas
divergen.

o0
Ejemplo. Tomemos la serie Y sin + diverge pues (sin =) ~ L. 0
n

Veamos ahora como podemos usar este criterio de comparacion para analizar

convergencia de series. La clave radicard en la comparacion con la serie armonica,
(o]

o més en general, con las series de tipo Y. n% para algin o € R. Resulta

=
importante entonces ver para qué valores de « dicha serie converge.

Ejemplo. Tomemos entonces a,, =

ne”
1. Supongamos que la serie converge. Entonces, por la Proposicion 1, n% — 0.

Por lo tanto, @ > 0. Luego, si o < 0 la serie diverge (méds ain, converge a
infinito).

2. Para a > 0 necesitaremos un criterio extra: el criterio de la integral.

O

Proposicién 3 (Criterio de la Integral) Sea f : R>1 — R>¢ una funcion
decreciente y continua. Definimos la sucesién a, := f(n) para todo n € N.
Entonces

0 e}
Z an, converge = / f(z)dx  converge.
1

n=1

Demostracion. Por ser f decreciente, continua y positiva, sabemos que es inte-
grable (Riemann) y que la integral impropia pertenece a R. Ademas, analizando
las sumas superiores e inferiores en un intervalo conveniente, vemos que

N N N-1
Zané/ flo)de <Y an,
n=2 1 n=1

a partir de lo cual se desprende el resultado deseado.
(Sugerencia: Haga un dibujo para convencerse de estas desigualdades.) ([

Ejemplo. [Ejemplo 1 continuacién] Aplicando el criterio de la integral, se ve

o0
. 1 .
claramente que la serie ) ~& converge sii a > 1 [J
n=

Proposicion 4 Para series de nimeros complejos se verifica:
convergencia absoluta = convergencia.
Demostracién. Usar la desigualdad triangular para que ver la sucesion de

sumas parciales es de Cauchy y concluir por completitud. ([

Proposicién 5 (Linealidad de series complejas convergentes) Sean (a,,)
Y (bn),en dos sucesiones en C, y c € C. Entonces:

neN



o0 o0
1. Supongamos que Y an y Y. by son series convergentes, entonces
n=1 n=1

o0 o0 o0
a) > an + by coverge y su suma es Y, an + Y. by.
n=1

n=1 n=1

o0 o0
b) > ca, también converge y su suma es ¢ Y an.
n=1 n=1

o0 o0 oo
2. Sila serie Y a, converge pero la serie y , b, diverge = la serie Y ap + by,
. n=1 n=1 n=1
diverge.

Ejemplo. Como ejemplo para la segunda condicién, podemos pensar en las
series con términos a, = % y b, = %, siendo convergente sélo la segunda. [J

2. Series Telescépicas

Definicién 2 Sea (a,),cy una sucesion de nimeros complejos, y consideremos

la sucesion (by), oy definida por

bn = ap —ap41 -

o0
La serie Y b, se llama serie telescdpica.
n=1

Proposiciéon 6 Con la notacion de la definicion anterior se tiene:

o0
La serie telescopica > by, converge < la sucesion (a,) converge y en tal
n=1

oo
caso vale > b, = a1 — L, siendo L :=1l{m,,_, o ay,.
n=1

A continuacién veamos varios ejemplos, para entender la aplicacién de este cri-
terio para determinar convergencia de series.

Ejemplo. Sea b, = ﬁ Si hacemos un poco de aritmética, vemos que b,, =

n

1
n+1

-0=1.0

oo
. Entonces, tomando a,, = + vemos que la serie > by, converge a

n
n=1

== 3=

Ejemplo. Consideremos ahora b, = In(;;%37) = In(n) —In(n+1) y a,, = In(n) —

oo. Por lo tanto la serie ) In(;%7) diverge. O
n=1

3. Series Geométricas

o0

Definicién 3 Sea x € C. Definimos la serie Y, ™ como la serie geométrica
n=1

de razén x.



Mirando la sucesién de sumas parciales, tenemos

N N+1
T —1 :
San={ e sie#l
N siz=1
n=1

Por lo tanto, la serie converge sii |z| < 1. Mds auin, la serie converge a infinito
si|z| > 1y diverge si |z| = 1.

4. Limite superior e inferior (en R)

Definicién 4 Sea (an),cy C R. Definimos el limite superior e inferior de la
stguiente manera.

limsup a, = lim a,, = inf(sup (az)) € R,
n k>n

lim fof a,, = lim a,, = sup(inf (az)) € R .
n k>n

Observacién 1 Notemos que (sup (ag)) es una sucesion creciente (n) y por lo
k>n
tanto, resulta o
lima, = lim (sup (ay)) .
n—00 >
Andlogamente,

lima, = nh_)rr;o(liga (ar)) -

Proposicion 7 Para toda sucesion de nimeros reales lim a,, < lim a,,.

Veamos ahora bajo qué condiciones vale la igualdad. Para ello, necesitamos un
lema auxiliar, cuya demostracién es un buen ejercicio para internalizar estos
conceptos.

Lema 1 Dada una sucesion (a,) en R se tiene:
1. lim a,, = sup(limite de subsucesiones(an,),,) -
2. lim a,, = inf(limite de subsucesiones(any,),) -
Mds atun, ambos limites se alcanzan.

Corolario 2 Sea (a,),y C R una sucesion. Entonces:

lima, =lima, <= 3 lim a, yvale lim a, =lima, =lima,, .

n—oo n—oo



