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Introduccion

Estas son las notas del curso de Teoria de Algebras dictado en la FCEyN-
UBA en el segundo cuatrimestre virtual de 2020. La materia, optativa para
la licenciatura y el doctorado en matemadtica, se dicta cada dos afios y estd
dedicada a distintos tépicos del dlgebra no conmutativa. En esta oportunidad,
se expusieron algunos conceptos y resultados sobre temas muy clésicos, como
producto tensorial, teoria de Morita, dlgebras separables y casi libres, localiza-
cion universal y grupo de Grothendieck. En los ejemplos nos concentramos en
el caso concreto de dlgebras de caminos de grafos, particularmente dlgebras
de Leavitt, cubriendo bastantes resultados recientes acerca de tales algebras.

Es un placer agradecer a todos los que asistieron a las clases virtuales y a
quienes me indicaron correcciones, particularmente a Guido Arnone.

Guillermo Cortifias
Maschwitz, abril 2021
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Capitulo 1

Médulos y bimédulos

1.1. Algebras y bimédulos

Sea k un anillo conmutativo. Una k-dlgebra (unital) es un anillo R junto con
un morfismo de anillos k — R cuya imagen estd contenida en el centro de R,
que denotamos Z(R). Un morfismo de k-dlgebras de 1 : k - Renj:k — S
es un morfismo de anillos ¢ : R — S tal que ¢ o1 = ;. En adelante fijamos
k y utilizamos el término dlgebra como sinénimo de k-dlgebra. El anillo k es
nuestro anillo de base; 1o vemos como k-dlgebra con el morfismo identidad.

Recordemos que darle a un grupo abeliano M una estructura de médulo
(unital) a izquierda sobre un anillo R equivale a dar un morfismo de anillos
p : R — Endz(M). El morfismo p y la multiplicacién de elementos de M por
elementos de R se corresponden mediante la férmula

a-x=p(a)(x) (@a€R, xeM).

Supongamos ahora que R es una k-dlgebra. Entonces M es un k-médulo me-
diante p o1 y el hecho de que p(k) C Z(R) nos dice que

A(a-x)=a-(A-x) (VA€k aeR, xeM).

En otras palabras, p(R) C Endi(M). Notemos ademds que, para la estructura
de k-moédulo definida en M, la correstriccién de pr a Endy (M) envia un ele-
mento A € k al morfismo Ly : M — M, Ly(x) = A - x. Reciprocamente, si
N es cualquier k-médulo, entonces Endy(N) es canénicamente una k-algebra
mediante L : k — Endy(N), L(A) = L, y si ¢ : R — Endy(N) es un morfismo
de k-dlgebras entonces N es un R-médulo mediante ¢ y ¢ o1 = L. Se sigue
entonces que dar un médulo a izquierda sobre una k-dlgebra R equivale a dar
un k-médulo M y un morfismo de k-élgebras p : R — Endy(M). Dar a M una
estructura de médulo a derecha es lo mismo que darle una de R°P-médulo a
izquierda, es decir, una estructura de k-médulo y un morfismo de k-dlgebras
#: R°P — Endy(M).

Ejercicio 1.1.1. Sean R una k-dlgebra y M un R-médulo a izquierda. Para
cada A € k,sea Ly : M — M, Ly(x) = A-x. Probar que L, € EndgM y
que L : k — Endg M es morfismo de anillos. En particular, Endg (M) es una
k-dlgebra.
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Sean Ry S élgebras; un (R, S)-bimédulo es un k-médulo M junto con mor-
fismos de algebras p : R — Endy My pi : S°P — Endy (M) tales que p(a) y u(b)
conmutan para todoa € Ry b € S. Escribiremos g Mg para indicar que M es
un (R, S)-bimédulo. Un morfismo ¢ : kMg — gNg es una funcion M — N
k-lineal que es a la vez morfismo de R-médulos a izquierda y morfismo de
S-moédulos a derecha. En pos de aliviar la notacién, a veces utilizaremos el
término R-bimé6dulo en vez de (R, R)-bimédulo.

Ejercicio 1.1.2. Sean R y S k-dlgebras y M un k-médulo. Probar que tener
una estructura de (R, S)-bimédulo en M equivale a tener cualquiera de las
siguientes:

i) una estructura de R-médulo a izquierda en M y un morfismo y : S —
Endg (M);

ii) una estructura de S-médulo a derecha en M y un morfismo p : R —
Ends (M)

Ejemplos 1.1.3. Sean R, S y T k-algebras.

i) Un bimédulo sobre k (visto como k-dlgebra mediante el morfismo iden-
tidad) es lo mismo que un k-médulo.

ii) Si R es cualquier k-dlgebra y M es un R-médulo a derecha, la multipli-
cacién por escalares de k conmuta con la multiplicacién a derecha por
elementos de R y por tanto hace de M un (k, R)-bimédulo. La notacién
Mp indica que M es un R-médulo a derecha; si no se especifica otra,
vemos a M como (k, R)-médulo mediante la estructura que acabamos
de describir. Andlogamente todo R-mdédulo a izquierda N es automati-
camente un (R, k)-bimédulo gN.

iii) La multiplicacién a izquierda y a derecha de R la hacen un (R, R)-
bimédulo.

iv) Sea ¢ : R — S un morfismo de élgebras y s Nt un bimédulo. Entonces
a-x:=¢(a)-x (xeN,aeR),

define una estructura de R médulo a izquierda en N que lo hace un
(R, T)-bimédulo.

v) El dlgebra S es un R-bimédulo mediante ¢.
vi) Las inclusiones k(x| C k[x,y] y k[x] = k[y] C k[x,y] hacen de k[x,y] un
k[x]-bimédulo.

vii) Sean M y N R-médulos (e.g. a izquierda); entonces Endg (M) y Endg(N)
son k-algebras por el Ejercicio 1.1.1 y Homg (M, N) es un
(Endg(N),Endg(M))-bimédulo mediante f - ¢-¢g = fogog, con f €
Endgr(N), ¢ € Homg(M, N) y g € Endg(N).

vii) Sean R, Sy T algebras y kMg, s Nty rPr bimédulos. Entonces Homr(N, P)
y Hompg(M, P) son respectivamente un (R, S)-bimédulo y un (S, T)-
bimédulo mediante

(r-f-s)(n)=r-(f(sn)) y (s-g-t)(m) = g(ms)t.
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1.2. Grafos y bimédulos

Sea X un conjunto finito y sea kX el conjunto de todas las funciones X — k,
equipado con las operaciones de suma y producto puntuales. Denotamos x a
la funcién caracteristica del subconjunto {x} C X; tenemos Xx, Xx, = 0x;,xpXx; -
Vemos a kX como k-algebra mediante la aplicacién diagonal k — le, A=
Y xex AXx- Sean Y otro conjunto finito y M un k-médulo. Por definicién una
estructura de (k%,k¥) bimédulo en M consiste de dos morfismos de k-algebras
o : kX — Endy (M) < k¥ : u tales que p(a)u(b) = u(b)p(a) para todo a € k¥
y todo b € kY. Dar tales morfismos equivale a dar, para cada x € X y cada
y € Y, elementos py, py € End; M tales que

Px1Pxy = Ox,5Px10 Py Pya = OpiyaPin (Xi € X yi €Y), (1.2.1)
1= Z Px = 2 Py,
xeX yey

pxpy = pyPx (x € X,y €Y).

Dadas familias {py : x € X} y {py : v € Y} de elementos de End;(M) que
satisfacen (1.2.1), sea

Pry = Pxpy ((x,y) € X X Y).

Tenemos
pxlr]/l PXZr]/Z = 5(x1,y1),(x2,y2)}7x1,y1/ 1 = 2 px,y- (1.2.2)
(xy)eXxY
Se sigue que
7 : kXY 5 Endp (M), T(X(xy)) = Pry (1.2.3)

es morfismo de algebras. Luego M es un médulo sobre kXY, Reciprocamente,
dado (1.2.3), los elementos

Px = Z Pxy's Py = Z Px'y (x € X, yE Y)
yey x'eX

satisfacen (1.2.1).

Concluimos que un (k%,k¥)-bimédulo es lo mismo que un kX*Y-médulo;
por [11, Proposicién 3.7.1], esto es lo mismo que una familia de k-médulos
{Myy: (x,y) € X xY}.

Nos concentraremos ahora en el caso en que todos los My, son k-médulos
libres; observemos que, si k es un cuerpo, este es el caso general. Para cada
(x,y) elegimos una base B, de My, y consideramos la uni6én disjunta

XxY

B = u(x,y)eXxY%X,y' (1.2.4)
Tenemos una funcién
¢:B = XxY,ple) = (x,y), siec Byy. (1.2.5)

Reciprocamente, dada una tal ¢, definiendo B, = ¢~ ({(x,y)}) obtenemos
la descomposicién (1.2.4).
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Concluimos que dar una familia de k-médulos libres {My,y : (x,y) € X x
Y} con una base especificada para cada (x,y) equivale a dar un conjunto B y
una funcién ¢ : B — X X Y, o, lo que es lo mismo, una funcién ¢; : B — X'y
una funcién ¢, : B — Y.

Un grafo (dirigido) (o quiver, o carcaj) E, consiste de conjuntos E°,E! y
funciones 7,5 : E! — E°. Los elementos de E” son los vértices y los elementos
de E! las aristas del grafo; la arista e sale del vértice s(e) y llega al vértice r(e).
Representamos a cada vértice como un punto y a cada arista como una flecha.

Por ejemplo el dibujo
w2
Y TN
().

U —— W1 w3

U

N
Wy

representa al grafo con conjunto de vértices E0 = {U, w1, Wy, W3, w4}, conjunto
de aristas E' = {I,l»,¢, f1, f2, f3, f4}, funcién de salida s : E' — E°, s(;) = v,
s(e) = v, s(f;) = w;, y funcién de llegada r : E! — E°, r(I;) = v, r(e) = wy,
r(fi) = fir1 (suma moédulo 4).

Decimos que E es finito cuando E° y E! son ambos finitos. En ese caso, la

matriz de incidencia del grafo E es la matriz finita Ag € NSOXEO dada por

(Ap)ow = |{e € EL: s(e) =v, r(e) = w}|.

En el caso del grafo del ejemplo, si ordenamos los vértices asi: v, wy, wy,
w3, Wy, la matriz de incidencia nos queda

2100 0
0010 0
Ap=10 0 0 1 0
0000 1
01000

De la discusién de arriba vemos que dar un bimédulo M sobre kX de
modo que para cada par (x,y) € X x X el k-médulo My, = xxMyx, sea libre y
especificar una base 5, y para cada M, equivale a dar un grafo E con E'=X.
Como k-médulo, M = k(F1), el conjunto de todas las funciones ¢ : E; — k de
soporte finito. El bimédulo M serd finitamente generado si y sélo si |[E!| < 0.
En este caso, el médulo M y las bases By , estdin completamente determinados
por la matriz de incidencia del grafo E.

Sea E un grafo. Sea n > 1; camino en E de longitud n es una sucesién de
aristas @ = e; - - - e, de modo que para todo 7, r(e;) = s(ej1). Los vértices se
consideran caminos de longitud 0. Denotamos por |a| la longitud del camino
« y ponemos

E" = {a: camino con |a| = n}.

Las funciones de salida y llegada se extienden a todo Py; por ejemplo, si & es
como arriba, s(a) = s(ey) y r(a) = r(en). Asi, para cada n, E" es un grafo, y
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definen por tanto un kE’-bimédulo; se trata del k-médulo k(E"), equipado con

el producto
XoXaXw = 50,5(11) éw,r(zx)XlX'

Ejercicio 1.2.6. Sea E un grafo finito con matriz de incidencia A; sea n > 0.
Probar que la matriz de incidencia de E" es la n-ésima potencia A" de A; es

decir, se tiene la férmula:
AEVI == (AE)”.
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Capitulo 2

Producto tensorial

2.1. Funciones bilineales

Sean R,S y T algebras y gMs, sNt y rPr bimédulos y sea ¢ : M X N — P
una funcién. Decimos que ¢ es bilineal si y solo si para todo x,y € M, z,w € N,
a€ R, beSyceTsetiene

P(x+y,2) = d(x,2) +¢(y,2), ¢x,z+w) =¢(x,2) +P(x,w)
ap(xb,z)c = ¢p(axb,zc) = ¢(ax,bzc) = ap(x, bz)c.

En otras palabras, ¢ es bilineal si y sélo si para todo x € M y todo z € N,
¢(x,—) : N — P es morfismo de (S, T)-bimédulos y ¢(—,z) es morfismo de
(R, S)-bimédulos.

Ejemplo 2.1.1. Sea R una k-algebra y sea y : R X R — R, p(a,b) = ab. Entonces
# es una aplicacién bilineal RRyx X (Rr — rRr.

Ejemplo 2.1.2. Sean R una k-dlgebra y ¢ € R un idempotente. Sea S = eRe;
S es una k-dlgebra con unidad ¢; eR es un (S, R)-bimédulo y Re un (R, S)-
bimédulo, y la multiplicacién en R induce aplicaciones bilineales eR x Re —
eRey Re x eR — R.

Ejercicio 2.1.3. Sean E un grafo yseana =e1---e, y B = f1 - - - fiu caminos en
E conr(a) = s(B). La concatenacion de a y p es el camino af = ey - - -euf1 - - - fin-
La concatenacién de caminos induce una funcién

EVI+7?1)

K E) s (B™) gl s Xa XB = Or(w),5(8) Xap-

Sea R = k(E) ; probar que - es una funcién bilineal ngfn) X Rk%Em) — Rk%EHm).

Ejercicio 2.1.4. Sean R, S y T k-algebras, f : RMg — rMg, § : sNT — sN7

y h : RPr — grP; morfismos de bimédulos y ¢ : M’ x N’ — P una funcién

bilineal. Probar que ¢ : M x N — P’, ¢(x,y) = h(¢(f(x),g(y))) es bilineal.
Sean R, Sy T k-dlgebras y Mg, sNT y rPr bimédulos. Sea

Bﬂ(RMS X ¢Nr, RPT) = {(P : RMg X gN7 — rPr bilineal }

13
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Observemos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo de inclusiones

Bﬂ(RMS X SNT/ RPT>H Bﬂ(kMs X SNT/kPT)

Bﬂ(RMS X SNk/ RPk)H Bﬂ(kMS X SNk/kPk)H Bﬂ(kMk X ka/kPk)

Notemos que Bil(;Ms x sNg, D) tiene estructura de
s (R, T)-bimédulo mediante (- ¢ - t)(x,y) = r¢(x,y)t;
= (R, R)-bimé6dulo mediante (rq - ¢ - 12)(x,y) = r1¢(r2x,y);
» (T, T)-bimédulo mediante (¢ - ¢ - t2)(x,y) = ¢(x, yt1)to.

En adelante aliviaremos la notacién eliminando subindices k; por ejemplo si
M es un S-médulo a derecha con la estructura de (k, S)-modulo del Ejemplo
1.1.3 ii), escribiremos Bil(Mg x sNr, Pr) por Bil(yMs x sNr, ¢ Pr).

Ejercicio 2.1.5. Sean R una k-dlgebra. Supongamos que R es dominio integro
conmutativo. Sean M un R-médulo divisible y N un R-médulo de torsion.
Probar que para todo k-médulo V,

BII(MR X RN,V) =0.

Proposicién 2.1.6. Sean R, Sy T k-dlgebras y rMs, sNt y rPr bimédulos. Las
funciones

Bil(Ms x sNt, Pr) — Homg(M, Hom7(N, P)), (2.1.7)
= (x> (v oxy))
Bﬂ(RMS X gN, RP) — HomS(N, HomR(M, P)), (2.1.8)

¢ = (y = (x = ¢(xy))
son isomorfismos de (R, R) y de (T, T)-bimédulos respectivamente.

Demostracion. Recordemos que X,Y,Z son conjuntos y map(X,Y) es el con-
junto de funciones de X en Y, entonces las funciones

map(X x Y, Z) — map(X,map(Y,2)), f— (x — (y— f(x,y)))
map (X, map(Y,Z)) — map(X x Y, Z), g = ((x,y) — g(x)(y))

son biyecciones inversas. La demostracién de la primera afirmacién consiste
en aplicar esto para X = M, Y = Ny Z = P, y verificar que la primera de estas
funciones envia el subconjunto Bil(;Ms x sNr, Pr) C map(M x N, P) en el
subconjunto Homg (M, Hom (N, P)) C map(M, map(N, P)) y que la segunda
envia Homg(M,Homrt(N, P)) en Bil(Mg X sNt, Pr). La demostracién de la
segunda afirmacién es similar. O

Ejemplo 2.1.9. Sean S y T k-algebras y N y P (S, T)-bimédulos. Tenemos
isomorfismos de (S, S)-bimédulos

Bﬂ(SS X SNT/PT) = Homs(Ss,HomT(N,P)) = HomT(N, P)

La composicion envia ¢ — (x — ¢(1,x)).
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Ejemplo 2.1.10. Sean R, S, T, M, N y P como en la Proposicién 2.1.6 y sea
My C M un (R, S)-submédulo. Se sigue de la Proposicién 2.1.6 y de la exacti-
tud a izquierda de Homg que hay un isomorfismo de (R, R)-bimédulos

Bﬂ((M/Mo)S X ¢Nr, PT) = {f € Bﬂ(MS X ¢Nr, PT)|f(MO X N) = 0}.

En otras palabras, dar una funcién bilineal ¢ : (M/M)jy)s x sNt — Pr equivale
a dar una funcion bilineal ¢ : Mg x Nt — Pr tal que ¢(mg,n) = 0 para todo
my € Mgy n € N. En particular, si I C S es un ideal a derecha, entonces

Bﬂ(SS/I X SNT/ PT) = HomT(N/IN, P)
como S-médulos a izquierda.

Ejemplo 2.1.11. Sean R, S, T, N y P como arriba y sea {M; : i € I} una familia
de (R, S)-bimédulos. Entonces

Bil(EP(M;)s x sNr, Pr) = [ [ Bil((M;)s x sNr, Pr)
iel i€l

como (R, R)-bimédulos.

Ejercicio 2.1.12. Sean I y | conjuntos y V un k-médulo. Probar que Bil(Rg) X
rR(U), V) = VI*] como k-médulos.

2.2. Producto tensorial

Proposicién 2.2.1. Sean R, S y T k-dlgebras y rMsg, sNt bimédulos. Entonces
existen un (R, T)-bimédulo M ®s N y una funcién bilineal b : gMg x sNt —
M ®g N tales que para todo (R, T)-bimédulo P y toda funcién bilineal ¢ : M x N —
P existe un tinico morfismo de (R, T)-bimédulos ¢ : M ®@g N — P tal que ¢ = pob.

MxN— -
M®g N

Demostracion. Sea F = k(IM*N) ] k-modulo libre con base M x N. Sea Fy C F
el k-submédulo generado por todos los elementos de la forma

(x+y,z)— (x,2) = (y,2), (x,z+w)—(x,z) — (x,w), (xb,z) — (x,bz)

con x,y € M,z,zw € Ny b € 55e¢a M ®s N = F/F. Calculos directos
muestran que la funcién p : R — Endi(F), p(a)(x,z) = (ax,z) satisface
p(a)(Fy) C Fy Ya € R, y que la funcién inducida p : R — Endy(M ®g N)
es morfismo de k-algebras. Analogamente, 1 : T — Endi(F), (1)(c)(x,z) =
(x,zc) induce un morfismo de k-dlgebras y : T°P — Endi(M ®s N), y el
par (p,u) hace de M ®g N (R,S)-bimédulo. Para cada par (x,y) € M x N
sea x ® y su imagen en M ®g N por la proyeccién al cociente. La aplicacién
b: MxN— M®gN, b(x,y) = x®y es bilineal por construccién de M ®g N.
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Ademas el hecho de que ¢ es bilineal se traduce en que el morfismo k-lineal
$: F — P, p(x,y) = ¢(x,y) manda Fy a 0 y en que el morfismo k-lineal
inducidop : M ®s N — P es también morfismo de (R, T)-bimédulos. Por
definicién,

P(b(x,y)) = p(x®y) = ¢(x,y) (V(x,y) € M X N). (2:22)

Luego ¢ o b = ¢; més atn esta condicion equivale a la identidad (2.2.2). Dado
que {x®y : (x,y) € M x N} genera a M ®s N como k-modulo, la identi-
dad (2.2.2) determina ¢ univocamente; por tanto ¢ es el tinico morfismo que
cumple la condicién de la proposicién. O

Corolario 2.2.3. Las siguientes funciones

Hom7(M ®s N, P) — Homg (M, Hom¢(N, P)), (2.2.4)
fro = flx®y)
Homg (M ®s N, P) — Homg(N, Homg (M, P)), (2.2.5)

frly= (o= fx@y))

son isomorfismos de (R, R) y (T, T)-médulos respectivamente.
Demostracion. Por la Proposicién 2.2.1 y el Ejercicio 2.1.4, las funciones

Bﬂ(Ms X ¢Nr, PT) g HOI’IIT(M ®s N, P) (2.2.6)

¢
fob«f

son biyecciones inversas. Es sencillo verificar que son isomorfismos de (R, R)-
modulos; el primer isomorfismo del corolario se obtiene componiendo con el

isomorfismo (2.1.7). El segundo isomorfismo del corolario se obtiene en forma
analoga. O

Ejercicio 2.2.7. Sean R una k-dlgebra, M un R-médulo a derecha y N un R-
moédulo a izquierda. Probar que N ®gop M = M ®g N.

Ejercicio 2.2.8. Sean E un grafo con finitos vértices, n > 0, R = KE y P, =
k(E"). Sea - : Py X Py — Pyt como en el Ejercicio 2.1.3. Probar que (-, Pyym)
tiene la propiedad universal de (b, P, ®g Py,). Deducir que P, @ Py = Pyim
como (R, R)-bimédulos.

Ejercicio 2.2.9. Sean R, M y N como en el Ejercicio 2.1.5. Probar que M ®g
N=0.

Sean R,S,T,M,N y b como en la Proposicién 2.2.1 y sean f : M' — M
y § : N — N morfismos de (R,S) y de (S, T)-médulos respectivamente.
Por el Ejercicio 2.1.4, bo (f x g) es bilineal; luego por la Proposicién 2.2.1,
sit/ : M' x N — M’ ®g N’ la funcién bilineal canénica, entonces existe un
tnico morfismo de (R, T)-médulos M’ ®s N’ — M ®s N que hace conmutar
el diagrama siguiente

bo
M x N Moo N

l feg 7
v

M/ ®S N/
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Ejercicio 2.2.10 (Naturalidad). Sean & : kMg — gMs, B : sN; — sNry

v RP} — rPr morfismos de bimé6dulos.

i) Probar que el primer isomorfismo del Corolario 2.2.3 hace conmutar los
siguientes diagramas

Homy (M ®g N, P) —— Homg(M, Homr(N, P))

l (a@id)* \La*

Homr (M’ ®g N, P) —— Homg(M’,Homr(N, P))

Homy (M &g N, P) —— Homg(M, Homr(N, P))
l(id 2p)* l(ﬁ*)*
Homp(M ®s N', P) —— Homg (M, Homr(N', P))

Homyp(M ®s N, P') B Homg (M, Homr(N, P'))

l(’Y)* \L(’Y)*

Hom7(M ®g N, P) —— Homg (M, Hom7(N, P))

ii) Formular y probar el andlogo del item anterior para el segundo isomor-
fismo del Corolario 2.2.3.

Lema 2.2.11 (Yoneda). Sean R un anillo, M, N R-médulos y fo : Homg(N, Q) —
Homg (M, Q) una familia de morfismos indexada por todos los R-médulos Q, tal que
el diagrama siguiente conmuta para todo morfismo de R médulos « : Q" — Q

Homg (N, Q') & Homg (M, Q') .

Hompg(N, Q) T Hompg (M, Q)

Entonces existe un tinico f € Homg (M, N) tal que para todo Q, fo = f*.

Demostracién. Sea f = fy(idy). Comprobemos que f tiene la propiedad pe-
dida. Sean Q un R-médulo y « € Homg(N, Q). Por hipétesis, el siguiente
diagrama conmuta

Homg (N, N) —*> Homg (M, N)

Hompg (N, Q) TQ> Hompg (M, Q).

En particular, fo() = fo(a (id)) = w (f(idy)) = (f) = f(0). O
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Ejercicio 2.2.12. Formular y probar el andlogo del Lema 2.2.11 para bimédu-
los. ;En qué cambia la demostracién?

Proposicién 2.2.13 (Asociatividad). Sean R, S, T y U dlgebras y M = rMsg,
N = gN7 y P = 7Py bimédulos. Hay un isomorfismo canénico de (R, U)-bimddulos

(M®sN)®r P2 M®s (N®rP)

Demostracion. Utilizando el Corolario 2.2.3 repetidas veces y teniendo en cuen-
ta el Ejercicio 2.2.10, obtenemos, para cada (R, U)-mé6dulo Q, una cadena de
isomorfismos naturales de (R, R)-bimé6dulos

Homu((M Xs N) X7 P, Q) = HomT(M Rs N,Homu(P, Q))
= Homg (M, Homr (N, Hom; (P, Q))
= Homg (M, Homy (N &1 P, Q))
= Homy (M ®s (N @1 P), Q).
La proposicién se sigue ahora usando el Ejercicio 2.2.12. O
Ejercicio 2.2.14. Sean n > 2, Ry, ..., R, k-dlgebras unitales, P un (Rg, Ry)-
bimédulo y para cada 1 < i < n, M; un (R;_1, R;)-bimédulo.
i) Definir el concepto de funcién n-multilineal M; x --- x M, — P.

ii) Probar que b : My X -+ X My — M ®p, -+ ®g, ; My, b(x1,...,%,) =
X1 ® -+ ® x, es n-multilineal.

iii Probar quesi ¢ : g,(Mj)g, X --- X R, ,(Myn)r, — r,Pr, €s n-multlineal,
entonces existe un tnico morfismo de (Rg, Ry )-bimédulos ¢ : M; ®g,
-+ ®Rr, , My — Ptalque pob = ¢.

Ejercicio 2.2.15. Sea A un k-médulo.

i) Probar que dar una estructura de k-dlgebra (no necesariamente unital)
en A equivale a dar un morfismo k-lineal y : A ®x A — A de modo que
el siguiente diagrama conmuta

peid
AR QAR A—— AR A
lid@y J{H
AR A A

ii) Probar que si A’ es otra algebra, con multiplicacién p’ : A’ @ A" — A/,
un morfismo de k-algebras A’ — A es un morfismo k-lineal f : A" — A
tal que el siguiente diagrama conmuta

Ao A ag A
Voo
A A
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iii) Probar que dar un elemento neutro de A equivale a dar un morfismo
k-lineal 1 : k -+ A de modo que po: =1

Proposicién 2.2.16 (Aditividad). Sean R, S, T y U digebras y M = rMg, N =
sNty {P; = r(P;)y : i € I} bimédulos. EIl morfismo candnico

P MesP - Mes (P P)
iel iel

inducido por las inclusiones 1; : P; — @jcy P;, es un isomorfismo de (R, U)-bimddu-
los.

Demostracion. Es claro que ¢ es morfismo de (R, U)-bimédulos. Para probar
que es biyectivo basta, por el Lema 2.2.11, probar que Hom(, V) es biyectivo
para todo k-médulo V. Esto se sigue del isomorfismo (2.2.6), el Ejemplo 2.1.11
y el Ejercicio 2.2.7. O

2.3. Algebra tensorial
Sean R una k-dlgebra y M un (R, R)-bimédulo. Definimos inductivamente
M®RO = R, MER(OHD = MER! @p M

Sea

Tr(M) = @ M=r"
n=0

Notemos que

Tr(M) ®@g TR(M) = @ MR @ MPR1
p4=0

-@ @ Mo

n=0p+q=n

— é(MQJRH)nJrl

n=0

Para cada n > 0, sea
n
pa s (M) — MO,y (xo,.. xn) = Y ;.
i=0

Sea

=Y pn: TR(M) @g Tr(M) — Tr(M)

Ejercicio 2.3.1. Sea b : TR(M) x Tr(M) — Tr(M) ®g Tr(M) la funcién bili-
neal canénica. Probar que Tr (M), equipado con el producto j: o b es un dlgebra
asociativa.
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Sea M = (M, -) un monoide. Una k-algebra M-graduada es una k-élgebra A
junto con una descomposicién A = @,,c 1 Am en suma directa de k-submédu-
los de modo que Ay, - Ay C Ajyn. El k-sumoédulo Ay, es la componente homogéea
de grado m y sus elementos son homogéneos de grado m. Cada elemento x € A
se escribe en forma tnica como X = ) ,,,cp Xm CON Xy € Ap; Xy €S la compo-
nente homogénea de grado m de x.

Por ejemplo, el dlgebra tensorial Tr(M) del Ejercicio 2.3.1 es Ny = (Ny, +)
graduada, cuya componente homogénea de grado n es

TE(M) = M®".
Si f: Tr(M) — S es morfismo de k-adlgebras, escribimos

Proposicién 2.3.3. Sean R y S k-dlgebras y M un (R, R)-bimédulo. Entonces la
funcién
Hompyg, (Tr(M),S) — Homayg, (R, S) x Hom(M, S)

es inyectiva y su imagen es el subconjunto

{(fo, f1) : filaxb) = fo(a)fi(x)fo(b) Va,b € R, x € M}. (2.3.4)

Demostracién. Es claro que si f € Homayg, (Tr(M), S), entonces (fo, f1) esta
en (2.3.4). Luego basta ver que dado (fo, f1) en (2.3.4) existe un tnico f €
Homayg, (Tr(M), S) tales que (2.3.2) se cumple para n = 0, 1. Observemos que
S es un (R, R)-bimédulo a través de fy y que, por definicién, f; : M — S
es morfismo de (R, R)-bimédulos. Ademds la asociatividad de la multipli-
cacion en S nos dice que p : rSr X RSk — RSR, }(s,t) = st es bilineal.
Luego py : S — S, un(s1 @ -+ ®sp) = s1-- -5, estd bien definida, y pa-
ra que f € Homgy, (TrR(M),S), debe cumplirse que fu(m @ -+ @ my) =
fi(my)--- fi(my). En otras palabras f, = pyo f&" : TR(M) — S; esto da
la unicidad. Por otro lado es sencillo verificar que f : Tr(M) — S, f(x) =
Yoo fn(xy)es morfismo de k-4lgebras, lo que prueba la existencia. O

Ejemplo 2.3.5 (Algebra de caminos). Sean E un grafo, E* = L,>oE" y
P(E) ={@}UE"
Equipamos P (E) con el producto siguiente

w-po I SOPEE Y (P

en otro caso.

Con este producto, P(E) es un semigrupo. El dlgebra de caminos de E, es
P(E) = k(EY) = k(P(E)) /k@ equipada con el producto inducido por el de
P(E). Si E? es finito, R = k(E") es unital, y se sigue del Ejercicio 2.2.8 que
P(E) = Tr(P1(E)).
Ejercicio 2.3.6. Describir el dlgebra de caminos de los siguientes grafos para
n>1

= R, el grafo con un vértice y n lazos (n > 1).

= A, el grafo

U= = U
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2.4. Producto tensorial de dlgebras

Sean A y B k-dlgebras (no necesariamente unitales) y sean y1 : AQx A —+ A
yup : B&B — B.SeaT:B®;A — A®B, 1(a®b) = b® a. Definimos
= (1 ®@uz)o(id®r®id) : (A®kB) ® (A®B) - A®y B, de forma que
el siguiente diagrama conmuta

id id
A@ By Ay B2 @, A®, By B

29
\ \L”ll M2

A®kB

Es sencillo verificar que la aplicacion u cumple el requisito del Ejercicio 2.2.15
y define una multiplicacién asociativa en A @y B que la convierte en un dlgebra
asociativa. Si ademds A y B son unitales, con unidades 11 : k — A, 1p : k — B,
entonces A ®j B es unital con unidad

k2 kok 28 A B

Proposicién 2.4.1. Sean Ry, Ry y S k-dlgebras unitales, y sean f; : R; — S morfis-
mos unitales (i = 1,2) tales que para todo x € Ry y y € Ry,

A f2(y) = f2(y) f(x). (24.2)
Entonces existe un tinico morfismo de k-dlgebras f : R1 @ Ry — S tal que f(x ®1) =
filx)y f(Q®y) = fa(y) para todo x € Ry, y € Ry.

Demostracién. Sea ¢ : Ry x Ry — S, ¢(x,y) = f1(x) f2(y). Como ¢ es bilineal,
por propiedad universal de R; ®; Ry (Proposicién 2.2.1 se factoriza como ¢ =
f o b para un tnico morfismo k-lineal f : Ry ® Ry — S. Este morfismo satisface

fxey)=Ax)fY) = fxo1)f(1oy) (2.4.3)

Por otra parte es claro que cualquier morfismo de k-dlgebras qeu cumpla las
conidiciones de la proposicién, debe satisfacer la ecuacion (2.4.3); esto prue-
ba la unicidad. Se sigue también de (2.4.3) que f(1® 1) = 1. Sélo resta ver
que f preserva el producto, lo que, como en el Ejercicio 2.2.15 ii), podemos
expresar en términos de la conmutatividad de un diagrama, que escribimos
a continuacién. Para abreviar notacién, ponemos ® = ®y. El diagrama cuya
conmutatividad queremos probar es el formado por las flechas externas; su
conmutatividad se sigue del Ejercicio 2.2.14 y del hecho de que los dos dia-
gramas interiores conmutan a consecuencia de (2.4.2) y de que f; y f2 son
morfismos de algebras.

A®BoA®B 27 . sgs

id ®T®idl /@7

Hs
ARARB®B
}l@}l
A®B



22 CAPITULO 2. PRODUCTO TENSORIAL

Corolario 2.4.4. Sean A y B como en la Proposicion 2.4.1 y sea M un k-médulo.
Entonces es equivalente dar a M una estructura de (A, B)-bimédulo o darle una de
A ®j B°P-médulo a izquierda.

Demostracion. Por definicion, una estructura de (A, B)-bim6dulo en M consis-
te de morfismos de k-dlgebras p; : A — Endy(M) < p; : B°? de modo que
p1(a) y p2(b) conmutan para todo a € A, b € B. Por la Proposicién 2.4.1 esto
es lo mismo que dar un morfismo de k-algebras A @y B°? — Endy(M), lo que
a su vez equivale a dar una estructura de A ®; B°P-médulo a izquierda en
M. O

Ejercicio 2.4.5. Probar:
i) (A®gB)°P = A% @, B°P.
ii) T: A®B — B® A, es un isomorfismo de k-algebras.

Ejemplo 2.4.6. Sean X e Y conjuntos finitos. Entonces KX @) kY — kXXY, Xx ®
Xy 7 X(xy) €S un isomorfismo de k-dlgebras. Por el Corolario 2.4.4, se sigue

un (k%X,k¥)-bimédulo es lo mismo que un kX*Y

visto en la Seccién 1.2.

-médulo. Recuperamos asi lo

Ahora que sabemos que un (A, B)-bimédulo es lo mismo que un A ®j
B°-médulo, podemos trasladar la notacién, lenguaje, etc de médulos a la
bimédulos. Por ejemplo un (A, B)-bimédulo es proyectivo si lo es como A ®j
B°P-médulo.

Proposicién 2.4.7. Sean R, S, U k-dlgebras, M un (R, R)-bimédulo y

R—— >

£ .5
ip f’, lq
)

un diagrama conmutativo de morfismos de k-dlgebras representados por flechas sélidas
y sea M un (R, R)-bimédulo. Supongamos que M es proyectivo. Entonces existe una
flecha punteada que es morfismo de k-dlgebras y que hace conmutar el diagrama.

Demostracion. Como el diagrama de flechas sélidas conmuta, la composicién
de por ambos caminos da el mismo morfismo de k-dlgebras j :=gog=hop:
R — U, que da a U una estructura de R-bimédulo. Del mismo modo, g hace
de S un (R, R)-bimédulo y ges morfismo de (R, R)-bimédulos. Como M es
proyectivo, existe un morfismo de R-bimédulos f; : M — S tal que po f
es restriccion a M de h. Por la Proposicién 2.3.3 existe un dnico morfismo
f: Tr(M) — S con (fo, f1) = (g f1); es claro que f hace conmutar ambos
tridngulos del diagrama. O

Ejemplo 2.4.8. Sea X un conjunto finito y sea M un (kX,k¥X)-bimédulo. Se
sigue del Ejemplo 2.4.6 y [11, Proposicién 3.7.1] que M es proyectivo si y sélo
si para cada (x,y) € X x X, Myy = xxMpxy es un k-médulo proyectivo. En
particular, si E es un grafo con E° = X, entonces KE' es proyectivo como
(kX,kX)-bimédulo. Luego por el Ejemplo 2.3.5 la Proposicién 2.4.7 nos dice
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que si R — S es un morfismo de k-algebras suryectivo y el siguiente diagrama
de flechas sélidas (que representan morfismos de k-dlgebras) conmuta, enton-
ces existe el morfismo de k-dlgebras representado por la flecha punteada y
hace conmutar el diagrama

KE —
) ——

P(E

nNn<—2x=

2.5. Producto tensorial y sucesiones exactas
Lema 2.5.1. Sean R un anillo y

f g

M M M” 0 (2.5.2)

una sucesion de motrfismos de R-modulos. Son equivalentes
i) La sucesion (2.5.2) es exacta.

ii) Para todo R-mddulo N, la sucesion de grupos abelianos

* *

0 — > Homg(M”, N) —5— Homg (M, N) —— Homg (M, N)

es exacta.

Demostracién. La implicacién = se sigue de [11, Lema 3.4.6 y Observacién
3.4.7]. Supongamos entonces que ii) se verifica para todo N. Sea Q” = Coker(g) =
M”/Im(g) y sea 7”7 : M” — Q” la proyeccién al cociente. Entonces g*(71”) =
" o g = 0. Tomando N = Q” en ii) obtenemos que t”7 = 0, es decir que g es
un epimorfismo. Tomando N = M”, vemos que 0 = f*¢*(idy») = go f y por
tanto Im(f) C ker(g). Sea ahora 7 : M — Q = Coker(f) la proyeccion al co-
ciente; tomando N = Q en ii) vemos que 0 = 7o f = f*(7) y por tanto existe
h:M” — Qtal que = g*(h) = hog. Luego Im(f) = Ker(rr) D Ker(g). O

Ejercicio 2.5.3. Sean R un anillo y

f 8

0 M’ M M” (2.5.4)

una sucesiéon de morfismos de R-moédulos. Probar que son equivalentes
i) La sucesién (2.5.4) es exacta.

ii) Para todo R-médulo N, la sucesién de grupos abelianos

0 — > Homg (N, M') —* = Homg (N, M) —> Homg (N, M”)

es exacta.
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Proposicién 2.5.5 (Exactitud a derecha). Sean S una k-dlgebra, N un S-médulo a
izquierda y

M E

M” 0
una sucesion exacta. Sea id = idy. Entonces la sucesion de k-médulos

®id ®id
M 25N 224 Mo N 229 M7 @g N— 0

es exacta.

Demostracién. Para aliviar notacién escribimos Hom = Hom;. Por el Lema
2.5.1 basta probar que para todo k-médulo V, la sucesién

Hom(M' ®¢ N, V) =<— Hom(M ®g N,V) <—— Hom(M” ®s N,V) ~<——0
( 5 )(f®id)* ( 5 ) (g®id)* ( 5 )
(2.5.6)

que resulta de aplicar Hom(—, V) a la segunda sucesién de la proposicién,
es exacta. Pero se sigue del Corolario 2.2.3 y del Ejercicio 2.2.10 que (2.5.6) es
isomorfa a la sucesiéon

Homs(M', Hom(N, V)) < Homg (M, Hom(N, V))
&~ Homg(M”, Hom(N, V)) 0

Esta sucesion es la que resulta de aplicar Homg(—, Hom(M, V)) a la primera
sucesion de la proposicion. Es exacta pues Homg es exacto a izquierda [11,
Lema 3.4.6]. O

Corolario 2.5.7. Sea

f 8

0 M M M” 0

una sucesion exacta escindida de R-modulos a derecha. Sea N un R-médulo a izquier-
da. Entonces la sucesion de k-moédulos

®id ®id
0— = M @r N 229 Mep NE29 M7 op N—>0

es exacta escindida.

Demostracion. Por la Proposicién 2.5.5, la sucesion es exacta en M @r N y en
M” ®@r N. Resta ver que f ® idy tiene una inversa a izquierda k-lineal. Por
hipotesis, existe r € Homg(M, M') tal que r o f = id,y. Entonces 7 = r Qg idy
es k-lineal y satisface 7o (f @ idy) = idpre,N- O

Corolario 2.5.8. Sean R una k-dlgebra, I C R un ideal a derecha y M un R-médulo
a izquierda. Hay un isomorfismo candnico de k-mdédulos

(R/IH@M=M/IM
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Demostracion. Sean 71 : R — R/1y mp : M — M/IM las proyecciones y sea
¢:R/Ix M — M/IM, ¢(rr1(a), m) = rrp(am). Es sencillo probar que ¢ esta
bien definida y que es bilineal. Vamos a probar que ¢ : R/I Qg M — M/IM
es un isomorfismo. Sea y : Rx M — M, u(a,m) = m; denotemos por la
misma letra su restriccibn a I x M — M. Sea ¢ : I C M la inclusién. Tenemos
un diagrama conmutativo como sigue, donde la segunda fila es exacta por
definicién y la primera por la Proposicién 2.5.5

1®id T ®id

IQQRM—— R M —— (R/I)@r M — 0 (2.5.9)
O ¢
0 IM M ™ M/IM =0

Se sigue de la Proposicién 2.2.1 y el Ejemplo 2.1.9 que la flecha vertical del
medio es un isomorfismo. Es claro que la flecha vertical de la izquierda es
suryectiva. Usando todo esto, un argumento de seguimiento del diagrama
muestra que la flecha vertical de la derecha es un isomorfismo. O

Ejercicio 2.5.10. Dar otra demostracién del Corolario 2.5.8, utilizando el Ejem-
plo 2.1.10, el Corolario 2.2.3 y el Lema 2.2.11.

Ejemplo 2.5.11 (No exactitud a izquierda). Sea f € k un elemento que no sea
ni inversible ni divisor de cero. Entonces la sucesién

0 o

k k/ fk 0

es exacta. Tensorizandola por k/ fk y utilizando el Corolario 2.5.8 obtenemos
la sucesion exacta

id

k/ fk —2>k/ fk k/ fk 0

Este ejemplo muestra que ® no es exacto a izquierda.

Ejercicio 2.5.12. Sean R una k-dlgebra y I = (I, <) un conjunto parcialmente
ordenado (poset). Decimos que I es filtrante si todo subconjunto finito de I
tiene cota superior. Un sistema filtrante de R-médulos a derecha consiste de un
poset filtrante I y una familia de morfismos de R-mddulos a derecha {c;; :

M; — M;} indexada por todos los pares (i) € I? con i < j que satisface
Oii = idMi/ 0']',]{ o 0’,',]‘ =0k Vi S] <k
El colimite del sistema filrante es

COlIimM,' = (@Ml)/@(‘ — O'i,]'(x) xeM;, i< ] € I>.
iel

Para cada j € I, sea 0; : M; — colim; M; la composicién de la inclusién
canénica M; — @jc; M; con la proyeccién al cociente.
Probar

i) 0’/'(71‘,]‘ = 0; Vi < ]
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ii) Sean N un R-médulo a derecha y sea {f; : M; — N|i € I} una familia de
morfismos tal que f;o;; = f; Vi < j. Probar que existe un inico morfismo
de R-médulos f : colim; M; — N tal que Vi € I, fo; = f;.

iii) Sea N un R-médulo a izquierda. Probar que el morfismo natural de
k-moédulos
(Collim M;) @g N — Collim(MZ- ® N)

es un isomorfismo.

2.6. Maédulos playos

Sean R una k-dlgebra y P un R-médulo a izquierda. Decimos que P es
playo si @rP preserva monomorfismos.

Proposicién 2.6.1. Sean R una k-dlgebra y P un R-médulo a izquierda. Son equiva-
lentes

i) P es playo.’

ii) Para todo k-médulo V, el R-médulo a derecha Q = Hom(P, V) es inyectivo.

iii) Para todo ideal a derecha I C R, el morfismo I @ P — IP, x @ p — xp es

inyectivo.

Demostracion. Por la Proposicién 2.5.5, P es playo si y sélo si, para toda suce-
sién exacta

0 M8

M” 0, (2.6.2)

la sucesion

0— > M &g P—L> Mog P —5~ M" @x P (2.6.3)

es exacta. Por el Lema 2.5.1, esto sucede si y s6lo si para todo k-médulo V, la
sucesion

0 — Hom(M” @ P, V) 2L Hom(M @ P, V) Y Hom (M’ @ P, V)

(2.6.4)
es exacta. Sea Q = Hom(P,V); por el Corolario 2.2.3, la sucesion (2.6.4) es
isomorfa a la siguiente

* *

0 —— Homg(M”, Q) 2, Hompg (M, Q) L> Homg (M, Q) (2.6.5)

Que (2.6.5) sea exacta para toda sucesion (2.6.2) equivale a que Q sea inyectivo
[11, Seccién 3.8]. Esto prueba que i) y ii) son equivalentes. Supongamos que P
es playo. Entonces el morfismo I @g P — R ®g P es inyectivo. Se sigue del dia-
grama (2.5.9) que I ®g P — IP también es inyectiva. Supongamos ahora que
P satisface iii). Entonces, por la Proposicién 2.5.5, para todo ideal a derecha
I C R, la siguiente sucesion de k-médulos es exacta
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Luego si V es un k-médulo y Q = Hom(P,V),
0 <—— Homg(I, Q) <—— Homg(R,Q) <—— Homg(R/I,Q) <——0

es exacta, por el argumento de arriba. Por el Teorema de Baer [11, Teorema
3.8.9], esto implica que Q es inyectivo. Probamos asf que iii)=-ii). Esto termina
la demostracion. O

Ejemplo 2.6.6. Todo médulo libre es playo. Esto se sigue del caso I = 0 del
Corolario 2.5.8, la Proposicién 2.2.16 y el hecho de que la suma directa de
sucesiones exactas es una sucesion exacta.

Ejemplo 2.6.7. Sean R un anillo conmutativo y f € R[x] un polinomio ménico
de grado n > 1. Entonces S = R[x|/fR[x] es un libre como R-mé6dulo, con
base {1 =x9,...,x""1}. En particular, S es playo sobre R.

Ejercicio 2.6.8. Probar que todo médulo proyectivo es playo.

Ejercicio 2.6.9. Sean R un dominio de ideales principales y M un R-médulo.
Probar que M es playo si y sélo si es libre de torsion.

Ejercicio 2.6.10. Sea
0—+K—=F—-P—0

una sucesién exacta de R moédulos a derecha con F libre. Probar que son
equivalentes:
i) P es playo.
ii) Para todo a izquierda I C R, se tiene KN (F-I) C K- 1.
Sea I C R un ideal a izquierda. Probar que IF N K = IK.

El siguiente lema y la siguiente proposicién fueron extraidos de [10, Pro-
position 2.1 y 2.2].

Lema 2.6.11. Sean R un anillo, X un conjunto, y
0+K—=RF 5P =0 (2.6.12)

una sucesion exacta. Para cada ¢ € R™X) sea I(¢) = Yyex Rp(x). Son equivalentes
i) P es playo.
i) Vo € K, ¢ € K- I(¢).

Demostracion. Sea F = R(X). Notemos que, para todo ¢ € F, ¢ € I(¢)X) =
F-I.Luegosi Pesplayoy ¢ € K, ¢ € KNF-I=K-1, por el Ejercicio 2.6.10.
Reciprocamente, supongamos que vale ii). Sea I C R un ideal a izquierda.
Sea ¢ € KN (F-1I); entonces ¢(x) € I Vx € X, y por tanto I(¢) C I. Luego
K-1(¢) C K- I; en particular, ¢ € K- I. Se sigue que (F-I)NK C K-y por
tanto P es playo por el Ejercicio 2.6.10. O

Proposicién 2.6.13 (Villamayor). Sean R un anillo, P un R-médulo a derecha, y
(2.6.12) una sucesién exacta. Son equivalentes

i) P es playo.
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ii) Para cada elemento ¢ € K existe un morfismo R-lineal f : RX) — K tal que
f(@) =9

iii) Para cada submédulo Ky C K finitamente generado existe un morfismo R-lineal
f: R — Kq tal que f(¢p) = ¢ V¢ € K.

Demostracion. i)=-ii): por el Lema 2.6.11, ¢ € KI(¢). Luego si F = sop(¢),
existen ¥ € K (x € F) tales que ¢ = Y ,cr *¢(x). Entonces el morfismo
f:RX - K f(xy) = ysiy € FyOsiy ¢ F satisface ii). ii)= i): sea
¢ € Ky sea f como en ii). Entonces ¢ = f(¢) = Yrex f(Xx)P(x) € KI(¢).
Luego P es playo por el Lema 2.6.11. ii)=>iii): Sea ¢, ..., ¢, € Ko un sistema
de generadores. Si n = 1, f existe por ii). Sea n > 1, sea Ky = Y ; R¢;
y supongamos que iii) se satisface para todo submédulo generado por < n
elementos. Sea f, : RX) — K tal que fu(¢n) = 1. Sea id = idyx) y sea
K; = (id —f,)(Kp). Entonces {¢; — fu(¢;) : 1 < i < n—1} genera Kj. Luego
por hipétesis inductiva existe f' : RX) — K tal que f'(¢) = ¢ para todo
¥ € Ky. Entonces f : RX) — K, f = id —(id —f')(id — f) cumple lo pedido.
iii)=1). Sean ¢ € Ky f : RX) — K tal que f(¢) = ¢. Sea F = sop(f); entonces

¢ = Lxer Xx¢(x) y por tanto ¢ = Yrep f(xx)¢(x) € K- I(¢). Luego P es playo
por el Lema 2.6.11. O

Sea P un R-médulo a derecha P. Decimos que P es finitamente relacionado
si existe una sucesién exacta (2.6.12) con K finitamente generado y que es
finitamente presentado si existe una sucesion exacta (2.6.12) con K finitamente
generado y X finito.

Corolario 2.6.14. Un R-médulo finitamente relacionado es playo si y solo si es pro-
yectivo.

Ejercicio 2.6.15. Sea M un R-médulo a derecha finitamente relacionado. Pro-
bar que existen submédulos My, My C M tales que M es finitamente presen-
tado, M es libre y M = My @ M;.

Corolario 2.6.16. Si R es noetheriano, todo R-médulo playo finitamente generado es
proyectivo.

Ejercicio 2.6.17. Sean I un poset filtrante, R un anillo, M’ = {M/}, My M”
sistemas filtrantes de R-médulos indexados por I,y fi : M] — M;, g : M; —
M”; (i € I) familias de morfismos tales que para todo i < j, fjal-’,j =aifiy
8jvij = U”i,jg,» y que para todo i la sucesién
0 M L5 M B M7 0

es exacta. Sean M’ = colim; M}, M = colim; M; y M” = colim; M”;, y sean
f:M — Myg: M — M” los morfismos inducidos por las familias {f;} y
{gi}. Probar que la sucesién

oM LM M o

es exacta.

Ejercicio 2.6.18. Sean R una k-dlgebra, {P; : i € I} una sistema filtrante de
R-médulos playos. Probar que colim; P; es playo.



2.7. EXTENSION DE ESCALARES 29

2.7. Extension de escalares

Sea ¢ : R — S un morfismo de dlgebras y sea M un R-moédulo a de-
recha. Usamos ¢ para ver a S como (R,S) bimédulo y formamos el pro-
ducto tensorial M ®g S; el resultado as un S-médulo a derecha. Si N es
otro R-médulo a derechay f : M — N es un morfismo de R-moédulos,
f®ids: M®r S — N ®g S es morfismo de S-moédulos a derecha. La asigna-
cion M — M ®RS, f — f ®1idg es la extensién de escalares a lo largo de ¢. La
asignacion que asocia a cada S-moédulo a derecha P el mismo grupo abeliano
visto como R-médulo a través de ¢ y a cada morfismo S-lineal f : P — Q la
misma funcién, vista como morfismo de R-mdédulos es la restriccion a lo largo

de ¢.

Proposicién 2.7.1. Sean ¢ : R — S un morfismo de dlgebras, M un R-médulo a
derecha y N un S-médulo a derecha. Hay un isomorfismo natural

hompg (M, N) — homs(M ®g S,N), ¢ — (m@s > ¢p(m)s) (2.7.2)
Demostracion. Consideremos el isomorfismo canénico de S-médulos
ev :homg(S,N) — N, ev(f) = f(1).
Componiendo el isomorfismo (2.2.4) con ev obtenemos un isomorfismo
homs(M ®g S,N) — homg(M,N), f+— (x— f(x®1)). (2.7.3)
Es sencillo verificar que (2.7.2) y (2.7.3) son isomorfismos inversos. O

Proposicién 2.7.4. Sean ¢ : R — S un morfismo de dlgebras y M un R-médulo.
Si M es finitamente generado, o libre, o proyectivo, o playo como R-mddulo, entonces
M ®g S tiene la misma propiedad como S-médulo.

Demostracion. Sea X un conjunto; entonces RX) @ § = (R ®g S)X) = §(X),
Luego ®rS manda médulos libres en médulos libres. Si L es un R-médulo li-
brey M@ N = L entonces M ®r S@H N ®r S = L ®g S es libre; por tanto ®rS
preserva médulos proyectivos. Si M es un R-médulo a derecha finitamente
generado, entonces hay un n > 1 y un morfismo suryectivo R” — M; ten-
sorizando obtenemos un morfismo suryectivo 5" - M ®g S; por tanto @rS
preserva generacion finita. Finalmente recordemos que para todo S-médu-
lo a izquierda P, tenemos un isomorfismo natural S ®¢ P = P. Usandolo,
y usando también asociatividad de ®, obtenemos un isomorfismo natural
(M®RS) ®s P = M®g P. Se sigue que M ®g S es playo si M lo es. O

Observacion 2.7.5. Sean ¢ y M como en la Proposicién 2.7.4. Supongamos que
M es proyectivo finitamente generado. Entonces existen n > 1 p = p> € M,R
tales que M = Im(p). Luego M ®g S = Im(p) ®r S. Ademds, como p es la
composicién de una retraccién (la correstriccion de p a su imagen) seguida
de una secci6n (la inclusion de Im(p) = Ker(1 — p) en R"), Im(p) ®r S =
Im(p ®idg). Observemos que, dado que vemos a S como R-médulo a izquier-
da a través de ¢, el isomorfismo candénico R ®g S = S envia x ® 1 — ¢(x).
Usando esto obtenemos que la matriz de p ® idg : S” — 5" en la base canénica
es la matriz ¢(p) que resulta de aplicar ¢ a p coeficiente a coeficiente. Andloga-
mente se sigue que si § € My R es otra matriz idempotente, f : Im(p) — Im(q)
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es morfismo de R-médulos, inc : Im(g) C R™ es la inclusién y A € R™*" es la
matriz de incof o p en las bases candnicas, entonces ¢(A) € S"*" es la matriz
de inco(f ®idg) o ¢(p) en las bases candnicas.



Capitulo 3

Propiedades de levantamiento

Este capitulo estd basado principalmente en algunos resultados del articulo
[14].

3.1. Mbédulos proyectivos y conexiones

Sean R una k-algebra; el dlgebra envolvente de R es R° := R ®; R°P; por el
Corolario 2.4.4, un R-bimédulo es lo mismo que un R°-médulo a izquierda.

Sea
f g

0 M M M” 0 (3.1.1)
una sucesion exacta de R-bimédulos. Decimos que la sucesién (3.1.1) es semi-
escindida si es escindida como sucesion de k-moédulos, es decir, si existe s €
Homy(M”, M) tal que gos = idp. Un R-bimédulo P se dice relativamente
proyectivo si Hompge (P, —) envia sucesiones exactas semi-escindidas en suce-
siones exactas.

Sean R una k-algebra,

B:R&R =R, p(xoy) =xy, OYR)=Q(R/k) := Ker(n).

Observemos que i es un morfismo de R-bimédulos, y por tanto Q' (R) es
un R-bimédulo. Por definicién, tenemos una sucesién eacta

0— >0 R) —L >R RE>R— 0 (3.1.2)

Sean sp,51 : R =+ R®k R, sp(a) =1®aysi(a) =a®1; sy es morfismo de R-
modulos a derecha, s; es morfismo de R-médulos a izquierda, y psg = usy =

idg. En particular, si N es un R-bimédulo, tensorizando (3.1.2) a izquierda con
N obtenemos una sucesién exacta

0— >N@RQ(R) —>N@&RZ >N—>0 (3.1.3)

Aquipy : N®kR — N, ur(x ®a) = x - a, tiene inversa a derecha s; que manda
n,— n® 1, que es morfismo de R-médulos a izquierda. Andlogamente

0— > O (R)®g N —=R@& N =N —=0 (3.1.4)

31
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es una sucesion exacta de R-bimédulos y sp : n — 1 ® n la escinde como
sucesion de R-médulos a derecha Sea

d:=sy—s1:R—=QYR),da) =1®@a—ax®1.
Observemos que d es k-lineal y satisface
d(ab) = d(a)b+ad(b) (a,b € R). (3.1.5)
En particular,
d(1)=d(1-1)=d(1)+d(1) =d(1) =0=d(k-1) =0.

Sea
R = Coker(k — R).

Tenemos un morfismo natural de R-bimédulos a izquierda
R&¢R = QY (R),a®b > ad(b). (3.1.6)
Lema 3.1.7. El morfismo (3.1.6) es biyectivo.

Demostracion. Sea p = idgrg,gr —S1}; como p o s; = idg, Q}(R) = Im(p). Pero
feKer(p) < &=5(u(l)) < x € Ims;. O

A través del isomorfismo del Lema 3.1.7, d se identifica con x — 1 ® X €
R ®¢ R. La estructura de R-médulo a derecha en R ®; R es la dada por la
férmula (3.1.5). También se sigue del lema que si M es un R-médulo a derecha,
entonces
M®r Ql(R) ~ M@ R=M®;d(R).

Anélogamente, Q!'(R) = R®; Ry Q'(R) ®g N = d(R) ® N para todo R-
modulo a izquierda N.

Sea M un R-bimédulo. Una derivacién D : R — M es una funcién k-lineal
que satisface la regla de Leibniz

D(ab) = D(a)b+aD(b).

Por ejemplo d : R — Q'(R) es una derivacién. Ademds d es universal, como
lo muestra el siguiente lema.

Lema 3.1.8. Sean R una k-dlgebra, M un R-biméduloy D : R — M una derivacion.
Entonces existe un tinico morfismo de R-bimédulos D : Q'(R) — M tal que D =
Dod.

Demostracién. Sea ¢ : RR x R — rM, ¢(a, b) = aDb. Como ¢ es bilineal, existe
un dnico morfismo de R-médulos a izquierda D : Q'(R) = R®; R — M tal
que D(xdy) = xDy. Ademas

D((xdy)z) = D(xd(yz) — xydz) = xD(yz) — xyDz = (xDy)z = D(xdy)z.
O
Ejercicio 3.1.9. Sea Q(R) = Tr(Q}(R)); sea O"(R) = T2(Q(R)). Escribimos

apday - - -day = apda ® - - - ® day,
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i) Probar que para todo n > 0, la funcién
R @ R®" — Q"(R), ag®@a ®...ay — agday - - - day,
es un isomorfismo de R-mdédulos a izquierda.

ii) Sea
d: Q*(R) - Q*+1 (R)/ d(ﬂodﬂ1 v 'dﬂn) = d&lo cee dan
Probar que si w € O"(R) y 7 € Q(R) entonces

d(w) = d(w)y + (=1)"wd(y).

Una conexion a derecha en un R-bimédulo N es una funcién V, : N —
N ®g Q!(R) tal que para todo a € Ry x € N se tiene

Vi(a-x)=a-Vi(x), Vi(x-a) =V,(x) -a+xRda.
Una conexién a izquierda es una funcién V; : N — Q!(R) ®g N tal que
Vi(x-a)=V(x)-a, Vi(a-x) =a-V(x)+da® x.

Una conexién en N es un par (V;, V,) con V; conexién a izquierda y V, cone-
xién a derecha en N.

Ejercicio 3.1.10. Sean R una k-dlgebra y V : Q'(R) — Q}(R) ®g Q'(R) =
QZ(R). Probar que V es conexién a derecha si, y sélo si, V + d es conexién a
izquierda.

Lema 3.1.11. Sean R una k-dlgebra y N un R-bimédulo. Son equivalentes

i) N es proyectivo relativo.

ii) Existe un morfismo de R-bimédulos o : N — R @ N ®j R tal que ;o (id @p,) o
f =idy.
iii) N admite una conexion (V;,V;).

Demostracion. Que i)=-ii) es claro de la definicién de proyectivo relativo. Vea-
mos la reciproca. Sea (3.1.1) una sucesién de R-bimédulos semi-escindida y
sea p : M” — M un morfismo k-lineal tal que gop = idy. Dado f €
Homg:(N,M”), sea f : Ry @R — M, fa@x®b) = a-p(x) b, y sea
f = fooc: N — M. Entonces go f = f. Luego ii)=i). Veamos ahora que
i)=iii). Si N es proyectivo, las sucesiones (3.1.3) y (3.1.4) se parten; luego exis-
ten morfismos de bimédulos 0 : N - N®; Ry o; : N - R®j N tales que
urooy = py ooy = idy. Es sencillo verificar que V, = 0, —51y V| = 07 — 50 son
conexiones a izquierda y a derecha, respectivamente. Resta ver que iii)=>ii).
Dados V; y V, sean 07 = 59 + V; y 0; = 51 + V,. Un cdlculo sencillo muestra
que 07 y 0y son morfismos de R-bimédulos que escinden respectivamente a
(3.1.4) y (3.1.3). Se sigue que 0 = (0, ® idy) o 07 cumple ii). O

Ejercicio 3.1.12. Sean R una k-dlgebra y P un R-médulo a derecha. Una co-
nexion en P es un morfismo k-lineal P — P ®g Q!(R) tal que V(p-a) =
V(p)-a+ p®da paratodo p € Py a € R. Probar que P admite una conexién
siy s6lo si Hompg (P, —) preserva sucesiones exactas de R-médulos a izquierda
que son escindidas como sucesiones de k-médulos.
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Sea p : £ — S un morfismo suryectivo de k-algebras y sea I = Ker(p).
Decimos que p es una extension si existe un morfismo de k-médulos o : S — £
tal que poo = ids.

Ejercicio 3.1.13. Sean R una k-dlgebra y P un R-bimédulo relativamente pro-
yectivo. Probar que el dlgebra tensorial Tg(P) tiene la propiedad de levanta-
miento de la Proposicién 2.4.7 para toda extensién g : S — U.

3.2. Algebras separables y casi-libres

Una extensién p se dice nilpotente si existe n > 1 tal que I" = 0; si esto
ocurre con 1 = 2, decimos que p es una extensién de cuadrado cero.

Sea R una k-dlgebra. Decimos que R es casi libre si para todo morfismo
f R — Sy toda extensién de cuadrado cero p : £ — S existe un morfismo
f:R— Etalque po f = f. El morfismo f se llama un levantamiento de f a lo
largo de p. En términos de diagramas:

7 & (3.2.1)

f 4
P

R——=S5S
f

Decimos que la k-dlgebra R es separable si es casi-libre y si para cada par f
y p como en (3.2.1) y cada par de levantamientos f, f’ de f, existe x € Ker(p)
tal que f'(a) = f(a) + [f(a), x]. Aqui [x,y] = xy — yx.
Ejemplo 3.2.2. Sean R una k-dlgebra y P un R-bimédulo. Si R es casi-libre y
P es relativamente proyectivo, entonces Tr (P) es casi-libre, por la Proposicién
2.4.7.
Ejercicio 3.2.3. i) Probar que R es casi libre si y sélo si f existe en todo

diagrama (3.2.1) donde p es nilpotente y para I = Ker(p) se tiene que
para todo n, £/I"*1 — £/1" es una extension.

ii) Probar que una k-algebra R es separable si y sélo si es casi libre y para
cada diagrama (3.2.1) con p e I como en i) y cada par f, f' de levanta-
mientos de f existe u € £* tal que p(u) = 1y tal que para todo a € R,

f'(a) = ad(u)((f) (@) = uf (a)u~".
Ejercicio 3.2.4. Sea R una k-dlgebra y sea U = R @ Q?(R) equipado con el
siguiente producto

(a+w)(b+1n)=ab+w-b+a-n+ dadb.

i) Probar que el producto definido arriba es asociativo y hace de U/ una k-
dlgebra de modo que la proyeccién sobre el primer sumando 77 : &/ — R
es una extensién de cuadrado cero.

ii) Sean p : £ — R una extensién de cuadrado cero y p : R — £ es una
seccion k-lineal de p. Sea

fru= &, fla+ xodxidx) = p(a) + p(x0)(p(x1)p(x2) — p(x1%2))

Probar que f es un morfismo de k-dlgebras que satisface p o f = 7.
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iii) R es casi-libre si y sélo si existe un morfismo de k-dlgebras ¢ : R — U
tal que 7t oo = idg.

Teorema 3.2.5. Sea R una k-dlgebra. Entonces R es casi-libre si y sélo si el bimédulo
Q!(R) relativamente proyectivo.

Demostraciéon. Supongamos que R es casi-libre. Sea ¢ : R — U como en el
Ejercicio 3.2.4, iii). Entonces o(a) = a + ¢(a), con ¢ k-lineal, y de la identidad
o(ab) = o(a)o(b) obtenemos

dadb = a¢(b) — ¢(ab) + ¢p(a)b. (3.2.6)

Sea V, : Q1(R) — ONR) ®r O'(R) = O?(R), V,(adb) = a¢(b). Por defini-
cién, V, es morfismo de R-médulos a izquierda. Ademads se sigue de (3.2.6)
que

Vi ((aodar)az) =V, (apd(a1a2)) — Vi (agard(az))
=ao(¢p(a1az) — ar1¢(az))
:ﬂo(])(al)ﬂz + apdaida, = V, (ﬂodbﬁ)&lz + (ﬂodﬂl)daz

Luego V, es una conexién a derecha. Por el Ejercicio 3.1.10, V; = V, +d es
conexién a izquierda. Luego Q!(R) es relativamente proyectivo, por el Lema
3.1.11. Reciprocamente, supongamos que Q!(R) es relativamente proyectivo.
Entonces existe una conexion a derecha V, : Q}(R) — Q?(R); un calculo
sencillo muestra que ¢ := V,od : R — Q?(R) cumple (3.2.6), y por tanto
c:R—U,o(a) =a+ ¢(a) es como en el Ejercicio 3.2.4; luego R es casi-libre.
Esto termina la demostracion. O

Teorema 3.2.7. Sea R una k-dlgebra. R es separable si y sélo si Ry es proyectivo.

Demostracién. Supongamos que R es separable. Sea V = R @ Q!(R) con el
siguiente producto

(a+w)(b+y)=ab+w-b+a-n.

Notemos que V es una k-dlgebra, que la proyecciéon 7t : V — R es morfismo
de k-algebras lo mismo que 0p,01 : R = V, 0p(a) = a, 01(a) = a+day que
7o; = idg (i = 0,1). Como R es separable, existe x € Q!(R) tal que oy (a) =
oo(a) + [oo(a), x], de lo que se sigue que d(a) = [a,x]. Sea s : R - R® R,
s(a) =a®1+ ax. Es claro que pt o s = idg y que s es morfismo de R-médulos
a izquierda. Ademads,

s(ab) =ab® 1+ abx = ab® 1+ adb + axb
=ab@1+a®@b—ab®1+axb= (a®1+ax)b=s(a)b.

Luego s es morfismo de bimédulos lo que implica que RRg es sumando di-
recto de R ®, R y por tanto es proyectivo. Reciprocamente supongamos que
rRR es proyectivo. Entonces Q!(R) es proyectivo y por tanto R es casi-libre,
por el Teorema 3.2.5. Sea s : RRR — R ®x R un morfismo de R-bimédulos tal
que pos = idg. Sea e = s(1); notemos que si a € R, ae = s(a) = ea. Luego
parax =e—1®1ya € R, tenemos

[a,x] =ax—xa=ale—1®1)—(e—1®1)a = [a,e] — [a,1®1] = d(a).
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Sean ahora p : £ — R una extensi6én de cuadrado cero y sean f y f’ son dos
levantamientos de f en el diagrama (3.2.1). Un célculo sencillo muestra que
D= f'—f:R — I:=Ker(p) es una derivacién; luego por el Lema 3.1.8,
existe un morfismo de R-bimédulos D : Q!(R) — I tal que D = D od. Sea
y = D(x); entonces para todo a € R, D(a) = D(d(a)) = D([a,x]) = [a,y]. O

Corolario 3.2.8. R es separable si y sélo si existe un elemento p € R® tal que u(p) =
1y (dx)p = 0 para todo x € R.

Demostracion. Dado que y es la proyeccién al cociente R = R¢/Q!(R) y que
#(1®1) =1, dar una seccién de y que sea morfismo de R-bimédulos equivale
a dar un elemento p € R° tal que p(p) = 1y a — ap sea morfismo de
bimdédulos, es decir,

w-p=0VYwe OR). (3.2.9)

Por el Lema 3.1.7, (3.2.9) se reduce a pedir que dx - p = 0 para todo x € R. O

Observacién 3.2.10. Sea p = Y.I' 1 x; ® y; como en el Corolario 3.2.8. Entonces
en R, (a®b)p = ((ab) ® 1)p. En particular, p es idempotente:

pp = u(p)p = p-

Ejemplo 3.2.11. Sea X un conjunto finito. Entonces e = Y ,cx Xrx € kXX =

kX @ kX satisface pi(e) = 1y e = e para todo ¢ € kX. Luego k¥ es separable,
por el Corolario 3.2.8. Sea ahora E un grafo con E = X. Por el Ejemplo 2.4.8,
el Ejercicio 3.1.13 y lo que acabamos de probar, el dlgebra de caminos P(E) es
casi-libre.

Proposicién 3.2.12. Sean Ry, Ry k-dlgebras. Si Ry y Ry son separables, entonces
R = R1 ® R; es separable.

Demostracion. Sean 7w : £ — B una extensiéon de cuadrado cero, ¢ : B — &
una seccién k-lineal y f : Ry & R, — B un morfismo de k-algebras. Sea ¢ :
k> - R® S la suma de los morfismos estructurales. Por el Ejemplo 3.2.11,
L se levanta a lo largo de 7 a un morfismo [ : k> — €. Sean p; = f(1,0),
p2 = f(0,1), q; = i(pi), Bi = piBpi y & = q;€q;. Entonces m; : mg, : & —
B; es una extensién con seccién 0;(x) = qio(x)q; y fi = fig, : Ri = Bi es
morfismo de k-dlgebras. Como R; es separable, f; admite un levantamiento
fi i Ry = &,y f = fi + f> es un levantamiento de f. Si g es otro, entonces
por separabilidad de k? y el Ejercicio 3.2.3 existe u € £* tal que 7w(u) = 1y
tal que para ad(u) : & — &, ad(u)(x) = uxu~!, se tiene ad(u)(g(p;)) = g;
(i=1,2).Sea g’ :=ad(u)og: R — &. Entonces ¢'(R;) C &, g/ = giRi es un
levantamiento de f; y ¢ = ¢1 + g2. Luego existe v; € U(E&;) con 7(v;) = 1 tal
que g/ = ad(v;) o f;. Tenemos que v = v; + v, € £*y ¢’ = ad(v) o f y por
tanto ¢ = ad(uv) o f. O

Proposicién 3.2.13 (Villamayor-Zelinsky). Sean k un cuerpo y R una k-dlgebra.
Si R es separable, entonces dimy R < 0.

Demostracion. Sea B una base de R como k-espacio vectorial. Entonces R ®j
R = R® (Boepkv) = Pyen R @k kv y por tanto cada elemento ¢ € R ®; R
se escribe en forma tinica como x = ) ,c5 Xy ® v con x, € R. Aplicando esto
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a { = p obtenemos un conjunto finito F = {vy,...,0,} C By x1,...,x, €
R\ {0} tales que p = Y 1x;®v;. Sea I = Y. ;1 kx; C R. Veamos que I es
un ideal a izquierda. Sean Ay,...,Ay € kya € R. Sea f : R — k la funcién
k-lineal dada por f(v;) = A; y f(v) = 0 para todo v € B\ F. Entonces

n n

a é)\ixi =) (ax)f(v;) = (1@ f)(ap) = A f)(pa) = }_ xif (via) € I.

i=1 i=1

Probamos asi que I es ideal a izquierda. Veamos que, mds atdn, I es fiel co-
mo R-médulo a izquierda. En efecto, a € Anng(I) <= ax; = 0 Vi. Pero
Y, xv; = 1y por tanto ax; = 0 Vi implica @ = 0. Se sigue que el morfis-
mo de k-algebras L : R — Endy(I), Lo(x) = a - x es inyectivo, lo que, como
dimy I < oo, implica que dimy R < oo. O

Lema 3.2.14. Sean k un cuerpo y R una k-dlgebra. Entonces
i) Si R es separable entonces R® y R son anillos semisimples.

ii) Si R® es un anillo semisimple, entonces R es separable.

Demostraciéon. Un anillo A es semisimple si y sélo si todo A-médulo es pro-
yectivo ([11, Teorema 3.11.1]). Luego si R° es semisimple, RRg es proyectivo y
por tanto R es separable, por el Teorema 3.2.7. Reciprocamente, supongamos
que R es separable. Sea s : R — R ®; R un morfismo de bimédulos tal que
pos =idg y sea x = s(1) —1® 1. Sean M un R-médulo a derecha y v :
M ®g R @ R = M ®; R el isomorfismo canénico. Sea V: M — M @ Q!(R),
V(m) = v(m ® x). Entonces

V(ma)=v(ma®x) =v(m®ax) =m@da+ V(m)a

Luego M es proyectivo, por el Ejercicio 3.1.12. Notemos que si ademas M es R-
bimédulo, entonces V es conexién a derecha. Andlogamente, si v : R®rR®R
M =2 R ®; R es el isomorfismo canénico, V; : M — QY(R) @r M, V;(m) =
—v'(x ® m) es conexion a izquierda. Luego M es un bimédulo proyectivo. [

Ejemplo 3.2.15. Sean k un cuerpo y R una k-algebra. Decimos que R es ma-
tricial si existen ¥ > 1y ny,...,n, € N tales que R = @]_; M. Observemos
que una tal dlgebra es separable. En efecto, M,, es semsimple, M," = M,, y
My, Q) My, = Mnlg. Luego R es separable, por la Proposicién 3.2.12 y el Lema
3.2.14.

Ejemplo 3.2.16. Sean k C K cuerpos. Notemos que K es semisimple; sin
embargo, K = K ®; K no siempre lo es. Probaremos a continuacién que si
char(k) = p > 0 y existe x € K\ k tal que x¥ € K —como ocurre, por ejem-
plo si K = [F,(t) es el cuerpo de fracciones de [F,[x] y k = F,(x)- entonces
K? no es semisimple. Observemos que, como K¢ es conmutativa, por Artin-
Wedderburn es semisimple si y s6lo si es producto de cuerpos. Notemos tam-
bién que un producto de cuerpos no tiene elementos nilpotentes no triviales.
Seay =d(x) =1®x—x®1; tenemos y# = 0. Resta ver que y # 0. Como
x ¢ k, {1,x} es un conjunto Li. sobre k, luego se extiende a una base B de K
sobre k, y {v®@w : v,w € B} es base de K ®; K, por la Proposicién 2.2.16. En
particular, x ® 1 y 1 ® x son linealmente independientes sobre k y por tanto

y #0.
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Un anillo R se dice hereditario (a izquierda) si todo submédulo de un R-
modulo proyectivo (a izquierda) es proyectivo. Con un poco de algebra ho-
moldgica se demuestra que R es hereditario si y sélo si para todo R-médulo
M existe un morfismo suryectivo 77 : P — M con P y Ker(7) proyectivos.

Proposicién 3.2.17. Sean k un cuerpo y R una k-dlgebra. Si R es casi-libre entonces
es un anillo hereditario (a izquierda y a derecha).

Demostracion. Como R es casi-libre, existe un conjunto X tal que para V =
kX), O}(R) es sumando directo de un (R ®; R)X) = R ®; V @ R. Luego si
N es un R-médulo a derecha, para W = N ®; V tenemos que el R-médulo a
derecha N ®g Q!(R) es sumando directo de W ®; R. Como k es un cuerpo,
W = k(Y) para algan conjunto Y, luego W ®; R = Rg) como médulos a
derecha. Por tanto N ®g Q! (R) es proyectivo; luego la sucesién (3.1.3) presenta
a N como cociente de dos médulos proyectivos. Como esto vale para todo N,
R es hereditario. O

3.3. Colimites

Sea I un conjunto parcialmente ordenado filtrante y sea {0;; : R; — R;j|i <
j} una familia de morfismos de dlgebras de modo que 0;; = idg, ysii < j <k,
entonces 0j © 0j; = Ojk. Sea R = colim; R; como en el Ejercicio 2.5.12; por
definicién, R es un k-mddulo. Usando la parte iii) del citado ejercicio en la
segunda y tercera igualdad obtenemos

R®iR = (collim R;) ®y (collim Rj) = collim Ri(®k(collim Rj)) = colIim collim R; ® R
(3:3.1)
Para seguir adelante, necesitamos el siguiente ejercicio.
Ejercicio 3.3.2.
i) Sean I y | conjuntos parcialmente ordenados filtrantes y sea I x ] su produc-

to cartesiano, equipado con el orden producto; (i1, /1) < (ip, o) <= i1 <1

y j1 < jo- Sean R un anillo y {M;; : (i,j) € I x J} un sistema dirigido de
R-moédulos. Probar que hay isomorfismos canénicos

colim colim M; ; = colim colim M; ; & colim M,; ;.
I i A i I (A % B

ii) Sea I un conjunto parcialmente ordenado filtrante. Un subconjunto Iy C I es
cofinal si para todo i € I existe iy € Iy tal que ip > i. Probar que Ij es filtrante y
que si {N; : i € I} es un sistema dirigido de R-médulos, entonces el morfismo
canoénico

collim N; — colIim N;
0

es un isomorfismo.

Usando el Ejercicio 3.3.2, y observando que la diagonal A(I) = {(i,i) : i €
I} C I x I es cofinal, obtenemos

colim colim R; ® R; = colim R; ®; Rj = colim R; ® R; = colim R; ®y R;.
i i IxI A(I) i
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Sea p; : R; ® R; — R; la multiplicacién; como 0;; : R; — R; es morfismo
de anillos para cada i < j, tenemos y;j o 0;; ® 0;; = 0;;i;. Luego existe un
morfismo de k-mdédulos

u:R®R—R (3-3-3)
tal que para todo i, o (0; ® 0;) = o;p;. Por otro lado, se sigue de la propiedad
del colimite que si 4; : k — R; es el morfismo estructural, y j > i, entonces
0jt; = ojij. Por tanto el morfismo

L=o0j01 k=R, (3.3.4)
es independiente de i.

Ejercicio 3.3.5. Probar que R equipado con el producto (3.3.3) y el morfismo
(3.3.4) es una k-algebra asociativa.

Proposicién 3.3.6. Sea {0ym : Ry — Ry|n < m € N} un sistema dirigido de
k-dlgebras separables. Entonces R = colim,cn Ry, es casi-libre.

Demostracion. Sean 7t : £ — B una extensién, f : R — B un morfismo de
k-dlgebras y f;, = f o0y, (n € N). Debemos probar que para cada n € N existe
un levantamiento ﬁ, : Ry, — & de f,, de modo tal que si m < n, entonces fn o
Omn = fm. Hacemos esto por induccién en n. Para n = 1, f; existe pues Ry es
casi-libre (ya que es separable) y es tinica a menos de un automorfismo interior
ad(u) con 7(u) = 1 por separabilidad de R;. Supongamos f, construido.
Como R4 es casi-libre, existe un levantamiento g : R,41 — & de fu41.
Como R, es separable y g0y, ,4+1 levanta a f,,, existe una unidad u € £* tal
que 7w(u) = 1y ad(u) 0 g0y, ,41 = fu. Luego fyi1 := ad(u) o g cumple las
condiciones pedidas. O

Ejemplo 3.3.7. Una k- dlgebra R es ultramatricial si existe un sistema diri-
gido {omn : Rm — Rylm < n € N} de k-adlgebras matriciales tales que
R = colimy R;,. Por la Proposicién 3.3.6, una tal dlgebra es casi-libre.

Lema 3.3.8. Sean k un cuerpo, r,s > 1,ny,...,n:y f : @4 My, — My, un mor-
fismo de k-dlgebras. Entonces existen q € Njjy u € GLy, (k) tales que }i_; qin; = m
y g:=ad(u) o f es el morfismo

r
S(A,... A)=PAM
i=1

Demostracién. El morfismo f hace de k" un R = @]_; M;,-médulo. Como R
es semisimple y, salvo isomorfismos, los R-médulos simples son k™1, --- k',
existen g € NJj y un isomorfismo de R-médulos 6 : k" — @j_, (k")%. Se
sigue que n = Y 7_; q;n;. Sea B la base de k" = (k"i )7 que se obtiene yuxtapoi-
nendo las bases candnicas de las copias de k™. La matriz u = [0]¢ g cumple lo
pedido.

Corolario 3.3.9. Sean k un cuerpo, ny,...,1;, my,...,ms € N,yd =med(ny,...,n,).
Entonces existe un morfismo @j_; My, — @;?:1 M, siy sélo si 3Q € N tal que

ny my
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El Corolario 3.3.9 nos dice que, salvo conjugacién, un morfismo entre alge-
bras matriciales equivale a una matriz Q como en el corolario. Esta matriz
tiene asociado un grafo con vértices (1,1),...,(1,7),(2,1),...,(2,s) y q;; aris-
tas de (1,j) en (2,i). Si Ry = {0p4 : Rp = @:il My, — Rglp < q € N} es un
sistema dirigido de dlgebras matriciales, y Q(p) es la matriz asociada a 0y, 11,

obtenemos un grafo infinito E con vértices E® = {(p,i) : p € N,1 <i < rp}
cuya matriz de incidencia A € Mpo(Np) estd dada por

A i) = O p+1Q(p)js
El grafo E es el diagrama de Bratelli del sistema dirigido R..

Ejemplo 3.3.10. Sea My = {My|r € N} el sistema dirigido donde My —
M1 es la inmersién diagonal asociada a la matriz Q = [d]. Parad = 2, el
diagrama de Bratelli correspondiente es
AL AL A AL
17 227 337 24T N

Escribimos M~ = colim, M.

3.4. Algebra ultramatricial de un grafo

Sea E un grafo. Un vértice v € EY es un pozo si s~ '{v} = @, un emisor
infinito si |[s~1{v}| = oo, es singular si es un pozo o un emisor infinito y regular
si no es singular. Escribimos sink(E) , inf(E), sing(E) y reg(E) por los conjun-
tos de pozos, emisores infinitos, vértices singulares y vértices regulares de E.
Decimos que E es reqular si sing(E) = @ y que es singular si no es regular. La

_ _ 0
matriz de incidencia reducida de E es la matriz A = Ag € NBGg(E)XE

Apw = |{e € El :s(e) = v, r(e) = w}|.

En otras palabras, el coeficiente (v, w) de A es el mismo que el de la matriz de
incidencia A cuando ambos estdn definidos.

En lo que sigue, supondremos que E es finito, es decir, que tanto E° como
E! son finitos; equivalentemente, EC es finito e inf(E) = @. Asociaremos a E
un sistema dirigido de algebras matriciales {M(E), : n € Ny} donde para
cada n € Ny, M, = M(E);, = @ cpo Mu[v], con cada M, [v] es un algebra
matricial, definida como sigue. Para cada v € EO y n > 0, sea P(n,v) el
conjunto de todos los caminos « de longitud n tales que r(a) = v. Sea

B MP(n,v) 0 ¢ sink(E)
Mulv] = {@?_0 Mp(,) © € sink(E)

Si X C E? es un subconjunto, ponemos M, [X] = @,cx Mu[v]. El morfismo
de transicién 0y, ;41 : M, = M, 11 se define como sigue. Sobre M, [sink(E)],
es la inclusién canénica en M, [sink(E)]. Sobre M [reg(E)] es la inclusién
diagonal M [reg(E)] — R,;1 dada por la transpuesta A’ de la matriz de
incidencia reducida. El digebra ultramatricial de E es

M(E) = coll\}m/\/l(E)n.
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Ejemplo 3.4.1. Sea A, como en el Ejercicio 2.3.6. Entonces para p > n, M(Ay), =
My, y 0ppt1 = idp,. Luego M(A,) = M,,.

Ejemplo 3.4.2. Sea R, como en el Ejercicio 2,3,6. Entonces M(R;)p = Myr y
el diagrama de Bratelli del sistema { M (R;),} es el descripto en el Ejemplo
3.3.10. Luego M(R,) = M.

Proposicién 3.4.3. Sea E un grafo finito reqular. Entonces el diagrama de Bratelli
del sistema M (E). es el grafo E dado por

s,r: E' = E' x Ny = E® = E¥ x Ny, s(e,n) = (s(e),n), r(e,n) = (r(e),n +1).

Demostracion. Como E es regular, el morfismo de transicion M, = M, (E) —
M, 41 es el morfismo diagonal asociado a la matriz de incidencia transpuesta
A'. Luego el diagrama de Bratelli de M, es aquél donde para todo n, la matriz
de transicion del paso 1 al paso 1 + 1 es A; este es exactamente el grafo E. [

3.5. Localizacién

Sea ¢ : R — S un morfismo de algebras y sea f : M — N un morfismo de
R-modulos a derecha. Decimos que ¢ invierte f si el morfismo de S-médulos
f ®ridg es un isomorfismo. Decimos que ¢ invierte una familia de morfismos
de R-médulos X si invierte cada elemento f € 2.

Lema 3.5.1. Sean R un dlgebray f : P — Q un morfismo de R-médulos a derecha
proyectivos y finitamente generados. Sean n,m > 1y p € Mu(R) y q € Mu(R)
matrices idempotentes, & : Im(p) — Py B : Q — Im(q) isomorfismos, inc :
Im(q) C R™ la inclusion y A € R™*" la matriz de g = incof o f o ap en las bases
candnicas. Entonces

i) A=qgA= Ap.
ii) f es un isomorfismo si y sélo si existe B € R™*" tal que B = pB = Bq, BA=py
AB = q. Cuando existe, una tal matriz B es tinica.

Demostracién. Por defincion, Im(g) = Im(q), luego gA = A. Ademads g = gp,
lo que implica que Ap = A. Es claro que f es isomorfismo si y s6lo si f; =
B o foaloes. Supongamos que f es un isomorfismo y sea inc’ : Im(p) C R"
la inclusién. Sea B la matriz de inc’ of 16 4 en las bases canénicas; es claro
que B cumple lo pedido en ii). Si B’ € R"*™ es otra matriz con las mismas
propiedades, entonces

0= (B'A—BA)B=(B'—B)(AB) = B'g— Bg =B’ —B.

Resta ver que si B existe, entonces f, o equivalentemente, f1, es un isomorfis-
mo. Notemos que f1(x) = Ax para todo x € Im(p). Luego h : Im(q) — Im(p),
h(x) = Bx es la inversa de fi. O

Teorema 3.5.2 (Cohn). Sean R un dlgebra y ¥ un conjunto de morfismos entre R-
modulos a derecha proyectivos finitamente generados. Entonces existe un morfismo de
dlgebras 1 : R — Ry, que invierte ¥y es tal que si ¢ : R — S es otro morfismo con la
misma propiedad entonces existe un tinico morfismo de dlgebras ¢ : Ry — S tal que

foi=9¢.
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Demostracion. Para cada f : P — Q € o elegimos n,m > 1, p € MRy
g € MyR como en el Lema 3.5.1. Construiremos Ry como cociente de un
dlgebra tensorial del R-bimédulo libre L en el conjunto X definido como sigue.

Para cada f € X, con n y m como antes, X contiene n x m elementos x{ i
1 <i<n,1<j<m,que pensamos como los coeficientes de una matriz xf de
n x m. Definimos Ry, como el cociente de Tg(L) por el ideal bilatero que tiene,
para cada f € X, 2n X m generadores, (ntimeros que, como antes, dependen
de f) dados por los coeficientes de x/ A(f) — p(f), A(f)xf —q(f), p(f)xf —xf
y ¥/q(f) — xf. El morfismo ¢ se define como la composicién de la inclusion
R C Tr(L) seguida por la proyeccién 7 al cociente. Por construccién, t(xf) =
(a(F)m(xNi(p(f), (A7) = (p(f)) y w(xN(A(F)) = 1(g(f))- Por la
Observacion 2.7.5 y el Lema 3.5.1, ¢ invierte . Nuevamente por el Lema 3.5.1,
si¢: R — S es otro morfismo de dlgebras que invierte a £, entonces para cada
f € X existe una matriz B(f) € S"*™ (n'y m dependen de f y son los mismos
de antes) tal que B(f)P(A()) = ¢(p(f) y 9(A(£)B(f) = ¢(4(f)). Como
L es libre, existe un tinico morfismo de R-bimédulos ¢ : L — ¢S¢ tal que
¢1(xf) = B(f) para cada f € %. El par (¢, ¢;) define un morfismo Tx(L) — S,
y es claro que desciende al cociente dando un morfismo ¢ : Ry — S tal
que ¢ ot = ¢. Notemos que si ¢’ : Ry — S es otro morfismo con la misma
propiedad, entonces para cada f la matriz B'(f) = ¢'(x/) cumple lo mismo
que B(f), y por tanto es igual a B(f) por el Lema 3.5.1. Luego ¢’ = ¢. O

Lema 3.5.3. Sean & un dlgebra e I <I € un ideal tal que 1> = 0. Sea f :P— Qun
morfismo de E-mddulos a derecha proyectivos finitamente generados. Si f : P/PI —
Q/ QI es un isomorfismo, entonces f es un isomotrfismo.

Demostracién. Sean p,q y A como en el Lema 3.5.1. Sea A la imagen de A
en (£/1)™<"; por el Lema 3.5.1, existe B € "™ tal que B = pBj, BA=py
AB = {. Luego de reemplazar B por pBq si es necesario, podemos suponer que
B = pBg.Sea N = p — BA; entonces N € pM,(I)p y por tanto N? = 0. Luego
(p—N)BA=(p—N)(p+N)=p—Np+pN = p. Por construccién, la matriz
(p — N)B induce un morfismo g : Q — P tal que g o f = idp. Andlogamente,
existe N’ € gM,,(I)q tal que AB(I — N’) = g; B(I — N’) induce un morfismo
h:P — Qtal que f oh = idg. En conclusién, f tiene inversa a izquierda y a
derecha y por tanto es un isomorfismo. O

Proposicion 3.5.4. Sean R y X como en el Teorema 3.5.2. Si R es casi-libre, entonces
Ry es casi-libre.

Demostracion. Sean 7 : £ — £/I una extension semi-escindida con 12 = 0 y
¢ : Ry — £/ un morfismo de algebras. Como R es casi-libre por hipétesis,
la composicién ¢ o : se levanta a un morfismo ¢p : R — &. Tenemos asi un
diagrama conmutativo de flechas sélidas

RLE

Ry ——=¢&/1I
2¢/

Como 7o ¢ se factoriza a través de ¢, invierte a X, y por el Lema 3.5.3, ¢
también lo hace. Luego la flecha punteada existe por el Teorema 3.5.2. O
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Ejemplo 3.5.5 (Anillos de fracciones). Sea ¥ C R; identificando a cada ele-
mento s € X con el morfismo Rg — Rg, x — sx, podemos formar Ry. Por
construccién, Ry es el cociente del dlgebra tensorial del bimédulo libre en
{xs : s € £} por el submédulo generado por los elementos de la forma sxs — 1
y 1— x5 con s € ¥, de modo que x; = s~! en Ry. Luego (omitiendo () cada
elemento de Ry es una suma de productos de la forma

aosl_l T an—lsy;lﬂn, conag; €R,s; € X. (3,5,6)

Si los elementos de ¥ estdn en el centro de R, entonces para cada s € ¥ 5!
conmuta en Ry, con cada elemento de ((R). Luego podemos reescribir (3.5.6)

a(sp---sp)"Y, cona=ay---ay. (3-5.7)

Observemos que la suma de dos elementos de la forma (3.5.7) es de nuevo de
esa forma. Por tanto todo elemento de Ry, puede escribirse en la forma (3.5.7).
Si ademds X es cerrado por productos, nos queda que cada elemento de Ry
esdelaformaas ! cona € Rys € X

Ejercicio 3.5.8.

i) Sean R un anillo, ¥ C Ry a € R. Probar que si existe un s € X tal que as = 0
entonces ((a) = 0.

ii) Sean R un dominio conmutativo y £ = R\ {0}. Probar que Ry es el cuerpo
de fracciones de R.

iii) Sean Rj, R, conmutativos, R = Ry ® Ry y £ = {(1,a) : a € Ry}. Calcular
Rs.

iv) Sea R = k{x1,...,x,} el anillo de polinomios en variables no conmutativas
y sea & = {x1,...,%,}. Probar que Ry es la k-dlgebra del grupo libre en n
elementos.

Ejemplo 3.5.9 (Algebras de Leavitt). Sea E un grafo finito. Para cada v €
reg(E), sea

oo @ r(e)P(E) — vP(E)

s(e)=v
Sea X = {0y : v € reg(E)}; el dlgebra de Leavitt de E es L(E) = P(E)sx.

Ejercicio 3.5.10. Sea S, = Coker(0y) (v € reg(E)). Probar que Sy ®p(g) L(E) =
0. Probar que si k es un cuerpo, entonces S, es un P(E)-moédulo simple.

Proposicion 3.5.11. Sea E un grafo finito. Entonces L(E) es canénicamente isomorfa
al cociente del dlgebra de polinomios en variables {e,e*,v : e € E',v € EV} sujeta a
las siquientes relaciones

(P) vw = 6y, Lyepov =1, e =s(e)e =er(e), e* =r(e)e* =e*s(e).
(CK1) e f = 6, ¢7(e).

(CK2) v = Y5()—pee”, (v € reg(E)).
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Demostracion. El dlgebra es kE” es el cociente de k{v:v € E%} sujeto a

ow = byv, Yy, v=1 (3.5.12)

veED

El kE"-bimédulo kE' es el k-espacio vectorial con base E 1 con la estructura de
bimédulo determinada por e = s(e)e = er(e). Luego P(E) = T, (kEl) es el
cociente de k{v,e: v € E?, e € E'} por las relaciones (3.5.12) y las relaciones

e =s(e)e =er(e).

Para cada v € reg(E), sea n = n, = |s~'({v})|. En cada sumando r(e)P(E),
el morfismo ¢, de la definicién de L(E) es la multiplicacién por e. Luego si
numeramos s~ ({v}) = {ey, ..., ey}, podemos identificar a o5, con la matriz

oy = le, ..., en] € P(E)Y*,

Por tanto L(E) es el cociente del dlgebra P(E){e* : e € E'} sujeta a las si-
guientes relaciones, donde, como antes, v € reg(E), n = n, y s ' ({v}) =

{61,. ..,En}.

€
ler, - ven] | 1] =7,
ey
ef
2 [er, -+ en] = diag(r(er),...,r(en)),
ey
ey e ef
= diag(r(e1),...,r(en)) |1 | = | | [¥]
ey ey ey

Escribiendo estas relaciones coeficiente a coeficiente se obtienen las relaciones
CK1 y CKz, lo que concluye la demostracion. O

Observacion 3.5.13. En la Proposicién 3.5.11 las relaciones (P) son las relaciones
que definen al é&lgebra de caminos del doble D(E); este es el grafo con los
mismos vértices que E y con una arista adicional ¢* para cada arista de e € E!,
con s(e*) =r(e) y r(e*) = s(e). Las relaciones (CK1) y (CK2) son las llamadas
relaciones de Cuntz-Krieger.

Ejercicio 3.5.14.
i) Seann > 1y A, como en el Ejercicio 2.3.6. Probar que L(A;,) = M,,.

ii) Sea R, como en el Fjercicio 2.3.6 y sea L, = L(R,,). Probar que L; = k[t,t 1]
el dlgebra de polinomios de Laurent.



Capitulo 4
Algebras de Leavitt

La obra de referencia para todo este capitulo es el libro [1]. Para simplificar
y evitar las algebras sin unidad, consideramos sélo algebras de Leavitt de
grafos con finitos vértices, a los que llamaremos unitales, aunque la teorfa esta
desarrollada para grafos arbitrarios.

4.1. Semigrupo inverso asociado a un grafo

Recordemos que un semigrupo es un conjunto equipado con una multipli-
cacién asociativa. Un elemento @ € S es nulo si s = @s = @ para todo
s € S. Notemos que un semigrupo poseee a lo sumo un elemento nulo. Un
semigrupo se dice punteado si posee un elemento nulo. Si S es un semigrupo
punteado con elemento nulo @, el dlgebra reducida de S es

kS = k[S]/k - @.

Un morfismo de semigrupos punteados es punteado si preserva elementos nu-
los; en ese caso induce un morfismo de entre las dlgebras reducidas asociadas.
Dos elementos s,t € S son inversos si sts = s y tst = t. Decimos que S es in-
verso si todo elemento s € S tiene una tinica inversa s*. En ese caso, la funcion
s — s* es un isomorfismo punteado S — S°P y se extiende a un isomorfismo
* 1 kS — k8P = (kS)°P.

Sea E un grafo y sea

S(E) ={(w,p): a,p e E, r(a) = r(p)} U{D}.
Definimos una operacién
-: S(E) x S(E) — S(E),
- 0=0-¢=0V¢eS(E),
(lelXé, ‘32) si Ny = ﬁll)(lz
(a1, B1) - (a2, B2) = § (a1, B1B2)  sip1 = wf (4.1.1)
@ en otro caso.

Sea P(E) como en el Ejemplo 2.3.5, y sea
1:P(E) = S(E), (D) =, i(a) = (a,7r(ax)). (4.1.2)

45
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Lema 4.1.3. La operacion (4.1.1) hace de S(E) un semigrupo inverso punteado y
de (4.1.2) un morfismo de semigrupos punteado. En S(E), 1(e)*i(e) = u(r(e)) y
((f)*i(e) = Dsi f # e.Si T es otro semigrupo inverso punteadoy ¢ : P(E) — T

es un morfismo punteado tal que ¢(e)*p(e) = ¢(r(e)) y (f)*¢p(e) = 0 para f # e,
entonces existe un tinico morfismo punteado ¢ : S(E) — T tal que p o1 = ¢.

Demostracion. Una verificaciéon tediosa muestra que - es un producto asocia-
tivo [1, pagina 20]. Si { = (a,B) € S(E), entonces ¢* = (B,a) es la unica
inversa de ¢ en S(E). Luego S(E) es un semigrupo inverso. Ademds, por de-
finicion, (r(e),e)(r(f), f) # @ siy solosie = f.Sean T un semigrupo inverso
punteado y ¢ : P(E) — 7 un morfismo punteado como en el enunciado. Otra
verificacion tediosa similar a la anterior muestra que ¢ : S(E) — T, ¢(D) =0,
P(a,B) = p(a)p(B)* es morfismo punteado de semigrupos. Es claro que ¢ es
el tnico morfismo tal que ¢ o1 = ¢. O

4.2. Algebra de Cohn de un grafo

Sea E un grafo unital. El dlgebra de Cohn de E es el cociente del algebra
libre en generadores EC U E' U (EV)* = {e,e*,v : e € E',v € E°} sujeta las
relaciones (P) y (CK1) de la Proposicién 3.5.11. La biyecciéon

EOUE'U(EY - EPUE'U(EY*, vis v, e e, e e

se extiende en forma tnica a un morfismo k{E® U E' U (E')*} — k{E°U
E' U (E')*}°P. Este morfismo pasa al cociente definiendo un isomorfismo
*:C(E) — C(E)°P.

Proposicién 4.2.1. El tinico morfismo de dlgebras C(E) — kS(E) dado por la iden-
tidad en E° U E' U (E')* es un isomorfismo.

Demostracion. Como en la demostracién de la Proposicién 3.5.11, vemos que
de las relaciones (P) se obtiene un morfismo canénico P(E) = kP(E) — C(E)
que manda v + v, e — e. Una verificacion sencilla muestra que la unién de
{0} con el subconjunto

By ={ap* :a,p € E*, r(a) =r(B)} C C(E) (4.2.2)

forma un semigrupo inverso 7. Por el Lema 4.1.3, la aplicacion evidente
P(E) — T se extiende en forma tnica a un morfismo de algebras kS(E) —
C(E) que manda S(E) \ {@} sobre Bg. Reciprocamente, el morfismo de la
proposicién manda Bg sobre S(E) \ {@}, por lo que ambos son mutuamente
inversos. O

Corolario 4.2.3. El dlgebra C(E) es libre como k-médulo con base (4.2.2).

Ejemplo 4.2.4 (Algebra de Toeplitz). Sea C, = C(R,); en particular, C; =
k{x,x*}/(x*x — 1) se llama el digebra de Toeplitz; es la versién puramente al-
gebraica de la C*-dlgebra del mismo nombre. Por esta razén algunos autores
llaman é&lgebra de Toeplitz de E al algebra C(E).
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Ejercicio 4.2.5. Sean V = k(V), {x,, : n € N} la base canénica, £ = Endy (k).
Sean s,s* € £ definidos por

* _ sin>2
s(Xn) = Xnt1, 8" (xn) = {X% ' si no.

Seap:Cy — &, p(t) =s, p(t*) = s*. Probar que p es un morfismo inyectivo.

4.3. Extensién de Cohn; base de L(E)

Por definicién, tenemos un morfismo suryectivo p : C(E) — L(E); sea
K(E) = Ker(p). La extensién de Cohn es

K(E) < C(E) — L(E).
Para cada v € reg(E), sea

Ggo=v— Y e €C(E). (4.3.1)

s(e)=v

Notemos que K(E) es el ideal bilatero generado por los elementos g, con

v € reg(E).
Para cada v € reg(E) fijemos un elemento e, € s~!({v}). Sean
B =Bp ={aq,p*: &, € E*, r(a) =7r(B) = v € reg(E)}, (4.3.2)

B” =B’ = B\ {aeye;*: ap* € B, r(a) = v € reg(E)}.

Proposicion 4.3.3. Sea E un grafo unital. Entonces BB’ es base de K(E) y B' U B”
es base de C(E) como k-médulos.

Demostracién. Como ya dijimos, IC(E) es el ideal generado por los g, con v €
reg(E). Luego los elementos de la forma g,y con ¢, € B generan K(E),
por el Corolario 4.2.3. Observemos que si a4 es un camino de longitud > 1,
entonces q, = g5 y

Jodt = &*qy = 0. (4-34)
Por otra parte es claro que
agy = qon™ = 0sir(a) # 0. (4-3.5)

Deducimos asi que B’ genera K(E) como k-mé6dulo. Veamos que es Li.; sea

0= ZC,X’/;DU]U‘B*

una ecuacién de dependencia lineal con coeficientes ¢, 5 € k\ {0}. Usando
(4.3.1) y pasando de miembro queda

an/ﬁaﬁ* = Z Z calﬁaee*ﬁ*.

«,Bs(e)=v

Sea ap* tal que |a| es maximo entre los que aparecen del lado izquierdo con
coeficiente no nulo; del lado derecho estd wee** con el mismo coeficiente;
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esto es una contradiccién, ya que B es Li. por el Corolario 4.2.3. Notemos que
si v € reg(E), entonces

evey = o + Z ffe.
s(f)=v,f#eo

Se sigue que cada elemento de B es combinacion lineal de B = B’ U B”, que
por tanto es sistema de generadores. Acabamos de probar que B’ es li.; es
claro que B” también lo es, ya que es un subconjunto de B. Luego para ver que
B es li. basta ver que ninguna combinacién lineal no nula ¢ de elementos
de B’ esta en el k-submoédulo M generado por B”. Pero dado que —eye}; es
uno de los sumandos de g,, cuando escribimos a ¢ como combinacién lineal
de elementos de B, aparecen términos de la forma aeye;* con coeficiente no
nulo. Se sigue que ¢ no estd en M, lo que finaliza la demostracién. O

Corolario 4.3.6. El conjunto p(B”g) es base de L(E).

Sea « = e1---e, un camino en E con |a| > 1. Decimos que « es cerrado si
s(a) = r(a) = v; el vértice v es la base de « . Si ademds s(e;) # s(ej) para todo
i # j, decimos que « es un ciclo. Decimos que E es aciclico si no tiene ciclos.
Corolario 4.3.7. Sea E un grafo finito. Son equivalentes

i) L(E) es finitamente generada como k-médulo.

ii) C(E) es finitamente generada como k-médulo.

iii) KC(E) es finitamente generada como k-modulo.

iv) E es aciclico.
Demostracion. Se sigue de la Proposicion 4.3.3 que para cada uno de los tres
moédulos en cuestion, la condicién de ser finitamente generado equivale a

que haya una cota en la longitud de los caminos en E. Como E es finito eso
equivale a que sea aciclico. O

4.4. El algebra IC(E)

Sea X un conjunto y sea My el k-médulo libre k(X*X) Dadas ¢, P € My,
definimos

(¢ 9)(xy) = L9(x2)¢(zy).
z
Para cada (x,y) € X x X sea ey, la funcién caracteristica de {(x,y)}. Tenemos

Exy €zw = 6 zE€x,w-

Se sigue que si Y C X, entonces My C Mx es una subdalgebra. Ademads si
|X| =n Mx M {1,...n} = My. Escribimos Me = My y lo identificamos con
Unzl Mn-

Sea P = P(E)\ {@} y para cada v € EY, sean

Po={acP|r(a) =0}, P’={acP|s(a)=nu0v}. (4-4.1)
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Proposicién 4.4.2. El morfismo de k-médulos

B Mp, — K(E), €8 > AP
vereg(E)

es isomorfismo de k-dlgebras.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 4.3.3 que el morfismo en cuestion es
biyectivo. Ademas por (4.3.4) y (4.3.5) que

(2q0B”) (Yquwp™) = Op yaqop™.

Luego la funcién de la proposicién es morfismo de algebras. O

4.5. L(E) en el caso aciclico

Proposicién 4.5.1. Sea E un grafo finito y aciclico. Entonces el morfismo de k-
modulos
@B Mp, — L(E), eup — ap*
vesink(E)

es un isomotfismo de dlgebras.

Demostracion. Sea B"' = {af* : r(a) = r(B) € sink(E)}. Por la Proposiciéon
4.3.3, una combinacién lineal de elementos de B”" es 0 en L(E) si y s6lo si
es igual en C(E) a una combinacién lineal de elementos de B’. Expresada en
términos de la base B de C(E), toda combinacién lineal no nula de B’ contiene
una combinacién lineal no nula de elementos a* con r(a) = r(B) € reg(E),
y por tanto no puede ser igual a una combinacién lineal de elementos de B”’.
Se sigue que el morfismo de la proposicién es inyectivo. Notemos ademds
que, como E es finito y aciclico, sink(E) # @ y todo camino puede extenderse
hasta terminar en un pozo. Sea v € reg(E) y sea X, el conjunto de todos los
caminos de longitud positiva « tales que s(a) = vy r(a) € sink(E). Sea n,
la longitud méaxima entre los caminos de X;. Probemos por induccién en
que v = Y, cx, an*. Si n, = 1, esto se sigue de CK2. Sea n, > 1; entonces
U = Y(e)=v€" Y Ny(e) < Ny para todo e € s~ 1({v}). Aplicando la hipétesis
inductiva probamos lo que querfamos. Por lo que acabamos de probar, el
morfismo de la proposicién es suryectivo. Finalmente se sigue de (4.1.1) y de
la Proposicién 4.2.1 que la funcién en cuestién es morfismo de dlgebras. [

4.6. Graduacion

Sean G un grupo y R un algebra. Una G-graduacion de R es una descompo-
sicién en suma directa de k-submédulos R = Dgec R tal que Ry - R, C Ry,
para todo g, I € G. Un dlgebra G-graduada es un éalgebra R junto con una gra-
duacién. El k-submédulo R C R es la componente homogénea de grado g de R.
Todo elemento a € R se escribe en forma tinica como 4 = } o g CON dg € Rg;
ag es la componente homogénea de grado g de a. Escribimos [a| = gsia € Rq.
Si S es otra élgebra G-graduada y ¢ : R — S es un morfismo, decimos que ¢
es homogéneo si ¢p(a)g = ¢(ag) paratodoa € Ry g e G.
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Ejemplo 4.6.1. Sean G un grupo y R una k-dlgebra. Entonces el dlgebra de
grupo R[G] es g-graduada, con R[G]; = Rg.

Ejemplo 4.6.2. Sean n > 1y wy,...,wy, € Z. Sea F C R = k{xy,...,x,}
el subconjunto de todos los monomios en xj,...,x,. Notemos que F es el
monoide libre en xy,...,x,. Luego existe un tinico morfismo de monoides
|| : F — Z tal que |x;| = w;. Para cada m € Z, sean F,, = {w : |w| = m},
Ry, = k[Ey] C R el k-submédulo generado por F,. Entonces R = @,,c7 R es
una Z-graduacién de R.

Ejemplo 4.6.3. Sean E un grafo unital, E* el conjunto de caminos finitos en E
y P(E) el algebra de caminos. Entonces P(E) es Z-graduada con P(E), = kE"
sin>0y P(E), =0sin <0.

Sean R un éalgebra G-graduada e I <1 R un ideal. Decimos que I es ho-
mogéneo sia € [ = ag € [ para todo g € G.

Ejercicio 4.6.4. Sean R un algebra G-graduada e I < R un ideal. Para cada
g € Gsea Iy = I N Rq. Probar
i) I es homogéneo siy s6losi ] = @ycc -

ii) Sea X C R un conjunto de elementos homogéneos y sea I = (X) < R el
ideal bilatero generado por X. Entonces I es homogéneo.

iif) Si I es homogéneo entonce existe una tnica graduacién en R/ I tal que la
proyeccién al cociente es homogénea.
Ejercicio 4.6.5. Sea G un grupo y sea G = hom(G, k*).

i) Sea R un algebra G-graduada. Para cada ¢ € G,y a = Y, a4 (ag € Rg), sea
¢-a=Y,p(g)ag. Probar que a — ¢ - a es un automorfismo.

ii) Probar que la aplicaciéon
GY — Auty_gg(R), ¢ (a > ¢-a)

es morfismo de grupos, y que si f : R = S es un morfismo homogéneo de
dlgebras G-graduadas, entonces

flp-a)=¢-f(a) Vpe€GY, aeR. (4.6.6)

iii) Decimos que G" separa elementos de G si ¢(g) = ¢(h) V¢ € G¥ = ¢ = h.
Probar que si k es un cuerpo y G separa elementos de G entonces para cada
g€G

Rg=Ngpegv{a €R : ¢-a=¢p(g)a}

iv) Probar que en las hipétesis de iii), un morfismo de R-dlgebras graduadas
es homogéneo si y sélo si satisface (4.6.6).

iv) Probar que si k es un cuerpo infinito, entonces Z" = k* separa elementos
de Z.

Lema 4.6.7. Sea E un grafo unital. Entonces L(E) admite una tinica Z-graduacion
tal que |v] =0, e =1y |e*| = —1.



4.7. TEOREMA DE UNICIDAD DE CUNTZ-KRIEGER 51

Demostracién. Por el Ejemplo 4.6.2, las prescripciones del lema determinan
una Z-graduacién en k{E® U E' U (E')*}. Es claro que todas las relaciones que
definen L(E) son homogéneas para esa graduacion. El lema se sigue ahora del
Ejercicio 4.6.4. O

Proposicién 4.6.8. Sea E un grafo finito. Entonces existe un isomorfismo canénico

M(E) = L(E)O.

Demostracion. Sea ¢, : M(E)y — L(E)o, definida por ¢(enp) = af*. Un
calculo muestra que ¢, es morfismo de algebras. Sea 0,41 : M(E), —
M(E) 41 el morfismo de transicion. Se sigue de CK2 que ¢y,11 0 0y n1 = Pu;
luego por propiedad universal del colimite tenemos un tnico morfismo de
algebras ¢ : M(E) — L(E)o tal que para todo n, ¢ o0, = ¢,,. La imagen de
¢ contiene a todos los elementos de grado 0 de B”; por tanto ¢ es suryectivo.
Se sigue del Ejercicio 2.6.17 que para probar que ¢ es inyectivo basta ver que
cada ¢, lo es. El morfismo ¢, manda la base candnica en el conjunto C de
elementos de la forma af* € p(B) con « y B de la misma longitud y tales que
|B| =nsir(B) €reg(E) y |B| < nsir(p) € sink(E). De ellos, todos salvo los
elementos de la forma weye;* con |a| = |B| = n — 1 estén en B” y son por
tanto 1i. Para que una combinacién lineal de elementos de C sea 0 en L(E), el
correspondiente elemento de C(E) tiene que estar en K(E) y por tanto debe
ser combinacién lineal de los elementos de B’. Pero escrita en términos de
B, cualquier tal combinacién involucra necesariamente elementos de la forma
af* con |a| = || <n—1yr(a) € reg(E), de lo que se sigue que C es 1i. [

4.7. Teorema de unicidad de Cuntz-Krieger

La primera versién del teorema que da nombre a esta seccién fue pro-
bada en [13, Theorem 2.13] el contexto de C*-algebras de grafos finitos. En
[1, Theorem 2.2.16] se da una versién para algebras de Leavitt de grafos arbi-
trarios sobre un cuerpo k. Aqui damos el caso de grafos unitales de la version
para dlgebras de Leavitt sobre k arbitrario probada en [8, Theorem 3.1].

Sean E un grafoy « = e - - - e, un camino en E de longitud n > 1. Decimos
que « es cerrado si s(a) = r(a); s(x) es el vértice base de «. Un camino cerrado
x = eq---ey basado en v es simple si s(e;) # v para todo i # 1y es un ciclo si

s(e;) # s(ej) para todo i # j.

Ejercicio 4.7.1. Sean E un grafo, v € E’ y & un camino cerrado en E basado
en v. Probar que existen tnicos n > 1 y caminos cerrados simples cy,...,cy
tales que w = ¢y - - - cy.

Decimos que un camino cerrado « de un grafo E tiene una salida en i si
existe f € E1\ {¢;} tal que s(f) = s(e;); la arista f es una salida de a.

Observacion 4.7.2. Una salida de un camino cerrado puede formar parte del
mismo camino. Por ejemplo en R;, el camino & = eje; tiene 2 salidas; son e;

y €s.

Lema 4.7.3. Sean E un grafo y v € E°. Supongamos que existe al menos un camino
cerrado basado en v. Entonces o bien todo camino cerrado basado en v tiene salida o
bien ninguno la tiene. En este iiltimo caso, existe un ciclo c sin salidas basado en v tal
que todo camino cerrado basado en v es una potencia de c.
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Demostracion. Sea a un camino cerrado basado en v. Si en la factorizaciéon de a
como producto de caminos cerrados simples distintos basados en v (Ejercicio
4.7.1) hay al menos dos caminos distintos, « tiene salida. Si es una potencia
de un camino simple que pasa dos veces por el mismo vértice w # v, tiene
una salida en w. Luego si no tiene salidas tiene que ser una potencia de un
ciclo ¢ sin salidas basado en v. Si un tal ciclo c existe, no puede existir ningtin
camino cerrado « basado en v que no sea una potencia de c, ya que, de otro
modo, la primera arista de a que no sea parte de ¢ serfa una salidadec. O

Lema 4.7.4. Sean E un grafo y 0 # x € L(E). Entonces existe y € E* tal que
0 # xy € P(E).

Demostracion. Para cada n > 0, sea A, C L(E) el k-submédulo generado por
todos los elementos af* € S(E) con |f*| < n. Notemos que L(E) = U,;>0 An;
luego si x € L(E) existe n > 0 tal que x € Ay. Probaremos el lema por
induccién en n. Si x € Ay = P(E) \ {0}, podemos escribir x = Y7, c;«;
con los a; € E* todos distintos y todos los ¢; # 0. Entonces para v = r(a7),
XU = YVip(a)—o Citi € P(E) \ {0}, luego v = v cumple lo pedido. Sin >0y x €
Ay \ A, _1 entonces existen r > 1, ¢1,...,e; € E! todos distintos, x1,...,x, €
A,—1\ {0} y y € P(E) tales que

T
x =) xef +y.
i=1

Sea v = s(ej ); reemplazando x por xv y renumerando si es necesario, podemos
suponer que s(e;) = v para todo i y que yv = y. Si y = 0, entonces xe; = x1 €
Ay,—1\ {0} y por hipétesis inductiva existe v € E* tal que xe;y € P(E) \ {0}.
Supongamos entonces que y # 0. Si v € reg(E) entonces usando que v =
Ys(e)=o €€”, agregando e; € s~1({v}) si es necesario y reagrupando, nos queda
una suma

t
x =) xief.

i=1

donde todos los términos son no nulos, todos los e; son distintos y salen de v
y todos los x} € A,_;. Entonces A,_1 3 xe; = x| # 0, y estamos hechos por
hipétesis inductiva. Recordemos que v = s(¢;) para todo i, luego no puede
darse que v € sink(E). Finalmente si v € inf(E), existe e € E! con s(e) = v
que no es ninguno de los e;. Luego xe = ye € P(E) \ {0}; esto termina la
demostracion. O

Sea I <1 L(E) un ideal. Decimos que I estd libre de vértices si para todo
veE'yack,

av el =a=0.

Lema 4.7.5. Sea 0 # [ < L(E) un ideal. Si I estd libre de vértices entonces existen
u € EY, n > 1, caminos cerrados B1,-..,Bn basados en u y elementos ay, ..., a, €
k\ {0} tales que

n
0 75 apgu + Zaiﬁi el
i=1
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Demostracién. Como I # 0, por el Lema 4.7.4 existe 0 # x € I N P(E). Como
1= Y,cp00, existe v € E¥ tal que y = vx # 0. Como I estd libre de vérti-
ces, existen m > 1, by,..., by, € kcon b; # 05sii > 1y caminos distintos
Y1, ¥m € PP conl < |yq| < -+ < |y, tales que

m
Yy = bov + Z by
i=1

Probaremos a continuacién que existe 0 # z € I de la forma
l
z = cou + Z ciBi (4.7.6)
i=1

con u € E® y ¢; # 0 para todo i —incluido i = 0- y todos los B; € P* dis-
tintos y de longitud positiva. Si by # 0, no hay nada que probar. Si by = 0,
consideramos "
1Y = bir(m1) + ) bivivie
i=2
Como [ estd libre de vértices, alguno de los y]y; # 0, y como |71| es minimo,
cada uno es un camino B; que sale de r(y1). Luego

I
Yiy =bir(n) + ) dipi
i=

tiene la forma deseada. Sea entonces z como en (4.7.6) y consideremos

ZUu = cou + Z ciBi.
{ir(Bi)=u}

Como I esté libre de vértices, hay al menos un f; en la suma; cada uno de
ellos es un camino cerrado basado en u. Como los coeficientes son todos no
nulos y los B; todos de longitud positiva y distintos, zu # 0 y tiene la forma
deseada. O

Lema 4.7.7. Sea u € E%; supongamos que los ciclos basados en u tienen salida. Sean
n>1y By,...,Bn caminos cerrados basados en u, todos distintos. Entonces existe
v € P* tal que v*B;y = 0 para todo i.

Demostracién. Sea T un ciclo basado en u de longitud minima. Como T tiene
salida lo podemos escribir como T = vy conv € P*, u € P, \ {u} y de modo
que s 1 ({s(u)}) contiene un elemento f que no es la primera arista de y. Sea
m tal que |T™| > |B;| para todo i. Tomamos

v =1"vf.

Veamos que este elemento cumple lo pedido. Si 7 = ;6 para algtin camino
0, entonces por el Ejercicio 4.7.1, existe 1 < I < m tal que f; = 7. Luego

Y Biy = f*v*Tlvf = f*l/*v‘urlflvf = f*;n"*lvf =0.

Si B; no es una potencia de 7, entonces (7*)"B; = 0y por tanto y*B;y =0. O
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Proposicién 4.7.8. Si 0 # I < L(E) estd libre de vértices, entonces existen un
vértice u € E°, un ciclo sin salida « basado en u, n > 1 Y ao,...,an € k no todos
cero, tales que

n .
0 # Za,'ocl el
i=0

Demostracion. Sea 0 # x = apu + )" 1 a;B; € I como en el Lema 4.7.5. Si los
ciclos basados en u tienen salida, tomando v como en el Lema 4.7.7, obtene-
mos

0#agu="y*xyel

lo que contradice la hipétesis de que I estd libre de vértices. Luego los ciclos
basados en u no tienen salida y por el Lema 4.7.3, cada f; es una potencia del
tnico ciclo basado en u. Esto prueba la proposicién. O

Teorema 4.7.9. Sean E un grafo unital y ¢ : L(E) — S un morfismo de dlgebras.
Entonces ¢ es inyectivo si y sélo si se satisfacen las siguientes dos condiciones

(G1) ¢(av) # 0 para todo a € k\ {0} y todo v € E°.
(G2) ¢(q(c)) # 0 para todo ciclo sin salida c de E y todo q € k[t] \ {0}.

Demostracion. Es claro que si ¢ es inyectivo entonces (G1) y (G2) se cumplen.
Sea I = Ker(¢). Si (G1) se cumple entonces I es libre de vértices. Por la
Proposicién 4.7.8 si I # 0 existen un ciclo sin salida c en E y 0 # g € k]t] tal
que I 3 g(c) # 0. Luego si ambas condiciones del teorema se cumplen, I tiene
que ser cero. O

4.8. Teorema graduado de unicidad

Teorema 4.8.1. Sean E un grafo unital, S un dlgebra Z-graduada y ¢ : L(E) — S
un motrfismo homogéneo. Entonces ¢ es inyectivo si y sélo si satisface (G1).

Demostracion. En virtud del Teorema 4.7.9, basta ver que si ¢ satisface (G1), en-
tonces satisface también (Gz2). Sean I = Ker(¢), cuncicloy g = Y.I' s a;t € k[¢t]
un polinomio de grado n; supongamos que g(c) € I. Como ¢ es homogéneo,
I o es; luego como a;c’ € L(E) es homogéneo de grado i, a;c' € I para todo i,
por el Ejercicio 4.6.4. En particular, a,c" € Iy por tanto I 3 (c*)"a,c" = a,r(c).
Como a, # 0, esto contradice (G1). O

4.9. Ideales basicos homogéneos

La caracterizacién de ideales homogéneos de dlgebras de Leavitt sobre un
cuerpo para grafos arbitrarios se da en [1, Theorem 2.5.8]. En esta seccién
veremos el caso de grafos unitales de la versién para anillos de ese teorema,
probada en [23, Theorem 7.9].

Sean E un grafo unital e I < L(E) un ideal. Decimos que I es bisico si

koa#0,veE,avecl=>vel

Observacién 4.9.1. Si k es un cuerpo, entonces todo ideal de L(E) es basico.
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Sean v,w € E°. Decimos que w desciende de v y escribimos v > w, si
P NPy # D, es decir, si existe un camino que sale de v y llega a w. Notemos
que > es un orden parcial y que

v>w <= Jucris Ho}) u>w.

En otras palabras, los elementos de r(s~'{v}) son los descendientes inmediatos
de v. Un subconjunto H C E° se dice hereditario siv € Hy v > w implica
que w € H. Un subconjunto hereditario H C E° es saturado si para todo
v € reg(E), r(s'{v}) CH=v¢€ H.

Observemos que si H;, Hy C E° son hereditarios y saturados entonces Hy N
H, también lo es. La saturacién de un conjunto hereditario H es la intersecciéon
H de todos los subconjuntos hereditarios y saturados de E° que contienen a
H. Més generalmente, si X C E es cualquier subconjunto, escribimos

X= () H
XCHEeH(E)

Por definicién, X es el minimo subconjunto hereditario y saturado de E° que
contiene a X; lo llamamos la clausura hereditaria y saturada de X.

Ejercicio 4.9.2. Dar un ejemplo de un grafo unital E y dos subconjuntos here-
ditarios y saturados Hj, Hy C E° tales que Hj U Hj no sea saturado.

Sea
H(E) = {H C E: H hereditario y saturado }.

Notemos que el poset (H(E), <) es un reticulo, con infimo y supremo dados
respectivamente por

H{ A NH, =H{NH,, HiV H, =H;UHo,.

Sea
Z(L(E)) ={I < L(E) : basico y homogéneo }

Notemos que Z(L(E)) también es un reticulo, con
hnNhb=L1Nnh L VL =151+ b.

Veremos en el Teorema 4.9.9 que estos dos reticulos son isomorfos.
Sean E un grafo y H € H(E). Notemos que, como H es hereditario, si
e € E'y s(e) € H, entonces e € r"!(H). En otras palabras, se satisface

e¢r Y(H)=s(e) ¢ H.

El grafo cociente E'\ H es el grafo con vértices (E\ H)? = E®\ H' y aristas
(E\ H)! = E'\ r"1(H), equipado con la restriccién de las funciones de salida
y llegada de E.

Lema 4.9.3. Sea I <I L(E) un ideal. Entonces H(I) := INE° € H(E).

Demostracién. Si e € E' y s(e) € I, entonces e = s(e)e € I y por tanto r(e) =
e*e € I. Luego H es hereditario. Si v € reg(E) y r(s~!({v})) C H, entonces
e =er(e) € I para todo e € E! tal que s(e) = v y por tanto v = Ys(e)—vee” €L
Luegov € H. O
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Proposicion 4.9.4. Sea H € H(E) y sea Iy < L(E) el ideal bildtero generado por
H. Entonces Iy es bdsico y homogéneo, Iy N E® = H y tenemos

Iy = span {ap* : «,p € E*, r(a) =r(B) € H}.

Demostracion. Por definicién, I es generado por elementos homogéneos; lue-
go es homogéneo por el Ejercicio 4.6.4. Es claro que si « y § son caminos con
r(a) = r(B) € H, entonces ap* € Iy. Luego para probar la igualdad de la
proposicién, basta ver que el lado derecho es un ideal bilatero. Esto se sigue
de la ley de multiplicacién en S(E) (4.1.1) y de la Proposicién 4.2.1. Resta ver
que Iy es basico. Sea

m:ECUETU(EDY* = {0V U(E\H)°U(E\ H)'U((E\ H)")*
n(v) = (id —xn)(v), m(e) = emn(r(e)), m(e*) = m(r(e))e”.

Vemos que 7 se extiende a un morfismo de dlgebras suryectivo
7t: L(E) - L(E\ H). (4-9.5)

Sea I = Ker(7); notemos que H C I; luego Iy C I. Por el Corolario 4.3.6, si
v € E9\ H, m(av) = av = 0 en L(E \ H) implica que a = 0. Luego para v € E°,
av € Iy con a # 0 implica que v € H. Finalmente veamos que E’ NIy = H.
Si v € E°N Iy entonces como Iy C I, (v) = 0, y por tanto v € H; luego
E°N Iy C H. La otra contencién es clara. O]

Ejercicio 4.9.6. Sea H C E° un subconjunto hereditario, no necesariamente
saturado. Sea Iy < L(E) el ideal generado por H. Probar que

Iy = spani {ap* : a,p € E*, r(a) =r(B) € H}. (4.9-7)
Sea X C E°

Lema 4.9.8. Sea X C E° y sea Ix <1 L(E) el ideal bildtero generado por X. Se tiene
Ix = Ix.

Demostracion. Basta ver que X C H = Ix N EO. Por el Lema 4.9.3, H es heredi-
tario y saturado. Luego H = H D X. O
Teorema 4.9.9.

i) Las funciones

H(E) < Z(E)
Hw— Iy
I(H) = I

son isomorfismos inversos de reticulados.
ii) El morfismo (4.9.5) induce un isomorfismo homogéneo L(E) /Iy = L(E \ H).

Demostracién. Probaremos primero ii). Sea v’ : L(E) — L(E)/Iy la proyec-
cién. Por la Proposicién 4.9.4 y su demostracién, L(E)/Iy es Z-graduado,
7’ es homogénea, y para 7 como en (4.9.5), existe un tnico morfismo 7 :
L(E)/Iy — L(E\ H) tal que o/ = . Para cada elemento x € (E°\
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HYUE'\rY(H)U(E'\ r1(H))* sea ¢(x) = 7/(x). Los elementos ¢(x) cum-
plen las relaciones (P), (CK1) y (CK2) que definen a L(E \ H). Luego tene-
mos un morfismo ¢ : L(E\ H) — L(E)/Ig. Por construccién, 7 o ¢ coincide
con la identidad en los generadores de L(E \ H) y por tanto es la identi-
dad. Como ademés todos los elementos de E® U E' U (E')* que no estdn en
(E\H)°U(E\ H)'U((E\ H)")* estdn en Iy, se sigue que ¢ es suryectivo.
Luego ¢ y 7 son isomorfismos inversos. Resta probar la parte i). Es claro
que ambas funciones preservan el orden de inclusién; luego basta probar
que son biyecciones inversas. Sean I € Z(E) y H = H(I); por definicién,
Iz C I Luego por la parte ii), existe un morfismo suryectivo homogéneo
¢ : L(E\ H) — L(E)/I, cuyo ntcleo es isomorfo a I/Iy. Sia € kv € E0y
Y(av) = 0, entonces av € I, lo que, como I es bésico, implica que v € [y
por tanto v € H, de lo que se sigue que es cero en L(E \ H). Por el Teorema
4.8.1, P es un isomorfismo. Luego I = Iy j). Por otro lado, probamos en la

Proposicion 4.9.4 que H(Iy) = Iy N E' = H. O

4.10. Clausura hereditaria y saturada

Sean E un grafo unital y v € E°. El drbol de v es
T(v) = {w € E®: v > w}.

Notemos que si X C EY es un subconjunto, entonces

T(X)= | T(x)

xeX

es el minimo conjunto de vértices hereditario que contiene a X. Consideramos
también

S(X) ={vereg(E) : {r(e) :se) =v} C X} UX.
Observemos que S(X) es hereditario si X lo es y que cualquier subconjunto
saturado X C Y C E? contiene a S(X). Sea

Lema 4.10.1. Sean Xo = T(X), X41 = S(X»). Entonces X = Us—o Xa-

Demostracion. Es claro de la definicién de X, que todo conjunto de vértices
hereditario y saturado que contiene a X debe contener a todos los X;;. Como
ademas EV es finito por hipétesis, existe m tal que X,y = Xy4m para todo n.
Habiamos observado que S(Y) es hereditario si Y lo es; se sigue que X, es
hereditario. Como ademas X, = X;, 11 = S(Xp), Xin también es saturado. O

4.11. Grafos cofinales

Sea E un grafo unital. Un camino infinito en E es una sucesion infinita
& = (e;);i>1 tal que para todo j, r(ej) = s(ejy1). El soporte de un camino, finito
o infinito, en E es
supp a« = {s(e;), r(e) }-

El soporte de un vértice v es {v}. Sea

X(E) = {a : camino infinito en E} U{a € P(E) : r(a) € sing(E)}



58 CAPITULO 4. ALGEBRAS DE LEAVITT

Observemos que, como E es unital, todo camino infinito pasa por algtn ciclo.
Decimos que E es cofinal si

(Vo € E°, v € X(E)) T(v) Nsupp(y) # @.
Equivalentemente, E es cofinal si se satisfacen las dos condiciones siguientes.
i) Para todo v € E° y todo ciclo ¢ en E existe u € supp(c) tal que v > u.

ii) Para todo vértice v y todo vértice singular w, se tiene v > w.
Proposicién 4.11.1. El grafo unital E es cofinal si y sélo si H(E) = {@, E°}.

Demostracién. Supongamos que existe H € H(E) \ {@,E}. Sea v € E\ H;
construiremos un camino v tal que tal que supp(y) NH = @ y o bien r(7y) €
sing(E) o bien existe un ciclo ¢ tal que r(y) € supp(c). Si v € sing(E), to-
mamos 7 = v. Si v € reg(E), como H es saturado, existe ¢ € s~!{v} tal
que r(e) ¢ H. Si r(e) € sing(E), tomamos ¢y = e. Si no, seguimos hasta
que lleguemos a un vértice singular o repitamos un vértice regular; en este
altimo caso, llegamos a un vértice que estd en el soporte de un ciclo. Te-
nemos asi un camino 7y que empieza en v y termina en un vértice que no
estd en H y que es singular o estd un ciclo. Sea ahora w € H (que exis-
te pues H # @). Si E fuera cofinal, existiria u € supp(7y) tal que w > u,
y por tanto w > r(y) ¢ H, lo que contradice el hecho de que H es here-
ditario. Recfprocamente, supongamos que H(E) = {@,E°}. Sean v € E' y
a € X(E); queremos ver que existe v > u € supp(«). Si v € supp(a), toma-
mos u = v. Supongamos entonces que v ¢ supp(a). Por hipétesis, {v} = E.
Luego existe n > 0 tal que {0}, = E°, y por tanto hay m > 0 minimo tal que
{v}m Nsupp(a) # @. Sea w € {v},, Nsupp(a); entonces & = ajay con aq fini-
to, (1) = w = s(ap). Si m > 0, entonces por minimalidad de m, w € reg(E) y
r(s'{w}) C {v}m_1. En particular, como w es regular, |ay| # 0, y si ap = ea3,
entonces r(e) € {v},,—1 Nsupp(a), lo que contradice la minimalidad de m.
Luego m = 0, y por tanto v > w, como querfamos. O

Ejercicio 4.11.2. Probar que un grafo cofinal tiene a lo sumo un pozo y que si
lo tiene, no puede tener ningtn ciclo.

4.12. El ideal generado por un ciclo sin salida

Proposicién 4.12.1. Sean E un grafo unital, ¢ un ciclo sin salida en E, v = s(c) e
I(v) < L(E) el ideal generado por v. Sea

A¢ = {a € Py : a no contiene todas las aristas de c}.
Sea * :=v,ysin <0,seac":= (c*)". Entonces
¢ : Ma K[t t ] = 1(v), pleqpt") = ac”p*

es un isomotfismo de dlgebras.
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Demostracion. Observemos que si B # v € Py y B*y # 0, entonces uno de
los dos es segmento inicial del otro, lo que, como c no tiene salida, implica
que el resto del que tiene longitud mayor es una potencia positiva de c. Esto
no puede suceder si B,y € A, y por tanto f*y = Jg,0. Se sigue que ¢ es
morfismo de élgebras. Sea H = T(v); como ¢ no tiene salida, H = supp(c).
Dado que s(c) = r(c) = v, podemos reescribir

ac"B* = 46" (4.12.2)

con r(y) = r(é) = vy por tanto pertenece a Iy. Para ver que ¢ es suryectiva,
basta, por el Ejercicio 4.9.6, mostrar que todo elemento de la forma a* con
w = r(a) = r(B) € supp(c) estd en la imagen de ¢. Siw = vy a & A,
entonces existen a1 € A, y n > 0 tales que & = a1c”; aplicando lo mismo a §,
vemos que si w = v, entonces a* estd en la imagen de ¢. S5i v # w entonces
c=e---e,yw=s(¢) parauntnicor >i>1,y

*
Ci:ei...erel...ei_l:ei...erc(ei...er) .

Por lo que ya vimos, & = ac} paraalginn y algin ay € A, Siaje;---e, &
A, entonces &1 = azep - - -e;_1 para algin y a € Py, que por lo anterior po-
demos escribir como a3c™ con a3 € Ac. En resumen a = azc " (e; - e,);
aplicando lo mismo a B, obtenemos nuevamente que af* € Im(¢). Para ver

que ¢ es inyectiva, basta ver que
C=A{ac"B* : a,p € A, n € Z}
es linealmente independiente. Pero usando que para todo1 <i <7,
e er(ei .. .er)* = S(Ei),

vemos que C es un subconjunto de la base B” de la Proposicién 4.3.3 y el
Corolario 4.3.6. O

4.13. Simplicidad

Sea E un grafo unital. Decimos que E es simple si es cofinal y todo ciclo en
E tiene salida.

Teorema 4.13.1. Sea E un grafo unital. Entonces E es simple si y sélo si los tinicos
ideales biliteros basicos de L(E) son 0y L(E).

Demostracion. Supongamos que E es simple. Sean I C L(E) un ideal basico y
7 L(E) — L(E)/I la proyeccién. Si a € k\ {0}, v € E° y 7(av) = 0, enton-
ces av € I, lo que como I es bésico implica que v € H(I) = INEY, que es
hereditario y saturado por el Lema 4.9.3. Luego H(I) = E° por cofinalidad de
E y a Proposicién 4.11.1 y I D (E°) = L(E), contradiccién. Luego 7(av) = 0
con a € k implica que a = 0. Como por hipétesis todo ciclo en E tiene salida,
se sigue del Teorema de unicidad de Cuntz-Krieger 4.7.9 que 7 es un mo-
nomorfismo y por tanto I = 0. Reciprocamente, supongamos que los tnicos
ideales bildteros basicos de L(E) son 0 y L(E). Entonces lo mismo ocurre con
los ideales bilateros bdsicos que ademds son homogéneos, y por tanto E es
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cofinal por el Teorema 4.9.9 y la Proposicién 4.11.1. Resta ver que todo ciclo
en E tiene salida. Supongamos que no y sean ¢ un ciclo sin salida y v = s(c).
Entonces I(v) = L(E) y por la Proposicién 4.12.1, L(E) & My _k[t,t]. Como
E es unital, A, es finito y A = M (t — 1)k[t, t '] es un ideal propio no nulo,
libre como k-médulo con base

leapt—Dt":n€Z,a,B € Ac}.
Bajo el isomorfismo de la Proposicién 4.12.1, A corresponde al ideal
] = span, {ac" 1 B* —ac"B* 1 n € Z,a, B € A}

Vemos que si w € E? y a # 0 entonces aw no es combinacién lineal de estos
elementos; luego | es basico y libre de vértices. O

Corolario 4.13.2. Si k es un cuerpo entonces L(E) es simple si y sélo si E lo es.
Demostracion. Se sigue del Teorema 4.13.1 y la Observacion 4.9.1. O

Ejercicio 4.13.3. Probar que si E es simple y aciclico, entonces existe n > 1 tal
que L(E) = M,,.

4.14. Teorema de reducciéon

Teorema 4.14.1. Sean E un grafo unital y 0 # x € L(E). Supongamos que todo
ciclo de E tiene salida. Entonces existen 0 # a € k, v € E' y o, B € P(E) tales que
&*xp = av.

Demostracion. Por el Lema 4.7.4 existe € P(E) tal que 0 # y = xp € P(E),
y basta probar el teorema para y. Escribamos y = Y}_; a;7; con todos los v;
distintos, y todos los a; # 0; si s > 1 podemos ademds ordenar los sumandos
de modo que para todo i, |y;| < |yiy1|- Notemos que para todo i, r(7y;) =
r(B) =: v. Probaremos el teorema por induccién en s. Si s =1, 9]y = a1v. Sea
s > 1; entonces
S
1Y =@o+ ) 4
i=2

Si algtn 777; = 0, la suma tiene menos de s sumandos y terminamos aplican-
do la hipétesis inductiva. Si no, para cada i, ¢; := 7] 7; es un camino cerrado
basado en v, que, por hipétesis del teorema, tiene salida. Luego por el Lema
4.7.7, existe un camino 5 € P? tal que *c;y = 0 para todo i. Por tanto

(v1m)*yn =" (viy)n = aiy™n = arr(n).

4.15. Idempotentes infinitos

Sean R un anillo y ¢, f € R idempotentes. Decimos que e y f son Murray-
von Neumann equivalentes, y escribimos e ~ f, si existen x,y € R tales que
e =xyy f =yx. Decimos que e y f son ortogonales si ef = fe = 0; escribimos
e L f para indicar que e y f son ortogonales.
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Lema 4.15.1. Sean R un anillo y e, f € R idempotentes. Son equivalentes
i) e~ f.
ii) Existen x € eRf yy € fRe tales que xy = ey yx = f.
iii) Los ideales a izquierda Re y Rf son isomorfos.

iv) Los ideales a derecha eR y fR son isomorfos.

Demostracion. Si e ~ f, por definicién, existen x1,y; € R tales que x1y; = ey
y1x1 = f. Entonces x = ex1f y y = fye satisfacen ii). Luego i) <= ii). El resto
se sigue de que la evaluacién en e induce biyecciones homg(Re, Rf) — eRf y
homg (eR, fR) — fRe.

Corolario 4.15.2. Sean ey, ey, f1, f» idempotentes tales que eq y ey son ortogonales
entre siy que f1 yfo son ortogonales entre si. Siey ~ f1y ey ~ fo, entonces e; + ey ~

fi+ fa.

Demostracion. Seane = e; +eyy f = f1 + f» Las condiciones de ortogonalidad
implican que Re = Re; @ Rep y Rf = Rf; @ Rf;. Por el Lema 4.15.1, ¢; ~ f;
implica que Re; = Rf;, y por tanto Re = Rf, lo que, nuevamente por el Lema

4.15.1, implica que e ~ f. O

Decimos que un idempotente e € R es infinito si existen idempotentes
ortogonales eq, ¢, tales que e = e1 +¢ep, 1 ~ ey ey # 0.

Lema 4.15.3. Sie < f € R son idempotentes y e es infinito, entonces f también lo
es.

Demostraciéon. Sea g = f —e y sean e y e, como en la definicién de idem-
potente infinito. Entonces Re; # 0, Rf = Re; @ Rep; @ Rg y Re; & Rg =
R(e1 +e2) ® Rg = Rf. Luego e + g ~ f, por el Lema 4.15.1. O

Lema 4.15.4. Sean e ~ f € R idempotentes. Si e es infinito, entonces f es infinito.

Demostracién. Sean eq,e; como en la definicién de idempotente infinito, x,y €
R como en la parte ii) del Lema 4.15.1 y f; = ye;x. Entonces

fifo = yerxyerx = yeq (e + ex)eax = yerenx = 0.
Cambiando f; por f, obtenemos que también f, f; = 0. Ademds
f=yx =yex = yerx + yerx = f1 + fa.

Como e ~ ¢, hay z € eRe; y w € ejRe tales que zw = e y wz = e;. Entonces

(ywx)(yzx) = y(wez)x = y(wz)x = yerx = fi,
(yzx)(ywx) = yz(xy)wx = yzewx = yzwx = yex = yx = f.

Lema 4.15.5. M,, no posee idempotentes infinitos.
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Demostracion. Suongamos que existe un idempotente infinito e € M, y sean
e1,e2 como en la definicién de idempotente infinito, P = ek y P; = e;k"
(i=1,2). Notemos que P = Py @ P,y P, # 0. Sean x € eM,e1 yy € egMye
tales que xy = e y yx = e;. Entonces P — P, a — yay Py — P, a — xa son
isomorfismos inversos, luego P = P @ P,. Sea m < k un ideal maximal y sea
7k — k/9M = { la proyeccién. Entonces P ®y ¢ = P @i £ © P, ®j £ implica
que P, ®; ¢ = 0, es decir que 7t(e;) = 0. Luego e estd en la interseccién de
todos los ideales maximales de k, y por tanto 1 — e, no estd en ningtin ideal
maximal. Se sigue que 1 — ey es inversible; como ademads es idempotente,
1—e; =1, luego e, = 0, contradiccién. O

4.16. Anillos simples puramente infinitos

Sea R un anillo. Decimos que R es simple puramente infinito si R no es un
anillo de divisién y Vx € R\ {0} 3 4,b € R tales que axb = 1.

La referencia para anillos simples puramente infinitos es el articulo funda-
mental [6].

Lema 4.16.1. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes.
i) Vx € R\ {0} existen a,b € R tales que axb es un idempotente infinito.
ii) Todo ideal a izquierda no nulo contiene un idempotente infinito.

iit) Todo ideal a derecha no nulo contiene un idempotente infinito.

Demostracién. Supongamos que R satisface i), sean x € R\ {0} y a,b € R tales
que ¢ := axb es un idempotente infinito. A menos de reemplazara y b poreay
be, podemos suponer que ea = a 'y be = b. Entonces (xba)(xba) = xbea = xba
es un idempotente equivalente a e y por tanto infinito, que estd en el ideal
xR. Andlogamente bax € Rx y es un idempotente infinito. Luego i) = ii) y
iii). Supongamos que R satisface ii) y sea x € R\ {0}. Entonces existe 2 € R
tal que e = ax es idempotente infinito. Entonces ¢ = axe es un idempotente
infinto. La demostraciéon de que iii) = i) es similar. O

Teorema 4.16.2. Sea R un anillo simple. Son equivalentes
i) R es simple puramente infinito.

ii) R satisface las condiciones equivalentes del Lema 4.16.1

Demostracion. Supongamos que R es simple puramente infinito. Sean 0 # I C
R un ideal a derecha (el caso I = R no estd excluido) y 0 # | C I un ideal
a derecha de R tal que | # R. Sea 0 # x € | y sean a,b € R tales que
axb = 1. Entonces ¢ = bax € aR C | C I es idempotente, y no es 1 pues
pertenece a un ideal propio. Luego 1 — e # 0; como ademds e ~ axb =1, 1
es un idempotente infinito, lo que por el Lema 4.15.4 implica que e es infinito.
Probamos asi que i) del teorema implica iii) del Lema 4.16.1. Supongamos
ahora que R satisface iii) del Lema 4.16.1. Entonces R posee un idempotente
infinito, y por tanto no puede ser un anillo de divisién. Sea x € R\ {0} y
sea e = xa € xR un idempotente infinito. Sean e;,e, como en la definicién
de idempotente infinito, de modo que 1R = eR y e, # 0. Como R es simple
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por hipoétesis, existen n > 1, ay,...,a,,b1,...,by € R tales que }I' ; ajepb; = 1.
Entonces la funcion

n
(EZR)n — R, (yl,. ..,yn) — Zaiyi
i=1

es un morfismo suryectivo de R-médulos a derecha. Luego existe un R-médu-
lo a derecha P tal que (e;R)" = R & P. Por tanto

eR = eR® (eaR)" X eR® R D P.

Luego existen idempotentes p,q € Endg(eR) = eRe tales que p corresponde,
mediante el isomorfismo de arriba, a la projeccién sobre R y g a la proyeccién
sobre eR @ P. Luego p y g son ortogonales, p + g = e y la composicién del
isomorfismo de arriba con la proyeccién sobre R se restringe a un isomorfismo
pR = R. Luego p ~ 1, y por tanto existen b € pR,a € Rp talesque ba = py
ab = 1. Como ademds p € eR C xR, existe t € R tal que p = xt. Luego

1 = abab = apb = axtb.

O

4.17. Algebras de Leavitt simples puramente infini-
tas

Lema 4.17.1. Sean E un grafo unital, w € E°, c un ciclo basado en w y e una salida
de ¢ con s(e) = w. Entonces w es un idempotente infinito de L(E).

Demostracién. Como r(c) = s(c) = w, w = c*c ~ cc* < w. Ademds c*e = 0
por CK1, luego (w — cc*)e = we = e # 0, y por tanto w — cc* # 0. O

Proposicién 4.17.2. Sean E un grafo unital y v € E°. Supongamos que existe un
ciclo con salida c tal que supp(c) N T(v) # @. Entonces v es un idempotente infinito
de L(E).

Demostracion. Sean v € E° y ¢ un ciclo de E que tiene una salida e € E! en
w = s(e). Supongamos que T(v) Nc # @. Entonces existe 1 € P(E) tal que
s(u) =vyr(p) = w. Entonces p*u = wy up* < v, luego f = v — up* es
idempotente y ortogonal a pp*. Por el Lema 4.17.1, w es infinito; luego up* es
infinito por el Lema 4.15.4 y por tanto v lo es por el Lema 4.15.3.

Corolario 4.17.3. Si E es simple y tiene al menos un ciclo, entonces todo vértice de
E es un idempotente infinito de L(E).

Teorema 4.17.4. Sea E un grafo unital. Las siquientes propiedades son equivalentes.

i) L(E) no posee ideales bdsicos propios no nulos y para todo elemento no nulo x €
L(E), existen «,p € L(E), p € L(E) idempotente infinito y 0 # a € k tales que
axp = ap.

ii) E es simple y tiene al menos un ciclo.
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Demostracion. Si i) se satisface, entonces E es simple, por el Teorema 4.13.1.
Si E no tiene ciclos, entonces por el Ejercicio 4.13.3, L(E) & M, para algun
n > 1. Pero M, no posee idempotentes infinitos, por el Lema 4.15.5. Luego E
debe tener al menos un ciclo. Reciprocamente, si E es simple, entonces L(E)
no posee ideales basicos no triviales, por el Teorema 4.13.1. Si ademds tiene
al menos un ciclo, entonces por el Corolario 4.17.3, todo vértice es un idem-
potente infinito. Por el Teorema de reduccion 4.14.1, si 0 # x € L(E) existen
a,B € P(E),a€k*yo e E tales que av = a*xp. O

Corolario 4.17.5. Si k es un cuerpo entonces L(E) es simple puramente infinito si y
solo si E es simple y tiene al menos un ciclo.

Demostracion. Basta ver que la condicién i) del Teorema 4.17.4 equivale a que
L(E) sea simple y puramente infinito. Por la Observacion 4.9.1, todo ideal de
L(E) es bésico, luego la condicién i) equivale a que L(E) sea simple y cumpla
la condicién i) del Lema 4.16.1, lo que, a su vez, por el Teorema 4.16.2 equivale
a que L(E) sea simple puramente infinito. O



Capitulo 5

Teoria de Morita

La referencia bésica para este capitulo es [7, Chapter II, Section 3].

5.1. Contextos de Morita

Un contexto Morita es una séxtupla (R,S,P,Q, f,g) donde R y S son élge-
bras, P = rPs, Q = sQr son bimédulosy f : PRsQ - Ry g: Q®rP — S
son morfismos de bimédulos que satisfacen

i) f(proq)-p=p-glqep)Vp,p' €P,qeQ.
i) g(q@p)-qd' =q-f(p®q)VpeP,qq €Q.

Una equivalencia Morita entre R y S es un contexto Morita como arriba tal que
f y g son isomorfismos. Dos algebras Ry S son equivalentes Morita si existe
una equivalencia Morita entre R y S; escribimos R ~ S para indicar que Ry S
son equivalentes Morita.

Observacion 5.1.1. Las condiciones i) y ii) de la definicién de contexto Morita
nos dicen que f y g permiten darle una estructura de dlgebra al conjunto de

matrices
R P
C— [Q S]

Explicitamente, el producto en C es

[‘11 P1] ) {ﬂz Pz} _ {ﬂlﬂz + f(p1 ®q2) ap2 + p1ba
b |92 b qia1 + biga biby +g(q1 @ p2)|°

Ejemplo 5.1.2. Sean S un élgebra y ¢ € S un idempotente. Sean R = eSe,
P=¢5Q=5e f:P®RsQ— Ryg:Q®gP — S los morfismos inducidos
por la multiplicacién de S. Entonces (R,S,P,Q, f,g) es un contexto Morita
con f suryectivo. La imagen de g es el ideal bildtero generado por e.

Ejemplo 5.1.3. Sean R un 4lgebra, P un R-médulo a izquierda, Q = hompg (P, R)
y S = Endg(P)°P. Entonces P = homg(R,P) es un (R, S)-bimédulo y Q
es un (S, R)-bimédulo por el Ejemplo vii) de 1.1.3. Es sencillo verificar que

f:P2sQ =R f(poq) =q(p)yg: QerP = S, glqep)(p) =q(p)p
cumplen las condiciones i) y ii) de la definicién de contexto Morita.

65
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Ejemplo 5.1.4. Sean R un algebra, P un R-médulo a derecha, Q = homg (P, R)
y S = Endg(P). Entonces P = homg(R, P) es un (S, R)-bimédulo y Q es un
(R, S)-bimédulo. Es sencillo verificar que f : Q®sP — R, f(q®p) =q(p) y
g:PR®RQ — S, g(p®q)(p') = pq(p') cumplen las condiciones i) y ii) de la
definicién de contexto Morita con las letras P y Q intercambiadas.

Ejemplo 5.1.5. Si C = (R,S,P,Q, f,g) es un contexto Morita, entonces C! =
(S,R,Q,P, g, f) también lo es, y es una equivalencia si C lo es.

Un R-médulo P es un generador si para todo R-médulo M existen un con-
junto X y un morfismo suryectivo PX) — M.

Ejemplos 5.1.6.
i) Si R es un anillo y L es un R-médulo libre, entonces L es generador.

ii) Si R es semisimple y {Sy,...,S,} es un sistema completo de representantes

(Xi)

de las clases de isomorfismo de R-médulos simples, entonces M = @]_; S;
es generador si y s6lo si X; # @ Vi.

Ejercicio 5.1.7. Un R-médulo P es generador si y sélo si existen n > 1y
7 € homg(P", R) un morfismo suryectivo.

Proposicién 5.1.8. Sea (R, S, P,Q, f,g) un contexto Morita. Supongamos que f es
suryectiva. Entonces

i) f es un isomorfismo.
ii) rP y QR son generadores.
iii) Ps y sQ son proyectivos y finitamente generados.

iv) g induce isomorfismos de S-modulos
P = homg(Q,S), Q= homg(P,S).
v) Los morfismos de dlgebras
R — Endg(P), R — Endg(Q)°P
inducidos por las estructuras de bimédulos, son isomorfismos.

Demostracion. Como f es suryectivo, existenn > 1y py,...,pn € Pyqi,...,qu €
Q tales que

fQ pi®g) =1 (5.1.9)
i=1

i) Sea x = ¥ p; ® q; € Ker(f). Entonces
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xzx'f(;Pi@?%‘)
:;P;’@q;f(r’i@th)
=ZP}®g(q}®pi)qi
—ZPJ [ ®pi) @4
:lzj;f p; ®q;)pi ©qi
:f(zp}@’q;‘);i’i@%
=0. ]

ii) Sean f : P = R, Ii(p) = f(p@q) y 17 : Q = R 12(a) = f(pi @ ).
Entonces h¥ = Y | hP : P" — gR, yhQ = Y7 | h? : P" — Rg son morfismos
suryectivos. Como rR y Rg son generadores, se sigue que P y Q también lo
son.

ili) Sean & : P <> S¢ : 7, a(p) = (§(q1®@p),...,.8@n®@p)), w(s1,...,80) =
Y pisi- Tenemos

m(a(p)) =Y pigai®p) =} f(pi@q)p = p.

Anglogamente, B : Q <+ 55" : 7', B(q) = (§(q@ p1),-..,g(q@ pn)) y 7'(s) =
($141,---,5nqn) satisfacen 77’ o B =i

iv) El morfismo g induce un morfismo de bimédulos h : P — homg(Q, S),
h(p)(q) = g(q® p). Si p € Ker(h) entonces

p=2 fpi®a)p =) piglai®p) =0.
1 1
Luego h es inyectiva. Sea &« € homg(Q, S). Entonces para todo g € Q,

w(q) = a(q ) f(pi®4:)) D (9@ pi)a;)
=Y (h(pi)a(q:))(q) = ZPi qi))

Luego h es suryectiva. La prueba de que Q = homg (P, R) es similar.

v) Sea p : R — Endg(P), p(a)(p) = ap; queremos probar que p es un iso-
morfismo. Si a € Kerp, entonces a = a); f(p; @ q;) = Y, f(ap; ® g;) = 0. Sea
« € Endg(P). Para todo p € P

a(p) = «x(Zf(rJi ®4i)p) = L a(pig(4i @ p))
=) a(pi)g(qi®p) = Zf (pi) @ qi)p = PZf (pi) ®4:))(p)-

i

Luego p es suryectiva. La prueba de que p : R — Endg(Q)°P es un isomorfis-
mo es similar. O
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Ejercicio 5.1.10. Completar la demostracién de las partes iv) y v) de la Propo-
sicién 5.1.8.

Ejemplo 5.1.11. Aplicando la Proposicién 5.1.8 en el Ejemplo 5.1.2 obtenemos
que eS ®g Se = eSe.

Observacion 5.1.12. Aplicando la Proposicién 5.1.8 al contexto transpuesto

(S,R,Q,P,g, f) del Ejemplo 5.1.5, obtenemos que si g es suryectiva enton-
ces es un isomorfismo, gP y Qr son proyectivos finitamente generados, Ps y
sQ son generadores, S = Endr(P)° y R = Endg(Q).

Teorema 5.1.13. Sea (R,S,P,Q, f,g) una equivalencia Morita.

i) Hay isomorfismos canénicos
Z(R) = Endggser (P) = Z(S) = Endggrer (Q) = Z(5).
ii) Las funciones

{ICRg: ideal } - {M C P : S—submédulo}, I —1-P
{I CsS: ideal } - {M C P : R—submédulo}, I — P-1I
{J] € Ss : ideal } — {N C Q : R —submédulo}, J— ]-Q
{J CRrR : ideal } - {N C Q : S—submédulo}, J— Q-]

son isomorfismos de reticulados. Bajo estas biyecciones, los ideales bildteros correspon-
den a los sub-bimédulos. En particular, los reticulados de ideales bildteros de R y S
son isomorfos.

Demostracién. i) Sean

a: Z(R) — Endgrgser (P), z— (p — zp)
B : Endgesor (P) = Z(R), ¢ = f(3(pi) @ q:)-

Es inmediato que foa = idz(g). Ademdssip € P,

«(B(9))(p) = F(¢(pi) ®4:))p = L ¢(pi)g(ai ® p)

1

=L ¢(piglai®p)) =Y ¢(f(pi©qi)p)
= (X f(pi@ai))e(p) = ¢(p).

1

El resto de los isomorfismos de i) se prueba en forma similar.

ii) Por la Proposicién 5.1.8 (aplicada con g y f intercambiados), r P es proyecti-
vo y por tanto playo. Luego I ®g P = I - P para todo ideal I C Rg. Del mismo
modo, sQ es proyectivo, luego ®sQ define una funcién en sentido inverso
que también preserva el orden, y que es inversa a izquierda de la anterior, ya
que P ®5 Q = R. Del mismo modo se sigue del isomorfismo Q ®g P = S que
la composicién inversa también da la identidad. Ambas funciones inversas
envian sub-bimédulos en sub-bimédulos. Luego la funcién del teorema es un
isomorfismo de reticulados bajo el cual los ideales bildteros se corresponden
biyectivamente con los sub-bimédulos. El resto de las afirmaciones de ii) se
sigue en forma similar. O
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Observacion 5.1.14. Por la parte iii) de la Proposicién 5.1.8, los S-médulos Ps y
sQ son proyectivos y finitamente generados. Luego por [11, Ejercicio 7b) de la
Préctica 6], son isomorfos a sus dobles duales respectivos. Luego se sigue de
la parte iv) de la Proposiciéon que

homg(P,S) 2 Q, ,homg(Q,S) =P

como S-médulos.

5.2. Moddulos que inducen equivalencias Morita
Sean R un anillo y M, N R-médulos a derecha. Sean

MY = homg (M, R)
e =eMN: N@r MY — homg(M,N),
eyp(x) =y - ¢(x).

Sif:My;— Mjyg: N3 — Npson morfismos de médulos, sea
ad(g, f) : homg (M1, N7) — homg(My, N;), ad(g, f)(T) =goTof.

Lema 5.2.1. Sean f : My — My y g: Ni — N, morfismos de R-mddulos a derecha.
El diagrama siquiente conmuta.

N; ®g My —> homg (M, Np)

lgéﬁfv iad(g/f )
N, ®g My — hompg (M, N>)

Demostracion.

(g f)y®¢)(z)

e(8(y) @ (9o f))(2)

=8(y)o(f(2)) = g(yp(f(2)))
=8(eyp(f(2))) = (goeypo f)(2)
=(ad(g, f) o €)(y @ ¢)(2)-

O

Proposicién 5.2.2. Sean R un anillo y P, N R-médulos a derecha. Sea e := "N :

N ®@g PY — homg(P,N). Si P es proyectivo y finitamente generado, € es un iso-
morfismo.

Demostracion. Como P es proyectivo y finitamente generado, es sumando di-
recto de un moédulo libre y finitamente generado. Luego existen n > 1y
morfismos de R-médulos ¢ : P — R" y 7w : R* — P tales que mo: = idp.
Aplicando v := hompg(—, P) obtenemos (Y o 1V = idpv. Luego

(idy ®1¥) o (idy ®@7) = idng g pv
ad(id[\], l) o ad(idN, 7'[) = idhomR(P,N) .
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Por tanto, en virtud del Lema 5.2.1 y del hecho de que un retracto de un iso-
morfismo es un isomorfismo, basta probar que ¢ : N ® (R")Y — homg(R",N)
es un isomorfismo. Sean & = {x1,...,xn} la base canénica de R" y £V =
{61,...,0,} la base dual. Consideremos los isomorfismos ¢ : R" — (R")Y,
$(xi) = %, ¢ : homg(R",N) - N®gR", ¢(T); = T(x;) ® xi- Vemos que
Ppoeo (idy ®p) = idNgyre, luego € es un isomorfismo. O

Sea P un R-médulo a derecha y sea

T: PY @ppapp) P = R, T(¢ @ p) = ¢(p). (5.2.3)
Proposicién 5.2.4. El morfismo (5.2.3) es suryectivo si y sélo si P es un generador.

Demostracion. Por el Ejercicio 5.1.7 P es generador si y s6lo si existenn > 1y
un morfismo suryectivo ¢ : P — R. Dar un morfismo P" — R equivale a dar
n elementos ¢y, - -+, ¢, € PV. El morfismo ¢ es suryectivo si y s6lo si 1 estd en
la imagen, lo que equivale a decir que existen py, ..., p, € P tales que

1= Zl‘Pi(Pi) =7()_ i@ pi). (5.2.5)
i= i=1

Por otro lado la suryectividad de T también equivale a que 1 € Im(7), que es
lo mismo que decir que existen p; y ¢; que cumplen (5.2.5). O

Lema 5.2.6. Sea (R,S,P,Q,f,g) un contexto Morita. Sean PV = homg(P,R),
Q" = homs(P,S), f: Q = P¥, f(q)(p) = f(p©4q), &: P — Q" gp)(g) =

¢(g®p), u: R — Ends(Q)°P y p: S — Endg(P)°P los morfismos inducidos por
las estructuras de bimédulo, y

#:Q®rQY = Q®pndg()r Q7 = QY ®pnas(0) Q
p': P®sPY = P®pngy(pyor P = P" @pnag(p) P

los morfismos inducidos por p y p. Entonces los siguientes diagramas conmutan.

P &g P —'> PV ®Endg (P) P

Tldp@f l'{'

PsQ— R

Q&R QY —"> Q¥ @pnag() Q

TidQ g i’[
8

Q®grP S.

Demostracién. Verificacion directa. O

Teorema 5.2.7. Sean R un dlgebra, P un R-médulo a derecha y S = Endg(P).
Sea C := (R,S,Q,P, f,g) el contexto Morita del Ejemplo 5.1.4. Entonces C es una
equivalencia Morita si y sélo si P es proyectivo finitamente generado y generador.
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Demostracion. Si C es una equivalencia Morita entonces por la Proposicién
5.1.8 y la Observacién 5.1.12, P es proyectivo finitamente generado y genera-
dor. Por las Proposiciones 5.2.2 y 5.2.4, la reciproca también vale. O

Corolario 5.2.8. Sean R un dlgebra y n > 1. Entonces R y M, R son equivalentes
Morita.

Demostracién. El contexto Morita (R, MR, (R")Y,R", T,¢) es una equivalencia
Morita por el Teorema 5.2.7. O

5.3. Contextos, idempotentes y esquinas

Sean S un anillo y ¢ € S un idempotente y SeS < S el ideal bildtero que
genera. Decimos que e es pleno si SeS = S. El anillo eSe C S se llama esquina de
e en S. Decimos que un anillo R es una esquina de S si existe un idempotente
e € S tal que R = eSe; R es una esquina plena si e es pleno.

Lema 5.3.1. Seann > 1ya € MuR. Sea I = <ai,j : 1 <1i,j <n) <R el ideal
bildtero generado por los coeficientes de a. Entonces (M,R)a(MyR) = M, 1.

Demostracion. Como R-médulo, tanto a derecha como a izquierda, M,R es
libre con base ¢;; 1 < i,j < n. Luego M,RaM,R es el R-bimédulo generado
por los elementos ¢, jae;, = €p,44;;, que es precisamente M. O

Corolario 5.3.2. Un idempotente e € MyR es pleno si y sélo si
<€Z"]' 01 S l,] S 7’1> = R.
Corolario 5.3.3. Si R es simple todo idempotente no nulo e € MR es pleno.

Seann > 1y e € MyR idempotente. Escribimos

eRn:{e' : : (xl,...,Xn)ERn}
Xn
Rle={[x1 ... xu]-e: (x1,...,x4) € R"}.
Lema 5.3.4. La funcién
R"e — hompg(eR",R), [x] — ([y] — [x] - [¥])
es un isomotfismo de R-mdodulos.

Demostracién. Tenemos eR" = Im(e) = R" /Ker(e) = R"/Im(1—e) = R"/(1—
e)R". Luego dar un elemento de hompg(eR", R) equivale a dar un morfismo
¢ : R" = R, ¢(x) = Y a;x; tal que Y1 ;a(ex);) = Y14 a;x;. Evaluan-
do en los vectores de la base canénica obtenemos a; = Y1 ; ajej;, es decir,

]
a = ae € R"e. O

Corolario 5.3.5. homg(R"e, R) = eR".

Demostracion. Se sigue del Lema 5.3.4 y de [11, Ejercicio 7b), Practica 6]. O
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Lema 5.3.6. Sea P = eR" y sea T : Homg (P, R) ®gnq,(p) P — R como en (5.2.3).
Entonces Im(T) es el ideal bildtero generado por los coeficientes de la matriz e.

Demostracion. Por el Lema 5.3.4, la imagen de T es el k-submédulo generado
por los elementos [x]e[y] con [x] € RV y [y] € R Sea B = {x;:1<i < n}
la base canénica de R". Como (R, R)-sub-bimédulo, Im(7) es generado por los
elementos de la forma [x;]e[x;] = ¢;, O

Corolario 5.3.7. T es suryectiva si y sélo si e es pleno.

Corolario 5.3.8. Si R es simple, todo R-mddulo proyectivo finitamente generado no
nulo es generador.

Teorema 5.3.9. Sean R y S dlgebras.

i) Existe un contexto Morita (R, S, P,Q, f, ) con f suryectiva siy sélo si existe n > 1
tal que R es una esquina de M, S.

ii) Ry S son equivalentes Morita si y sélo si existe n > 1 tal que R es una esquina
plena de M,,S.

Demostracion. SiC = (R, S, P,Q, f,g) es un contexto con f suryectiva, entonces
por la Proposicién 5.1.8, Ps es proyectivo y finitamente generado; luego existen
n>1ye e M,R idempotente tal que P = eS". Entonces Endg(P) = e(M,S)e,
y de nuevo por la Proposicién 5.1.8, R = e(M,S)e. Si C es una equivalen-
cia, tenemos ademds que g : Q ®r P — S es un isomorfismo, lo que por el
Lema 5.2.6 implica que 7 : QV QFndg(p) P — S esun isomorfismo. Recipro-

camente si ¢ : R — e(M;S)e es un isomorfismo para algin n > 1y algtn
idempotente ¢, entonces P = ¢S" es un (R, S)-bimédulo proyectivo (donde
R acttia a izquierda a través de ¢) y finitamente generado como S-médulo y
¢: P®g PV = Endg(P) = eMy(S)e es un isomorfismo. Entonces f = ¢~ loe
es un isomorfismo y (R, S, P, PV, f,T) es un contexto Morita. Si ademads e es
pleno, entonces T es suryectiva, por el Corolario 5.3.7 y por tanto es un iso-
morfismo, por la Proposicién 5.1.8 aplicada al contexto transpuesto. O

5.4. Invariantes Morita

Una propiedad ‘P referida a k-dlgebras se dice invariante Morita si toda vez
que R y S son equivalentes Morita, entonces R cumple B si y sélo si S la
cumple.

Sea X = (X, <) un poset. Una cadena en X es un subconjunto totalmente
ordenado. Decimos que X es noetheriano si toda cadena en X tiene maximo,
y que es artiniano si toda cadena tiene minimo. Un médulo sobre un anillo
es noetheriano o artiniano a izquierda si el poset de sus ideales a izquierda
lo es. Un anillo es noetheriano (resp. artiniano) a derecha si Ry lo es; esto
implica que todo R-médulo a derecha finitamente generado es noetheriano
(resp. artiniano). R es noetheriano (resp. artiniano) a izquierda si R°P lo es.

Proposicién 5.4.1. La simplicidad, la noetherianidad y la artinianidad a izquierda y
a derecha son invariantes Morita.



5.5. SIMPLICIDAD PURAMENTE INFINITA 73

Demostracién. Sea C = (R,S,P,Q, f, g) una equivalencia Morita. Por el Teore-
ma 5.1.13 los reticulados de ideales bildteros de R y S son isomorfos, luego
R es simple si y s6lo si S lo es. Por la Proposicién 5.1.8 aplicada a C y a su
transpuesta, rP, Ps, sQ y Qr son proyectivos y finitamente generados. Por el
Teorema 5.1.13, los reticulados de ideales a derecha y a izquierda de S son
isomorfos a los reticulados de R-submoédulos al mismo lado de Py Q, respec-
tivamente. Como estos R-médulos son finitamente generados, los reticulados
respectivos son noetherianos o artinianos si R es noetheriano o artiniano. Por
tanto S es noetheriano o artiniano si R lo es, y al mismo lado. O

Lema 5.4.2. Sea *J una propiedad de dlgebras invariante por isomorfismo de dlgebras.
Entonces 3 es invariante Morita si y sélo si, toda vez que R tiene P y e € R es un
idempotente pleno, entonces MaR y eRe tienen B.

Demostracion. Como ‘P es invariante por isomorfismos, se sigue del Teorema
5.3.9 que P es invariante Morita si y s6lo si es preservada por esquinas plenas,
ie. si R tiene P y e € R es idempotente pleno entonces eRe la tiene y por
anillos de matrices, i.e. si R la tiene y n > 1 entonces M, R también la tiene. Sea
pn la matriz identidad de M,R; por el Corolario 5.3.2, p, es un idempotente
pleno de M;;R para todo m > n. Luego si 8 cumple las condiciones del
lema y R tiene B, entonces MR = p, Mo Rpy = puMp(Mp(--- (MaR) -+ ))pn
también Ia tiene. O

Ejercicio 5.4.3. Decidir cuéles de las siguientes propiedades sobre un algebra
R son invariantes Morita.

i) R es semisimple.
ii) Todo R-médulo proyectivo finitamente generado es libre.
iif) Todo submédulo de un R-médulo libre finitamente generado es libre.

iv) Todo submédulo de un R-médulo proyectivo finitamente generado es
proyectivo.

v) El morfismo estructural k — Z(R) es un isomorfismo.

5.5. Simplicidad puramente infinita

En esta secciéon demostramos el teorema de Ara, Goodearl y Pardo [6]
que dice que la simplicidad puramente infinita es invariante Morita. Primero
necesitamos algunos resultados previos probados en loc. cit..

Un médulo M sobre un anillo R es directamente infinito si existe un R-
moédulo N # 0 tal que M = M @ N.

Lema 5.5.1. Sea e € R un idempotente. Entonces e es infinito si y sélo si eR es
directamente infinito, si y solo si Re es directamente infinito.

Demostracién. Supongamos que e es infinito y escribamos e = e; + e, como en
la definicién de idempotente infinito. Entonces e; # 0, eR =2 ¢1R, Re = Rey.
Supongamos ahora que eR es directamente infinito y sean I =2 eRy | # 0
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ideales a derecha tales que eR = I @ J. Entonces existen tinicose; € [ ye; € |
tales que e = e; + ep. Observemos que, como e¢; € eR, ee; = e;. Luego

e =eep = e% +exe1 = e + egeq

y por tanto epe; = 0. Intercambiando e y e, obtenemos que e1e; = 0. Ademas
ez # 0 porque | # 0y e ~ e; por el Lema 4.15.1. En conclusién, e es infinito si
eR lo es. Aplicando esto a R°P obtenemos que ¢ es infinito si Re lo es. O

Proposicién 5.5.2. Sean R un anillo simple, P y Q R-mddulos proyectivos fini-
tamente generados. Si P es directamente infinito, entonces existe M # 0 tal que
P=QoM.

Demostracion. Sea N # 0 tal que P = P @ N. Entonces N es proyectivo y
finitamente generado y por tanto es generador, por el Corolario 5.3.8. Luego
como Q es finitamente generado, existen n > 1 y un morfismo suryectivo
N" — Q. Como ademads Q es proyectivo, N = Q @ M; para algtin médulo
M;. Luego

PYP®HN'"2P& Q& M.

Notamos que M = P & M; cumple lo pedido. O

Proposicién 5.5.3. Sean R un anillo simple puramente infinito y P un médulo pro-
yectivo no nulo finitamente generado. Entonces P es directamente infinito.

Demostracion. Por el Teorema 4.16.2, existe e € R idempotente infinito. Enton-
ces eR y Re son directamente infinitos por el Lema 5.5.1. Si P es, digamos,
moédulo a derecha, entonces por la Proposicién 5.5.2, P es isomorfo a un su-
mando directo I de eR; en particular eR = I @ | para algtn ideal a derecha
J. Como I es un ideal a derecha no nulo, contiene un idempotente infinito f,
por el Teorema 4.16.2. Luego por la Proposicién 5.5.2 existe un ideal a derecha
K tal que eR = K® fR. Entonces I = fR® KN 1. Como f es infinito, existe
N #0tal que fR= fR®N.Luego I = fREN® KNI =I1@ N. Por tanto [
es directamente infinito y P, que era isomorfo a I, también lo es. O

Corolario 5.5.4. Si R es simple puramente infinito, entonces todo idempotente de R
es infinito.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 5.5.3 y del Lema 5.5.1. O
Teorema 5.5.5. La simplicidad puramente infinita es invariante Morita.

Demostracion. Sea R simple puramente infinito. Como R contiene un idempo-
tente infinito f y 1 > f, 1 es infinito. Luego R = R @ M con M # 0, por el
Lema 5.5.1. En particular, R no es artiniano. Luego si 0 # e € R es idempo-
tente, eRe es simple y no es artiniano por la Proposicién 5.4.1; en particular,
no es un anillo de divisién. Si 0 # x € eRe, como R es simple puramente
infinito, existen 4,b € R tales que axb = 1. Entonces eaexebe = eaxbe = ey
eae,ebe € eRe. Probamos asi que eRe es simple puramente infinito. Ademads
por las Proposiciones 5.5.2 y 5.5.3 R 2 R2@ N para algtin R-médulo a derecha
no nulo N. Entonces R? = fR para algtin idempotente 0 # f € R, y por tanto
MR = Endg(R%) = fEndr(RR)f = fRf es simple puramente infinito por lo
que acabamos de probar. O



Capitulo 6

Grafos y equivalencias Morita

En este capitulo probaremos que ciertas transformaciones que pueden ha-
cerse a un grafo no cambian la clase de equivalencia Morita del dlgebra de
Leavitt. La referencia basica del capitulo es el articulo [2].

6.1. Remocion de fuentes

Sea E un grafo y sea v € sour(E) \ sing(E). Sea E\, el grafo con vértices
Eg = E%\ {0}, E{v = E'\ s7'{v}, con las funciones de salida y llegada ob-
tenidas por restriccion de las de E. La operacién E — E\, es la remocion de la

fuente v.

Proposicién 6.1.1. Sea E un grafo unital y sea v € sour(E) \ sing(E). Entonces 1 —
v es un idempotente pleno de L(E) y la inclusion E\, C E induce un *-isomorfismo
L(E\,) — (1 —=9)L(E)(1 — v). En particular, L(E) y L(E\,) son equivalentes
Morita.

Demostracién. Como v ¢ r(E'), w < 1 — v para todo w € r(E'). Luego ap* =
a(1 — v)B* para todo par de caminos &, 8 € P(E) con r(a) = r(B). Dado que

los elementos af* con r(a) = r(p) generan a L(E) como k-médulo, tenemos
que L(E) = L(E)(1 —v)L(E). Luego 1 — v es pleno. Sea

L(E) D X := E°\ {v} UE' \ s Yo} U (E' \ s H{o})*.
Para todo x € X, tenemos
x=(1-0)x(1-0)

En otras palabras X C R := (1 —v)L(E)(1 — ). Vemos que los elementos de X
cumplen las relaciones de la Proposicién 3.5.11 y por tanto la identidad de X
induce un morfismo de 4lgebras ¢ : L(E,,) — R. Observemos que sia'y f son
caminos con r(x) = r(p) entonces (1 —v)ap*(1 —v) es ap* sis(a) # v # s(p)
y es 0 en otro caso. Luego R C L(E) es el submédulo generado por el conjunto

Y = {ap" : rla) = r(B), s(a) # 0 #5(B)}.

Luego p(B”) NY es base de R. Se sigue que ¢ manda una base en una base y
por tanto es un isomorfismo. O

75
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Corolario 6.1.2. Para todo grafo unital E existe un grafo unital F tal que |F| < |E|
parai = 0,1, sour(F) \ sing(F) = @y tal que L(E) ~ L(F). Un tal F es simple o
simple y puramente infinito si E lo es.

Demostracion. Aplicando reiteradamente la operacién de remocién de fuentes
se llega en finitos pasos a un grafo F sin fuentes que no sean ademas vértices
singulares. Por la Proposicién 6.1.1, L(E) ~ L(F). Si E es simple o simple y pu-
ramente infinito, y £ es un cuerpo, entonces L;(E) tiene la misma propiedad;
luego L,(F) la tiene, por la Proposicién 5.4.1 y el Teorema 5.5.5, y entonces
también la tiene F, por los Corolarios 4.13.2 'y 4.17.5. O

Sea E un grafo finito. Decimos que E es irreducible si para todo par de
vértices v, w € EO, existe un camino en E que empieza en v y termina en
w. Decimos que E es esencial si no tiene pozos ni fuentes, y que es trivial si
consiste sélo de un ciclo, sin otros vértices o aristas.

Proposicién 6.1.3. Las siguientes afirmaciones sobre un grafo finito E son equiva-
lentes.

i) E es irreducible, esencial y no trivial.

ii) E es simple puramente infinito y no tiene fuentes.

Demostracion. Supongamos que E satisface i). Como E es finito y esencial,
tiene al menos un camino cerrado. Como ademads es irreducible, es cofinal.
Como es irreducible y no trivial, todo ciclo tiene salida. Luego E es simple
puramente infinito y no tiene fuentes por ser esencial. Reciprocamente si E
satisface ii), entonces no tiene fuentes por hipétesis y no tiene pozos pues es
cofinal y tiene al menos un ciclo. Luego es esencial; como ademas es finito,
todo vértice estd en un camino cerrado y por tanto en un ciclo. Luego la
cofinalidad de E implica que es irreducible. Finalmente, como todo ciclo en E
tiene salida, E no puede ser trivial. O

Corolario 6.1.4. Sea E un grafo finito simple puramente infinito. Entonces existe un
grafo irreducible, esencial y no trivial F con |F'| < |E'| (i = 0,1) tal que L(E) ~
L(F).

Demostracion. Por la Proposicion 6.1.3, el grafo F del Corolario 6.1.2 cumple
lo pedido. O

6.2. Expansién en un vértice

Sean E un grafoy v € E*. Sean EY = E, U {6}, E} = E' U {f}. La expansion
de E en v es el grafo E, con funciones de salida y llegada s,,7, : E} — E
definidos como sigue.

s(e) sis(e) #v .
s(ev={d % i z o) = re) sie#f
o(e) Z Si(:): fv o(e) { 7 sie=f.

Si Ey F son grafos y existe v € E” tal que F = E,, decimos que F es una
epansién de E y que E es una contraccion de F.
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Observacion 6.2.1. Un grafo unital E es la expansién de un grafo F si y sélo si
tiene una arista f que no es un lazo y es tal que s~ (s(f)) = {f} y r 1 (r(f)) =
{f}. En otras palabras E es una expansion si tiene una arista que no es un lazo
y es tal que al quitarla su salida resulta un pozo y su llegada una fuente. En
términos de la matriz de incidencia A = Ag, esto significa que A tiene una
fila con un tnico coeficiente no nulo, este coeficiente no estd en la diagonal,
es igual a 1, y es también el dnico coeficiente no nulo de su columna.

Proposicién 6.2.2. Sean E un grafo unital y v € E°. Entonces p = ¥,cpo w es un
idempotente pleno de L(E,) y L(E) = pL(Ey)p. En particular, L(E) ~ L(E,).

Demostracion. Como f es la tinica arista de E, con so( f) = v, por CK2 tenemos
v = ff* en L(E,). Por la misma razon, si &, f son caminos en E;, con r(a) =

r(B) =7, entoncesa = a'fy p=p'fconr(a)=r(f) =0y
aB* = &/ (B)" = a'p(B)" € L(E)pL(Ey).
Por tanto p es pleno. Sea X := EC UE' U (E1)* y sea ¢ : X — L(E,) definido
como sigue.
xf sixe€s o}
Pp(x) =4 f*x  six* €s o}
x si no.

Es sencillo verificar que los elementos {¢(x) : x € X} satisfacen las re-
laciones de la Proposicién 3.5.11. Por tanto ¢ se extiende a un morfismo
¢ : L(E) — L(Ey) cuya imagen estd contenida en R := pL(E,)p. Recorde-
mos que en el Corolario 4.3.6 obtuvimos una base del dlgebra de Leavitt de
un grafo que depende de elegir una arista e;, € s~ !{w} para cada w € E°. Fija
una tal eleccién para E, hacemos una elecciéon para E, de la siguiente forma.
Siw e E° \ {v}, elegimos el mismo ey. Si w = 7, elegimos e,, y si w = v,
tomamos la tnica eleccién posible, que es la arista f. Es claro que para esta
eleccién, ¢ envia la base de L(E) del Corolario 4.3.6 inyectivamente dentro
de la correspondiente base de L(E;,). Luego ¢ es inyectiva. Sea { = af* un
elemento de la base de L(E,). Entonces r(a) # v* y pp es no nulo si y sélo
sis(a) # U # s(B), en cuyo caso es igual a ¢. Luego aquellos ¢ de la base de
L(Ey) con s(a) # 0 # s(B) forman una base de R. Si un camino no sale de ©
y su dltima arista no es f, entonces o bien no pasa por v o bien contiene un
camino de la forma fe para algtn e € s~1{v}. En cualquiera de los casos, estd
en la imagen de ¢. Luego todo elemento de la base de R estd en la imagen de

2 O
Corolario 6.2.3. Para todo grafo unital E existe un grafo unital F con |Fi| < |E'| pa-
rai=0,1ytalquesie € E'ys(e) # r(e) entonces max{|s~'{s(e)}|,|r"{r(e)}|} >
2.

Demostracion. Contrayendo sucesivamente en todos los vértices de donde sal-

ga una sola arista, se llega a un grafo F como en la proposicién. El argumento
del Corolario 6.1.2 muestra que F es simple o puramente infinitosi Eloes. O

6.3. Etiquetamiento de aristas y particiones

Sea E un grafo. Un etiquetamiento de las aristas de E consiste de un conjunto
% y una funcién suryectiva 6 : E! — #. Un etiquetamiento induce una
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particion P = {3, : | € £} en E!, la que a su vez induce, para cada v €
E%, una particién &B’( ) :={& 1 € £} con & = Pnr{ov}, y una
una particién P°(v) = {&} : 1 € £} con & = P;Ns~{v}. En adelante
supondremos que para cada v € EY, las particiones " (v) y P*(v) tienen
finitos elementos. A partir de (E,3) construiremos grafos E,(3) y Es(B) a los
que llamaremos respectivamente el grafo obtenido de (E,*B) partiendo hacia
adentro y partiendo hacia afuera. El grafo E,(*P3) se define como sigue.

E/(P)° = {(v,i) : v € E®\ sour(E), i € 6(r{v})} Usour(E),
Er(m)l =
{(e,j) : e € E, s(e) ¢ sour(E), j € 8(r *{s(e)})} U {e: s(e) € sour(E)},
se,(p)(€7) = (s(e), /), sk, p)(e) =s(e),
e (€)= (7€), 000)), 75,y (©) = (+(6),606).

Si E y F son grafos tales que F = E,() para alguna particién ¢ de E!,
decimos que F se obtiene de E partiendo hacia adentro y que E se obtiene de F
amalgamando hacia adentro. El grafo E;(3) se define como sigue.

Es(P)° = {(v,i) : v € E®\sink(E), i € (s~ *{v})} Usink(E),
Er(m)l =
{(e,f) : e € EY, r(e) ¢ sink(E), j € 6(s™ {r(e)})} U{e: r(e) € sink(E)},
se(p)(e/]) = (s(e),0(e)), sk (q)(e) = (s(e), 0(e)),
re o) (e ]) = (r(e) 1), TE () (e) = r(e).

Si E y F son grafos tales que F = E;() para alguna particién 5 de E!,
decimos que F se obtiene de E partiendo hacia afuera y que E se obtiene de F
amalgamando hacia afuera.

Ejercicio 6.3.1. El grafo transpuesto E; de un grafo E es el grafo con los mismos
vértices y aristas que E pero con las funciones de salida y llegada intercam-
biadas. Probar que si P es una particién de E', entonces (E;),(B) = (Es(R)):

y (Et)s(B) = (Er(B))s-

Ejercicio 6.3.2. Sea E un grafo finito sin pozos ni fuentes. Sea M € {0, 1}E1,
M, s = 6,(c)s(f)- Sea B la particion de E asociada a 6 = idgi, de modo que
cada término de la particién tiene un tnico elemento. Probar que M es la
matriz de incidencia tanto de E; () como de E,(); deducir que estos grafos
son isomorfos.

Proposicién 6.3.3. Sean E un grafo finito sin fuentes ni pozos y 0 y P como arriba.
Para cada v € E°, sea i(v) € 0(r~1{v}) Entonces p = ¥ ycpo(v,i(v)) € L(E-(B))
es un idempotente pleno y L(E) = pL(E,(B))p. En particular L(E) ~ L(E,(B)).

Demostracion. Sea I <1 L(E(B)) el ideal bildtero generado por p. Sean v € E°,
i €6(r{v})yee & Entonces (¢,i(v)) = (s(e),i(v))(e,i(v)) = p(e,i(v)) € I
y por tanto I > (e,i(v))*(e,i(v)) = r(e,i(v)) = (v,i). Luego I contiene a
todos los vértices de E(3) y por tanto es todo L(E(3)). Esto prueba que p
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es pleno. Para cada v € E* y e € E!, definimos ¢(v) = (v,i(v)) y ¢(e) =
T 1o (€, H(5(€))) (£, Be))(F, (7)) Observamos que

¢(s(e))gp(e)g(r(e)) =

(s(e),i(s(e))) (( )Z( )(eri(S(E)))(f/G(E))(f/i(r(e)))*) (r(e),i(r(e))) = ¢(e),
s(f)=r(e

Luego por la Proposicién 3.5.11, ¢ se extiende a un morfismo de algebras
L(E) — L(E/(B)), cuya imagen estd contenida en pL(E,(3))p. Para ver que
¢ es inyectivo, basta comprobar que se satisfacen las conidiciones G1 y G2
del Teorema 4.7.9. Dado que ¢ manda vértices en vértices, la condicién G1 es
inmediata. Sean v € E?, n > 1 y & = e1---e, un camino cerrado sin salidas
basado en v. Entonces para cada j, ¢ 1 (suma médulo 1) es la tnica arista que
sale de (e;); luego

‘P(ej) = (ej,i(s(ej))(e]-+1,G(ejﬂ))(e]-+1,i(s(ej+1)))*.

Por tanto & = (ep,0(e2)) - - - (en, 0(en))(e1,60(e1)) es un camino cerrado sin sali-
das y tenemos

Pe) =(e1,i(v)) (e2,0(e2)) - -~ (en, Blen) ) (€1, 6(er)) (er, i(2))"

Se sigue que ¢(a™) = (e1,i(v))@" (e1,i(v))*, y por tanto si q(t) € k[t,t7!] es
un polinomio, entonces

(e1,i(v)) "¢ (q(a))(e1,i(0))" = q(&).
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Se sigue que ¢ satisface G2 y por tanto es inyectivo. Resta ver que todo ele-
mento de R = pL(E,(*B))p estd en la imagen de ¢. Sea X = {a € P(E,(*P)) :
sg,(p) (@) = (v,i(v)), v € E%}. Todo elemento de R es combinacién k-lineal de
productos af* con a, B € Xy rg, (q) (@) = g, (q)(B)- Sea a € X y sea v € E°
tal que s(a) = (v,i(v)); definimos ay € P(E) como sigue. Si |«| = 0, ponemos
ap = 0. Si |a| =1, entonces a = (e,i(s(e))), y tomamos ag = e. Si | =n > 2,
entonces

a = (e1,i(v))(e2,0(r(e1)) - - - (en, 0(r(en—1))

y tomamos ag = ej - - - ;. Vamos a probar que si r(a) = (w, ), entonces

¢(ap) = a (f)Zi (f,D(fi(w))" (6.3.4)

Sila] =0, w=n0,1=i(w)y (6.3.4) se sigue de CK2 para el vértice (v,i(v)).
Si |a| =1, entonces a = (e,i(v)), wop = ¢, w = r(e), | = 0(e), y el lado derecho
de (6.3.4) es la definicion de ¢(eq1). Si |a| satisface (6.3.4) y e es una arista con
s(e) = w, entonces (a - (e,1))g=ag-ey

P(ap - €) =a %l (f,D(fi(w))" ¢ (e)
= Y, (LD i) (ei(w))(g 0(e) (g i(r(e)))”
s(f)=ws(g)=re)
= (1) )(819(6))(&1'(?(6)))*

s(g)=r(e

Esto prueba que (6.3.4) se satisface para todo & € X. Luego si a es como arriba,
BeXyr(B) = (w,l), entonces

af” = (ao) ( )3 (f/l)(f,i(W))*(g,i(W))(g,l)*) ¢(Bo)
s(f)=s(g)=w

=¢(xopp)-
Esto termina la demostracion. O

Proposicién 6.3.5. Sean E un grafo finito y B una particion de las aristas de E.

Entonces existe un isomorfismo homogéneo de dlgebras Z-graduadas ¢ : L(E) —

L(Es(%))-

Demostracién. Para cada x € ECUE! defnimos ¢(x) como sigue. Si x € sink(E)U
r~1(sink(E)), ponemos ¢(x) = x. Para v € reg(E) y e ¢ s~ !(sink(E)), pone-
mos

pv)= ), (@), ¢le)= )} (e
1ef(s~1{v}) 1€8(s=1{r(e)})

Para probar que ¢ se extiende a un morfismo de algebras L(E) — L(Es(*P)),
basta ver que los elementos ¢(x), ¢(x)* con x € EY U E! cumplen las relaciones
de la Proposicién 3.5.11. Chequeamos aqui CK2 y dejamos el resto al lector.
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Empecemos por notar que reg(Es(B)) = {(v,0(f)) : s(f) = v} y que en
L(Es(*B)), CK2 dice que

(0,0) = Y (e.)(e,j) + Y
s(e)=v,0(e)=i, jeb(s~1{r(e)}) s(e)=v, 8(e)=i, r(e)esink(E)
(6.3.6)
Luego si v € reg(E), usando que rg () (e, j) = (r(e),j) en la segunda igualdad
y (6.3.6) en la cuarta, tenemos

(; p(e)p(e)” = )3 (e,1)(e,i)" + )3 ee”

] s(e)=v, Licb(s~1{r(e)}) s(e)=v,r(e)esink(E)
= Z (e,)(e,1)* + Z ee*
s(e)=v, I€f(s~{r(e)}) s(e)=v,r(e)esink(E)

= ) ( ee*)
i€f(s—1{v}) \s(e)=v, 6(e)=i, I€B(s~1{r(e)}) s(e)=v, 8(e)=i, r(e)€sink(E)
= Y (0i)=¢@).

i€f(s~1{v})

(e,1)(e,)* +

El morfismo ¢ preserva el grado de los generadores y por tanto es homogéneo
para la Z-graduacién. Luego por el Teorema graduado de unicidad 4.8.1, pa-
ra probar que ¢ es inyectivo basta verificar que cumple G1, lo cual es claro.
Notemos ademds que por definicién, ¢(x)* = ¢(x*) se cumple para todo
x € EQUE!; luego se cumple para todo x € L(E). Se sigue que la imagen
de ¢ es la subalgebra R C L(Es(P)) cerrada por % generada por la ima-
gen de los generadores de L(E). También por definicién, los elementos de
sink(E) C Es()? y r~(sink(E)) C Es(B)! estdn en la imagen de ¢. Para ver
que ¢ es suryectiva, basta verificar que los elementos (v,i) con v € reg(E),
i€0(s{o})y(ej)coneec E'yje0(s~'{s(e)}) estdn en R. Usando que
rey(p) (€,7) = (r(e),j) en la segunda igualdad y (6.3.6) en la tercera, tenemos

Y 9 = )3 (e,j)(e1)”

s(e)=v,0(e)=i s(e)=v,0(e)=i,jleb(s~1{r(e)})
+ ee” = )3 (e, ) (e )"
s(e)=v, r(e)€esink(E) s(e)=0,0(e)=i,jed(s~1{r(e)})

+ ) ee’ = (v,1i).

s(e)=v, r(e)esink(E)

Luego todo vértice de E;(*P) estd en R. Resta ver que (e,0(f)) € R toda vez
que r(e) ¢ sink(E) y s(f) = r(e). Pero

ple)(r(e)0(f) = ) (e)(r(e),0(f)) = (e,6(f)) € R.
jeb(s=H{r(e)})

6.4. Equivalencia de flujo

Sean E y F grafos. Decimos que F se obtiene de E mediante una transfor-
macion estdndar si se obtiene por extendiendo o contrayendo en un vértice, o
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partiendo o amalgamando hacia afuera o hacia adentro. Una equivalencia de
flujo entre E y F es una sucesioén finita de grafos E = Eq,Ey,...,E;, = F de
modo tal que para cada i, E; 1 se obtiene de E; mediante una transformacién
estdndar. E y F tienen flujo equivalente si existe una equivalencia de flujo entre
ellos.

Ejercicio 6.4.1. Sean E y F grafos finitos con flujo equivalente. Probar que E
es irreducible, esencial o trivial si y sélo si F lo es.

Sea E un grafo finito sin pozos y sea Ar su matriz de incidencia. El grupo
de Bowen-Franks de E es

BF(E) = Coker(I — Ak).

En otras palabras BF(E) es el cociente de ZE° por el subgrupo generado por
las filas de la matriz [ — Ag.
El siguiente teorema fue probado en [15, Theorem].

Teorema 6.4.2 (Teorema de Franks). Sean E y F grafos finitos irreducibles no
triviales. Entonces E y F tienen flujo equivalente si y sélo si BF(E) = BF(F) y los
enteros det(I — Ag) y det(I — Ap) tienen el mismo signo.

Corolario 6.4.3. Si E y F son grafos finitos simples puramente infinitos sin fuentes
tales que BF(E) = BF(F) y que det(I — Ag) y det(I — Ar) tienen el mismo signo,
entonces L(E) ~ L(F).

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 6.1.3, el Teorema 6.4.2, y las Proposi-
ciones 6.2.2, 6.3.3 y 6.3.5. O

Pregunta 6.4.4. ¢Vale la reciproca del Corolario 6.4.3?

Veremos mds adelante que, BF(E) es un invariante Morita del dlgebra de
Leavitt L(E) sobre un cuerpo k; esto reduce la pregunta anterior a

Pregunta 6.4.5. (Es det(I — Ag) invariante Morita del algebra de Leavitt sobre
un cuerpo k de un grafo finito simple puramente infinito sin fuentes?

Dados un grafo finito regular E con E0 = {v1,...,0n}; el empalme de Cuntz
de E en v, es el grafo E_ cuya matriz de incidencia es

00
A :
Ap = 00 E =
10
0 01 11
0 001 1

Proposicién 6.4.7. BF(E) = BF(E_) y det(I — Ap_) = —det(I — Ag).
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Demostracion. Multiplicando a izquierda y a derecha la matriz I — AL por
matrices de la forma I + ag; j con a € Z, se llega a la matriz

0 0
I— AL :
0 0
0 0
0 o0 0 -1
0 00 -1 0]

Cambiando de orden las tltimas dos filas se obtiene una matriz con el mismo
conticleo que I — AL y el mismo determinante; como el cambio de filas cambia
el signo del determinante, esto termina la demostracion. O

Paran > 1,sea L,- = L(R,).

Pregqunta 6.4.8. ;Son Ly y L, equivalentes Morita?

Observacion 6.4.9. A cada grafo E puede asociarse también una C*-algebra
O(E) que se obtiene completando el dlgebra de Leavitt L¢ (E). Rordam probé
en [21] que la respuesta al andlogo de la pregunta 6.4.5 para O(E) es nega-
tiva. Para ello utiliz6 un argumento de Cuntz -explicado también en [21]-
que redujo el andlogo C* de la pregunta 1 al andlogo C* de la pregunta 2,
que sostiene que para O, = O(R,) y O,- = O(R;;), se tiene Oy = O,-.
Una reduccién similar es posible también en el caso puramente algebraico;
en [2, Theorem 2.13] se prueba que si que k es un cuerpo y si se supone
que existe un isomorfismo L, = L,- con ciertas condiciones, entonces se
deduce que la respuesta a la pregunta 6.4.5 es negativa. Si bien mientras es-
cribimos esto no es sabido si Ly(k) = L,- (k), los resultados parciales que se
tienen apuntan en la direccién contraria. Se sabe por ejemplo que no exis-
te un isomorfismo Ly(Z) — L, (Z) que preserve la involucién canénica
e — ¢* [18, Corollary 6.5]; otros resultados en la misma direccién se comen-
tan al final de la introduccién de [18]. El resultado de Rerdam se deduce
como caso particular del teorema probado con posterioridad por Kirchberg y
Phillips [19, 20], de clasificacién de C*-dlgebras simples puramente infinitas.
Ambos utilizan el teorema de Elliott [22] que dice que hay un isomorfismo
de C*-algebras Oy ® O = O,. Se prueba en [3] que el andlogo algebraico de
este resultado es falso; L, ® Ly 2 Lp. Tampoco existe un morfismo inyectivo
Ly(Z) ® Ly(Z) — Lp(Z) que preserve la involucién [9].
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Capitulo 7

Grupo de Grothendieck

7.1. El monoide Vs (R)

Sean A un anillo, no necesariamente unital, y sea
Idem(A) = {e € A : &2 =e¢}.

Consideremos la relacién ~ de equivalencia de Murray-von Neumann en A y
formemos el conjunto cociente

V(A) =Idem(A)/ ~

Lema 7.1.1. Sean ey, ey, f1, f» € Idem(A) tales quee; | fiye, L f.Sie; ~exy
f1 ~ fo, entonces eq + f1 ~ ex + fo.

Demostracion. Por el argumento de la parte ii) del Lema 4.15.1 existen x,y,z, w €
A tales que x = ejxep, y = eyeq, z = f1zfa, w = frwfr, xy =1, yx = ey, zw =
f1y wz = f. En particular xw = xe; frow = 0 = wfje;x = wx y andlogamente
zy=yz=0Tuego (x +2)(y+w) =ar+fiy y+w)x+2z) =ea+fo. O

Decimos que un anillo A tiene suficiente espacio si se cumple
Ve, f € Idem(A) 3¢, f' € Idem(A), ¢ ~e, f' ~ f, ¢ L f. (7.1.2)

Supongamos que A tiene suficiente espacio y sean e, f, ¢ y f' como en
(7.1.2); pongamos

le] + [f] = [ + '] (7.1.3)

Lema 7.1.4. Si A es un anillo con suficiente espacio entonces (7.1.3) define una
operacion que hace de V(A) un monoide abeliano.

Demostracién. La operacion estd bien definida por el Lema 7.1.1. Es conmuta-
tiva y asociativa con neutro [0] pues la suma en A tiene tales propiedades. [

Sean R un anillo unital y 1 < n < oo. Escribimos

Lema 7.1.5. Sea R un anillo unital. Entonces MR tiene suficiente espacio.

85
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Demostracién. Basta ver que si 1 < n < oo y e € Idem,(R) entonces ¢ es
equivalente a la matriz suma directa e ~ 0,, @ e. Sea

. p2 2 _
0: R = R, o(x1,. ., Xn, Xpg1, - Xon) = (X1, oo s X2, X1, -+ Xnt)

y, abusando notacién, llamemos también ¢ a su matriz en la base canénica.
Entonces f :=cec ! ~eye L f. O

Ejercicio 7.1.6. Sean R un anillo unital y n > 1. Probar que la funcién V, (R) —
V,+1R inducida por la inclusién M, R C M,4+1R es inyectiva.

Ejemplo 7.1.7. Sea R un anillo; para cada n > 0 sea p, € Ideme R la matriz
identidad de n x n. La funcién ¢ : Ny — V«(R), [1n] — [pn] es morfismo de
monoides. Notamos que ¢ es inyectivo si y sélo si R tiene nocién de rango.
Veremos que si todo R-médulo proyectivo finitamente generado es libre —e.g.
si R es anillo de divisién o dominio principal-entonces : es suryectiva. Sea
p € Idem,(R); entonces pR" y (1 — p)R" son proyectivos y por tanto libres.
Sean B; una base de pR" y B, una base de (1 — p)R", entonces B = B; U B3,
es base de R". Sea C = Cg¢ g la matriz de cambio de la base canénica de R" a
la base B. Entonces p, := CpC~! es la matriz identidad de rango r = rk(p);
luego [p] = i(r).

Lema 7.1.8. Sean M un monoide abeliano y R C M x M una relacion. Entonces
existen un monoide M/ R y un morfismo de monoides = : M — M/R tal que
xRy = m(x) = n(y) y tal que si ¢ : M — N es otro morfismo de monoides tal que
xRy = ¢(x) = ¢(y), entonces existe un tinico morfismo de monoides ¢ : M/ R —
N tal que ¢ o T = ¢.

Demostracion. Una congruencia en M es una relacién de equivalencia C tal que
xCy = (x +z)C(y + z) para todo z € M. Sea R la interseccién de todas las
relaciones de congruencia que contienen a R. Entonces R es una relacién
de congruencia; escribamos x = y si (x,y) € R.Seaw : M — M/R :=
M/= la proyeccién al cociente. Notemos que si x = x' y y = 1/, entonces
x+y=x+y=x+y. Luego n(x) + n(y) := m(x +y) es una operacién
bien definida en M/R; es sencillo ver que hace de M /R un monoide abeliano
yde m: M — M/R un morfismo de monoides. Si ¢ : M — N es un morfismo
de monoides y ¢(x) = ¢(y), entonces §(x +z) = (x) +$(z) = ¢(y) +9(z) =
¢(y + z). Luego la relacién de equivalencia x ~y y <= ¢(x) = ¢(y) es de
congruencia. En particular, si xRy = x ~p y, entonces x = y = x ~y V.
Luego existe una tnica funcién ¢ : M/R — N tal que ¢ o w = ¢. Es sencillo
verificar que ¢ es morfismo de monoides. O

Ejemplo 7.1.9. Sean E un grafo unital; dado que los vértices de E son idempo-
tentes ortogonales, tenemos un morfismo de monoides Ngo — Vo(L(E)). Si
v € reg(E), entonces v = } (), ¢e” es una suma ortogonal de idempotentes,
con ee* ~ e*e = r(e). Ademads si A = Af es la matriz de incidencia, para cada
w € E° hay exactamente A, aristas e tales que s(e) = v y e*e = r(e). Luego
el morfismo Ngo — Ve (L(E)) desciende al cociente Mg de Ngo moédulo la
relacion [v] ~ Ys(0)—p A((e),v)[r(e)]. Tenemos asi un morfismo de monoides

can : Mg — V(L(E)), [v] — [v]. (7.1.10)

Teorema 7.1.11 ([1, Corollary 3.2.11]). Sean E un grafo unital y k un cuerpo.
Entonces la funcion (7.1.10) es un isomorfismo de monoides.
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7.2. Funtorialidad e invarianza Morita

Proposicién 7.2.1. Sean R un dlgebra y e € Idem(R). Entonces la inclusion eRe C
R induce un morfismo de monoides inyectivo inc, : Vo (eRe) C Voo (R). Si mds aiin,
e es pleno, entonces inc, es un isomorfismo.

Demostracion. Sea p, € MR la matriz identidad de n x n. Tenemos
epnMyuRep, = My (eRe); se sigue que si p ~ g € Idemy,(eRe) entonces p ~ g
en Idem,(R). Luego la inclusién eRe C R induce un morfismo de monoides
Voo (eRe) — Voo (R); veamos que es inyectivo. Sean p, g € Idem,, (eRe) tales que
p ~ q en Idem,(R). Sean x,y € M, (R) tales que pxq =x,qyp =yyxy=py
yx = q. Entonces ep,xp, = epupxqep, = pxq = x; andlogamente, ep,yep, =y
y por tanto x,y € My(eRe). Luego x ~ y en Idem; (eRe). Supongamos ahora
que e es pleno. Entonces existen n > 1, x € R y iy € eR™! tales que
xy = 1. Sean ¥’ € MR la matriz cuya primera fila es x y las demas son cero;
sea ¥ € MyR la matriz cuya primera columna es y y las demds son cero.
Sea {x1,.--,Xn} la base canénica de R". Si m > 1, la inclusién R™ — R"" =
R" ®@r R™, x — X1 ® x induce un isomorfismo ¢ de MR en la esquina de
MymR = M, ® MR correspondiente al idempotente £1 1 ® 1. Conjugando ¢
por una matriz de permutacién, se obtiene la inclusién usual MR C My R.
En particular, si g4 € Idem,, R, entonces ¢(q) ~ ¢. Sean X, = @' 1/, Yy =
"1y € MuuR; notemos que X, Y, = ¢(1). Luego MymeRe 3 Yiup(q) X ~
¢(q) XmYm = ¢(q) ~ q. [

Corolario 7.2.2. La inclusion R C MR induce un isomorfismo
Veo(R) == Voo (MyR).

Corolario 7.2.3. Sean R, S dlgebras, n > 1, e € Idem,(S) y ¢ : R — eM,Se
un morfismo unital de dlgebras. Entonces ¢ induce un morfismo de monoides ¢ :
Veo(R) — Veo(S). Si ¢ es un isomorfismo, entonces ¢ es un monomorfismo. Si
ademds e es pleno, ¢ es un isomorfismo.

Corolario 7.2.4. Sea k un cuerpo. Entonces la clase de isomorfismo del monoide Mg
de un grafo unital E es un invariante Morita de su dlgebra de Leavitt sobre k.

Demostracion. Inmediata del Corolario 7.2.3 y el Teorema 7.1.11. O

7.3. Completaciéon de monoides abelianos

Proposicién 7.3.1. Sea M un monoide abeliano. Entonces existen un grupo abeliano
M™" y un morfismo de monoides 1 : M — M tal que si G es otro grupo y ¢ :
M — G es un morfismo de monoides entonces existe un tinico morfismo de grupos
phi : M™ — G tal que o1 = ¢.

Demostracién. Sea F = ZM) el grupo libre en los elementos de M y sea S
el subrupo generado por los elementos de la forma X, + Xn = Xm+n cOn
m,n € M.Sea M* =F/S, m: F — M™ la proyecciony 1 = mox : M — M.
Es claro que ¢ es morfismo de monoides. Si G es un grupo y ¢ es morfismo de
monoides, entonces la imagen de ¢ es un submonoide abeliano de G, y por
tanto el subgrupo que genera es abeliano. Luego existe un tnico morfismo



88 CAPITULO 7. GRUPO DE GROTHENDIECK

¢' - ZM) - G tal que ¢ = ¢’ o x. Como ¢ es morfismo de monoides, existe
un unico morfismo de grupos ¢ : M — G tal que por = ¢'. Luego ¢ es el
tnico morfismo tal que ¢ o1 = ¢. O

Ejercicio 7.3.2. Sea E un grafo unital. Probar que M} = BF(E).
Lema 7.3.3. Sea M un monoide abeliano. Entonces M = (M) — 1(M).

Demostracion. Adoptamos la misma notacién que en la demostracién de la
Proposicién 7.3.1. Cada elemento x € F se escribe en forma tinica como x =
Lmesupp(x) AmXm- Sea supp,, (x) = {m € M :ay >0} ysupp_(x) = {m € M:
ay < 0}. Sean x4 = ZmESupm(x) AmXm Y X— = — Lmesupp_(x) 4mXm- Entonces
x=xy—x_, w(xq), m(x=) € (M) y rt(x) = m(xy) — m(x_). O

Lema 7.3.4. Sea M un monoide abeliano y sean x,y,z,w € M. Entonces 1(x) —
((y) = 1(z) — i(w) en M si y sélo si existe u € M tal que x + w+u =z +y + u.

Demostracion. De nuevo adoptamos la notacién de la demostracién de la Pro-
posicién 7.3.1. Pasando de miembro vemos que basta probar que si a,b € M
son tales que ((a) = (b), entonces existe c € M tal que a + ¢ = b + c. Supon-
gamos entonces que ((a) = (b), es decir, que 7t(xa) = 7t(xp). Entonces existe
s € S tal que xs = x» + s. Escribiendo s como combinacién lineal con coefi-
cientes +1 de elementos de la forma xx + Xy — Xx+y, separando por un lado
los términos con coeficiente 1 y por otro los de coeficiente positivo y pasando
de miembro obtenemos una igualdad en F = ZM)

n m
Xa+ Zxxi Xy — Xxitys = Xo T+ Z Xz Xw; = Xzjtu
i=1 j=1

. . . M
Pasando de miembro una vez mds, tenemos una igualdad en N(() )

1

n m m n
Xa =+ ZXXi + Xy T ZXZ;'”"/ =Xt ZXZJ' T Xwp + 2 Xty
i=1 j=1 j=1 =1

Ahora aplicamos el morfismo de monoides N(()M) — M que manda x,, — m

en ambos lados de la igualdad. Para ¢ = Y ; x; +y; + 2}11:1 zj + w;j tenemos
a+c=b+c. O

Ejemplo 7.3.5. El monoide M = Mgz, es el monoide libre en un generador [v]
modulo la relacion [v] = 2[v]. No es trivial; tiene 2 elementos: 0 y [v]. Por otro
lado M* = BF(R,) = 0.

Por definicion, el grupo M" viene con un submonoide distinguido ¢(M).
En general si G es un grupo abeliano y G4 C G es un submonoide, podemos
considerar la siguiente relacién entre elementos de G

x<y <= y—x¢cGy.

La relacién < es un preorden, es decir, es reflexiva y transitiva. Ademds es
invariante por traslaciones; x <y = x +z < y 4+ z para todo z € G. El submo-
noide G4 se recupera de < como el subconjunto {g : ¢ > 0}. El par (G, G4 ) es
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un grupo preordenado. Un morfismo de grupos ordenados (G, G+ ) — (H,Hy)
es un morfismo de grupos f : G — H tal que f(G+) C Hy. Una unidad de
orden en G es un elemento G4 3 u > 0 tal que para todo x € G existe n > 1
tal que x < nu. Un grupo preordenado con escala es un grupo G junto con
un submonoide G4 y una unidad de orden # € G. Un morfismo de grupos
preordenados con escala (G, G4,u) — (H,Hy,v) (que a menudo notaremos
simplemente (G,u) — (H,v)) es un morfismo de grupos preordenados que
envia u en v.

Ejemplo 7.3.6. Sea E un grafo unital. Entonces [1]g := Y cpo[v] € BF(E) es
una unidad de orden de (BF(E), «(Mg)).

Lema 7.3.7. Sea M un monoide y u € M. Si ((u) € M™" es unidad de orden,
entonces V¢ € M 3x € M, n € Ny tal que & = 1(x) — i(nu).

Demostracion. Por el Lema 7.3.3, existen y,z € M tales que ¢ = i(y) — 1(z).
Como ((u) es unidad de orden, existen n € Ny y w € M tales que ((nu) =
(z 4+ w). Luego para x := y + w, tenemos

C=1y+w)—i(z+w) =1(x) — 1(nu).

7.4. Grupo de Grothendieck

El grupo de Grothendieck de un élgebra R es Ko(R) = Voo (R) ™. Es un grupo
preordenado, con Ky(R)+ = (Ve (R)) y unidad de orden [1g].

Ejemplo 7.4.1. Sea k un cuerpo o un dominio principal, entonces Ky(k) =
Veo(k)* = Nj = Z. Si E es un grafo unital, k es un cuerpo y L(E) = Li(E),
entonces Ko(L(E)) = BF(E), por el Teorema 7.1.11. Si k es noetheriano y
es tal que todo k-médulo tiene una resolucién proyectiva de longitud finita,
entonces Ko(L(E)) = Ko(k) ® BF(E), por [12, Example 5.5]. En particular si
k es dominio principal, tenemos Ko(L(E)) = BF(E). Para k cualquiera, el
morfismo de monoides (7.1.10) induce un morfismo de grupos preordenados
con escala

can : (BF(E), [1]g) = (Ko(L(E)), [11(g)])- (7.4-2)

Proposicién 7.4.3. Sean R, S dlgebras, n > 1, e € Idem,(S) y ¢ : R — S un mor-
fismo no necesariamente unital de dlgebras. Entonces ¢ induce un morfismo de grupos
preordenados Ko(¢) : Ko(R) — Ko(S). Si ¢ es un isomorfismo sobre ¢p(1)M,S¢p(1),
y ¢(1) es pleno, entonces Ky(¢) es un isomorfismo.

Demostracion. Inmediata del Corolario 7.2.3. O

Corolario 7.4.4. Sea k un cuerpo. La clase de isomorfismo del grupo BF(E) es un
invariante Morita del dlgebra L(E).

Ejemplo 7.4.5. Sean Ry S dlgebras. Si ¢ : R — S es un morfismo de algebras
unital, entonces Ko(¢) es un morfismo de grupos preordenados con escala.
Sea n > 1; por la Proposicién 7.4.3, la inclusién R C MR en la esquina
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superior izquierda induce un isomorfismo Ko(R) — Ko(M,R), que envia
[1g] + [€1,1]. Por otro lado,

n n n
(1nm,R] Z eiil = Y [eineri] = E e1,i€i1] = nley].
i=1 =1 =1

Luego el isomorfismo Ko(R) — Ko(M,R) es morfismo de grupos preordena-
dos con escala si y solo si (n — 1)[1g] = 0 en Ko(R). Esto ocurre, por ejemplo,
si R = L.

Pregunta 7.4.6. Sean E y F grafos finitos simples puramente infinitos. ;Si k
es un cuerpo y existe un isomorfismo ¢ : (BF(E), [1]g) — (BF(F),[1]r) de
grupos preordenados con escala, se sigue que L(E) = L(F)?.

Ejemplo 7.4.7. Por la Proposicién 6.4.7, BF(R, ) = BF(R2) = 0. Por tanto el
morfismo trivial es un morfismo de grupos preordenados con escala Ko(Ly) —
Ko(Ly-). Luego un caso particular de la pregunta 7.4.6 es si Ly = L,-.

7.5. Algebras propiamente infinitas

Sea R un algebra. Decimos que R es propiamente infinita si existe un mor-
fismo de élgebras unital ¢ : C; — R.

Ejercicio 7.5.1. Sean {e, : n > 1} las aristas de R y f1, f2 las de Ro.

i) Probar que existe un morfismo de algebras unital ¢ : Cc — C; tal que
plen) = f3f1. len) = plen)”.

ii) Probar que si R es un dlgebra propiamente infinita si y sélo si existe un
morfismo de algebras unital ¢ : Coeo — R.

Lema 7.5.2. Sea R un dlgebra propiamente infinita. Entonces R tiene suficiente es-
pacio, y la aplicacion V1 (R) — Ve (R) es un isomorfismo.

Demostracion. Por el Ejercicio 7.5.1 existen sucesiones {s, : n > 1}, {t, :
n > 1} C R tales que t{s; = ;. Si p,q € Idem(R), entonces p’ = sipt; y
q' = spqt, son idempotentes ortogonales con p’ ~ py q' ~ q. Luego R tiene
suficiente lugar. La aplicacion V;(R) = Vo (R), [p] — [e1,1p] es inyectiva por
el Ejercicio 7.1.6 y es morfismo por el Lema 7.1.1. Sea [p| € Vo(R) y sea n
tal que p € Idem,(R). Sean S, = 27:1 er;sjy Tn = Y1 €i1ti; notemos que
TwSn = In, la matriz identidad de n x n y que S,M,(R)T, C €11R. Luego
Su-[p] - Tu = €11p’ para algun p’ € IdemR y €11p" ~ p, lo que termina la
demostracién. O

Corolario 7.5.3. Si R es propiamente infinita, entonces Ko(R) = V1(R)™.

Lema 7.5.4. Sea R un dlgebra. Si R es simple puramente infinita, entonces R es
propiamente infinita.

Demostracion. Por el Corolario 5.5.4, podemos descomponer 1 = p; 4 g1 como
suma de idempotentes ortogonales infinitos con p; ~ 1. Por la Proposicién
5.5.2, podemos escribir g1 = p2 + g2 como suma ortogonal de dos idempoten-
tes infinitos con p, ~ 1. Luego pjp, p» son idempotentes ortogonales equiva-
lentes a 1. Sean sy, 52, t1,t2 € R tales que s;t; = p;, tis; = 1, 5; = pisi, ti = tip;.

Tenemos t;s; = ¢; j; luego R es propiamente infinita. O
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Lema 7.5.5. Sea E un grafo unital simple puramente infinito y sin fuentes. Entonces
L(E) es propiamente infinita.

Demostracion. Las hipétesis sobre E implican que todo vértice v estd en un
ciclo con salida basado en v. Para cada v elegimos un ciclo con salida s1(v)
basado en v y un camino cerrado s,(v) basado en v que sigue si(v) hasta
la salida y luego vuelve a s;(v) (lo que es posible ya que E es cofinal) y
sigue hasta v. Notemos que s1(v)*s1(v) = s2(v)*sp(v) = v y s5(v)s1(v) =
51(v)*s2(v) = 0. Parai = 1,2, sea s; = } o 5;(v); tenemos sf's; = ¢; ;. Luego
L(E) es propiamente infinita.

Sea R un algebra. Un idempotente p € R es muy pleno si existe un idem-
potente g < p tal que g ~ 1. Sea Idem(R) C Idem(R) el subconjunto de los
idempotentes plenos y V¢(R) = Idem¢(R)/ ~ el conjunto de clases médulo
equivalencia Murray-von Neumann.

Ejercicio 7.5.6. Probar lo siguiente.
i) Todo idempotente muy pleno es pleno.

ii) Si ey f son idempotentes y e ~ f, entonces e es muy pleno si y sélo si f lo
es.

iii) Vf(R) WV (R)

iv) Si R es simple puramente infinita, entonces Idem¢(R) = Idem(R) \ {0}.

Ejercicio 7.5.7. Sea S = (S,-) un semigrupo. Entonces S tiene a lo sumo un
elemento neutro. 5i S es un monoide entonces S es grupo si y sélo si para todo
s,t € Sexisteu € Stalques-u =t.

Proposicién 7.5.8. Sea R un dlgebra propiamente infinita. Entonces
i) V¢(R) C Vi(R) es un subsemigrupo.
ii) Vf(R) es un grupo abeliano (con un elemento neutro distinto del de V;(R))

iii) La composicién V¢(R) — Vi(R) — Vi(R)" = Ko(R) es un isomorfismo de
grupos.

Demostracion. Es claro de la definicién de idempotente muy pleno que si p es
muy plenoy p < g, entonces g es muy pleno. Luego si p,q € Idem(R),q L py
p es muy pleno, entonces p + g es muy pleno. En particular, V¢(R) C V(R) es
un subsemigrupo. Si p es muy pleno, entonces existen x € pRy y € Rp tales
que yx = 1. Como R es propiamente infinita, existen sq, 3, t1,t2 € R tales que
tis; = 6jj. Sean x; = xs;, y; = t;y, i = 1,2; entonces y;x; = ¢;;. Si g € Idem(R),
tenemos p > g’ :=x1qy1 ~ q, [q] + [p—q'l = [p] y p — 4" > x2qy2 ~ g. Luego
si g € Idems(R), p—q' € Idems(R). En particular, para todo p € Idems(R)
existe p > p’ € Idem¢(R) tal que p’ ~ py p — p' € Idem¢(R). Vamos a probar
que si g € Idem¢(R), entonces [q] = [p — p'] + [q]. Sea Idem((R) > ¢’ < q tal
que ' ~ qy q—q €Idemg(R). Como q' € Idem((R), existe p” < ¢’ tal que
[p] = [p”]- Luego a menos de reemplazar p por p”, podemos suponer p < q'.
Entonces

gl == -pl+pl=04-pl+=1—-p+7]
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Por tanto
gl +p=rI=M—p+rI+lr—pI=l—r+p +r-pI=l1=1a

Luego [p — p] es un elemento neutro de V¢(R), y por el Ejercicio 7.5.7, [q —
q'l = [p — p'] paratodo g € Idem¢(R) y Vf(R) es un grupo con neutro [p — p],
por el Ejercicio 7.5.7. Como vimos al principio de esta demostracion, si p,q €
Idem(R) con p € Idems(R), entonces [p] = [q] + [p] con p’ € V(R). En
particular, [p] = [”] +[p'] con p” € Idem;(R); luego «([q]) — ([p])) —1([p]) =
1([p”])- Por tanto la restriccién de + a V¢(R) es una suryeccion V¢(R) — Ko(R).
Como ¢ : V¢(R) — Ko(R) es morfismo de monoides, es morfismo de grupos;
luego para probar que es inyectivo, basta ver que Ker(:) = 0. Si p € Idem((R)
y t([p]) = 0, entonces por el Lema 7.3.4, existe g € Idem(R) tal que [p] + [q] =
[q]. En particular existe p’ < q tal que [p] = [p'] y por tanto g € Idem((R). Se
sigue que [p] es el elemento neutro del grupo V¢(R). O

7.6. Levantando morfismos

Teorema 7.6.1. Sean E un grafo unital, tal que E' es numberable, R un dlgebra
propiamente infinita, ¢ : BF(E) — Ko(R) un morfismo de grupos y can : BF(E) —
Ko(L(E)) como en (7.4.2).
i) Existe un morfismo de dlgebras —no necesariamente unital— ¢ : L(E) — R tal que
Ko(¢) o can = ¢ y tal que ¢(v), $p(ee*) € Idem(R) para todo v € E'yec E.
ii) Si p € Idem(R) y &([1]g) = [p], ¢ se puede tomar de modo que se cumpla i) y
ademds ¢(1) = p.
Demostracion. Por la Proposicién 7.5.8 hay idempotentes ortogonales {p. : e €
E'}U{py : v €sing(E)} C Idem(R) tales que [po] = &[0] y [pe] = &[r(e)] en
Ko(R) (v € sing(E), e € EY). Sie € E' y r(e) € reg(E), entonces

=1 ).  psl
fEEY, s(f)=r(e)
Luego si 0, = ZfeElrs(f):r(E) ps hay elementos y, € 0.Rp, y x, € peRo,
tales que p, = XcYe ¥ 0c = YeXe. Del mismo modosie € E! yr(e) = v €
sing(E), entonces hay x, € peRpo, Ye € pPoRpe cON XelYe = Pe Y YeXe = Po. Por
verificacién directa se comprueba que

ple) = xe,p(e") =ye (e €EY), $(v) =po (v € sing(E))
define un morfismo de algebras ¢ : L(E) — R. Por construccién, Ky(¢) envia
[v] — [po] = E¢([v]) siv € sing(E) y siv € reg(E),
Ko(p)([o]) = ) Ko(¢)(lee’]) = }_ [pe]

s(e)=v s(e)=v

= Y &r@) =& ¥ [re)]) =&([o)).

s(e)=v s(e)=v

Sea q = (1); entonces P(L(E)) C pRp y tenemos [q] = Ko(¢)([1]g ]Z

Z([1]g) = [p]. Luego hay v € pRq, u € qRp tales que vu = p y uv q.
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Entonces ¢ : L(E) — R, ¢(a) = uyp(a)v es morfismo de élgebras y ¢(1) =
Upv = uv = q. O

En el siguiente corolario y de aqui en adelante adoptamos el siguiente vo-
cabulario. Una subdlgebra de un édlgebra R es un k-submédulo A C R cerrado
por productos. Por ejemplo si e € Idem(R) entonces A = eRe C R es una
subdlgebra que tiene unidad e, que si e # 1, no es la unidad de R. A es una
subdlgebra unital si 1z € A es decir, si tiene unidad y coincide con la de R.

Corolario 7.6.2. Sean R un dlgebra propiamente infinita y E un grafo unital simple.
Supongamos que el morfismo estructural k — R es inyectivo. Entonces R contiene
una subdlgebra —no necesariamente unital— isomorfa a L(E). Si ademids [1g] = 0 en
Ko(R), entonces R contiene una subdlgebra unital isomorfa a L(E).

Demostracion. Por el Teorema 7.6.1 existe un morfismo de dlgebras ¢ : L(E) —
R tal que Ky(¢) o can = 0 y tal que ¢(v) es muy pleno para todo v € EY, que
se puede elegir unital si [1g] = 0. Basta ver que ¢ es inyectivo. Como E es
simple, por el Teorema 4.7.9, esto se sigue si ¢ satisface G1. Sean v € E¥ y
p = ¢(v); como p es muy pleno existen x € pR, y € Rp tales que xy < py
yx=1.Siackya-p=0,entonces0 =y -ap-x =a-1,lo que, como k — R
es inyectiva, implica que a = 0. O

Corolario 7.6.3. Sea E un grafo unital simple puramente infinito sin fuentes tal que
[1]g = 0 en BF(E). Entonces para todo grafo unital simple F existe un morfismo
unital inyectivo ¢ : L(F) — L(E).

Demostracién. Por el Corolario 4.3.6, el morfismo estructural k — L(E) es
inyectivo. Como el morfismo canénico can : BF(E) — Ko(L(E)) manda

[1]g = [11(g)], tenemos que [1]g = 0 implica [1;(g)] = 0. Por el Lema 7.5.5,
L(E) es propiamente infinita. Luego la afirmacién del presente corolario se
sigue del Corolario 7.6.2. O

Corolario 7.6.4. Existen morfismos unitales inyectivos Ly — Lo— y Ly— — Ly.

Demostracién. Por la Proposicion 6.4.7 y el Ejemplo 7.3.5, BF(R2) = BF (R, ) =
0. Ademds R, y R, son simples puramente infinitos; luego el presente coro-
lario se sigue del Corolario 7.6.3. O

Ejercicio 7.6.5. Sea E un grafo regular finito.

i) Sea u € L(E) un elemento inversible tal que uv = vu para todo v € E°.
Probar que existe un endomorfismo ¢, : L(E) — L(E) tal que ¢y(e) = ue,
¢u(e*) = e*u~! paratodoe € E' y ¢,(v) = v para todo v € EV.

ii) Sea ¢ : L(E) — L(E) un endomorfismo tal que ¢(v) = v para todo v € E°.
Probar que u = Y, ¢(e)e* es inversible, que uv = vu para todo v € E', y
que ¢ = ¢y

iii) Probar que si f : Ly — Lo— y § : Ly- — L, son morfismos unitales como
en el Corolario 7.6.4, entonces existe un elemento inversible u € L; tal que

gof=ou
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Observacion 77.6.6. Se sigue del Corolario 7.6.3 que para cada grafo unital sim-
ple E, L, contiene una subélgebra unital isomorfa a L(E). De hecho vale algo
aun maés fuerte. Brownlowe y Serensen probaron en [8, Theorem 4.1] que para
todo grafo unital (simple o no) E existe un monomorfismo unital L(E) — L,
que conmuta con la involucién.

El Lema siguiente muestra que el caso [1g] = 0 del Corolario 7.6.2 se sigue
del caso R = L,.

Lema 7.6.7. Sea R un dlgebra propiamente infinita. Entonces [1g] = 0 en Ko(R) si
y solo si existe un morfismo unital ¢ : Ly — R. Un tal morfismo ¢ es inyectivo si y
solo si el morfismo estructural k — R es inyectivo.

Demostracion. Por el Ejemplo 7.3.5, BF(R,) = 0. Luego si hay un morfismo
unital ¢ : Ly — R, [1r] = Ko(¢)([11,]) = 0. Reciprocamente, supongamos que
[1r] = 0 en Ky(R). Por el Teorema 7.6.1, existe un morfismo unital ¢ : L, — R.
El morfismo estructural k — R es inyectivo si y s6losi A-1g =0con A € k
implica que A = 0, lo que, como ¢ es unital y R, tiene un solo vértice, equivale
a que se cumpla la condicién (G1) del Teorema 4.7.9. Por ese teorema y como
‘R no tiene ciclos sin salida, (G1) equivale a que ¢ sea inyectivo. O

7.7. Ky de dlgebras matriciales y ultramatriciales

Ejercicio 7.7.1. Sea {M; : i € I} una familia de monoides abelianos. La su-
ma directa @;c; M; C [1ie; M; es el subconjunto de I-uplas de soporte finito,
equipado con la suma coordenada a coordenada. Para cada i € [ sea ; : M; —
@je1 M; la inclusién candnica. Probar que )¢y i @i M = (B Mi) T
es un isomorfismo.

Lema 7.7.2. Sean n > 1, Rq,--- ,R,, dlgebras, R = @} Rjy i : R = R; Ia
proyeccion. El morfismo de monoides

Veo(R) = P Veo(Ry), [p] = ([m(p)), - [ (p)])
i=1

es un isomorfismo.

Demostracion. Para cualquier adlgebra S, la funcién Mew ® S — MeS, €ij ®
s — ¢;;s es un isomorfismo de dlgebras. Luego, como ® conmuta con sumas
directas, tenemos MR = @ | MoR;. Por otro lado si S = @ ; S;, entonces
Idem(S) =[T/_; Idem(S;) y si p,q € Idem(S) entonces p = (p1,...,pn) ~ g =
(q1,--.,qn) siy solo si p; ~ g; para todo i. Se sigue que el morfismo del lema
es un isomorfismo. O

Corolario 7.7.3. Las proyecciones 71y, . .., 7T, inducen un isomorfismo Ko(R) —
Di1 Ko(Ry).

Demostracion. El isomorfismo del Lema 7.7.2 induce un isomorfismo

Ko(R) — (B 1 VoR;)T; por el Ejercicio 7.7.1, (B VeRi) T = @1 Ko(R)).
O

Ejemplo 7.7.4. Seans > 1, ny,...,ns > 1y R = @;_; My,. Entonces
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Ko(Di_q My;) = Ko(k)®. En particular si k es un cuerpo, Ko(R) es un grupo
abeliano libre y su rango es el ntiimero de clases de isomorfismo de R-médulos
simples.

Ejercicio 7.7.5. Sean I un poset filtrante y {c;; : M; — M;, i,j € I} un sistema
dirigido de monoides abelianos. El colimite del sistema filrante es el cociente de
@jc1 M; por la relacién de congruencia generada por x ~ 0;(x), x € M;, i <
j €1 Seam: @;c;M; — colim;c; M; la proyeccién. Para cada i € I sean
Lt Mi = @jer M la inclusién canénica, y sea 0; = 7o ; : M; — colim; M;.

i) Probar que si N es un monoide abeliano y {f; : M; — N|i € I} es una
familia de morfismos tal que f; o 0;; = f; para todo i < j entonces existe un
tnico morfismo de monoides f : colim; M; — N tal que para todo i € I,

fooi= fi
ii) Probar que el morfismo canénico colim; MZJr — (colim; M;)™" es un isomor-
fismo.

Lema 7.7.6. Sea {0;; : R; — R;} un sistema dirigido de dlgebras y morfismos uni-
tales. Entonces el morfismo candnico o : colim; Voo (R;) — Veo(colimy R;) inducido
por la familia Veo (07) : Vo (R;) — Veo(colimy R;) (i € I) es un isomorfismo.

Demostracion. Sea R = colim; R;. Entonces MR = Mo ® R = colim; M ®
R; = colimj M R;. Luego p € Idemw(R), existen i € I y x € R; tales que
p = 0;(x). Como p? = p, existe j > i tal que pj == 0;;(x) = O'i,j(x)Z. En
particular Voo (R) 3 [p] = [0j(p;)]) € (7). Sea p; : Voo (R;) — colimp Veo(R;)
el morfismo canénico. Sean §,v € colim; Ve (R;); entonces existen i € Iy
p,q € ldemes(R;) tales que p;([p]) = ¢y ui([q]) = 1. Si o(¢) = o() entonces
[0:(p)] = [oi(9)]- Luego existen x,y € R tales que xy = 0;(p) y yx = 0;(9).
Como I es filtrante, podemos elegir j > i suficientemente grande de modo
que existan x;,y; € R; tales que x = 0j(x;), y = 0;(y;), xjy; = 0;j(p) y yjxy =
03,j(q)- Luego [07;(p)] = [0ij(9)] € Veo(R)) y por tanto ¢ = pp;;([p]) =
wimij([q]) = 1. O

Corolario 7.7.7. El morfismo natural colimj Ko(R;) — Ko(colim; R;) es un iso-
morfismo.

Demostracion. Se sigue del Lema 7.7.6 y del Ejercicio 7.7.5. O

Ejemplo 7.7.8. Sean d > 2 y M~ como en el Ejemplo 3.3.10. Entonces
Ko(Mg+) = colim Ko(Mg») = colim(Ko(k) 4 Ko(k) S ..0)
= Ko(k) ® colim(Z L7 ) =Ko(k) @ (D Zt")/ (de" — "1y
n=1

Ko(k) @ Z[t]/{dt — 1) = Ko (k) @ Z[1/d].

Teorema 7.7.9 (Elliott, [16, Theorem 15.26]). Sea k un cuerpo y sean R y S dlge-
bras ultramatriciales. Sea & : (Ko(R),Ko(R)+,[1r]) — (Ko(S),Ko(S)+,[1s])
un isomotrfismo de grupos preordenados con escala. Entonces existe un isomorfismo

¢ : R = S tal que Ko(¢) = &.
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7.8. El algebra de Leavitt como producto cruzado

Sean R algebra unital, ¢ : R — R un endomorfismo de k-dlgebras, no ne-
cesariamente unital, y p = ¢(1). Decimos que ¢ es un isomorfismo de esquina si
su correstriccion R — pRp es un isomorfismo. Sea ¢ : R — R un isomorfismo
de esquina. Sean M el R-bimé6dulo libre con base {t;,t_} y TrM el élgebra
tensorial. El producto cruzado (o dlgebra de polinomios de Laurent torcida) de R por
¢ [4] es el cociente

R[tJr/ t*;(p] = TRM/<t+at* - (P(ﬂ), f_ty — 1>

Observemos que, en S = Rty t_;P|,sia € R, t4t_ = p y por tanto t_ (1 —
p) = (1 —p)ty+ = 0. Luego

t_aty =t_(pap+ (1 —p)ap+pa(l—p)+ (1 —pla(l—p)) (7.8.1)
=t_¢p(¢ " (pap))ty = t_to ¢ (pap)t_ty = ¢~ (pap).

En el siguiente lema, si ¢ : R — R es un isomorfismo de esquina con q =
(1), escribimos (Rq)y por el R-bimédulo Rq con multiplicacién a - (xq) -
b = axqy(b), y y(qR) por el R-bimédulo gR con multiplicacion a - (gx) - b =
p(a)qxb.

Lema 7.8.2. Sea S = R[t4,t_,¢].

i) Eldlgebra S es Z-graduada tal que

S _ Sott  sin>0
TSy sin < 0.

ii) Hay un isomorfismo de R-bimédulos

g = (an)¢n n>0
n- ¢7n(p_nR) n<o0

Demostracion. Elalgebra T = Tr(M) admite una tnica Z-graduacion con |a| =
Osia € Ry |ti| = £1. Para esta graduacion, los elementos tat_ — ¢(a)
cona € Ry t_t;y —1 son homogéneos de grado 0. Luego el ideal bildtero
I < T que generan es homogéneo y el cociente S es un élgebra Z-graduada
y la componente de grado n es la imagen por la proyeccién al cociente de la
componente T,. Esta es generada por todos las los productos de elementos de
Rcont, yt_ de grado total n. Se sigue de (7.8.1) que Sy es la imagen de R. las
relaciones de I que S, es generado como k-médulo, por las proyecciones de
todos los productos de elementos de R y potencias de ¢ y f_ de grado total n.
Las relaciones de I implican que todo tal producto es imagen de un elemento
de la forma at" sin >0y t_"asin <0, cona € Sy. Esto prueba i) y muestra
ademés que para todo n > 0, la proyeccién 7t : T — S aplica Rt§" — S,
y t¥"R — S_,. Sea, para cada n € Z, Ly el lado derecho del isomorfismo
de ii). Por lo que acabamos de ver, 7t induce un morfismo de R-bimédulos
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suryectivo f, : L, — S, (n € Z). Para cada m,n € Z, sea

xp™(y) m,n >0
¢ "(x)y m,n <0
—(ndm) (x 0<m< —n
Wmn - Ly X Ly = Lytn, ,um,n(x/]/) = (Px(Pern((y))y 0 ; —I’I_S m

¢m(xy>p(m+n) m+n>02>m
Pt ® " (¥) n>0>mtn

Es claro que pu,,, es k-bilineal para todo m,n € Z. Sea y : LxL — L,
(o X, Xy Yn) = LCpn Hmn(Xm, Yn). Es largo pero sencillo verificar que u
es asociativo y que f = Y, fu : L — S es morfismo de dlgebras. Sean
uy = p € Ly, u— = p € L_q; entonces p(u_,uy) = ¢ 1(p) = 1y si
a€R=1Ly,

uy-a-u_=p 1(p1o(p a),p) = pu,-1(pp(a), p) = pp(a)p = ¢(a).

Por tanto hay un tnico morfismo de élgebras ¢ : S — L tal que go rt(a) = a
sia € R,y g(t+) = u+. Por la propiedad universal de S, tenemos f o g = ids.
Ademads es claro que g o f es la identidad sobre Ly = R y que fija u+. Un
calculo muestra que L, = u_"Lysin < 0y L, = Lou’t si n > 0. Luego
go f = idL. O

Proposicién 7.8.3. Sea R = @,z Ry un digebra Z-graduada. Sean uy € Ry y
u_ € R_q tales que u_uy =1y ¢: Ry — Ry, ¢(a) = urau_. Entonces hay un
isomorfismo de dlgebras Z-graduadas Ro[t,t_;¢] — R.

Demostracién. Por propiedad universal de S = Ry[t+;¢] la identidad de Ry
se extiende a un morfismo homogéneo f : S —+ R que manda f+ — u4. Sea
x € R homogéneo de grado n. Si n > 0, entonces y = xu" € Roy x = yu'};
sin <0,z=u}x € Rpy x = u"z Luego f es suryectivo y Ker(f) < S
es un ideal homogéneo. Sin > 0y x € S, NKer(f), entonces x = yt’} para
algin y € Rg y yu', = 0. Multiplicando a derecha por u"” obtenemos que
y¢" (1) = ypn = 0, lo que por el Lema 7.8.2 implica que x = 0. Andlogamente
Ker(f) NS, =0 paran <O0. O

Sean E un grafo finito sin fuentes, L(E) su algebra de Leavitt y L(E), la
componente homogénea de grado n € Z. Recordemos de la Proposicién 4.6.8
que L(E)g = M(E), el algebra ultramatricial de E. Para cada vértice v sea
fo € E! tal que r(f,) = v. Sean

upy =Y fo, u_=uj, ¢: M(E) - M(E), ¢(x) =uyxu_. (7.8.4)

veEl

Proposicién 7.8.5. Sea E un grafo finito sin fuentes y sean u+ y ¢ como en (7.8.4).
Entonces ¢ es un isomorfismo de esquina y el morfismo canénico M(E)[t4,t—_; ¢] —
L(E), x — x six € M(E), t+ — u, es un isomorfismo.

Demostracién. Notemos que u—_u+ = Y, ,cpo fo fw = Lyepo v = 1; en parti-
cular uju_uy = uy yu_uju_ = u_. Se sigue que ¢ es un isomorfismo de
algebras entre L(E)g = M(E) y la esquina del idempotente p = 1 u_. Luego
L(E) = M(E)[t4,t—; ¢], por la Proposicién 7.8.3. O
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7.9. Grupo de Bowen-Franks graduado

Sea E un grafo unital, A = Af € 778(E)E" gy matriz de incidencia reduci-
day Z[t, t~!] el anillo de polinomios de Laurent. Sea B = Bg € Z[t, p1]E"xreg(E),
B(v,w) = 6y — tA(w, ). El grupo de Bowen-Franks graduado de E es el Z[t, t~1]-
moédulo

BF(E) = CokerB.
Observacion 7.9.1. Sea E un grafo finito sin pozos. Entonces B = Bg € Z[t]EO xE?,
Miremos a la multiplicacién por B como endomorfismo del grupo abeliano
Z[t,t1E’. Sean I € ZE*E" la matriz identidad y A = Ag la matriz de inci-
dencia. La matriz de la multiplicacién por B con respecto a la base {t" : n € Z}
tiene una descomposicién en bloques

] I

En otras palabras, podemos pensar a B como la resta de la matriz identidad
de tamario E¥ x Z menos la matriz de bloques

8l )

Esta es la transpuesta de la matriz de incidencia del grafo E de la Proposicién
3.4.3. El grafo E tiene asociado el monoide abeliano

Mg = NEX2) /((0,n) ~ Y (r(e),n+1)).

s(e)=v

Este monoide viene equipado con una accién de Z, donde el generador envia
la clase de (v,n) en la de (v,n+1).

Ejercicio 7.9.2. Sea E un grafo finito regular. Probar que BF(E) = M;Sf y que
la multiplicacién por ¢ es inducida por la accién de Z en M descripta en la
Observacion 7.9.1.

Proposicién 7.9.3. Sea E un grafo finito sin pozos. Entonces hay un isomorfismo
natural de grupos abelianos f : BF(E) @ Ko(k) — Ko(M(E)). Si E no tiene
fuentesy ¢ : M(E) — M(E) es como en (7.8.4), entonces f(t'x) = Ko(¢)(f(x))
para todo x € BF(E) ® Ko (k).

.. 0 0 .
Demostracion. Sea A’ = AL; como E = reg(E), A’ € ZE *E". Tenemos isomor-
fismos de grupos abelianos

BF(E) @ Ko(k) = (Z[t,tF /(1 — tA)Z[t, t7F) @ Ko (k)
— (@D ZF' "/ (ZF ' — A'ZF ) @ Ko (k)
nez
= colim(zE 25 ZE° 4% ) @ Ko(k)

= colim(Ko(K)E' 5 Ko(k)F" 25 ...) = colim(Ko (M E)) = Ko(M(E)).
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Sea f la composicién de los isomorfismos de arriba. Para cada n € N, sea ¢, :
Ko(My(E)) — Ko(M,,4+1(E)) la composicién de los isomorfismos canénicos
Ko(Myu(E)) — I(o(k)EO 5 Ko(M,11(E)). La multiplicacién por ¢! co-
rresponde a través de f al morfismo inducido en el colimite por el siguiente
morfismo de sistemas dirigidos

s Ko(Mu(E)) —— Ko(Mpy1(E)) —— ...

J{U’n \L%H

o Ko(Myy1(E)) — Ko(Mpya(E)) —— ...

Por otra parte, la restriccién de ¢ a My, (E) manda af* — fo ap” fap) €
M, +1(E). Dado que la clase en Ko(M,(E)) de aa* depende sélo de r(a) y
que el isomorfismo I(O(k)E0 — Ko(My(E)) manda [p]x, en [paa*], se sigue
que ¢ : My, (E) = M, +1(E) induce ¢, : Ko(My(E)) — Ko(My+1(E)). Luego
en el colimite, Ko(¢) es la multiplicacién por ¢+ 1. O

Conjetura (Hazrat, [17, Conjecture 1]). Sean E y F grafos regulares finitos y
sea k un cuerpo. Sea ¢ : BF(E) — BF(F) un isomorfismo de Z[t, t~!]-médulos
que manda ((Mg) — t(Mg) v Xyepo(2,0) = Yepo(w,0). Entonces existe un
isomorfismo de algebras Z-graduadas ¢ : L(E) — L(F).

Un automorfismo ¢ de un algebra R se dice interior si existe u € R* tal que
para todo x € R, g(x) = uxu~'. Decimos que g es localmente interior si para
todo subconjunto finito F C R existe un isomorfismo interior / de R tal que
¢(x) = h(x) para todo x € F.

Ejercicio 7.9.4. Sean R un algebra, ¢ : R — R un isomorfismo de esquina y
u € R*. Sea ad(u) : R — R, x — uxu~'. Probar que las dlgebras R[t.;¢],
R[t+;ad(u) o ¢p] y R[t+; ¢ o ad(u)] son isomorfas.

Teorema 7.9.5 (Ara-Pardo, [5, Theorem g4.1]). Sean k un cuerpo, E y F grafos
finitos esenciales y ¢ como en la Conjetura 7.9. Sea ¢ : M(F) — M(F) como en
(7.8.4). Entonces existe un automorfismo localmente interior g : M(F) — M(F) tal
que L(E) = M(F)[ty,t-, g0 ¢].
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