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Magnitudes continuas

N. Fava, G. Fernandez y H. Pérez

Introduccién

Se ha aludido a la Geometria como “ciencia que estudia la relacién entre forma y can-
tidad”. Del concepto abstracto de cantidad y de su relaciéon con los ntimeros se ocupa esta
nota, producto de muchas conversaciones entre colegas amigos. La primera seccion se dedica
a una construccion cuidadosa del cuerpo real; la segunda a los ntimeros reales como opera-
dores sobre las magnitudes continuas; la tercera a una definiciéon axiomatico-geométrica de
la longitud, que es el ejemplo més representativo de lo que se entiende por una magnitud
continua. Area y volumen son otros ejemplos de magnitudes continuas asi como el tiempo y
la masa.

Nos parece oportuno destacar la demostracién debida a Otto Stolz de que el axioma de
continuidad implica la divisibilidad y la propiedad de Arquimedes (teoremas 1 y 2 de la
seccién IT). En este punto nos hemos servido del articulo de G. Vitali en la coleccién [4].

La monografia de H. Lebesgue [6], dirigida a profesores de escuela media, presenta defini-
ciones directas (no tradicionales) de dreas de poligonos y volimenes de poliedros que gozan
de las propiedades fundamentales de aditividad e invariancia bajo congruencias.

Para la construccién del cuerpo real hemos preferido el método de las cortaduras porque

permite apreciar inmediatamente la propiedad que distingue el orden de los niimeros reales.

I. El cuerpo real

El método azxiomdtico tiene muchas ventajas sobre el trabajo honesto.

—Bertrand Russell

1. Construccion. Partimos de las propiedades del cuerpo ordenado @Q de los niimeros
racionales. Entre las que nos haran falta destacamos la densidad: el hecho de que entre dos
numeros racionales distintos se encuentra siempre otro nimero racional, y la arquimediani-
dad: el hecho de que para cualquier niimero racional positivo § existe un entero positivo n

tal que 1/n < §. En todo lo que sigue la palabra nimero es sinénimo de nimero racional;



convengamos en que no hay, por ahora, otros niimeros.

Llamamos cortadura a cada conjunto (o clase) o de niimeros racionales que cumpla las

siguientes condiciones:

1.a#0 y a#Q; esdecir, a es un subconjunto propio de Q.

2. Sireays>r, entonces s € a; es decir, todo niimero mayor que un elemento de «

pertenece también a «.

3. « no tiene minimo.

Denotamos por @ = Q\« la clase complementaria, formada por los nimeros que no
pertenecen a a. Sia € ay A € a, entonces a < A. En efecto, la relacién a > A implicaria

a € a, lo que seria absurdo.

Ejemplos

1. Para cada nimero r, el conjunto r* = {s : s > r} formado por los nimeros mayores
que r, es una cortadura. En particular 0* estd formada por los ntimeros positivos y 1* por
los nimeros mayores que 1. Noétese que r es el maximo de la clase complementaria de r*,

formada por los niimeros s que verifican s < 7.

2. Denotemos por a al conjunto de los ntimeros positivos cuyo cuadrado es mayor que
2. Es claro que cualquiera de estos nimeros es mayor que 1 y que si v € «, la relacién
s > r implica s € a. Es también claro que « no es vacia y que tampoco lo es su clase
complementaria a (la segunda incluye, por ejemplo, al nimero 1 y a todos los nimeros
negativos). Para mostrar que « es una cortadura sélo faltaria probar que no tiene minimo.

Dado r € a, i 0 < § < 1 tendremos r — § > 0 y ademas:
(r—6)? =1r*=2r5 +6* > r* — 26,
y el 1ltimo nimero es mayor que 2, siempre que se cumpla (r* — 2)/2r > 6. Un ntimero &

que cumpla las dos condiciones requeridas es, por ejemplo,

r2—2

= ——
r2 — 24 2r

Hemos probado que « es una cortadura. Sin embargo, esta cortadura difiere de las del

ejemplo anterior en el hecho de que su clase complementaria o no tiene maximo. En efecto,



sea r un numero positivo que verifica r? < 2. Entonces podemos hallar un ntimero ¢ entre 0

y 1 que verifique (r + §)? < 2, pues si 0 < § < 1, tendremos:

(r+0)2=r"+2r6 +0°> <r*+2r5 +6 =r*>+ (2r + 1)6,
y el 1ltimo nuimero es menor que 2, a condicion de que se cumpla
§ < (2—1r?)/(2r +1). Basta, entonces, elegir

2 —r?

5=
2—1r242r+1

para tener cumplidas las dos condiciones que se requieren en este caso. Queda probado que

« es una cortadura cuya clase complementaria a no tiene maximo.

Denotamos las cortaduras por letras griegas: «,f3,7,... , los elementos de cada una
de ellas por las correspondientes letras latinas mayusculas: A, B,C, ... y los de sus clases
complementarias por las respectivas letras mintusculas: a,b,c, ..., lo que facilita algunos ra-

zonamientos si se tiene en cuenta que en cualquier circunstancia sera: a < A, b< B, ¢ < C,

etc. Debemos esta comoda notacién a Hardy [3].

2. Ordenacién. Para cualquier par de cortaduras «, [ se verifica alguna de las inclu-

siones:
a C [ obien [ C a.

En efecto, si a no esta incluida en (3, existe un nimero A en « que no esta en [, y por
consiguiente, A = b (un nimero de la clase complementaria 5) Entonces cualquier B de (3
verifica B > A, de donde B € a. Hemos probado que si « no estd incluida en 3, entonces (5

esta incluida en «.

Definicién. a < g siysdlosi a D fS.

Se ve facilmente que < es una relacion de orden total entre las cortaduras. Como es
usual en estas relaciones pondremos: (i) a« < 8 siysélosi a<f y a#p; (ii)a>p

si f<a y (i) > a equivalea a < f.

Un conjunto de cortaduras C = () se llama acotado inferiormente si existe una cortadura

B tal que B < v para cualquier v € C. En tal caso decimos que [ es una cota inferior de C.



Teorema. Si C es no vacio y acotado inferiormente, existe una cortadura o tal que:
1°) o es una cota inferior de C;

2°)  cualquier cota inferior de C es < 0.
En otras palabras, o es la cota inferior mdazima de C.

Demostracién. Supongamos que la cortadura J verifica f < « para cualquier v € C (es
decir, § D 7 para cualquier v € C). Definamos ahora la clase ¢ como la unién de todas las

del conjunto C. En simbolos:
o= U{’y 1y € C}.

Es decir, r pertenece a ¢ si y sélo si r pertenece a algiun v del conjunto C, que por hipdtesis
no es vacio. Por tanto, ¢ no es vacia.

Claramente, 5 D o, de donde se sigue que 0 # Q. Por ultimo, los hechos de que ¢ no
tiene minimo y que todo ntimero mayor que un elemento de o esta también en o se prueban
con la misma facilidad. Luego, o es una cortadura incluida en g, y por consiguiente, 5 < o,
lo que demuestra el teorema si tenemos en cuenta que [ era cualquier cota inferior de C.

Notemos el papel que ha jugado en la demostracién el hecho de que C es acotado infe-

riormente.

Definicién. La cota inferior méaxima del conjunto C se llama extremo inferior o infimo

de C y se denota por el simbolo infC.

En forma simétrica se definen los conceptos de cota superior y conjunto acotado supe-

riormente. Entonces podemos probar el siguiente corolario.

Corolario. Todo conjunto de cortaduras que sea no vacio y acotado superiormente, tiene

una cota superior minima.

En efecto, si C es no vacio y acotado superiormente, el conjunto U formado por todas las
cotas superiores de C es no vacio y acotado inferiormente, pues cada elemento de C es una
cota inferior de . Por tanto, la cortadura 7 = inflf es una cota superior de C; es decir,

T € U, lo que prueba que U tiene un elemento minimo, como queriamos demostrar.

Definicién. La cota superior minima del conjunto C se llama extremo superior o supremo

de C y se denota por el simbolo supC.



3. Operaciones. El siguiente lema serd ttil para estudiar las propiedades de las opera-

ciones aritméticas que se introducen en este parrafo.

Lema. Dados: una cortadura «, un ntimero ag de su clase complementaria y un nimero

0 > 0, existe un par de nimeros A € a y a € «, tales que:

a=>ay A—a<h.

Para demostrarlo, elegimos un niimero Ay en « y un entero positivo n tal que (Ag—ag)/n <

0, y consideramos la sucesién finita

A _
re=ag+ k20 (k=0,1,2,...,n).
n

Basta tomar el minimo k tal que r, € o (obviamente k > 0) y poner A = ry, a = rg_1.

3.1. Suma. Definimos la suma de las cortaduras « y 5 por medio de la férmula:
a+8={A+B: Ac€a & Be S},

es decir, el conjunto de todas las sumas A+ B con Aen ay B en .

(i) Es claro que a4+ 3 no es vacia. (ii) Tampoco lo es su clase complementaria, pues
cualquier numero de la forma a + b es menor estrictamente, y por consiguiente distinto, que
cualquiera de la forma A + B. (iii) Si un nimero r es mayor que otro de la forma A + B,
entonces existe 6 > 0 tal que r = A+ B+ 0 = A+ B’, un elemento de a + . (iv) Dado
A+ B, tomemos un B’ < B en la clase $. Entonces tendremos A + B’ < A+ B, lo que

termina de probar que a + (3 es una cortadura.

Claramente se ve el cumplimiento de las leyes asociativa y conmutativa de la suma:
D a+@B+)=(a+p)+y, () a+f=F+a,
pero la siguiente ley merece alguna consideracion:
(III) a+0"=a.

En primer lugar, es evidente que el primer miembro de la igualdad esta incluido en el

segundo. Por otro lado, dado A € « existe también en a un numero A" < A. Luego,



A=A+ (A— A’) pertenece al primer miembro.

Definiremos la opuesta de una cortadura « por la siguiente formula:
f={B: B> —a para algin a en la clase a }.

Debemos probar que 3 es una cortadura. En primer lugar es evidente que (8 no es vacia:
basta considerar un nimero de la forma —a+ 1. Por otro lado, ningin nimero —A puede es-
tar en [3, pues eso implicaria una desigualdad —A > —a. Dejamos el resto de la demostracion

a cargo del lector.

Ahora podemos probar que av+ 8 = 0*. En primer lugar, por la definiciéon de 3, cualquier
nimero A + B es mayor que uno de la forma A — a, que pertenece a 0* por ser positivo.
Eso prueba que a + 8 C 0*. Por otro lado, dado § > 0, en virtud del lema existe un par
de numeros A, a tales que A — a < J; por consiguiente, hay un numero positivo ¢ tal que

0=A—a+ec= A+ B, un numero de o + S.

La cortadura opuesta de « serd denotada por el simbolo —a, y como es habitual escribire-

mos a — 3 en lugar de o + (—f3).

IV. Si a < 3, entonces a+v < S+ 7.

La demostracion sigue inmediatamente del hecho de que todo B es un A.

3.2. Producto de cortaduras no negativas. Decimos que « es no negativa si a > 0%,
en cuyo caso los elementos de a son numeros positivos. La relacion a > 0* define a las

cortaduras positivas. El producto de cortaduras no negativas se define por la formula:

af={AB: Aca& B € j}.

Para probar que la férmula define una cortadura, observemos que si » > AB, entonces

para algiin nimero positivo ¢ se cumple:
r=AB+d=A(B+§/A) = AB'.

El resto de la facil demostracién queda a cargo del lector.



V. af = fa, VI. a(87) = (af)y, VIL a(8+v) = af + ay.

La ultima merece una observacién: un numero de su segundo miembro es de la forma
AB+ A’C. Suponiendo A > A’, tendremos AB+ A'C > AB+ AC = A(B + ('), un ntimero

del primer miembro.
VIII. al* =«

En efecto, un nimero del primer miembro es de la forma Ar con r > 1. Por otro lado,
para cualquier A existe A’ tal que A’ < Ay por consiguiente, A = A’(A/A’) es un nimero

del primer miembro.

La inversa de una cortadura positiva « se define por la siguiente férmula:
1 ~
f={B: B> - paraalgin a >0 en a}.
a

Se ve muy facilmente que [ es una cortadura positiva. En primer lugar, la relacion o« > 0*
significa que « es un subconjunto propio de 0*. Por consiguiente, hay nimeros positivos en
su clase complementaria. Tomando un a > 0, tendremos 1/a + 1 = B, un elemento de ;
luego, (8 no es vacia, y es claro que tampoco lo es su complemento con respecto a Q. Los dos
requerimientos que falta considerar se cumplen de modo evidente. Por 1ltimo, 5 es positiva
porque cualquier nimero 1/A pertenece a E .

Merece la pena probar con detalle la férmula a8 = 1*. En primer lugar, cada ntimero del
primer miembro es de la forma AB, donde B es mayor que un nimero 1/a con a > 0; entonces
AB > A/a > 1, de modo que AB € 1*. Supongamos r > 1 y sea ag un nimero positivo de
a. En virtud del lema, dado un nimero cualquiera § > 0, por ahora no especificado, existe

un par de nimeros A € o, a € a tales que a > a9 y A —a < §. Entonces tendremos:

A A— A— )
A_otdA-a)  A-ae 0 _
a a a ao

a condicion de elegir § = ag(r — 1). Entonces existe un nimero € > 0 tal que

A 1
7":—+5:A(—+£>:AB,
a a A

lo que prueba la féormula. Hemos probado que para cualquier o > 0* existe 8 > 0* tal que
af =1*.

La formula oo 0* = 0* es 1til para abreviar la consideracién de casos en el siguiente péarrafo.

También deberemos tener en cuenta que la relacién o < 0* equivale a —a > 0*.



3.3. Producto de cortaduras cualesquiera. El producto se extiende a cualquier par

de cortaduras por medio de la siguiente féormula inspirada en la regla de los signos:

—a(=0) si a>0% B <07

aff =4 —(—a)B si a <0 B =>0%

(—a)(=p) st a<0f <0
Es necesario comprobar que con esta definicién se mantienen vélidas las leyes funda-
mentales de la aritmética, que han sido probadas sélo para cortaduras no negativas. Las

demostraciones se realizan por consideracién del signo de cada factor, comenzando por la

comprobacion de las siguientes leyes:

aff = fa, a(=f)=—af, (=a)(=F)=af, alfy)=(af)r.

Las dos primeras exigen considerar cuatro casos que pueden esquematizarse asi: (+,+), (+, —), (—, +), (-
la tercera es consecuencia de la anterior, y la tltima se divide en ocho casos que pueden re-

ducirse a cinco, uno de los cuales ha sido ya considerado, a saber, el caso (+, +,+).

La ley distributiva: a(5+7v) = aS+ a7y se reduce, en esencia, a la consideracién de cuatro

casos, segun los signos de o, 8,7 v B+ 7:
(+a +7 ) +>a (+7 +7 ) _)7 <+7 R _)) (_7 *, %, *)a

donde las estrellas indican signos cualesquiera . Para el primer caso basta multiplicar por « la
identidad 8 = (8+7)+(—7); para el segundo, multiplicar por « la identidad —y = S+(—F—7)
y para el tercero, tendremos: a(f+7v) = —a(—=F—7) = —[a(=F)+a(—)] = = (—af—ay) =
af+ a7y, lo que agota las posibilidades que pueden presentarse con « positivo. Para el ultimo

caso, podemos escribir: a(f +v) = (—a)(=0 —v) = af + a.

Ahora es muy fécil extender la féormula a1* = « para cualquier a y probar que para

cualquier o # 0 existe § tal que aff = 1*.



4. Cuerpos ordenados. En este parrafo definimos la nociéon abstracta de cuerpo or-

denado y mostramos que todo cuerpo ordenado contiene una copia de los niimeros racionales.

Un cuerpo K se llama ordenado si se ha senalado un subconjunto suyo llamado de los

elementos positivos que goce de las siguientes propiedades:
1. Para cada a € K: se verifica alguna de las afirmaciones
a =10, a es positivo, — a es positivo
y estas posibilidades son mutuamente excluyentes.

2. La suma y el producto de elementos positivos son positivos.

Ejemplo 1. El cuerpo de los nimeros racionales se ordena declarando positivo al niimero

racional r =a/b (a y b enteros) si se verifica ab > 0.

Ejemplo 2. El cuerpo de las cortaduras es un cuerpo ordenado. Los elementos positivos

de este cuerpo son las cortaduras mayores que 0*.

Ejemplo 3. Diremos que un polinomio no nulo f con coeficientes enteros es positivo si
su coeficiente lider es positivo. El cuerpo de fracciones racionales con coeficientes enteros
se ordena senalando como positiva a una fraccién f/g si el producto fg es un polinomio

positivo.

En adelante K serd un cuerpo ordenado y los elementos que se consideren seran elementos
de K.

Se dice que a es menor que b (o bien que b es mayor que a) y se escribe a < b (o bien
b > a) si la diferencia b — a es un elemento positivo. En particular, a > 0 si y s6lo si a es

positivo.

Sugerimos probar las siguientes afirmaciones:

1. (a<b & b<c¢) implica a < c

2. a<b implica a+c<b+c



3. a<b & ¢>0 implican ac < bc
4. Si a # 0, entonces a® > 0
5. 0 < 1.

6. 0<I<I+I<I+I+1I<---

4.1. Enteros positivos. Un conjunto A C K se llama inductivo si (1°) 1 € A y (2°)
Para todo x, si © € A, entonces x + 1 € A. Por ejemplo, el conjunto K y el conjunto de los

elementos positivos de K, son inductivos.

Los elementos de K que pertenecen a cualquier conjunto inductivo (por ejemplo, 1) se

llaman enteros positivos, y el conjunto de todos ellos serd denotado por N. En simbolos:
N =[){A: A es inductivo}.

De acuerdo con lo anterior, N es un conjunto inductivo incluido en cualquier conjunto
inductivo, de donde se deduce que cualquier subconjunto inductivo de N es idéntico a N
(principio de induccién).

Usando el principio de induccién se prueban facilmente las siguientes afirmaciones:

1. La suma y el producto de enteros positivos son enteros positivos. En simbolos: N+ N C

N y N-NcCN.
2 neN=n=>1.
3. ("neN)(n=146 n—-1€N).

4. Si m y n son elementos de N y m < n, entonces n —m € N.

4.2. Enteros y racionales de K. Los elementos de K de la forma m —n con m y n
enteros positivos, se llaman enteros de K, y el conjunto de todos ellos, que sera denotado por

Z, es un anillo isomorfo al anillo de los nimeros enteros. En simbolos: Z = N — N.
Finalmente, el conjunto de los elementos de K de la forma a/b = ab™! con a y b enteros

y b # 0, que serd representado por el simbolo QQ, es un cuerpo isomorfo al cuerpo de los

numeros racionales.
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En resumen, podemos afirmar que el cuerpo ordenado K tiene un subcuerpo Q isomorfo
al cuerpo de los numeros racionales que naturalmente se identifica con este cuerpo. Cada

elemento de QQ se identifica con su correspondiente niimero racional.

4.3. Completitud. Diremos que el cuerpo ordenado K es completo si cualquier subcon-
junto suyo que sea no vacio y tenga una cota superior, tiene una cota superior minima.
En adelante supondremos que el cuerpo ordenado K es completo, y bajo esa hipdtesis

esbozaremos la demostracién de que K es isomorfo al cuerpo de las cortaduras.

En primer lugar se demuestra que N no tiene ninguna cota superior. [Si tuviera una,
como no es vacio tendria una cota superior minima u. Entonces habria un elemento n € N
tal que n > u — 1, de donde n + 1 > u, lo que serfa absurdo, pues n + 1 € NJ.

Sigue de lo anterior que para cualquier £ > 0 existe un entero positivo n tal que 1/n < ¢.

Ahora podemos probar que Q es denso en K, lo que significa que si a y b son elementos
de K que verifican a < b, entonces existe r € Q tal que a < r < b. En efecto: comenzamos
por elegir un entero positivo n tal que — < b—a. A continuaciéon consideramos el minimo

n
m—1

m m 1
entero m tal que a < —. Entonces tendremos a < — = +—-—<a+((b—a)=0.
n n n n

Finalmente dejaremos como ejercicio probar que si para cada z € K denotamos por ¢(z)
el conjunto de todos los r € QQ tales que r > z, la aplicacién ¢ es un isomorfismo de K sobre

el cuerpo de las cortaduras. Precisamente, deberan probarse las siguientes afirmaciones:

1. Siz <y, entonces ¢(z) < ¢(y)
2. Si a es una cortadura, existe un = en K tal que o = ¢(x) [Sugerencia: x = inf .

3. ¢(x) + d(y) = d(z +y)

4. ¢(z)p(y) = ¢(xy) [Basta considerar el caso = > 0, y > 0].

Demostramos la tltima. Supongamos que r € ¢(zy), lo que significa que r > zy. Es

decir, existe un elemento p > 0 en K tal que r = zy + p. Podemos elegir un ¢ en K que
p
.

verifique las relaciones 0 < 6 <1, (x+90)(y+9J) < zy + p |basta tomar § = ————
q (x+0)(y+9) <ay+p| rr——

A continuacién elegimos dos numeros racionales ry y ro, tales que

r<r<z+0y y<rys<y+o.
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Entonces tendremos r = xy + p > rire, lo que muestra que r € ¢(x)¢(y). La reciproca es

inmediata.

Hemos probado que dos cuerpos ordenados completos cualesquiera son isomorfos; cualquiera

de ellos puede servir como cuerpo real, por lo que viene al caso una cita de Henri Poincare:

Los matemdticos no tratan con objetos sino con relaciones entre objetos; por tanto
son libres de reemplazar unos objetos por otros mientras se mantengan las mismas
relaciones. Para ellos el contenido es irrelevante, ya que solo estan interesados

en la forma.

II. Niimeros reales como operadores

5. Magnitudes. Las leyes que rigen las operaciones entre ntimeros reales y cantidades
fisicas —entre éstas, las geométricas— se aceptan sin discusion en los primeros anos de estudio
por escasez de tiempo y falta de madurez. De ello se ocupa la teoria de las magnitudes
continuas.

El ejemplo mas representativo de una magnitud continua es la longitud; las longitudes
pueden sumarse y compararse por su tamano, y no hay quien ignore las propiedades de dichas
operaciones que tienen su origen en la experiencia. En la dltima seccion se muestra como se
formaliza la nocion de longitud en un marco axiomatico.

Las magnitudes que estudiamos suelen llamarse magnitudes escalares positivas; los enun-

ciados con numeros romanos son los axiomas de la teorfa.

5.1. Suma de cantidades. Consideremos un conjunto M = {A, B,C, ...} entre cuyos
elementos, que llamamos cantidades de la magnitud M, se ha definido una ley de composicion

“4+7 llamada suma, de modo tal que se satisfacen las siguientes propiedades:

I. (asociatividad) A+ (B+C)=(A+ B)+C.

II. (conmutatividad) A+ B = B+ A.
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II1. Eziste un elemento 0 € M tal que A+0=A

para cualquier A.

IV. Si A+ B =0, entonces A= B = 0.

DEFINICION. Decimos que A es menor que B y escribimos A < B o bien B > A,
si existe L # 0 tal que B = A+ L. Como de costumbre, A < B equivale a la
disyuncién A < B 6 A= B.

Supondremos que M no es trivial, es decir, que contiene elementos distintos de 0.

Inmediatamente se deducen las siguientes afirmaciones:
1°) A#0equivalea A >0; 2°) A< By B < C implican A < C.
V. (tricotomia) Para cualquier par de elementos de M se cumple una y sélo una

de las relaciones A< B, A=B, A>B.

Corolario. St A < B, entonces A+ C < B+C; si A+ C = B+ C, entonces
A = B (ley cancelativa).

DEFINICION. Si B < A, el vinico L que satisface A = B + L se llama diferencia

entre A y B y se denota por A — B.

Ejercicio. Probar que las relaciones A < B < C' implican C' — B < C' — A.

VI. Si A > 0, entonces existe B tal que 0 < B < A.

Las formulas

IA=A, (n+1)A=nA+A,

definen de modo inductivo el producto del entero positivo n por el elemento A. Por induccién

se prueban las férmulas:

(m+n)A =mA+nA, m(nA) = (mn)A
n(A+ B)=nA+nB, n(A—B)=nA-—nB.
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Notemos que estamos habilitados para escribir sin ambigiiedad mnA en lugar de m(nA)
o (mn)A.

Dejamos como ejercicio probar las siguientes afirmaciones:

(1) SinA =0, entonces A =0
(2) Si para algin A # 0, mA =nA, entonces m =n
(3) Si B < A, entonces B=A— (A — B)

VII. (continuidad). Si H y K son subconjuntos no vacios de M con la propiedad
de que cualquier elemento del primero es menor que cualquiera del sequndo, en-
tonces existe B € M tal que H < B < K para cualquier H del primer conjunto

y cualquier K del sequndo.

TEOREMA 1. (divisibilidad). Dados A y n, existe un unico B tal que nB = A.
Para su demostracién necesitamos el siguiente lema.
LEMA. Si A > 0, entonces para cualquier n existe B > 0 tal que nB < A.

En efecto, el axioma VI permite escribir A en la forma A = B; 4+ (4, donde 0 < By < (.
Luego 2B; < A; y aplicando el mismo argumento a B, podemos hallar By > 0 tal que
2B, < By, de donde 22B, < A.

Por induccién, para cada entero positivo n existe un elemento B,, > 0 tal que 2"B,, < A,

de modo que nB, < 2"B, < A, lo que demuestra el lema.

Para probar el teorema basta considerar el caso A > 0, n > 1. En tal situacion, definamos
una particion de M en dos clases: H = (H) y K = (K), definidas por las relaciones nH <
Ay nK > A, respectivamente. Es claro que 0 € H y A € K; también que cada H es menor
que cualquier K.

En virtud del postulado de continuidad existe un elemento B tal que H < B < K para
cualquier H de la primera clase y cualquier K de la segunda. Veamos ahora que cualquiera
de las relaciones nB < Ay nB > A es imposible. Si fuera nB < A, podriamos hallar L > 0
tal que nL < A —nB; es decir, n(B + L) < A, lo que es absurdo. Si fuera nB > A, existiria
un elemento L > 0 tal que nL. < nB — A < nB, de donde n(B — L) > A, lo que también es

absurdo. Luego, nB = A como queriamos probar. La unicidad de B se demuestra facilmente.
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DEFINICION. Dados A y n, el inico B que verifica nB = A se denota por A/n.
En particular, A/1 = A.

TEOREMA 2. (propiedad de Arquimedes). Si 0 < B < A, entonces existe n tal
que nB > A.

La siguiente demostracion se debe a Otto Stolz. Suponiendo que tal n no existe, definamos

una particién de M en dos clases (H) y (K), segun los siguientes criterios:
(a) (Yn)nH <A y (b)(3n)nkK > A.

Es claro que B pertenece a la primera clase, A a la segunda, y que cada H es menor que
cualquier K. Ademas, la clase de los K no tiene minimo: en efecto, si n/X > A, existe un
L >0 tal que nL < nK — A, de donde n(K — L) =nK —nL > A.

En tal situacién, el postulado de continuidad permite afirmar la existencia de un elemento
C que verifica H < C' < K para cualquier H de la primera clase y cualquier K de la segunda.
Puesto que C' + B > C, existe un n tal que n(C' + B) > A, y por consiguiente,

C+B>A

2
n 5 ,

C+ B

lo que es absurdo, pues <C. Q.E.D.

5.2. Producto por nuimeros fraccionarios. Es conveniente, para lo que sigue, intro-

ducir algunas definiciones.

DEFINICION. Si f y g son funciones de M en si mismo, la suma y el producto

de ambas se definen por medio de las formulas

(f +9)(A) = f(A) +g(4),  (fg)(A) = f(g(A)),

y en forma abreviada escribiremos fA en lugar de f(A).

A la luz de esta definicién, las reglas operativas

(m+n)A=mA+nA y m(nA)=(mn)A
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expresan que a la suma y al producto de los nimeros m y n corresponden la suma vy el

producto de las funciones:

A—mA y A—nA

Por lo visto anteriormente, dichas funciones coinciden si y sélo si m = n. Estas propiedades

justifican la identificacion del entero positivo n con la funcién A — nA, que adoptamos de

aqui en adelante. Més generalmente:

DEFINICION. Sim y n son enteros positivos, denotamos por m/n la funcion de

M en si mismo definida por el siguiente esquema:
A — m(A/n),
m
y escribimos —A o bien (m/n)A para denotar la imagen del elemento A.
n

A

La relacion %A =ny= nA conduce naturalmente a la igualdad % =n.

Dejamos a cargo del lector la demostracién de las siguientes afirmaciones:

p my_mA
n n
5 A/n A
"k nk
m  mk
3. —=—
n nk
m C
4. — == siysélosi mqg=pn
n q
s, ML P_matpn  mp_ mp
n q ng nq ng

Las tltimas férmulas justifican la identificacién del nimero racional m/n con la corre-

spondiente funcion de M en si mismo, que adoptaremos en adelante.

DEFINICION. El elemento (m/n)A se llama producto del nimero m/n por el
elemento A.

Siendo r y s racionales positivos, es facil ver que si A > 0 y r < s, entonces rA < sA.

5.3. Producto por nimeros reales. El producto del nimero real positivo p por un
elemento A > 0 se define como el tnico elemento B de M que satisface rA < B < 1’ A para
cualquier par de nimeros racionales positivos r y r’ que verifiquen r» < p < r’. La existencia
y la unicidad de B estan garantizadas por el postulado de continuidad y la propiedad de

Arquimedes. Conviene extender la definiciéon poniendo 0A =0y p0 = 0.
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TEOREMA 3. pA+ocA=(p+0)A, p(cA)=(po)A.

Haremos la demostracion suponiendo que A > 0 y que los nimeros p y ¢ son positivos.

1°) Sean ¢ y ¢’ niimeros racionales positivos que verifican t < p+ o < t’. Entonces existen

racionales positivos r,1’, s, s' tales que
r<p<r, s<o<s, t<r+s, 1+ <t.
En tales condiciones tendremos:
tA< (r+s8)A=rA+sA<pA+cA<rA+s§A=("+5)A<tA,

lo que demuestra la primera férmula, en virtud de la unicidad del producto.

2°) Sean t y t’ racionales positivos que verifican t < po < t’. Entonces existen racionales

positivos 7,17, s, s' tales que
r<p<r, |, s<o<s, t<rs 1<t
y en tales condiciones tendremos:
tA < (rs)A=r(sA) <r(cA) < p(cA) <r'(cA) <r'(sA) = (r's)A < A,

lo que demuestra la segunda férmula.

El siguiente —iltimo— teorema afirma la existencia de una razén entre A y B, siempre que

sea B > 0.

TEOREMA 4. St B > 0, entonces para cualquier A existe un unico p > 0 tal que
A=pB.

La demostracion es inmediata si A = 0. Suponiendo A > 0, definimos p como la minima
cota superior de los niimeros racionales positivos r tales que rB < A. Es facil comprobar que
r < p <r' implica rB < A < 1r'B, lo que demuestra que A = pB. La unicidad del ntimero p

es también inmediata.

El ntimero p al que se refiere el teorema anterior se llama razdn o cociente entre Ay By
se escribe p = A/B o bien p = A : B.

COROLARIO. SiU >0y 8 >0, entonces (aU)/(BU) = /5.
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Generalmente se elige como unidad un elemento U > 0. En tal circunstancia el niimero
a = A/U es la medida de A con respecto a U, y el corolario suele expresarse diciendo que
la razon entre dos elementos de M es igual al cociente de sus medidas con respecto a una

misma unidad.

III. La longitud como una magnitud continua

Denotamos por PQ el segmento con extremos P y () en ese orden; los segmentos por
letras latinas minusculas: a, b, ¢, etc., y para afirmar que a es congruente con b escribimos

a =b. Para la congruencia entre segmentos adoptamos los siguentes postulados:

1. La congruencia es una relacion de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva).
2. El segmento PQ) es congruente con QQP.

3. Si un punto R del segmento PQ y un punto R’ del segmento P'Q)" son tales que PR =
P'R' y RQ = R'Q)’, entonces PQ = P'(Q)’.

4. Ningun segmento es congruente con otro segmento propiamente incluido en el primero.

5. Dados: un segmento a y una semirrecta de origen O, existe un punto P de la misma

tal que OP = a (el punto P es unico en virtud del axioma anterior).

6. Si P y (Q son puntos distintos, existe un punto R que sigue a P y precede a Q) en el

orden P(Q) del segmento.

7. (Continuidad) Si el segmento PQ se divide en dos partes de suerte que: 1°) todo punto
de PQ pertenece a una de ellas; 2°) el extremo P pertenece a la primera parte y Q
a la sequnda; 3°) cualquier punto de la primera parte precede a cualquier punto de la
sequnda en el orden PQ del segmento, entonces existe un punto R de P(Q) tal que todo
punto del segmento que preceda a R pertenece a la primera parte, y todo punto del

mismo que siga a R pertenece a la seqgunda.

DEFINICION. La clase de equivalencia del segmento a con respecto a la relacion

de congruencia se llama longitud de a y se denota por a.
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Denotamos las longitudes por letras maytusculas: A, B, C, etc. y el conjunto de todas

ellas por L.

Para definir la suma de las longitudes A = @ y B = b, consideramos dos semirrectas
opuestas con origen en un punto O. En una de ellas elegimos un punto P tal que OP = a, y
en la semirrecta opuesta un punto @) tal que OQ) = b. En estas condiciones, definimos A+ B

como la clase de equivalencia del segmento PQ; es decir, A + B = PQ.

En base a los axiomas se prueba que la suma de longitudes estd bien definida y goza
de las propiedades asociativa y conmutativa. Los mismos axiomas permiten probar la ley
cancelativa de la suma: si A+ B = A+ C, entonces B = C. Finalmente, los segmentos cuyos

extremos coinciden son congruentes entre si y definen la longitud nula. En efecto,

PP+ PQ = PQ = PQ + QQ,

y la conclusion se obtiene aplicando la ley cancelativa.
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