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Cantidades dimensionadas

N. Fava y U. Molter

Resumen

Las reglas que rigen las operaciones con cantidades dimensionadas se justifican con una
interpretacion natural de los simbolos que representan las unidades. El tema se relaciona

con los fundamentos del Analisis Dimensional.

1. Introduccién. Para expresar las cantidades concretas los pueblos han usado una
gran variedad de unidades (o medidas como también se las llama). Asi, las longitudes
y las distancias se expresan no sélo en las unidades del sistema métrico sino también en
pies, pulgadas, millas y yardas, entre otras; y en tiempos no tan remotos fueron expre-
sadas en leguas, brazas, varas, toesas, codos, palmos y nudillos. Encontraremos areas
expresadas en acres; pesos en libras, onzas, adarmes, quintales y arrobas; velocidades
en nudos; capacidades en galones y en pintas; presiones en hectopascales, atmosferas y

libras por pulgada cuadrada, para mencionar algunas.

Para las medidas angulares el radian y la revolucién sirven como unidades naturales,
pero no existe en el caso de las longitudes un segmento que pueda elegirse como unidad
natural. Las unidades con que se mide el tiempo guardan una relaciéon aproximada
con los movimientos de la tierra en el sistema solar, aunque en la Antigiiedad y en la
Edad Media se han usado los relojes de agua, los de sol y los de arena; y en las brumas
inglesas el rey Alfredo el Grande media el tiempo por el consumo de unas velas de gran

longitud que hacia encender una a continuacién de otra.

Hace algunos anos se nos planteé el problema de conseguir una interpretaciéon matema-
tica de las las cantidades dimensionadas: monomios formados con coeficientes reales y

simbolos de unidades tales como

m mile m
10 ft, 104 m?, 9.81 =, 50 < 0 15 kg,
s r s
asi como de las operaciones que se realizan con esos simbolos en el Anélisis Dimensional.
La nota contiene la respuesta que elaboramos en aquel entonces [2].
Corresponde agregar que operando formalmente con esos simbolos los fisicos y los

ingenieros han alcanzado conclusiones sumamente tutiles y a veces sorprendentes.



Mediante la simple observacién de una secuencia de iméagenes el fisico inglés G.I. Taylor usé el Anélisis
Dimensional para estimar con suficiente exactitud la energfa liberada en la primera explosién nuclear [6]. La
difusién de ese dato causé cierto revuelo en aquel entonces por tratarse de una informacién clasificada como
secreta. El andlisis dimensional de las cantidades involucradas lleva a concluir que en los primeros instantes la

5p71/5t2/5

distancia R alcanzada por la onda de choque estd dada por la férmula R = CEY , donde C' es una

constante real, F la energfa liberada, p la densidad inicial del aire y ¢ el tiempo transcurrido (§9).

Para que sirvan de referencia anotamos las relaciones de algunas unidades tradi-
cionales con las unidades correspondientes del Sistema Métrico; usamos el punto en
lugar de la coma decimal.

LONGITUD

pie castellano = 12 pulgada = 0.278 633 3 m
pie inglés (foot; simbolo, ft) = 12 pulgada
= 0.304 799 47 m
pie estadounidense (foot; simbolo, ft) = 12 pulgada
= 0.304 800 61 m
pulgada estadounidense (inch; simbolo, in) = 2.54 cm
yarda (yard; simbolo, yd) = 3 ft = 0.9144 m
vara = 2 codo = 3 pie castellano = 4 palmo = 0.8359 m
legua terrestre = 20 000 pie castellano = 5572.7 m
braza = 2 vara = 1.6718 m
palmo = 12 dedo = 10 nudillo = 0.21475 m
toesa (medida antigua francesa)= 1.946 m
milla terrestre (mile; simbolo, mi) = 5280 ft
= 1609.34 m
milla nautica = 1’ de meridiano = 6076.1 ft = 1852 m
legua nautica = 3 milla ndutica = 5556 m
parsec = 3.087 x 10'3 km

MASA

libra (pound; simbolo, 1b) = 16 onza = 0.453 592 kg
onza (ounce; simbolo, 0z) = 1—16 Ib = 28.349 523 g
grano (grain) = ﬁ Ib = 64.8 mg

libra castellana = 16 onzas = 460 g



quintal = 100 libra castellana = 4 arroba = 46 kg
onza castellana = 16 adarme = 140 quilate

CAPACIDAD

galén estadounidense (gallon; simbolo, gal) = 4 quart
= 8 pint = 3.785 litro

pint = 16 fluid ounce = 0.473 125 litro

galén imperial britanico = 4.547 litro

fanega = 55.5 litro

celemin = 4 cuartillo = 4.625 litro

El acre equivale a 4840 yd? = 0.4047 ha, y el nudo a una milla ndutica por hora, es

decir, 1.852 km/h.

Una mirada a esas equivalencias torna evidentes las ventajas de un sistema global
unificado al que todavia no hemos arribado enteramente en la practica. El primer paso

hacia la unificacién se dio en el tiempo de la Revolucién Francesa.

2. Breve resena histérica. En 1791 la Asamblea Nacional francesa encargd a
una comision cientifica de la que participaron, entre otros, los matematicos Lagrange,
Laplace y Monge, el diseno de un sistema de unidades que satisficiera unos criterios
ideales de comodidad, simplicidad, precision y estabilidad. El primero se refiere a la
posibilidad de disponer de unidades adecuadas a los objetos propios de cada actividad;
el segundo, a la existencia de unas relaciones simples entre las distintas unidades; el
tercero, a la posibilidad de relacionarlas de manera precisa con las unidades de los otros
sistemas y el ultimo, a la inalterabilidad de los patrones. La comisién complet6 su labor

en 1799, dando origen a nuestro sistema métrico.

Inicialmente se pretendié que el segmento unitario (el metro) representara la diez
millonésima parte de un cuadrante de meridiano, en tanto que el kilogramo debia repre-
sentar la masa de un decimetro cibico de agua destilada a presién normal en su estado
de méxima densidad. La duracién del segundo se hallaba establecida en la 86400 ava
parte del dia solar medio. A tal efecto se realizé una medicion del arco de meridiano
entre Dunkerke y Barcelona, y en 1799 se construyeron patrones materiales del metro
y el kilogramo, cuya exactitud quedd desvirtuada por otras mediciones posteriores mas

precisas.



Después de varias rectificaciones, con los consiguientes cambios de patrones, el
propésito de relacionar el metro con las dimensiones de la tierra de manera exacta
hubo de ser abandonado.

En 1899, la primera Conferencia General de la Oficina de Pesas y Medidas, con sede
en Sevres, aprobd nuevas definiciones del metro y el kilogramo en base a las tltimas
mediciones, pero entonces con referencia exclusiva a unos patrones construidos con

cuidados muy especiales.

Sin embargo el progreso cientifico hizo posible alcanzar unos niveles de precisién
dificiles de imaginar en los comienzos, forzando al abandono de los patrones primitivos.
En la actualidad el metro se define en base a la velocidad de la luz en el vacio, y el
segundo en base al fendmeno periddico que ocurre en un nucleo atémico. La tnica

unidad todavia definida por un patrén material es el kilogramo.

Para tener una idea de la precisién lograda, baste decir que el metro se determina

con un error menor que 0.01 nm (el nanometro equivale a un millonésimo de milimetro).

A partir de la undécima Conferencia General (1960) de la Comisién Electrotécnica In-
ternacional y la Unién Internacional de Fisica Pura y Aplicada, el Sistema Métrico Deci-
mal deja paso al Sistema Internacional de Unidades (SI), que ademés de las unidades
mecéanicas fundamentales (metro, kilogramo y segundo) incluye unidades para otras
magnitudes que no interesaran para el propdsito de esta nota.

3. Unidades mecanicas. Las unidades derivadas de uso mas frecuente en la
mecanica se muestran en la tabla siguiente, cuyas dos ultimas columnas expresan cada

unidad en funcién de las otras unidades del sistema y en funcién de las unidades fun-

damentales.
’ Magnitud Nombre Simbolo Expresion 1 | Expresiéon 2
velocidad — — — m-s !
aceleracién — — — m - s 2
fuerza newton N — m - kg - s72
energia joule J N m m? - kg - s72
potencia watt w J/s m? - kg-s73
presion pascal Pa N/m2 m~! kg s

Pero el papel de las unidades no se limita a la expresion simbélica de las cantidades.

En el Anélisis Dimensional se opera algebraicamente con monomios formados con coefi-



cientes reales y simbolos de unidades afectados por exponentes enteros o racionales. La
aplicacion de las leyes del algebra a esas operaciones parece tan natural que la necesidad
de una justificaciéon puede pasar inadvertida. El siguiente ejemplo es ilustrativo.

EJjemMpPLO. La velocidad con que se propaga una perturbacién a lo largo de una
cuerda eldstica homogénea con densidad lineal (masa por unidad de longitud) pu =

0.1 kg - m~! sometida a una tensiéon 7’ =10 N = 10 kg -m -s~2 es

T 10kg-m-s2
v = —:\/&:vamQ-s—?:lOm-s_l.

Ahora bien, las operaciones con simbolos de unidades son legitimas siempre que
exista una interpretacion que las haga consistentes. Lo esencial en Matemdatica —ha

escrito G.H. Hardy— es que sus simbolos sean capaces de alguna interpretacion.

En lo que sigue revisamos una interpretacion natural de dichas operaciones, comen-
zando por las magnitudes geométricas (longitud, area y volumen). A tal fin recordemos
que dos figuras del espacio se llaman congruentes si existe un movimiento rigido que
lleva a una de ellas a coincidir puntualmente con la otra. Por segmento no trivial en-

tendemos uno que no se reduzca a un punto tnico.

4. Longitud. La nocién de longitud como una magnitud fisica se basa en la si-

guiente proposicién cuya demostracion elemental omitimos.

PROPOSICION 1. Dados un segmento no trivial U y un nimero u > 0, existe una
unica funcién L que asigna a cada segmento S un nimero L(S) > 0, de forma tal que

se satisfagan las siguientes propiedades:

1. Si los segmentos S; y S5 son congruentes, entonces
L(51) = L(52);
2. Si el segmento S es la unién de dos segmentos consecutivos S; y So, entonces
L(S) = L(S1) + L(S5);

3. L(U) = u.



Para destacar los parametros que determinan a L como una funcién numérica es-
cribiremos L(S) = L(S;U,u). La notacién pone de manifiesto que el valor numérico
de L depende no sélo de S sino también del segmento U y del valor numérico u que se

asigne a dicho segmento.

DEFINICION 1. Llamamos a U el segmento unitario y a u el pardmetro real. El par
(U,u) es lo que llamamos una unidad de longitud.

Fécilmente se demuestra que
L(S;U,u) = au,
donde a es un numero no negativo que depende solamente de S y de U. El nimero «
es la medida de S con respecto a U o razon entre los segmentos S y U. Para denotarlo

usamos el simbolo |S|y o bien 5 De modo que:

L(S;U,u) = au = gu: |S|y .

Ahora podemos establecer la definicion que nos servira de base:

DEFINICION 2. Por longitud del segmento S en el sistema (U,u) entendemos la
funcién lineal

u — au

definida sobre la semirrecta positiva u > 0, concisamente representada por la expresion

au.

Asi, la longitud del segmento unitario es u —funcién identidad— en tanto que su me-
dida es 1.

Mientras las longitudes son funciones lineales de u, veremos que las areas se expre-
saran naturalmente como funciones cuadraticas y los voliimenes como funciones ciibicas
del mismo pardmetro real u. Por tal motivo nos referimos a la unidad (U, u) como un

sistema de medidas geométricas.

COROLARIO. Para que dos funciones que satisfacen las condiciones 1 y 2 de la
proposicion anterior sean idénticas es suficiente que coincidan en algin segmento no

trivial.

CAMBIO DE UNIDAD. Siendo (U,u) y (V,v) dos unidades de longitud, supongamos
que L(V;U,u) = Tu, de modo que 7 = V/U es la relacién entre los segmentos unitarios.



Supongamos ahora que para un segmento arbitrario S tenemos:
Li(S) = L(S;U,u) = au, Ly(S) = L(S; V,v) = pu.

Por tratarse de la longitud del mismo segmento expresada en dos sistemas distintos,
deseariamos poder escribir au = [v. En virtud del corolario, bastaria que las dos
funciones coincidieran en algin segmento no trivial, por ejemplo en V', es decir, que se
cumpliera

V=TU.

Por tanto, la igualdad au = fv es correcta si convenimos en que los parametros u y
v no son independientes, sino que estan relacionados por la funcién lineal v = 7u. Una
vez adoptado este convenio, las medidas de .S con respecto a U y a V' se relacionan por
medio de la férmula 8 = 77

EJEMPLO. Las unidades de longitud mas usuales son (M, m) y (F, ft), donde M y F'
son los segmentos que llamamos metro y pie, respectivamente. Puesto que la medida de
F' con respecto a M es 0.3048, la relacion lineal ft=0.3048 m entre ambos parametros
reales nos habilita para igualar la longitud de un segmento expresada en el sistema

(M, m) a su expresion en el sistema (F),ft).

RAZON ENTRE DOS SEGMENTOS. Supongamos ahora que
L(S;U,u) =au y L(T;U,u) = fu, conf#D0.
S
Entonces tendremos au = L(S;T, fu) = T Bu. Por tanto:

S (0% |S’U
T B T
La razon entre dos segmentos es igual al cociente de sus medidas con respecto a una

misma unidad.

PRODUCTO POR UN NUMERO REAL. Incurriendo por simplicidad en abuso de no-
tacién escribimos S = aU como equivalente de la afirmaciéon S/U = « (ambas equiva-
lentes a | S|y = ).

El postulado de continuidad de la Geometria permite afirmar que para cualquier

a > 0 existe un segmento S tal que S = aU.

Supongamos ahora que S = aU y T = S = f(aU) = AU. Entonces A = |T|y =

T
% -S| = Ba, lo que prueba la férmula asociativa S(alU) = (fa)U.
U



5. Area y volumen. Conviene recordar dos conceptos: (1) Por figura plana enten-
demos un conjunto plano medible en el sentido de Jordan (para simplificar supondremos
que todas las figuras que se consideren estan contenidas en un mismo plano); (2) Siendo
(U,u) la unidad de longitud, denotamos por Q = Q(U) un cuadrado cuyos lados son
congruentes con el segmento unitario U, al que llamamos cuadrado unitario .

La nocién de érea como una magnitud representable en el sistema de unidades (U, u)

se basara en la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2. Para cualquier niimero w > 0 existe una tinica funcién A que
asigna a cada figura plana F' un nimero A(F) > 0 de forma tal que se satisfagan las

siguientes condiciones:

1. Si las figuras F} y F» son congruentes, entonces

A(F) = A(F);

2. Si F} y F5 no tienen ningiin punto interior comun, entonces

A(FLUF) = A(F) + A(F);

3. A(Q) = W

Con el fin de destacar los parametros que determinan A como una funcién numérica,

escribiremos A(F) = A(F; Q,w?).
Dejamos como ejercicio probar que para cualquier rectangulo R cuyos lados tengan
longitudes a = au y b = Bu, se cumple:
A(R; Q,w?) = w?afs

Surge entonces la pregunta de cudl es la eleccion més conveniente del pardmetro w.

En la préctica se elige w = u, lo que conduce a la férmula

A(R) = afu® = ab.

TEOREMA. Para cada figura F' se cumple A(F) = ou?, donde ¢ es un nimero que
depende solamente de F' y de Q).



Antes de esbozar la demostracién daremos dos definiciones:

DEFINICIONES. () Por drea de F en el sistema (U, u) entendemos la funcién cuadratica
u — ou?, definida sobre la semirrecta positiva u > 0 y representada concisamente por

la expresion ou?; (ii) El coeficiente o es la medida de F' con respecto a Q.
En particular, el drea de Q es u? en tanto que su medida es 1.

En cuanto a la demostracion del teorema, hemos visto que su enunciado es verdadero
en el caso de que F' sea un rectangulo, de donde se sigue que es también verdadero para
figuras elementales (uniones finitas de rectangulos). La demostraciéon general se realiza

aproximando F' interiormente y exteriormente por figuras elementales.

Finalmente senalamos que el concepto de volumen como una magnitud derivada de
la longitud puede estudiarse en forma analoga, salvo que los voliimenes se expresan por
funciones de la forma ~yu?, donde el coeficiente v representa la medida del sélido con

respecto al cubo unitario.

6. Tiempo y masa. Para la medida del tiempo el concepto de igual duracion
juega un papel andlogo al de la congruencia de segmentos. Los intervalos de los que

hablamos a continuacién son intervalos de tiempo.

PROPOSICION 3. Dados un intervalo Ty un nimero ¢ > 0, existe una unica funcién
L que asigna a cada intervalo I un nimero L(I) > 0 de forma tal que se satisfagan las

siguientes condiciones:

1. Los intervalos I; e I, tienen la misma duracion si y solo si

L(L) = L(I2);

2. Si el intervalo I es unién de dos intervalos consecutivos I; e I, entonces

L(I) = L(L) + L(L);



Escribimos L(I;T,t) para destacar los parametros que determinan a L como una

funcién con valores numéricos.

Como en el caso de la longitud, L(I;T,t) = St, donde § es un nimero que depende
solamente de [ y de T'.

El par (T,t) es lo que llamamos una unidad de tiempo con intervalo unitario T y
parametro real t.

La funcién lineal ¢ — St, definida sobre la semirrecta positiva ¢t > 0 y representada
concisamente por la expresién [t es lo que entendemos por duracion o longitud del

intervalo .

Siendo (7,t) y (1T",t") dos unidades de tiempo, supongamos que:
L(I;T,t) = pt, L(L;T t") =~t, L(T"; T, t) = kt.

Entonces, para que sea legitimo escribir ft = ~«t’, convendremos en que los parametros
reales t y t’ se relacionan por la ecuacién lineal ¢ = kt.

EJeEmMPLO. Las unidades de tiempo més usuales son la hora (H, h) y el segundo (S,
s). La relacién h = 3600 s entre ambos pardmetros reales permite igualar las expre-

siones de un mismo intervalo en cada una de dichas unidades.

Andlogamente definimos una unidad de masa como un par (W, w), donde W es la

masa unitaria y w el correspondiente parametro real.

EjemprLo. El kilogramo (K, kg) y la libra (P, Ib) son las unidades de masa mas
usuales. Aqui los simbolos P (por pound) y K representan ciertas masas que llamamos
libra y kilogramo, respectivamente. La relacién 1b = 0,4536 kg entre ambos pardmetros
reales permite igualar la expresién de una masa cualquiera en libras a su expresion en

kilogramos.

7. Dominio de los parametros. Para definir las magnitudes derivadas es con-
veniente que las magnitudes fundamentales estén definidas en un mismo dominio.
Supongamos haber elegido ciertas unidades (U,u), (T,t) v (W, w) para la longitud,
el tiempo y la masa, respectivamente, como un sistema fundamental de unidades

mecanicas.

10



DEFINICION. El dominio de los pardmetros € se define como el conjunto de todos
los puntos (u,t,w) de R? con coordenadas positivas.

En adelante las expresiones au, 8t y yw denotaran las siguientes funciones definidas

en {2, cada una dependiente de una sola coordenada:
(u, t,w) = au, (u,t,w)— pt, (u,t,w) — yw.

Mientras el coeficiente v es siempre positivo, valores negativos de v o 8 reciben la
interpretacion usual de orientacién opuesta.

En estas condiciones, las magnitudes derivadas de la mecénica pueden expresarse
como funciones definidas en 2. Por ejemplo, una velocidad escalar es de la forma
longitud ou o
—— = —=—ut
tiempo ot B
la expresiéon escalar de una aceleracién sera de la forma

velocidad  aut™' « 5
tiempo 1517 15}

y de acuerdo a la ley de Newton, cada componente de una fuerza serd expresable en la

forma

F =ma=ow- fut™? = af ut w.

Las expresiones obtenidas representan funciones racionales definidas en 2. Las mag-
nitudes geométricas (longitudes, dreas y volimenes) se expresan como funciones de la
primera coordenada solamente.

En general, una cantidad escalar ¢ se expresa en la forma
q = 0utPu",

donde 6 es real, mientras que «, /3 y v son ntmeros racionales. La funcién u®t?w”
se llama dimension de q y se denota por [¢]. Por ejemplo, para una energia E, una
densidad p y un tiempo O, tendremos:

[E] =v*t*w,  [p]=u"w, [6] =t
Notemos que la dimension de un producto de varias cantidades es el producto de las
dimensiones de cada factor. La dimensién de una constante positiva es 1.
8. Cambio de unidades. Si se considera otro sistema de unidades, digamos

(U ), (T, t), (W' w'), habiendo establecido entre los pardmetros las relaciones:

/ / /
U =7u, =7t y W = T3w,

11



entonces la expresién de ¢ en el nuevo sistema serd ¢ = 6 w*t"’w", donde ¢ =

—a_—B_—v
T YTy P13 0.

La nocién de convergencia se define como la convergencia puntual en €2: una sucesion
¢n = O, u*tPw” converge a ¢ si y sélo si 6, — 0. La definicién es independiente del
sistema de unidades.

Los vectores que expresan cantidades mecanicas pueden interpretarse desde el mismo

punto de vista. Por ejemplo, la expresién de una fuerza F es un vector de la forma:
F = (cwut™?, Bwut 2, ywut™?) = wut ™2 (a, B,7),

lo que representa una funcion vectorial definida en €2.

En conclusion, es natural pensar los simbolos de cantidades mecanicas como fun-
ciones de tres variables independientes definidas en el dominio de los parametros. Esa
interpretacion da un sentido a las operaciones que se realizan con dichos simbolos en la

aplicacion de las leyes fisicas.

9. Ejemplo: propagacion de una onda de choque. Se trata de un ejemplo
famoso, citado en la introduccién, del que podemos dar sélo una relaciéon esquematica.

En una explosion se libera energia durante un tiempo breve en un espacio reducido.
Al cabo de un tiempo © la perturbacién de la atmésfera alcanza una distancia R que
depende de la energia liberada F y la densidad inicial de la atmosfera p. Es razonable
conjeturar que si el intervalo de tiempo que se considera no es demasiaso grande la
distancia es una funcién ® de las otras variables, es decir, R = ®(F, p, O).

En términos de las unidades (U, w), (T,t) y (W, w) de longitud, tiempo y masa, las

dimensiones de las cantidades involucradas son:
Rl =u, [E]=wu’t? [p]=wu? [B]=t

Una consideracion sobre la independencia dimensional de las variables E, p y © de
la que damos cuenta a renglén seguido torna plausible postular que la funciéon buscada
es de la forma R = C E?p®©°, donde C,a,b y ¢ son constantes reales. Entonces

tendremos:
R =y = E a b @ c _ wu2 t—2 a ’IUU_3 btc — wa+b u2a—3b t—2a+c
(R [E]"[p ,
de donde se obtiene

a+b=0, 2a—3b=1, —2a+c=0,

12



y por consiguente, a = 1/5, b= —1/5 y ¢=2/5.

La independencia dimensional de las cantidades E, p y © significa que una relacién
de la forma [E]*[p]®[©]¢ = 1 sblo es posible si @ = b = ¢ = 0; la constante C es
independiente del sistema de unidades y se determina experimentalmente mediante
detonaciones mas modestas.

Para un estudio profundo de los fundamentos con muchos otros ejemplos interesantes
sugerimos consultar las referencias bibliograficas [1], [4] y [5]. El libro de Hart [3] pro-
pone una estructura algebraica notoriamente complicada para tratar con matrices y

vectores cuyos componentes pueden tener distintas dimensiones.
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