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Capitulo 1
Preliminares

Las presentes notas surgen de la materia Ecuaciones Diferenciales que se dicta en
la Licenciatura en Cs. Matemaéticas en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de
la Universidad de Buenos Aires.

El curso se dicta en el ultimo afio de la carrera y es la primera (y tnica) vez en que
los alumnos se topan con ecuaciones en derivadas parciales y con los modelos de los
que surgen.

El curso presupone un buen conocimiento de Teoria de la Medida y rudimentos de
Espacios Métricos (o Espacios de Banach). Por ejemplo el libro de R. Wheeden y A.
Zygmund [16] para Teoria de la Medida y de W. Rudin [14] para Espacios Métricos
son excelentes referencias y resultan méas que suficientes para la buena comprension
del texto, aunque en algunas partes (sobre todo en el Capitulo @ se utilizan algunas
herramientas del Analisis Funcional donde el libro de H. Brezis 2] resulta una excelente
referencia.

El material presentado en estas notas cubre lo que se puede dictar en un curso de
16 semanas. He incluido las guias con las que se trabaja durante el curso ademas de
una serie de ejercicios que estan distribuidos en los capitulos para ayudar a una mejor
comprension del material.

De ninguna manera estas notas pretenden originalidad sobre los temas presentados.
Quizas en algunas partes puede haber alguna originalidad en la presentacion y, cuando
eso ocurre, la originalidad es menor.

Existen excelentes libros sobre el tema y estas notas estan basados en varios de
ellos. El motivo que me lleva a escribir estas notas es que ninguno de estos libros cubre
el mismo material que se estudia en este curso y, en mucha menor medida, que la
bibliografia sobre el tema se encuentra mayormente en inglés.

La bibliografia en la que me he basado es el excelente libro de L.C. Evans [6], el
también excelente y clasico tratado de D. Gilbarg y N. Trudinger [8], el libro clasico de
F. John [10] y el libro de H. Brezis [2]. Otro texto que tuvo influencia en ciertas partes
de estas notas (fundamentalmente en el capitulo de ecuaciones de primer orden) es el

libro de S. Salsa [15].
Espero que estas notas tengan algiin valor y sean de utilidad para quien las lea.

Seguramente habré muchos errores y erratas. A quien encuentre alguno de estos,
le pido que me escriba a |jfbonder@dm.uba.ar para poder corregir el manuscrito. Iré
haciendo esas (y otras) correcciones a medida que pueda y mantendré una version ac-
tualizada de estas notas en mi pagina personal, http://mate.dm.uba.ar/~ jfbonder.


malito:jfbonder@dm.uba.ar
http://mate.dm.uba.ar/~jfbonder

VI 1. PRELIMINARES
1.1. Descripcion

Normalmente un libro de texto cubre mucho méas material del que puede ser cubierto
en un curso. En estas notas se encuentra exactamente lo que he podido dictar en el
curso de Ecuaciones Diferenciales (a excepcion de algunas secciones aisladas).

Dado que este es el tnico curso de la Licenciatura en Cs. Mateméticas (tanto para
la orientaciéon pura como aplicada) en que se estudia el topico de las ecuaciones en de-
rivadas parciales, se intenta empezar con la teoria clasica cubriendo fundamentalmente
los ejemplos mas relevantes de las mismas:

= la ecuacion de Laplace/Poisson,
» la ecuacion de difusion (o del calor),
» la ecuacion de ondas.

También se dedica un capitulo a las ecuaciones de primer orden (y es ahi donde se ven,
de manera muy rudimentaria, los tinicos ejemplos de ecuaciones no lineales).

Para el tratamiento de estas ecuaciones se desarrolla también la teoria de series de
Fourier y de la transformada de Fourier que, en la Licenciatura de Buenos Aires, no es
estudiada en ningtn curso previo.

Estos temas cubren aproximadamente las dos terceras partes del curso (unas 12
semanas). La tltima parte se dedica a estudiar la teoria algo méas moderna de soluciones
débiles y espacios de Sobolev. Por motivos de restricciéon temporal, sélo se estudian en
este punto las ecuaciones elipticas y se esboza la aplicacion a las ecuaciones parabodlicas.

1.2. Agradecimientos

Hay varias personas a las que quiero agradecer. Primero a Gisela Bellisomi que
sin sus espectaculares notas de clase jamas me hubiera animado a escribir este texto.
Después a Juan Pablo Pinasco que hizo un excelente trabajo corrector (mientras él
mismo dictaba el curso de EDPs usando parcialmente estas notas). En particular a
Juan Pablo se debe la demostracion del Teorema [4.4.5] (la original del texto era mucho
més tediosa aun). También quiero agradecer a Noemi Wolanski por su ayuda en la
demostracion del Teorema [10.8.5, Finalmente le agradezco a Juan Dodyk por senalrme
un error en la demostracion del Teorema I0.7.17] .

Hubo ademés mucha gente que contribuyé encontrando erratas a las que le estoy
muy agradecido. Quiero mencionar a Néstor Aguilera, Pablo Amster, Herndn Centeno,
Luis Lopez Rios, Rafael Martin, Mayte Pérez-Llanos, Matias Saucedo, Analia Silva y
pedir perdon por anticipado a aquellas personas que no estoy mencionando y que muy
gentilmente me enviaron sus comentarios.

Finalmente quiero agradecer a mis hijos, Agustin, Manuel y Facundo quienes sin
su ayuda este texto se hubiera escrito mucho mas rapido.

1.3. Notaciones

En esta seccion listaré las notaciones que se usarédn a lo largo de estas notas. He
tratado de que la notaciéon sea lo més estandar posible, asi que el lector puede sin
perjuicio alguno saltear esta seccion y volver a ella en caso de que le surja alguna duda.



1.3. NOTACIONES VII

1.3.1. Puntos. Como es habitual, notaremos por R" el espacio Euclideo de n

dimensiones. Un punto tipico de R™ se notara por = = (x1,...,z,) donde z; € R,
1=1,...,n

En ocasiones serd conveniente notar un punto de R™ como x = (2/,x,) donde
¥ eR" 1y, €R

El producto interno entre dos puntos de R" x = (z1,...,x,) e y = (y1,...,Yn) s€
nota

Ty =)
i=1

|z = (z - xé:<zx>

1.3.2. Conjuntos. Dado r > 0 y x € R" se nota la bola abierta de radio r y
centro x como

y la norma asociada

By (z):={yeR": |y —z| <r}
Un subconjunto U de R™ se dice abierto, si dado x € U existe r > 0 tal que
B,(z) CU.
Dado V' C R” se define el interior de V' como

Ve:={zxeV: existe r >0 tal que B,.(x) C V}.

Notar que V° C V resulta abierto y es el mayor abierto contenido en V.
El borde de U se nota por OU y se define como

U :={x eR": B,(x)NU #0y B.(z) N (R"\U) # 0}.

Un conjunto U se dice cerrado si U C U. La clausura de un conjunto U se denota
por U y se define como U := U U JU. Notemos que U es el menor conjunto cerrado
que contiene a U.

Un conjunto V' se dice acotado si existe r > 0 tal que V' C B,.(0).
Un conjunto V' C R"™ se dice compacto si es cerrado y acotado.

Dado un conjunto abierto U y un subconjunto V' C U, decimos que V' estéd com-
pactamente contenido en U si V C V C U y V es compacto. Esta situacién se notara
como

VccU.
Notaremos por w,, al volumen de la bola unitaria de R™, B;(0). Es decir
T2
T TE 1y
donde T'(¢ fo 27 le™® dx es la funciéon Gamma. En consecuencia se tiene que nw,

es la superﬁc1e de la bola unitaria 9B;(0). Ver [7] para el célculo de la constante w;,.

En ocasiones es importante obtener una descripcion de la frontera de un abierto U,
OU. Para eso es preciso realizar hipotesis sobre el conjunto.



VIII 1. PRELIMINARES

Se dice que AU es de clase C* (k € N) si para cada o € OU existe r > 0 y una
funcién ¢: R*! — R de clase C* tal que (salvo un reordenamiento de las variables y
una reorientacion de los ejes) se tiene

UN B (z) ={z = (2/,2,) € B.(x0): z,, > ¢(2')}.

Observemos que en este caso, la frontera de U se describe localmente como el grafico
de una funciéon C*, de hecho

OU N By (o) = {z = (¢/,2,) € Br(xg): x, = ¢(2')}.

Diremos que OU es de clase C™ si es de clase C* para todo k € N.
Para la definicién de una funcién de clase C* ver la Seccion [1.3.4]

1.3.3. Espacios de funciones continuas. Sea U C R" y u: U — R. Escribimos
w(z) = u(zy, ..., x,).
Usaremos la siguiente notacion,
u" = méx{u,0}, w = —min{u,0}.

Luego se tiene que u = ut —u~ y |u| = ut +u".
Al conjunto de las funciones continuas en U se lo notara por C(U) = C°(U).

Notaremos también por C,(U) al conjunto de las funciones continuas y acotadas. Es
decir

Co(U) :={u e C(U): sup|u| < co}.
U
Si u € C(U) se llama el soporte de u al conjunto

sop(u) :={x € U: u(zx) # 0}.

Es decir, sop(u) es el complemento del abierto méas grande donde u se anula.

Un subconjunto importante de las funciones continuas son las de soporte compacto,
Ce(U) :={u e C(U): sop(u) es compacto}.
Notemos que
C.(U) Cc Cy(U) Cc C(U).
En C,(U) se define la norma

[ulloo = sup [u(z)].

zeU
Es facil ver que Cy(U) con la métrica inducida por || - ||« resulta un espacio métrico
completo. A la clausura de C.(U) con respecto a || - ||« se lo denota por Cy(U) y son

las funciones que se anulan en el infinito. Se tiene entonces
C.(U) C Co(U) C Go(U) C C(U).

EJERCICIO 1.3.1. Probar que si U es acotado, u € Co(U) si y solo si u € C(U) y
u=0en OU.



1.3. NOTACIONES IX

En muchas situaciones se requiere un mddulo de continuidad para las funciones.
Dependiendo de la naturaleza de este moédulo de continuidad se da lugar a diferentes
espacios de funciones. Los més usuales son las funciones Lipschitz y las Holder. Dado
0 < v <1, se define

Co¥'U) = ueC(U): sup [u(z) — uly)] < 00
zyeU T —yp
z#y
Cuando v = 1 el espacio se lo llama Lipschitz y muchas veces se nota CY(U) = Lip(U).
Cuando 0 < 7 < 1 el espacio se lo llama Hdlder y se nota C®(U) = C7(U).

EJERCICIO 1.3.2. Probar que si v > 1 entonces C*7(U) consiste exactamente en
las funciones que son constantes en cada componente conexa de U.

1.3.4. Diferenciaciéon y espacios de funciones diferenciables. En esta sec-
cion consideraremos U C R™ abierto.

Seau € C(U) y x € U. Usaremos la siguiente notacion para las derivadas parciales

de wu:
B B ~ Ou o u(w A he;) — u(x)
() = Duu(a) = s ) = - (x) o=l )~ VD),

donde e; es el i—ésimo vector canoénico, si ese limite existe.

Para derivadas sucesivas, usaremos la notacion de multiindices siguiente: Un mul-
tifndice es un vector o € N§l, a = (ay,...,a,) con oy € Ng, i = 1,...,n. El orden de
un multiindice se nota por

n
la| == E Q.
i=1

Dado un multiindice « se define

||
Doy e 9w
T 0x8t - Oxon
1 n

En el caso particular de derivadas segundas usaremos la notacion
81(8]11) zﬁiju, Z,] = 1,...,7’L.

=0

Dado k € Nj se nota
DFu(z) := {D%u(z): |af = k}
al conjunto de todas las derivadas parciales de u de orden k en x € U.

Existen dos casos particulares que requieren especial atencion:
k =1, en este caso los elementos de D'u(x) los pensamos como un vector
D'u(z) = Du(z) = Vu(x) = (Oyu(z), ..., du(r)).

Este vector Vu se lo conoce como el gradiente de wu.

k = 2, en este caso, los elementos de D?u(z) los pensamos como una matriz
onu(x) -+ Opu(x)
D*u(z) = Hu(z) = : - :
Omu(z) -+ Oppu(x)
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Esta matriz Hu se la conoce como la matriz Hesstana de w.

En cualquier caso, notamos

[Dfu(z)| = | Y [Du(x)

lal=k
Notaremos los espacios de funciones diferenciables por
CHU) :={uec C'U): Ouu e C*YU), i=1,...,n}, keN,
(U) :={uec C*U): D*uc C™U), ¥ |a| =k}, 0<~y<I1,
CHU) :=C*U)N C.(U),
(U)

keN

O=(U) := C=(U) N Cu(U).

Usualmente, precisaremos trabajar con funciones que sean regulares hasta la fron-

tera de U, OU.
CHU) := {u € C*(U): existe V D U tal que u € C*(V)}.

En ocasiones se consideraran funciones que dependen de una variable espacial x €
R" y una variable temporal t € R. En ese caso, definimos

C*I(U x (a,b)) := {u € C°(U x (a,b)): D20 € CO(U x (a,b)), |o| < k,0<1i<j}.

1.3.5. Espacios de Lebesgue. A la medida (exterior) de Lebesgue la notaremos
por |E| donde £ C R™.

Un conjunto £ C R" se dice medible si dado ¢ > 0, existe un abierto U D E tal
que U\ E| <e.

Notamos a la famila de los conjuntos medibles de R™ como M,,. Esta familia forma
una sigma-algebra (es decir, es cerrada por uniones numerables y por complemento).

Sobre M,, la medida de Lebesgue es sigma-aditiva. Esto es,

U B =2 IE
k=1 k=1

donde Ey € M,, y la union es disjunta dos a dos, i.e. By N E; =0 si k # j.

Una propiedad P que depende de cada punto x € E (P = P(x)) se dice que se
verifica en casi todo punto (c.t.p.) si el conjunto de puntos = € E donde P(z) es falsa
tiene medida cero.

Sea £ € M,,. Una funciéon f: E — [—o00, 00| se dice medible si {x € E: f(z) >
A} € M, para todo A € R. En particular, toda funcién continua resulta medible.

Sea f una funcion medible tal que f(z) > 0 para todo = € E. Se define la integral
de Lebesgue de f por

/Efd:v — {(x,y) € ExR: 0<y < f()}]
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Notemos que la integral esta bien definida puesto que si f es medible, entonces
{(z,y) e ExR: 0<y < f(z)} € Myq1.

El valor de esta integral, bien puede dar oco. La funcién f se dice sumable si

[Efdx<oo.

Dada una funcion f: E — [—o00,400], definimos la parte positiva f* y la parte
negativa f~ de f respectivamente como

fr(z) =max{f(z),0} y [ (z):=mix{—f(z),0}.

Notemos que f*,f~ >0, f=f*—f"y|fl=f"+[".
Si ahora f es una funcion medible arbitraria tal que f* o f~ es sumable, se define

su integral como
/fdx ::/f+dx—/f_dx.
E E E

Si esta integral es finita, se dice que f es integrable. Notemos que f resulta integrable

si y s6lo si
/|f]dx<oo.
E

Una sucesion de funciones medibles { fi } xen se dice que converge en casi todo punto
a f (que automéaticamente resulta medible), si

{x € E: fr(x) no converge a f(z)}| = 0.

Dado 0 < p < oo se define el espacio de Lebesgue LP(E) como

LP(E) = {f: E — [—00, 00] medibles: / |fIP dx < oo}.
B

Cuando 1 < p < oo se define la norma

1l = e = 171 = ( [ dw)

Los espacios (LP(E), || - ||,) son espacios de Banach separables. Esto es, la métrica
dist(f,9) = [[f = gll

hace de LP(E) un espacio métrico completo y separable.

1
P

Dada f: E — [—00, 00| medible, se define el supremo esencial de f por
[fllzoe ) = 1 fllcoe = 1 flloo := nf{M = 0: {z € E: [f(x)] > M}| = 0}.

Es decir, || f]|s es la menor constante que verifica | f(xz)| < M en casi todo punto.
Se define L*>°(FE) por
L*®(E):={f: E — [—00,00] medibles: ||f|lo < c0}.
El espacio (L®(E), | - ||o) resulta un espacio de Banach que no es separable.

Finalmente, dado 1 < p < oo, se define el espacio de Lebesgue local, LY (E), como

loc
LY (E)={f € L*(K): paratodo K C FE, compacto}.

loc



XII 1. PRELIMINARES

Finalmente dado una funciéon medible f: R" — [—o00, +00], se define el soporte de
f como el complemento del abierto mas grande donde la funcién se anula en casi todo
punto. Es decir,

o) =r\ | v
UCR™ abierto
f<|:U:0 C.t.pt.

1.4. Ejercicios

EJERCICIO 1.4.1. Revisar los siguientes teoremas:

1. Teorema de la Funcién Inversa.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_function_theorem)

2. Teorema de la Funcién Implicita.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Implicit_function_theorem)

3. Teorema de Arzela — Ascoli.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Arzela-Ascoli_theorem)

4. Teorema de la Particiéon de la Unidad.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Partition_of_unity)

5. Teorema de la divergencia de Gauss.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Divergence_theorem)

EJERCICIO 1.4.2. Revisar los siguientes teoremas:

1. Teorema de convergencia monétona de Beppo Levi.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Monotone_convergence_theorem)
2. Teorema de convergencia dominada de Lebesgue.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Dominated_convergence_theorem)
3. Lema de Fatou.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Fatou’s_lemma)

EJERCICIO 1.4.3 (Diferenciacion bajo el signo integral). Sean U C R™ abierto,
V C R™ medible, f: U x V — R medible y o € U.

1. Si f(z,-) € LY(V) para |r — 29| < &, f(,y) es diferenciable en |z — x| < €
para casi todo y € V' y existe g € L'(V) tal que |0,, f(z,y)| < g(y) para todo
|x — x| < € y para casi todo y € V, con 1 < j < n fijo, entonces la funcion
F(x) = [, f(z,y) dy es derivable para |z — x| < e respecto de z; y se tiene que

0;F(x) = / O, f (2, y) dy.
v
2. Verificar que si d,, f es una funcion continua en U x V, con V abierto acotado,

entonces verifica las hipotesis del item anterior.

EJERCICIO 1.4.4. Sean f,g: R — R derivables.

1. Si A: R — R es continua, calcular la derivada de

9(z)
F(z) = /f(x) h(s)ds.
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2. Si h: R? — R es continua y d;h es continua y acotada, calcular la derivada de

9(z)
G(x) :/ h(z,s)ds.
f(=)
EJERCICIO 1.4.5. Demostrar los siguientes resultados.

1. Desigualdad de Holder: Si1 <p<ooy % + z% = 1 entonces

1glle < WA lpllglly-

2. Desigualdad de Minkowsky: Si 1 < p < oo, entonces

1+ gllp < [1fllp + llgllp-

3. Desigualdad integral de Minkowsky: Si 1 < p < 0o, entonces

(/‘/f(x’y)dxpdy)l/pﬁ/</|f(fc,y)|pdy)l/p dz.

EJERCICIO 1.4.6. Sean f € LP(R™) y h € R". Se define 7_, f(z) := f(z+h). Probar
los siguientes resultados.

1. Para 1 < p < oo, limy,_¢ [|7—nf — f|, = 0.
Pista: usar que C.(R"™) es denso en LP(R"), 1 <p < oc.
2. Mostrar que el item anterior no vale para p = oo.

EJERCICIO 1.4.7 (Desigualdad de Young). Sea f € L'(R"), g € LP(R"), 1 <p <
oo. Probar que entonces f *x g € LP(R™) con || f * g|l, < || fll1llgll,, donde el producto
de convolucion f * g se define como

frgl@)= [ flz—y)g(y)dy.
Rn
EJERCICIO 1.4.8. Sea f € LP(R"), g € L” (R"). Entonces f*g € L®(R") y se tiene

que ||f * gllo < |Ifllpllglly- Méas atin, f* g es uniformemente continua.

EJERCICIO 1.4.9. Sean f € C*(R") (k € N), g € Ll _(R"). Entonces f*g € C*(R")
y D(f * g) = (D*f) * g, para todo |a| < k.

EJERCICIO 1.4.10 (Nucleo regularizante estandar). Se define la funcion p: R — R
como
1
e -2 |t <1
t) ==
p(t) { 0 > 1

Probar que p € C(R).
Mostrar que si se define p.: R” — R como

pe(x) == Einp (’i—‘) :

entonces p. € C°(R™) y sop(pe) C B:(0). A la familia {p.}.~¢ se la denomina nicleo
reqularizante estdndar.
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EJERCICIO 1.4.11 (Regularizaciéon por convolucion). Sea p € L'(R™) tal que

/np(x)dle,

y para todo € > 0 se define

Probar que

1.SifelP(R"), 1<p<oo=|f*p:— fllp = 0sie—0.
2. Si f € L>®(R™) y f es uniformemente continua en V' C R™, entonces

sup |f x pe(z) — f(z)] = 0sie =0,
zeV’

para todo V' CcC V.
3. Si f es continua y acotada en R™, entonces f % p. tiende uniformemente a f en
cada compacto de R™.
4. Si ademas p € C*(R"), f € LP(R™) = f*p. € C*(R").
5. Calcular f * p. si f = X[y ¥ p es la funcion del Ejercicio [1.4.10]
EJERCICIO 1.4.12. Demostrar que C2°(R™) es denso en LP(R") (1 < p < o0). Pista:
las funciones de LP(IR™) con soporte compacto son densas en LP(R") (1 < p < o0).

EJERCICIO 1.4.13. Sea U C R" medible. Probar que si f € Lj,.(U) y [,; feodr =0
para toda ¢ € C°(U), entonces f = 0 en casi todo punto.

EJERCICIO 1.4.14. Probar quesi f € Li (R) y [, f¢'dz = 0 para toda ¢ € C°(R),
entonces f resulta constante.

Pista: tomar g € C°(R) tal que [, g = 1y para cada ¢ € C°(R), se verifica que
o(x) = ([ ¢)g(z) es la derivada de una funcion C>(R).

EJERCICIO 1.4.15 (Férmulas de Green). Sea U C R™ con frontera de clase C'.

1. Siv=v(z)=(vi(z),...,v.(1)), v; € CHU)NC°(U), 1 <i < n, entonces

/divvdx:/ v-ndsS,
U oU

donde n = n(x) es el vector normal exterior unitario a oU y

divv=V.v= Z@ivi.
i=1
2. Siu,ve CHU)NCYU)
/(vAu+Vu«Vv) dx:/ vOuu dS,,
U

ou

/(vAu —uAv)dr = / (VOnu — uOyv) dS,,
U

ou
donde Ohu =Vu-ny

Ay =div(Vu) =V -Vu = Z Ojilt.
i=1



Capitulo 2
Introduccion

2.1. Modelos matematicos y ejemplos de ecuaciones diferenciales

., Qué es un modelo matematico? ; Como se construye? ; Cuél es el aporte que pueden
hacer los matemaéticos?

En este curso, por un modelo matematico entenderemos un conjunto de ecuaciones
o relaciones capaces de capturar las caracteristicas esenciales de un sistema complejo.
Se busca que este modelo sirva para predecir y controlar su evolucion.

Los modelos clésicos provienen de la fisica, quimica e ingenierfa. Los modelos mas
recientes provienen de las finanzas, la biologia, ecologia, sociologia, etc.

Para la construccion de un modelo se precisan de dos ingredientes basicos:

= Leyes generales.
s Relaciones constitutivas.

Las leyes generales provienen en general de la mecanica del continuo (conservacion
de la masa, de la energia, del momento, etc.). En cambio, las relaciones constituti-
vas son de naturaleza experimental. Dependen de las caracteristicas del fenémeno en
observacion (ley de Fourier de conduccion del calor, ley de Fick de difusion, etc.).

La combinacion de estos ingredientes da como resultado una Ecuacion en Derivadas
Parciales (EDP) o un sistema de EDPs. Pero, ;qué es una EDP?

DEFINICION 2.1.1. Una EDP es una ecuacion de la forma
2 2
F(zy,...,2n,,u,01u,...,0,u,d{u,...,0:u,...) =0,

donde u = u(zy,...,x,) es la incognita.
El orden de una ecuacion es el orden de derivacion mas alto que aparece en ella.

Si la funcién F es lineal en u y sus derivadas, la ecuacion se dice lineal, i.e.
b(x) + ap(x)u + Z a;(x)0u + Z a;;(z)0u+--- =0,
i=1 ij=1
x = (x1,...,x,). Caso contrario, la ecuacion se dice no lineal.
A modo de ejemplos, daremos un listado de las EDPs mas estudiadas.
EJEMPLO 2.1.2. Ejemplos de ecuaciones lineales.
1. Ecuacion de transporte (primer orden)
U +v-Vu=0,

donde v € R™ es un vector constante.
1
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Esta ecuacion describe el transporte de una sustancia en un medio, por
ejemplo, una gota de aceite en un recipiente con agua que se desplaza a velocidad
v constante. Nos encontraremos con estas ecuaciones en el Capitulo [7]
2. Ecuacion de difusion (segundo orden)

uy — kAu = 0,

donde u = u(t, x1,...,2,) y Au=div(Vu) = V- Vu = V2u =" 0;u.

Esta ecuaciéon modela la difusién de una cierta cantidad en un medio, por
ejemplo la temperatura, la concentraciéon de un solvente en un soluto, etc. La
constante k > 0 es la difusividad. Nos encontraremos con esta ecuacion en el
Capitulo [6]

3. Ecuacion de ondas (segundo orden)

uy — A Au = 0.

Esta ecuacion modela la vibracion de una cuerda (n = 1), de una membrana
(n =2) o de un sélido (n = 3), donde u representa el desplazamiento respecto
de la posicion de equilibrio. Estudiaremos esta ecuacion en el Capitulo [§

4. Ecuacion de Laplace (segundo orden)

Au = 0.

Esta ecuacion modela la posiciéon de equilibrio de una membrana (n = 2) o el
estado final de la evoluciéon del problema de difusion.
Una funcién u que satisface la ecuacion de Laplace se la llama armonica.
Cuando el problema es no homogéneo, i.e.

Au = f(x),

se la llama Fcuacion de Poisson. Estas ecuaciones seran estudiadas en el Capi-
tulo [l
5. Ecuacion de Black-Scholes (segundo orden)

1
Uy + 502x2um + rzxu, — ru = 0.

Esta ecuacién modela la evaluacién de una opciéon y u representa el valor de la
opcion. El parametro o representa la volatilidad mientras que r es el interés. La
variable x representa el precio. Luego, en este modelo, si se conoce el valor de
la opcion a tiempo final T', el problema consiste en determinar cuél es el valor
de compra de esa opcion a tiempo t = 0.

Esta ecuaciéon es un ejemplo de ecuacion parabdlica. Veremos brevemente
esta familia en el Capitulo [I0]

6. Ecuacion de la placa vibrante (cuarto orden)

Ut — Azu = O,

donde A%u = A(Au).
Esta ecuacion modela las pequenas vibraciones de una placa rigida. Estu-
diaremos el problema estacionario asociado en el Ejercicio [10.9.2]
7. Ecuacion de Schréedinger (segundo orden)

—tuy = Au+ V(2)u,
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donde 7 es la unidad imaginaria, V' : R® — R es el potencial de interaccion y
u: R"xR — C, u = u(z,t). En esta ecuacion, |u|? es la densidad de probabilidad
de encontrar la particula en una region dada. En el caso V' = 0 veremos formal-
mente la deduccion de sus soluciones en el Capitulo [ (c.f. Ejercicio[5.5.14)). En

el Ejercicio[10.9.8| veremos el problema de autovalores asociado a esta ecuacion.

EJEMPLO 2.1.3. Ejemplos de ecuaciones no lineales.
1. Ecuacion de Fisher (segundo orden)
uy — DAu = ru(M — u),

donde D,r,M > 0 son constantes. Esta ecuacion es usada en dindmica de
poblaciones donde se considera un crecimiento logistico y difusion espacial. La
ecuacion es semilineal, dado que es lineal en las derivadas de u pero es no lineal
en u.

2. Ecuacion de los medios porosos (segundo orden)

uy = KAU™, m > 1.

Esta ecuacion modela la difusion de un gas en un medio poroso. Es cuasilineal,
dado que la no linealidad aparece en las derivadas de u.
3. Ecuacion de Burgers (primer orden)

U + uug, = 0.

Esta ecuacion modela el transporte de un gas donde la velocidad es proporcional
a la densidad del mismo gas. La ecuacion es cuasilineal. En el Capitulo [7] nos
encontraremos con esta ecuacion.

2.2. Problemas bien puestos

Para determinar la solucion de una ecuacion diferencial, se requiere de ciertos datos
adicionales:

= datos de contorno, que representa la interacciéon con el exterior,
= datos iniciales.

Uno de los objetivos fundamentales de la teoria es lograr que el modelo posea las
siguientes propiedades:

= existencia de solucion,
= unicidad de solucion,
= dependencia continua de la solucién con respecto a los datos del problema.

Un problema que posea estas propiedades se dice que esta bien puesto en el sentido
de Hadamard, mientras que un problema que no posea alguna de estas propiedades, se
dice que esta mal puesto.

2.3. Ley de conservacién y la ecuacién de continuidad

Como comentamos al principio del capitulo, un modelo matematico se basa en
ciertas leyes fundamentales que provienen de principios béasicos y leyes constitutivas
que son de origen experimental y resultan ser mas especificas del fenémeno particular
que se busque modelar.
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En esta seccion deduciremos la ecuacion de continuidad a partir de un principio
bésico llamada la ley de conservacion. Esta ley postula que existe alguna cantidad que
es conservada (por ejemplo, masa, energia, momento, etc).

Solo por motivos pedagogicos, supondremos que la cantidad conservada es la ener-
gla.

2.3.1. Ley de conservacion de la energia. Sea U C R" una porcion del
espacio fisico y V' C U una subregion. Llamemos Q(V') a la energia contenida en V'
a tiempo ¢, medido en segundos. Notemos que las unidades de () son, por ejemplo
[Q(V)] = cal.

Notaremos por ®(9V) al flujo de energia saliente por unidad de tiempo, donde

[@(0V)] = &

seg’
Notaremos por F (V) a la energia creada (o perdida) en V' por unidad de tiempo,
donde [F(V)] = <

seg’
La ley de conservacion de la energia, postula entonces que la siguiente relacion es
valida

(2.3.1) %Q(V) — _®(0V) + F(V).

Esta ecuacion postula entonces que la variacion de la energia encerrada en una region
V es igual a la energia que se pierde por su frontera por unidad de tiempo mas la
energia creada en su interior por unidad de tiempo.

2.3.2. Ecuacién de continuidad. Para deducir la ecuacion de continuidad a
partir de la ley de conservacion (2.3.1)), se realizan las siguientes suposiciones:

V) = [ epds,

(V) = 5 ¢-nds,

F(V)= /Vrdq:,

donde dz es el diferencial de volumen, d.S es el diferencial de superficie, e es la densidad
de energia por unidad de masa, p es la densidad de masa por unidad de volumen, ¢ es
la tasa de flujo por unidad de tiempo, n es la normal exterior unitaria a OV y r es la
densidad de energia creada por unidad de volumen por unidad de tiempo.

Las unidades de estas cantidades son

cal g
le] = 77 [p] = o3’
cal cal
o] = seq X cm?’ Ir = cm3 X seq

Notemos que e, p,r: U x [0,00) = Ry ¢: U x [0,00) — R". Suponemos p y r datos
mientras que ¢ y e son las incognitas.
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Luego, la ley de conservacion de energia (2.3.1)) se escribe como

232 C([epte)=— [ ommas [ var

Asumiendo que se pueden intercambiar la diferenciacion con la integral y que ¢ y
V tienen las hipotesis del Teorema de la Divergencia de Gauss, de (2.3.2)) se obtiene

0
(2.3.3) / (a(ep)—kdivgb—r) de=0, VYV CU VOo<t<T.
v
De (12.3.3), se deduce facilmente que
(2.3.4) %(ep) +divp—r=0, enU x (0,7).

La ecuacion ([2.3.4)) se llama la ecuacion de continuidad.

2.4. Leyes constitutivas y la ecuaciéon de difusion

En esta seccion ilustraremos, con un ejemplo, como a partir de la ecuaciéon de conti-
nuidad , deducida de principios generales, si se realizan suposiciones adicionales
de caracter experimental, que implican relaciones entre las variables desconocidas, lla-
madas leyes constitutivas, se pueden deducir algunas de las ecuaciones fundamentales
de la fisica—matematica.

A modo de ejemplo, mostraremos como se deduce la ecuaciéon de difusion del ejemplo
(2.1.2) , a partir de la ecuacion de continuidad y un conjunto adicional de hipétesis
de naturaleza experimental.

Asumiremos en consecuencia que:

= la densidad es constante p = py,

= la energia es térmica, y por ende e = ¢T" donde T es la temperatura, [T] = deg, y
¢ es una constante llamada calor especifico, [c] = % (la energia es proporcional
a la temperatura),

= la Ley de difusion de Fourier, ¢ = —kVT donde k es la conductividad térmica,
(k] = m, [VT] = %4 (notar que [k] x [VT] = [¢]). Esta es la ley
constitutiva donde se relacionan dos variables, la energia y el flujo. La ley de
Fourier postula que el flujo de energia sigue la linea de mayor decaimiento (el
calor se difunde de donde hay mas calor hacia donde hay menos calor),

» la conductividad térmica k se supone constante.

Haciendo uso de estas hipotesis, la ecuacion de continuidad (2.3.4)) se convierte en

k
T = AT+
Poc PoC
Llamando x = /%: (constante de difusividad térmica) y f = ﬁ (se asume conocido),

se llega a la ecuacion de difusion, o ecuacion del calor

(2.4.1) T, = kAT + f.
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Si bien esta ecuacion modela la evolucion de la temperatura, es claro que depende
de la temperatura inicial. Es decir, para que el problema pueda ser resuelto, es necesario
conocer T'|io.

2.5. Condiciones de contorno

Para resolver una ecuacién diferencial en una region del espacio U C R", es necesario
conocer como es la interaccion de esas soluciones con el entorno. Esa interaccion se ve
reflejada en las llamadas condiciones de contorno. Las hay de varios tipos, dependiendo
de como sea esa interaccion.

Daremos a continuacioén, siguiendo con el ejemplo de la ecuacion de difusion de la
seccion previa, los ejemplos mas usuales de condiciones de contorno.

Luego, para ejemplificar, asumiremos que se esta intentando resolver la ecuacion
T, =rAT+ f en U x (0,00),

con dato inicial T'|;—g = Tp.

2.5.1. Condiciéon de Dirichlet. En este tipo de condicién, lo que se supone es
que la temperatura en el exterior de la region es conocida. Es decir
T(x,t) = h(z,t), zedU, t>0,
donde A es dato.
En el caso en que h = 0 se llama condiciéon de Dirichlet homogénea.

Notemos que toda condicién de Dirichlet se puede llevar a una condiciéon de Dirichlet
homogénea. En efecto, si llamamos u =T — h, entonces u; = Ty — hy y Au = AT — Ah,

de donde

u — kAu = (T — kAT) — (hy — kKAh) = f — (hy — KAR) = f,
u(z,t) =T(x,t) — h(x,t) =0 €U, t >0,
uli=o = T'|4=0 — hli=o = To — h(-,0) = uy.
2.5.2. Condicién de Neumann. Para este tipo de condicién se supone cono-
cido el flujo de temperatura a través de la frontera. Es decir
VI n=0,T=g endU x (0,00).

Si g = 0 la condicion se dice de Neumann homogénea y se usa para modelar la situacion
en que la regiéon U se encuentra térmicamente aislada del exterior.

2.5.3. Condicién de Robin. En este tipo de condiciéon es también conocida
como condicion de radiacion. Se supone conocida la temperatura exterior y se asume
que el flujo de temperatura es proporcional a la diferencia de temperatura existente
entre U y el exterior. Es decir,

T =~v(g—T) endU x (0,00).
Equivalentemente, si llamamos g = ~g,
OnT +~T =g en 0U x (0,00).



Capitulo 3
El método de separaciéon de variables

El método de separacion de variables fue desarrollado por J. Fourier en su tesis
doctoral de 1822, Théorie analytique de la chaleur. Vamos a presentar la idea y moti-
vacion principal de este método en la ecuaciéon de difusion, que es la misma ecuacion
donde Fourier la desarroll6.

3.1. La ecuacién del calor homogénea

En esta seccion, estudiaremos la ecuacion

(3.1.1) u—Au=0 enU x (0,00),
(3.1.2) u=0 en dU x (0,00),
(3.1.3) u=ug enU x {t=0}.

El método de separacion de variables, consiste en primero dejar de lado la condicién

inicial (3.1.3)) y buscar soluciones particulares para (3.1.1))—(3.1.2) de la forma
u(z,t) = v(t)w(z),

donde v: (0,00) - R y w: U — R. Observemos que, de (3.1.2), sigue que w = 0 en
ouU.

Ahora, por (3.1.1]), tenemos que
v'w —vAw =0 en U x (0,00)

y si suponemos que v, w # 0,
v Aw

v w
Como el lado izquierdo depende solo de t > 0 y el lado derecho depende sélo de z € U
se concluye que ambos son constantes. Luego, existe A € R tal que

A
T2
v w
De esta ecuacion, es muy sencillo deducir que
(3.1.4) v(t) = ce ™,

donde ¢ € R es una constante.
La ecuacién para w queda de la siguiente forma:

{—Aw = w enU,

3.1.5
( ) w=>0 en OU.
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Este problema se conoce como el problema de autovalores de Dirichlet para el Lapla-
ciano 'y aparece en infinidad de aplicaciones. A esta altura, no podemos estudiarlo con
total generalidad (cf. Capitulo [10).

Para poder resolverlo con las herramientas a disposiciéon, haremos la suposiciéon de
que la dimension del espacio fisico es 1, es decir U C R!. Luego, podemos suponer que
U=1(0,0).

El problema de autovalores (3.1.5) se traduce en
(3.1.6) w”" +Aw =0 en (0,0),

(3.1.7) w(0) = w(l) = 0.

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden con coeficientes
constantes que es facilmente resuelta con las herramientas vistas en los cursos previos.
Ver, por ejemplo, [17].

Queda a cargo del lector verificar que si A < 0 entonces la tinica soluciéon de —
es la solucion trivial w = 0.

Supondremos entonces que A > 0. En este caso, w es solucion de siy solo si
w(z) = asin(vVAz) + bcos(VAz)
Ahora, por (3.1.7),

y entonces
w(l) = asin(vAl) =0,
de donde v\l = kr con k € Z. Luego

(3.1.8) A=\, = (%)2

son los autovalores de - y sus autofunciones resultan

(3.1.9) w(z) = wi(z) = sin(\/A\pz) = sin(%a:).

Combinando (3.1.4), (3.1.8) y (3.1.9) obtenemos las siguientes soluciones particu-

lares de (3.1.1)—(3.1.2])
2,2
ug(x,t) Psin(/ A\pz) = exp(— kéz )sin(k%x).

Usando la linealidad de la ecuacion de difusion (3.1.1)-(3.1.2), es claro que cualquier
combinacion lineal de las soluciones {uy}ren sera solucion, por ende resulta natural
buscar soluciones de la forma

s > E*m? . km
(3.1.10) u(z,t) = 2 cpug(w,t) = ;Ck exp(— 12 t) sm(Tx).

Si los coeficientes {cg}ren son tales que la serie converge y se puede intercambiar
la diferenciacion con la sumatoria, entonces u seré solucion de (3.1.1)—(3.1.2]).
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EJERCICIO 3.1.1. Sea M > 0 tal que |cx| < M para todo k € N. Entonces la funcion
u dada por (3.1.10) es C*°([0,¢] x [4,00)) para todo & > 0, sus derivadas se calculan

derivando término a término la serie y, por ende, u verifica (3.1.1})—(3.1.2)).

. Qué sucede con la condicion inicial (3.1.3))7 Formalmente, si reemplazamos ¢ = 0

en la serie (3.1.10)), se obtiene

u(z,0) = Z Ck sin(k%x)

k=1

Asi que, al menos formalmente, de (3.1.3)) se debe tener

o0

(3.1.11) up(z) = Ck sin(Tx).

Es facil ver que se tiene la siguiente relacion de ortogonalidad

¢ - 1
/ sin(k%x) sin(j%a:) de = f/ sin(knt) sin(jnt) dt = {2
0 0

2

de donde, integrando la identidad (3.1.11)) y asumiendo que se puede intercambiar la
sumatoria con la integral,

¢ ; > ¢ :
/0 uo(x) sin(j%x) do = ;Ck/o sin(k%x) sin(%x) dr = gcj
y por ende

¢
(3.1.12) cr = /0 uo () sin(k%x) dx

N0

Los coeficientes ¢ dados por (3.1.12)) se denominan coeficientes de Fourier y estan
bien definidos si ug € L'([0, £]).

Si se desea realizar ahora un razonamiento riguroso, se parte de ug € L'([0,¢]),
se definen los coeficientes ¢, por la formula (3.1.12) y la funcién u por la expresion
B.1.10).

Observemos que
2
leel < Flluollzo,) < o0

y por ende las conclusiones del Ejercicio3.1.1]se aplican. Por lo tanto se tiene que u es

una solucion de (3.1.1)—(3.1.2)).

Queda luego investigar el problema més delicado de bajo qué condiciones y en qué
sentido es cierto que

i u(y, 1) = uo().
t—0
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3.2. Espacios de Hilbert

En esta seccion desarrollaremos la teoria de series de Fourier en el contexto abstracto
de espacios de Hilbert. Mas adelante aplicaremos estas herramientas al caso de L?([0, ¢])
y nos abocaremos al estudio de la convergencia puntual.

Comencemos con las definiciones bésicas.

DEFINICION 3.2.1. Sea H un R—espacio vectorial (en el futuro todos nuestros espa-
cios vectoriales estaran definidos sobre R y no haremos mencion a esto). Un producto
interno en H es una aplicaciéon

() HxH—>R
tal que
1. (+,-) es simétrica y bi-lineal.
2. (+,-) es definida positiva.
OBSERVACION 3.2.2. 1. Simétrica y bi-lineal significa que
(z,9) = (y,2) ¥y (Mz1+ X2, y) = Mi(21,y) + Aa(22,y)
2. Definida positiva significa que
(x,z) > 0 paratodo z € Hy (x,z) =0siysolosiz=0.
Un producto interno en un espacio vectorial, induce una norma. Ese es el contenido
de la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.2.3. Sea H un espacio vectorial con producto interno (-,-). Luego,
la expresion
1
]| = (z,z)>
define una norma en H.
DEMOSTRACION. Para ver que || - || define efectivamente una norma, debemos ve-
rificar que

1. ||z|| > 0 para todo x € H y que ||z|]| = 0 si y solo si z = 0.
2. ||Az|| = |\|||z|| para todo A e Ry z € H.
3. |z +yll < [lzll + llyl| para todo =,y € H.

Las propiedades [IH2] son inmediatas a partir de la definicion. Queda entonces por
verificar la propiedad [3] Esta propiedad es consecuencia de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

(3.2.1) | y)| <l llflyll

Posponemos la demostracion de (3.2.1]) y la usamos para ver la desigualdad triangular
Bl De hecho, por la bilinealidad del producto interno,

lz+yl* = (& +y, 2 +y) = (2,2) + 2(z,9) + (1, 9) = l|l=* + 2(z,y) + |y*.
Ahora, se usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz (3.2.1]) y se concluye que
l +ylI* < 2 l* + 2l llyll + lyl* = (] + [ly[D?,

como se queria demostrar. O
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Veamos ahora la demostracion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

LEMA 3.2.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea H un espacio vectorial con
producto interno (-,-) y norma dada por ||z| = (x,z)2. Se tiene entonces

[, )| < ll=llly]].
DEMOSTRACION. Sean x,y € H y observamos que

0< lz—yl> = (@ -y, —y) = ||lzl]* — 2(z, 9) + ||lyl*,
de donde

1 1
(3.2.2) (z,y) < —H$H2+§Hyll2-
Por otro lado

0< le+yllP = (@+y.2+y) =z|*+ 2z, y) + [lyl,
de donde

| 1
(3.2.3) = (2,) < 5 llel” + 5 llyll*

De (3.2.2) y (3.2.3)) se obtiene

1 1
(3.2.4) [ 9)l < 5l ” + vl

Veamos que (3.2.4) implica la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En efecto, si tomamos
A > 0y aplicamos ([3.2.4) al par Az, A~'y, obtenemos

- 1 L ly[f?
= 1 2 2
Finalmente, elegimos A\? = ||y||||z]|~! y se obtiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

O

EJERCICIO 3.2.5. Mostrar que si se asume la desigualdad de Cauchy-Schwarz como
valida, esa implica la desigualdad (3.2.4)).

Una nociéon fundamental en el estudio de estos espacios es el de la completitud. Ese
es el contenido de la préoxima definicion.

DEFINICION 3.2.6. Un espacio vectorial H con producto interno (-,-) se dice un
FEspacio de Hilbert si es completo. Es decir, dada una sucesion {xy }ren C H que verifica

i lzg — ;)] = 0,
,j—00

entonces existe x € H tal que
lim ||z — x| = 0.
k—o00

Antes de continuar, veamos algunos de los ejemplos mas importantes de espacios
de Hilbert.

EJEMPLO 3.2.7. H = R" con producto interno (z,y) =z -y =Y x;y;.



12 3. EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

EJEMPLO 3.2.8. H = (* := {x = {&;}ien: 7, ERy >0, 27 < oco}. En este caso,
el producto interno viene dado por

<X7 y) = Z ZiY;-
i=1

EJEMPLO 3.2.9. Si U C R"™ es un conjunto medible, H = L*(U) con producto
interno

(f.g) = /U F(2)g(x) do.

En un espacio de Hilbert, se tiene el concepto de ortogonalidad.

DEFINICION 3.2.10. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-). Un
conjunto B C H se dice un sistema ortonormal si

|z|| = 1 para todo x € By (z,y) = 0 para todo z,y € B, = # y.

DEFINICION 3.2.11. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-) y B =
{bn}nen un sistema ortonormal. Dada f € H se define la serie de Fourier de f como
la expresion formal

f ~ ch¢m Cp = (fa ¢n)
n=1

Observemos que la serie de Fourier de f € H siempre esta bien definido como un
elemento del mismo espacio H. Esto es una consecuencia de la desigualdad de Bessel
que afirma que

N
(3.2.5) Zci < ||f|I*, para todo N € N.
n=1

En efecto, dados N, M € N

N 2 N N N N
3 || (zcn%,zcm) LS alond) =3 &
n=M n=M k=M n,k=M n=M

de donde se deduce facilmente, por (3.2.5), que la serie > 7| ¢, ¢, es convergente en
H.

Demostremos entonces la desigualdad (3.2.5])

LEMA 3.2.12 (Desigualdad de Bessel). Sea H un espacio de Hilbert con producto
interno (-,-). Sea B = {¢,}tnen C H un sistema ortonormal. Dada f € H, se tiene
N

> (f.60)* < If11%, para todo N € N.

n=1

DEMOSTRACION. La desigualdad de Bessel es una consecuencia inmediata de la

identidad
2

N N N N
0 < f - Z(f? ¢n)¢n = HfH2 - ZZ(fa ¢n)2 + Z(f? ¢n)2 = ”f”2 - Z(fa (bn)Za
n=1 n=1 n=1 n=1

lo que finaliza la demostracion. O
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Un punto importante es que la suma parcial de la serie de Fourier de un elemento
f € H es el elemento del subespacio generado por los primeros N elementos de B que
mejor aproxima a f. Ese es el contenido de la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.2.13. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-) y sea
B = {¢n}nen C H un sistema ortonormal. Dada f € H notemos por Sy a la suma
parcial de la serie de Fourier de f,

N
SN — ch¢na Cp = (f7 qbn)
n=1

FEntonces

|f — Sn|| < . para todo {d,})_, C R.

N
F=Y duon
n=1

DEMOSTRACION. Es facil verificar que
(f —Sn,¢n) =0, paratodon=1,...,N,

de donde
(f —Sn,z) =0, paratodo z € gen{¢y,...,Pn}.

Ahora, si z € gen{¢y,...,on}, como Sy —x € gen{¢y,..., PN} se obtiene
1f = Sl = If = 2> = 2(f — Sn,z — Sw) = [ISx — [ <0,
de donde

||f_SN|| < ||f_x||7 para tOdO‘TEgen{gbl)"'aqu}a
como querfamos demostrar. O

La pregunta que se intenta responder en consecuencia es cuando la serie de Fourier
de un elemento f € H nos da el mismo elemento.

DEFINICION 3.2.14. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-). Un
sistema ortonormal B = {¢, },en € H se dice completo si

f= ch¢n para toda f € H.
n=1

Es decir, para toda f € H se tiene que

N
f - Z Cn¢n
n=1

donde ¢, = (f, ¢,,) son los coeficientes de Fourier de f.

lim
N—o0

=0,

DEFINICION 3.2.15. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-). Un
sistema ortonormal B = {¢,, }nen C H se dice cerrado si

(f, ®n) = 0 para todo n € N, implica que f = 0.
Se tiene entonces la siguiente proposicion

PROPOSICION 3.2.16. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-) y
B = {¢n}tnen C H un sistema ortonormal. Entonces B es completo si y sdlo si es
cerrado.
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DEMOSTRACION. La demostraciéon de esta proposicion es simple y queda de ejer-
cicio para el lector. 0

Terminemos esta secciéon con un ejercicio sencillo.

EJERCICIO 3.2.17 (Identidad de Parseval). Sea H un espacio de Hilbert con produc-
to interno (-, ) y B = {¢n }nen C H un sistema ortonormal completo. Si f =" | ¢,é,

vy g=>", dyon, entonces

0
= E Cndn
n=1

3.3. Convergencia puntual de la serie de Fourier
Comenzamos con un ejercicio de simple verificacion.

EJERCICIO 3.3.1. Sean, para n € N,
1 1 1 nmw

Tk Pn(z) = %COS( ), Yn(z) = ﬁSin(Tﬁ)‘

Entonces B = {¢y, ¢n, 1, }°2, es un sistema ortonormal en L?([—/, £]).

(3.3.1) ¢o(r) =

En la seccion [3.5] veremos que B es un sistema ortonormal completo.
Empecemos con un resultado fundamental

LEMA 3.3.2 (Lema de Riemann-Lebesgue). Sea f € L'([—¢,]). Entonces se tiene

[ s |f i

DEMOSTRACION. Demostremos el lema para las funciones ¢,. La otra parte es
completamente analoga. Supongamos primero que f € C1([—£,(]) y observemos que

bu() = %cos(%x) _ % (ism<ﬂc))/.

Luego, como f'(£) = f/(—) = 0,
/ J@)én(a)dv = = / (—Sm(%x))dx:—@ Z '(x)sin(%x)dx,

de donde

-0, n— oo

'/4 f(x)dn(x) dm‘ < E /Z |f'(z)|dz — 0, cuando n — co.
.y nm J_yp

Para el caso general, se usa que dada f € L'([-(,/]) y dado ¢ > 0 existe g €

CH([—¢,0]) tal que
/_ @) = @)l do <.
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Entonces, dado que |¢,(z)| <1 para todo z € [—¢,{] y n € N,

/ ) de

<|/ " g(e)o(x) | + \ / (@) - 9(2))b(a) de

—L —¢

IN

4 14
| s@on@yds + [ 15w =g ds

IN

/é o(2)bn(x) da| + e.

—¢

Luego, por el caso anterior,

<E&.

lim sup ’/_i f(z)pn(x) dz

n—oo

Como € > 0 es arbitrario, el resultado queda demostrado. O

EJERCICIO 3.3.3. Demostrar el Lema de Riemann-Lebesgue para un sistema orto-
normal arbitrario B, tal que ||¢||12(—¢q) < M para toda ¢ € B.

Sugerencia: usar la desigualdad de Bessel para funciones de L*([—/, {]) y la densidad
de funciones de L*([—¢,]) en L'([—¢,¢]).

Sea ahora f € L'([—¢, (]) y definimos sus coeficientes de Fourier

ay = (fa ¢0)> Qp = (fv ¢n)a Bn = (f> wn)a

y luego la suma parcial de Fourier queda definida por

N
SN(f) = dO¢O + Z dn¢n + Z_)nwn

n=1

Por comodidad, es conveniente definir los siguientes coeficientes,

nim
—X

1 [
an:z/_ef(a:)cos( 7

y la suma parcial de Fourier se escribe entonces como

nm
—X

¢
)dx,neNoybn:%/ f(x)sin(g )dx, n € N.
e

nm

N
(3.3.2) Sn(f) = % + Zan COS(%J?) + b, sin( 7 ).

Luego, por la teoria desarrollada en la seccién anterior, si podemos probar que
{b0, n, ¥n fnen €s un sistema ortonormal completo, tendremos que

Hf — SN(f)HLz([,gyg]) —0sin— o0,

es decir
flz) = % + nz:; an cos(%x) +b, sin(%x}

donde la igualdad se entiende en sentido L*([—/, £]).
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Para entender la convergencia de la serie de Fourier, procedemos de la siguiente
forma

+ Zan cos(—ux) + by, Sm(ngr x)

/ ft) dt—}—z / cos t) cos(n£7r )—i—sin(n%t) Sin(n%x)] dt

- [0

Luego, si llamamos Ky (z) = 5 + ¢ S cos(“Fr), tenemos que

Sn(f) = f*Kn

Notar que si llamamos y = 7(x — t), entonces

Kny(zx—1t) = KZCOS ny)

Si multiplico ambos miembros por sin(%) y se usa la identidad trigonométrica

sin((n + %)y) —sin((n — %)y)
5 ;

cos(ny) sin(§) =

obtenemos
20Ky (x —t)sin(¥) = sin(¥) + Z sin((n+ 3)y) —sin((n — 3)y) = sin((N + 1)y).

Luego, llegamos a

sin((N + 3)y)

Kn(z—1) = 20sin(¥)

=: Dn(y).

La funcién Dy (y) se la llama el nicleo de Dirichlet.

Necesitamos ahora un resultado que dejamos como ejercicio

EJERCICIO 3.3.4. Verificar que

0
/ DN(%U) dy = 1.
,

Sugerencia: Usar la identidad Dy (y) = 5; + ¢ Z _, cos(ny).
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Ahora bien, por el Ejercicio se tiene

|f(x) = Sn(f)(x)] = f(x)_/Zﬂt)Sin((Q]Zsi—iI_l(i)zj))_ s "
B o sin((N + 3)7(z — 1))
= /e(f( )= (1) 2€sin(%($;t)) .
B x4+l 2 e sin((N-f—%)%T) -
_ /H V@) = 1@ =) e ¢

[
[
Si extendemos a f a R como una funcién periédica de periodo 2/, la tltima expresion
coincide con

\ / Z(f(x) ~ f(z—)

Si llamamos ahora

dy(1) = %sin((]\/' + %)%T) y g(1)= f(;‘\)/z_sfcn((z;;)

tenemos que {®y } yen es un sistema ortonormal en L?([—£, £]), luego si g € L'([—4, /])
sigue que, por el ejercicio [3.3.3] que extiende el Lema de Riemann—Lebesgue,

¢
/ g(T)Pn(T)dT — 0 si N — oo,
—

de donde se obtendria que
|f(z) = Sn(f)(x)] = 0 si N — 0.

Observemos que g € L'([—4, (]) resulta equivalente a
—

.
Esto motiva la siguiente definicion.

dr < oo.

DEFINICION 3.3.5. Sea f € L (R). Decimos que f verifica la condicion de Dini en

x € R si verifica (3.3.3)).

Recapitulando todo lo hecho, hemos probado el siguiente teorema.

TEOREMA 3.3.6. Sea f € L'([—¢,{]) tal que verifica la condicion de Dini en x €
(—¢,0). Entonces la serie de Fourier de f converge en x. Es decir,

|f(z) = Sn(f)(x)] = 0 cuando N — occ.

Cabe entonces preguntarse qué funciones son las que verifican la condicién de Dini.
Veamos algunos ejemplos.

EJEMPLO 3.3.7. Sea f derivable en x € R. Entonces f verifica la condicién de Dini
en .

EJEMPLO 3.3.8. Sea f € C%7(R) para algtin v € (0,1]. Entonces f verifica la
condicion de Dini en todo z € R.

Queda como ejercicio del lector verificar ambos ejemplos.
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3.4. Convergencia uniforme de la serie de Fourier

En esta seccién buscaremos condiciones suficientes sobre f para que la serie de
Fourier converja uniformemente en [—/, ¢]. Observemos que como Sy/(f) es una funcion
2{—periédica para todo N, si converge uniformemente su limite serd necesariamente
2{—periddica, por lo que eso es una condicién necesaria.

Comencemos con una definicion

DEFINICION 3.4.1. Decimos que f: [—/,¢] — R es absolutamente continua si existe
g € L'([—£,/]) y c € R tales que

flz) = c+/ g(t)ydt, =xe[-¢1].
—
Este conjunto se nota por AC[—/, {].

OBSERVACION 3.4.2. Si f € AC[—/, (] entonces f resulta continua. Mas atn, por el
teorema de diferenciacion de Lebesgue (ver [16]), f resulta diferenciable en casi todo
punto y

fi(@) =g(z), ctp.
OBSERVACION 3.4.3. Obviamente, C''([—(, (]) C AC[-, {].

Necesitaremos los siguientes resultados de sencilla demostracion que dejamos de
ejercicio al lector.

EJERCICIO 3.4.4 (Densidad de funciones regulares). Sea f € AC[—/,{]. Entonces
existe { fu}neny C CH([—4, 1)) tal que

oz f oy fo— fen LY=L, 4)).
EJERCICIO 3.4.5 (Formula de integracion por partes). Sean f,g € AC[—/(,(]. En-

tonces , ,
/(Z f(x)g(x) dz = f(£)g(0) — f(—L)g(—L) — /z f(zx)g'(x) dz

Sea ahora f € AC[—(, /] tal que f(¢) = f(—/). Esta ultima condicion es equivalente

/ Z f(x) do =

Supongamos que f tiene su serie de Fourier dada por

nw
- % 2 : i} b
f —|— ap, cos(—-x) + by, sin(— ;

z)

y que f’ tiene su serie de Fourier dada por

f! %—l—z ncos ) + by, Sm(ngr ).

n=1
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Busquemos la relacion existente entre ambas series. En efecto,

nm

¢ nm ¢ ¢ nmw . nm
ap = %/—e f'(z) COS(TI') dr = %f(m) COS(TZE)LZ + % /—e f(z) Sin(Tx)T dx
=y,

l
De manera analoga se concluye que

ap=0 y by=——ay,.

De estos calculos concluimos que

oo
nmw nm nm nmw
I~ |
fh~ —b,, cos(—x) — —ay, sin(—x).
14 l l 14
n=1
Es decir, la serie de Fourier asociada a f’ es la que se obtiene de derivar término a
término la serie de Fourier de f.

Si asumimos ahora que f' € L*([—¢, (]) entonces podemos usar la desigualdad de

Bessel ([3.2.5)) y concluir que

2"2(@% +ay) < p“f’”%%[—u]) < 0.
n=1

Ahora bien,
1 1
00 00 1 00 2 00 1 2
S lud= St < (So) (S2) <o
n=1 n=1 n=1 n=1
Anéalogamente
o0
> lbal < 00
n=1

Con todos estos preliminares ya podemos demostrar el teorema fundamental de la
seccion

TEOREMA 3.4.6 (Convergencia uniforme de la serie de Fourier). Sea f € AC[—/, (]
tal que ' € L*([—¢,0]) y f({) = f(—{). Entonces la serie de Fourier asociada a f
converge uniformemente a f en [—(,(]. i.e.

Sn(f) = f.

DEMOSTRACION. Como f' € L*([—4,{]), por la desigualdad de Holder, se tiene que

[ o< (] ).

1
Es decir, f € C”2([—¢,{]). Luego, por el Teorema [3.3.6} se tiene que
(3.4.1) Sn(f)(x) = f(x) paratodo x € [—£,/].

Por otro lado,

[f(z) = f(y)l =

a o
S8 (DI < [5] + 3 lanl + Ioul < o,
n=1
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luego por el criterio de Weierstrass para la convergencia de series de funciones, se tiene
que existe S(z) definida en [—/, /] tal que

Sn(f) =S
y por la convergencia puntual (3.4.1)), se concluye el teorema. O

3.5. Convergencia en L*([—/(,/])

Finalmente en esta seccion veremos que el sistema trigonométrico {¢o, dn, ¥n }nen
es un sistema ortonormal completo y por lo tanto, la serie de Fourier de una funciéon
f € L*([—¢,(]) converge en norma L? a la misma funcion.

En efecto, sea f € L*([—¢,(]) y, dado € > 0, consideremos g € C}([—/, £]) tal que

1S = 9llz2(-cq) <&
Observemos que, como C}([—¢,{]) C AC[—(,{] y g(—¢) = g(¢) = 0 se tiene que

g= lim Sy(g),
N—o0
donde la convergencia es uniforme por el Teorema [3.4.6
Ahora, por el Teorema [3.2.13

If = Sn(Hllz2-ey < NIF = Sn(@) |l 2(-e.
< |f = glle2-eq) + llg — Sn(9)|lL2(-e.)
<e+V2lg — Sn(9)lls

Luego
limsup || f — Sn(f)lc2(-e) < €,

N—o0
y como € > (0 es arbitrario, queda demostrado el siguiente Teorema

TEOREMA 3.5.1. El sistema trigonométrico {¢o, ¢n, ¥ntnen dado por (3.3.1) es un
sistema ortonormal completo en L*([—(,(]). Luego, dada f € L*([—£,]) la serie de
Fourier asociada a f converge en L*([—(,(]).

EJERCICIO 3.5.2. Dar una demostracion alternativa del Teorema B.5.1] usando el
Teorema de Stone-Weierstrass en lugar del Teorema |3.4.6,

Sugerencia: Si S = gen{¢g, Pn, ¥, tnen, probar que S es un édlgebra que separa
puntos y contiene a las constantes. Luego S resulta denso en C([—/, ¢]). A partir de ahi
la demostracion es analoga a la del Teorema [3.5.1]

3.6. Representacion por medio de una serie de senos

Si recordamos lo hecho en la seccion 3.1} la condicion inicial era una funcion ug defi-

nida en el intervalo [0, ¢] y para poder resolver la ecuacion (3.1.1))—(3.1.3]), era necesario
desarrollar 4y como una serie de senos (cf. (3.1.11))).

Luego en esta seccién supondremos que tenemos una funcion f € L%*([0,/]) e in-
tentaremos responder a la pregunta ;Coémo es posible escribir f como una serie de
senos?

Para responder a esta pregunta, suponemos primero que extendemos a f a todo el
intervalo [—¢, {]. Luego tenemos f € L*([—¢,]) tal que fljoq = f-
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Desarrollamos entonces f en su serie de Fourier y tenemos
z Qg - nm . nT
flz) = 5 ; an, COS(7I> + b, 5111(7:10),
donde

¢ 4
i/, / i/, 0

Como buscamos que en la serie de Fourier de f solo intervengan los senos, preci-
samos que a,, = 0 para todo n € Ny. Una forma posible de garantizar eso es definir f

de manera tal que sea #mpar, dado que como cos(“Fz) es una funciéon par y estamos

integrando en un intervalo simétrico respecto del origen, la integral valdra 0. Luego, se
define f como

r _ f(.l') S [0747
—f(—=z) x€[-(0).

Por lo arriba expuesto, es claro que a,, = 0 para n € Ny. Ahora

1 [ 2 [f
b, = 7 /ef(x) sin(n%a:) dx = Z/o f(x) sin(n%x) dz,
dado que el integrando resulta ser una funciéon par.

Resumimos todo esto en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.6.1. Sea f € L*([0,(]). Luego se tiene que

donde los coeficientes b, se calculan como

¢
b, = %/0 f(x) sin(n%x) dz.

y la igualdad se entiende en sentido L*(|0,(]). Mds ain, si f € ACI0,{] con f(0) =
f(&)=0y f' € L*([0,4]), entonces la convergencia es uniforme.

DEMOSTRACION. La demostracion es evidente de la discusiéon previa y de los teo-

remas [3.5.1 y [3.4.6] O

3.7. Vuelta a la ecuacion de difusién

Completemos finalmente nuestra discusion sobre la ecuacion de difusion (3.1.1)—
(3-1.3)).

Recordemos que por (3.1.10)) tenemos que la soluciéon propuesta viene dada por la
formula

> - K*n? . km
u(z,t) = chuk(x,t) = ch exp(— I t) 51n(7x),
k=1 k=1
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donde los coeficientes ¢ vienen dados por 1'

E/ uo(z) sin( :c)dq:

Si asumimos que ug € L?*([0,¢]) C L'([0,4]), por el Ejercicio [3.1.1, sabemos que u €
C*>([0,/4] x (0,00)) y verifica (3.1. 1—3.1.2.

Falta entonces analizar en qué sentido u verifica la condicion inicial ((3.1.3]).
TEOREMA 3.7.1. Siug € L*([0,4]), entonces

lu(-,t) — ol 2o,y — 0,  cuando t — 0.

DEMOSTRACION. Por el Teorema [3.6.1], sabemos que

uo(z) = Z Ck sin(k%x),

k=1
donde la igualdad es en el sentido de L*([0, ¢]). Luego
2

> k272 k >0 k
lu(-,t) = woll20) = || cx exp(— éf t)sin(%x)—chsin(%x)
k=1 k=1 2([0,4))
o 271'2 2
= ch(exp(— 7 t) — 1) 81n(7x)
k=1 L2([0,€])

2.2

& ke 2
:§;Ci<exp(— ” t)—l) ,

donde en la ultima igualdad hemos utilizado la identidad de Parseval (Ejercicio [3.2.17)).
Observemos que por la desigualdad de Bessel (Lema |3.2.12)),

D <o,
k=1
luego dado € > 0, existe NV € N tal que

(e 9]

Z e <.

k=N+1

Por otro lado, (exp( 1) — 1) < 4, luego

¢ N k2 2 9
[u(-,t) — UOHL2(oe] < 5; <eXp t) — 1) + 20e,
de donde
limsup [|u(-,t) = uol|72(0,q) < 20e.
t—0
Como ¢ > 0 es arbitrario, el teorema queda demostrado. 0

En el caso en que el dato inicial ug es mas regular, se tiene una mejor convergencia.
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TEOREMA 3.7.2. Si ug € AC[0,£] con uy € L*([0,¢]) y uo(0) = uo(¢) = 0, entonces

se tiene que u € C([0,4] x [0,00)) y u(z,0) = ugp(z).

DEMOSTRACION. La demostracion es una consecuencia inmediata del criterio de

Weierstrass para la convergencia uniforme de series de funciones.

En efecto, por las hipotesis en ug, tenemos que si

up(z) =Y sin(k%x)
k=1
(en sentido L*(]0,¢])), entonces
, km km
uy(z) = 2 TCk cos(Tx)

y, por la desigualdad de Bessel aplicada a la serie de Fourier de uy,

[e o]
Z k*c; < .
k=1

De esta ultima desigualdad se deduce que

>l = Younlg < (3o0) (S8 ) <

k=1
Como
kK*m? . km
t)sin(—zx

02 €>

por el mencionado criterio de Weierstrass, se concluye lo deseado.

ck exp(— <|exl, t >0,z €10,4],

3.8. Ejercicios

EJERCICIO 3.8.1. Sea f integrable en [—p, p] y tal que f(z + 2p) =

x € R. Verificar los siguientes resultados.

1. Para todo a € R, se verifica

a+p P
= [ s a

2. Para todo z € R se verifica

/2 :W F(t)dt = /0 "t
- / ")t

entonces g(x + 2p) = g(x) si y solo si

/ 70

3. Si se define g como

f(z) para todo
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4. Si ademas para f € L*([—p,p]), verificar la siguiente identidad:
bn

—x)dr = ,

/ fe ; nwo

donde b,, es un coeficiente de Fourier de fy wg = 7/p.

EJERCICIO 3.8.2. Calcular el desarrollo en serie de Fourier de senos de f y estudiar
la convergencia puntual de la serie hallada para

I 0<z<3

xr=

3
0 g<x<mw
2. flz)=2 (0<z<m)

L fla) =

D=

EJERCICIO 3.8.3. Resolver, separando variables, el problema de Dirichlet para el
rectangulo:

(Au=0 O<z<mO<y<A
u(0,y) =0

u(ﬂ-ay):()

u(z,A) =0

\u(x,O) - f(:E)

EJERCICIO 3.8.4. Hallar, usando el método de separacion de variables, una solucion
del problema de la cuerda vibrante con dos extremos fijos:

(

u(z,0) = f(z) O<z</{
(u(2,0) =g(x) O<z</{

EJERCICIO 3.8.5. Resolver, usando separaciéon de variables, el problema: Si D es el
cuadrado [0, 1] x [0, 1], se busca u = u(z,y) tal que

(Au = en D
u(x,0) = fi(z)
u(l,y) = f2(y)
u(z,1) = f3(z)
(u(0,y) = fay)

EJERCICIO 3.8.6. Resolver:
—k0u+cu=0 0<z<m t>0

u(z,0) = f(x)
u(0,t) =0
u(m,t) =0

Sugerencia: Proponer v(z,t) = u(z,t)e
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EJERCICIO 3.8.7. En los ejercicios a|3.8.3, imponer condiciones sobre las fun-
ciones f, g o f; (segin corresponda), de modo tal que las series obtenidas sean efecti-
vamente soluciones del problema.

EJERCICIO 3.8.8. Resolveren 0 <z <7, 0 <y < m:

(Au+u, =0
u(z,0) =0
u(z,m) =0
u(0,y) =0

(u(m,y) = sin(y)

EJERCICIO 3.8.9. Resolveren 0 <z <7, 0 <y < 7

(Au=0
u(z,0) = x?
u(z,m) =0
ug(0,y) =0

LUz (T,y) =0

Mostrar que la serie obtenida es soluciéon del problema.

EJERCICIO 3.8.10. Resolver, analizando la validez de la solucion, la ecuacion de
Laplace en un disco en R2.

| {Au:O en |z| <1

w=f enlz|=1 donde f € C'({|z] = 1}).

(Sugerencia: pasar a coordenadas polares).
Au=0 en|z[]<1
| Owu=f en|z|=1
donde f es como en el item , f\xlzl fdS =0y u se anula en el origen.

Probar que el item |2 no tiene solucién si f|z\:1 fdS #0.
EJERCICIO 3.8.11. Consideremos el siguiente problema en R? x R,

uyg — Au =0 en B(0) x (0,00)

u=f en B;(0) x {t =0}
u =0 en B1(0) x {t =0}
u=0 en 0B1(0) x (0, 00)

(la solucion representa el pequeno movimiento transversal de una membrana circular
fija en sus extremos)
Mostrar que, cuando se buscan soluciones de la forma R(r)O(0)7T'(t) al aplicar el
método de separacion de variables, se obtiene para R la ecuacion:
2

(rR') — mTR + MR =0,
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EJERCICIO 3.8.12. Aplicar el método de separacién de variables para resolver el
siguiente problema de conduccién de calor en un cilindro circular infinito.

u—Au=0 en B1(0) x (0, 00)
u=0 en 0B;(0) x (0, 00)
u(z,0) = f(|z]) 2 € Bi(0)
donde B;(0) C R?.
Sugerencia: Pasar a coordenadas polares y, dado que el dato inicial es independiente

de 6, buscar soluciones independientes de 6.

EJERcCICIO 3.8.13. Verificar por el método de separacion de variables, que el pro-
blema de autovalores

{—Au =Au en @ :=(0,1)x(0,1)
u=0 en 0Q)
tiene como soluciones a

uy,j(x,y) = sin(mjz) sin(rky), Arj = 252+ K2).
para todo 7,k € N.

Demostrar, ademas, que las funciones {uy ;}x jen son las tnicas soluciones de este
problema.



Capitulo 4
La ecuaciéon de Laplace y de Poisson

En este capitulo estudiaremos la ecuacion de Laplace
Au =0
y su contraparte no homogénea, la ecuaciéon de Poisson

Au = f.

4.1. Motivacion

De las multiples motivaciones existentes para estudiar tanto la ecuacion de Laplace
como la ecuacién de Poisson, en esta secciéon haremos menciéon a dos de ellas.

La primera proviene del estudio de la ecuacién de difusion que fuera estudiada
tanto en el Capitulo 2 como en el Capitulo 3. Si en la ecuacion de difusién, uno hace
la suposicion (que en muchos casos es justificable rigurosamente) de que la evolucion
de la temperatura converge cuando t — oo a una distribuciéon de equilibrio, ese estado
estacionario serd independiente de t, y luego debe verificar la ecuacion de Laplace si
se considera la ecuacion del calor , o la ecuacion de Poisson, si se considera la

ecuacion de difusion (2.4.1)).

Daremos ahora otra motivacion para el estudio de la ecuacion de Laplace. La misma
proviene del estudio de las superficies minimas.

Supongamos que se tiene un anillo de alambre y lo sumergimos en agua jabonosa.
Al sacarlo, se forma una pelicula de jabéon adherida al alambre. ;Coémo es el gréfico
que tiene esta pelicula?

Para modelar este problema mateméticamente, asumimos que la pelicula de jabén se
describe mediante el grafico de una funcién de la forma z = u(z,y), con (z,y) € D C R?
y tal que u(z,y) = g(x,y) cuando (x,y) € OD. Esto tltimo corresponde a que la
posiciéon en el borde corresponde a la posicion del anillo de alambre que se supone
conocido.

La teoria de superficies minimas postula que la funcion u que resuelve el problema,
seré aquella que minimice el area entre todas las superficies posibles.

Recordemos que el area del grafico de la funciéon u se calcula mediante la integral

Au) = / V 1+ |Vu|?dxedy
D

Luego el problema consiste en encontrar una funcién u que minimice el funcional A
entre todas las funciones que coinciden con g en 9D.

Este problema resulta muy complejo de tratar por varios motivos que seran eviden-
tes méas tarde (entre otros, el funcional no es uniformemente convexo). Es por eso que

27
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resulta conveniente linealizarlo. Es decir, se usa la expresion
1
VIHE =1+ 51 4 off?),

y si se supone que una superficie minima no tendra oscilaciones grandes, y por ende
|Vu| va a ser pequeno,

1 . 1
Au) = / V14 |Vul2de ~ / (1 + —]Vu|2> dx = Area(D) + —/ |Vu|® dz.
D D 2 2Jp
Luego si llamamos
1
)= [ IVuld.
2Jp

el problema se convierte en minimizar J entre todas las funciones v que coinciden con
g en 0D. El funcional J se lo llama la integral de Dirichlet.

Supongamos que existe u que realiza el minimo de J y consideremos ¢ € C}(D).
Luego, sit € R, u+t¢ = g en D y por ende

J(u) < J(u+tp), paratodot e R.

Llamemos j(t) = J(u+t¢p), luego j: R — R tiene un minimo en ¢ = 0 y en consecuen-
cia, j'(0) = 0. Calculemos esa derivada.

i(t) = T (u+tg)
::%/ﬁvu+tvm%m
D

1 t?
25/ |Vu|2dx—|—t/ Vu~V¢d:L'+§/ IVol|? dx.
D D D

De ahi se ve que, por el teorema de la divergencia,
0=7(0) = / Vu-Vodr = —/ Au ¢ dx.
D D

Como ¢ € C!(D) es arbitraria, se concluye que

Au=0en D.

4.2. Solucién fundamental

En esta seccion, estudiaremos la ecuacion de Laplace

(4.2.1) Au = 0.

Empecemos buscando algunas soluciones particulares de . Es claro que las
funciones lineales, u(z) = a-x 4+ b con a € R”, b € R son soluciones de (4.2.1]). Por
otro lado, si f: C — C es una funcion holomorfa, f(z) = u(z,y) +iv(z,y), z = © + iy,
con u,v: R? — R, entonces u y v son soluciones de . Esto nos da una forma de
construirnos soluciones en dimension 2. Por ejemplo u(z,y) = e” cosy, etc.

EJERCICIO 4.2.1. Hallar todos los polinomios de grado 2 en dos variables que son
armoénicos en R?.
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Para construir soluciones més generales, observemos primero que si w1 y uy son dos
soluciones de (4.2.1) y A1, A2 € R, entonces Ajuj + A\aus también es solucion de (4.2.1)).
Esto se debe al hecho de que la ecuacion de Laplace es una ecuacion lineal.

Mas interesante es que si u es una solucion de (4.2.1) y O € R" " es una matriz
ortogonal (i.e. O-O" = I,,, con I, la matriz identidad) entonces se tiene que
v(z) = u(Ox)
también es solucion de (4.2.1)). Ver el Ejercicio 4.8.1] Es decir, la ecuacion de Laplace
es invartante por rotaciones.

Este tltimo hecho sugiere que deben existir soluciones que dependan sélo de |z| y
no de sus variables angulares. Luego buscamos una funcion ¢: [0, 00) — R tal que

u(z) = ¢(|z),
sea solucion de (4.2.1). Si llamamos r = |z| es un ejercicio sencillo verificar que
—1
(4.2.2) Au=¢"+2 "¢ =0
r
donde ¢'(r) = %(b(r). Si asumimos que ¢’ # 0, de (4.2.2)) se deduce que
d " 1—n
L og(d)) = & =
de donde a
¢/(7") = 1

para alguna constante a € R. Integrando una vez maés, se concluye que

blogr+c¢ sin=2
qb(r)—{ bo+e¢ sin>3

rn—2

para algunas constantes b, c € R.
Esto motiva la siguiente definicion.
DEFINICION 4.2.2. Se define la solucion fundamental del laplaciano a la funcién
—5-log || sin=2

d: R*\ {0} — R, dadapor(b(x)z{ L L wn>3

n(n—2)wy, |z|7—2
donde w,, es la medida de la bola unitaria de R".
OBSERVACION 4.2.3. La constante w,, se puede calcular explicitamente. De hecho,
]
Wn = =
I'(5+1)
y I' es la funciéon Gamma definida como
['(z+1) = / te " dt.
0
Ver [7].

OBSERVACION 4.2.4. La elecciéon de las constantes sera evidente en el Teorema

4.2.0l
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OBSERVACION 4.2.5. Por medio de célculos elementales, se verifica que
C

0;® < —
0:0@) <

de donde se deduce que 9;® € Li. (R") para todo i = 1,...,n.

loc

Por otro lado,
0,0()| <
i P\T)| = 7
! ||
y es facil verificar que 9;;® & L (R") para todo i,j =1,...,n.
Finalmente, se tiene que A® =0 en R" \ {0}.

Veamos ahora que mediante la solucion fundamental es posible resolver la ecuacion
de Poisson.

TEOREMA 4.2.6. Sea f € C2(R") y definimos
ule)i= 5 fa) = [ 0w~ y)(w)dy

Entonces u € C*(R") y u resuelve la ecuacion de Poisson

(4.2.3) —Au=f, enR"

DEMOSTRACION. Veamos primero que u € C*(R"). Para eso, observemos que

ue) = [ -y = [ S -y)dy

luego
u(x + he;) —u(zx vt hei—y) = fle -
the) —ue) _ [ g 1 =1,
Ahora
f(z + he; —z) — flz —y) = 0;f(x — y) cuando h — 0 en R",
de donde
ule) = [ 2w)0f(z = ).

Analogamente,

Oyu(e) = [ ©w)0ss(e - )y

lo que prueba que u € C?(R").
Veamos que u resuelve la ecuacion de Poisson (4.2.3)). En efecto,

Bula) = [ w)ast-y)dy
-/ L POA )y [ ewate-gdy

R™\B:(0)
=1+ J..
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Es facil ver que I, — 0 cuando ¢ — 0, dado que

L] < A f] /

B:(0)

Ce?|loge| sin=2,

P(y)dy < {C )

€ sin > 3.

Para estimar J. hagamos primero la siguiente observacion, Af(x—y) = A (f(x—vy)) =
Ay(f(x —y)), donde el subindice indica respecto de qué variable se estan realizando
las diferenciaciones. Luego

J. = O(y)A,(f(z — d
I EOL

_ _/ v<b(y).vy(f<x—y))dy+/ (y)Onf(z —y)dS,
R7\B:(0)

8B (0)
= Ka + Lsa
donde hemos utilizado el Teorema de la divergencia de Gauss y On,f = Vf -n es la
derivada direccional de f en la direccion de n = —¥ que es el vector normal unitario

interior a B.(0) (que es exterior a R™ \ B.(0)).

Al igual que con el término I, es facil verificar que L. — 0 cuando ¢ — 0, dado
que

Celloge| sin =2,
o ds <

Finalmente, usando nuevamente el Teorema de la divergencia de Gauss,

K. —— / Vo) V,(fx - v)) dy
R™\ B¢ (0)

L] < 19 f ]l /

9B:(0) € sin > 3.

- / AP(y) f(z —y)dy — / h(y) f(z —y)dS,
R7\ B:(0)

8B:(0)
. / Oud(y)f(z — y) dS,,
9B.(0)

donde hemos usado que ® resuelve la ecuacion de Laplace (4.2.1) en R™ \ {0} por la
Observacion [4.2.5]

Nuevamente por la Observacion tenemos que

1 _
Vo(y) = ——— o= — siy € 0B.(0),
nwy Y™ nwRe™
luego
-y -y 1
(y) (y) -n(y) e & e
En consecuencia,
1
K=o [ fa-is, =~ jws,
nwee" " Jap. () Y 9B (z) Y

puesto que nw,c" ! es la superficie de la bola de radio . De la tltima igualdad se

deduce facilmente que
K. — —f(z), cuandoe — 0.

Esto concluye la demostracion. 0
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4.3. Teorema del valor medio y consecuencias

Supongamos que tenemos el siguiente juego: Tomamos el cuadrado unitario de R2,
@ = [0,1] x [0, 1] y hacemos una particion regular. Es decir, dado n € N definimos

i Jo.
Ti=—, Yy ==, 1,7=0,...,n.
n n
Se toma una funcion de pago g € C(9Q), y un punto de la particion (z,y) € Q. Luego
el juego consiste en moverse por la grilla al azar con probabilidad % en cada una de las
4 direcciones posibles hasta que se llega a un punto de la frontera de @), 9Q). Cuando
esto sucede, el jugador cobra el valor de g en ese punto (se supone que si g es negativa,
el jugador debe pagar).

La pregunta que se quiere responder es: ; Cuél es el precio justo que hay que pagar
para poder jugar el juego?

Para responder a esta pregunta, se razona de la siguiente manera. Llamemos u(z, y)
al valor que tiene el juego si comenzamos en el punto (z,y) € Q. Obviamente, si
(x,y) € 0Q, el valor del juego debe ser u(z,y) = g(x,y).

Por otro lado, el valor de empezar en un punto (z,y) debe ser igual al promedio
de los valores de empezar en cualquiera de los puntos vecinos. Es decir, si llamamos
h=21

u(z + h,y) +u(r —h,y) +ulz,y+h) +ulz,y — h)

u(z,y) = 1 :

Ahora, para valores pequenos de h, se tiene
u(z + h,y) = u(z,y) + dpu(x, y)h + Oppu(z, y)%2 + o(h?),
u(z — h,y) = u(z,y) — dpu(z,y)h + Oppu(z, y)%2 + o(h?),
uw(x,y+ h) =u(z,y) + Oyu(z, y)h + Oyyu(z, y)%2 + o(h?),
2

h
w(x,y —h) = u(z,y) — Oyu(x,y)h + Oyyu(z, y)? + o(h?),

de donde

du(z,y) + Oppu(z, y)h* + dyyu(x, y)h? + o(h?)

u(z,y) = 1 )

Luego
2

0= %Au(z, y) + o(h?).

Dividiendo por h? y tomando limite cuando h — 0, obtenemos que u debe satisfacer la
ecuacion de Laplace (4.2.1]) junto con la condicién de borde de Dirichlet, u = g en 0Q).

Esta discusion lleva a pensar que una funcién armoénica u debe valer en un punto
(x,y) lo mismo que el promedio de sus valores en un entorno de dicho punto. Esto es
lo que dice el Teorema del valor medio que demostramos a continuacion.
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TEOREMA 4.3.1 (Teorema del valor medio). Sea U C R"™ un conjunto abierto y sea
u e C*U). Siu es una funcion armdnica en U, entonces se verifica que

u(r) = ][ u(y) dSy = u(y) dy,
OB (x) By ()
para todo x € U y para todo v > 0 tal que B,(x) CC U.

Reciprocamente, si u verifica

u(z) = ][BBT(x) u(y) dSy,

para todo x € U y para todo r > 0 tal que B.(x) CC U, entonces u es armonica en U.

DEMOSTRACION. Sean z € U y r¢y > 0 tal que B,,(x) CC U. Definimos entonces
¢: (0,79) = R como

1
gf)r::][ ude:—/ u(y) dS,.
W=f s, = [ s,

Hacemos ahora el cambio de variables y = x+rz. Este cambio de variables, transforma
OB,(z) en 0B1(0) y dS, = r"~'dS,. Luego

o(r) = 1 /BBI(O) uw(x +rz)dS, :][ u(x +1rz)dsS,.

nwn, 0B1(0)

Diferenciamos esta férmula, notando que es posible intercambiar la diferenciacién con
la integral puesto que u € C*(U), y obtenemos

i¢(7") :][ Oru(x +1z)dS. 2][ Vu(z +rz)-2zdS,
dr 8B (0) 8B1(0)

Si volvemos a realizar el mismo cambio de variables, se llega a

2 i) = ][BBT@) Vu(y)- (y - 9”) is,

Ahora, se observa que n = Y= es el vector normal exterior unitario de B,(z), y por el

Teorema de la divergencia de Gauss, la ultima integral coincide con

1 . r
/ div(Vu)(y) dy = © f Au(y) dy.
B7($) B7(Z‘)

nw, "1 n

Luego, hemos demostrado que

(4.3.1) % (r) = sz ( )Au(y) dy.

n

Ahora, si asumimos que Au = 0 en U, entonces ¢'(r) = 0 de donde ¢ resulta
constante. Como lim, o ¢(r) = u(z) se concluye que

u(z) :][ u(y) dS,.
OBr(x)
Reciprocamente, si ¢'(r) = 0, entonces

/ Au(y)dy =0, para todo B,(x) CC U,
By (x)
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de donde Au=0en U.

Para terminar la demostracion, falta ver que si

umvzféwmmwd%,

entonces
wr)=f,
Pero
Juor @ 0= ([ 0095:)
= /T nwpt" tu() dt
— s "u(w) = B, ().
Esto concluye la demostracion. ([l

En la demostracion del reciproco, estamos asumiendo que la funcién u es de clase
C?, sin embargo para testear la validez de la propiedad del valor medio, eso no es
necesario. Una pregunta vélida es qué sucede si se tiene una funciéon v continua que
verifica la propiedad del valor medio. Ese es el contenido del proximo teorema.

TEOREMA 4.3.2. Sea u € C(U) tal que
u(x) :][ u(y) dSy, para toda bola B,(x) CC U.
dBr(x)

Entonces u € C*(U) y por ende Au =0 en U.

DEMOSTRACION. Sea p € C®(R") el nicleo regularizante estandar y definimos
pe(z) = e7"p(%2). Recordemos que p es radial, luego p(z) = n(|z|) donde n: [0,00) — R.
Luego, regularizamos u convolucionando con p.
ue(w) = wk po(a),
entonces se tiene que u. € C*(U.) donde U, = {z € U: dist(z,0U) > ¢}.

El teorema quedaréa demostrado si vemos que u = u. en U.. En efecto, si x € U,,
se tiene que

mw:mem_ :_/

1
=— u(y)n(‘ / / £)dS. dr
€ B:(z) BBT (z)
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Finalmente,
1 [° _
— [ n(E)nwnr™ dr =/ py)dy =1,
£ Jo B1(0)
lo que concluye la demostracion. O

El corolario que sigue es uno de los resultados mas importantes sobre funciones
armonicas.

COROLARIO 4.3.3 (Principio del maximo). Sea u € C*(U)NC(U), con U C R"™ un
abierto acotado tal que Au =0 en U. Entonces

1. maxg u = maxsy u (esto se conoce como el principio débil ).
2. SiU es conexo y existe xg € U tal que u(xg) = maxg u, entonces u es constante
en U (esto se conoce como el principio fuerte ).

DEMOSTRACION. Queda como ejercicio para el lector verificar que el principio fuer-
te implica el principio débil. Luego, sélo demostraremos este tultimo.
Supongamos que existe zg € U tal que u(zg) = méxg u =: M. Definimos el siguiente
conjunto:
A={zeU:ulx)= M},
y debemos verificar que A = U.

Como u es continua, sigue que A es un cerrado relativo a U (A = u='({M})).
Al ser U conexo, nos queda verificar que A es abierto. Pero esto es una consecuencia
inmediata del Teorema del valor medio [£.3.1} En efecto, sea x € Ay r > 0 tal que
B,.(z) CC U, luego, como u(y) < M para todo y € B,(z) y

0=u(z) =M= N )(U(y) — M) dy,

se desprende que u(y) = M para todo y € B,(x) y por ende B,(z) C A. O

OBSERVACION 4.3.4. El corolario sigue siendo valido si se reemplaza max por
min y es llamado, en consecuencia, el principio del minimo. Esto puede observarse, o
bien rehaciendo la demostraciéon que es exactamente igual a la vista, o bien observando
que si u es armonica, entonces —u también lo es y que

max(—u) = —minu.

OBSERVACION 4.3.5. Si bien el principio débil del méximo se deduce del principio
fuerte, puede darse una demostracion alternativa que resulta muy tutil a la hora de
extenderla a otro tipo de ecuaciones diferenciales (ver el Ejercicio [4.8.18)).

En efecto, si xy € U es tal que u(zy) = méxy u entonces se tiene que dju(xg) =0y
Osiu(xo) < 0 para todo i = 1,...,n. Luego Au(xy) <0.

Si definimos u.(x) = u(z) + €|z|?, entonces Au. = Au + 2ne por lo que si u es
armonica, entonces se tiene que Au, = 2ne > 0. Por la cuenta hecha al principio,
concluimos que

max u, = Max u,.
U ou

Ahora, como u. = u en U, podemos pasar al limite en la igualdad de arriba y concluir
que

max u = max u.
U ou
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Veamos ahora algunas consecuencias fundamentales del principio del méximo.

COROLARIO 4.3.6 (Unicidad del problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson).
Eziste a lo sumo una tnica funcion u € C*(U) N C(U) solucion de

{Au:f en U

4.3.2
( ) u=gq en OU

DEMOSTRACION. Sean u; y up dos soluciones de (4.3.2)). Si llamamos w = u; — us
entonces w verifica

(4.3.3)

Aw=0 enU
w=0 en OU.

Luego, por el principio débil del maximo, se tiene que maxgw = maxgy w = 0. De
donde w < 0 en U, es decir, u; < ug en U.

De manera completamente analoga se obtiene que us < u; en U y en consecuencia
U1 = Uup como queriamos demostrar. O

Es interesante ver en este punto una demostracion alternativa de este corolario
usando métodos de energia. Es decir, una demostraciéon por métodos de integracion en
lugar de utilizar el principio del maximo.

DEMOSTRACION DEL COROLARIO [4.3.6] POR METODOS DE ENERGIA. El corola-
rio queda demostrado si probamos que si w € C?(U) N C(U) verifica (4.3.3)), entonces
w=0enU.

Para esto se multiplica por w la ecuacion (4.3.3)) y se integra para obtener

Oz/Awwdx
U

:—/Vw'dea:—i-/ woyw dS
U

ouU
= —/ |Vw|? d,
U

de donde se deduce que Vw = 0 en U y por ende w resulta constante en U. Como
w =0 en U sigue que w = 0 en U como queriamos demostrar. [

COROLARIO 4.3.7 (Velocidad de propagacion infinita). Sea U C R"™ un abierto
acotado y conexo y sea v € C*(U) N C(U) una funcién armonica tal que u = g en OU
cong>0endU yg#0. Entoncesu >0 en U.

DEMOSTRACION. Por el principio débil del minimo, se tiene que

minu = minu = ming > 0,
U U U

luego u > 0 en U.
Ahora, si existe xy € U tal que u(xy) = 0, por el principio fuerte del minimo se

concluye que u = 0 en U que contradice el hecho de que g # 0. 0
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El Corolario 4.3.7] nos dice que una perturbaciéon pequena en el borde del dominio
se propaga inmediatamente a todo su interior. Pensemos en un dato de frontera g que
sea idénticamente cero, salvo en un pequeno entorno de un punto donde g > 0. Luego
la funcién armoénica que toma ese valor de frontera debe ser autométicamente positiva
en todo su domino, sin importar que tan lejos estemos de esa perturbacion. De ahi el
nombre de velocidad de propagacion infinita.

Terminemos esta seccion con otra consecuencia del Teorema del valor medio.

TEOREMA 4.3.8 (Desigualdad de Harnack). Sea u € C*(U) una funcién armdnica
tal que u >0 en U. Dado V CC U abierto y conexo, existe C = C(n, V) tal que

supu < C'inf u.
v 1%

OBSERVACION 4.3.9. Este Teorema lo que nos provee es de un control universal de
la oscilacion de todas las funciones armonicas. Para funciones armoénicas veremos que
es una consecuencia de la formula del valor medio, pero para ecuaciones méas generales
su demostracion es muy compleja y es la clave en la teoria de regularidad de ecuaciones
diferenciales tanto elipticas como parabolicas. Establecer el Teorema de Harnack para
problemas elipticos y parabolicos fue uno de los problemas abiertos mas importantes
de la primera mitad del siglo XX en ecuaciones diferenciales (el problema nimero 19 de
la famosa lista de Hilbert) y fue finalmente resuelto de manera simultanea por Ennio
De Giorgi en [3] (ja la edad de 24 afnos!) y por John Nash en [13|. La prueba fue
luego simplificada por Jiirgen Moser en [12] y hoy se conoce como el Teorema de De
Giorgi-Nash—Moser. Una demostracion detallada de este teorema se encuentra en [8].

DEMOSTRACION. Sea x € U y r > 0 tal que B,(z) CC U. Observemos que si
y € Br(x), entonces B (y) C B, ().

Luego, por el Teorema del valor medio, si y € B%(:B) y como u > 0,

1
u(z) :][ u(z)dz = — / u(z)dz
Br(a) ""Wn J B, (2)

> ! /B u(z)dz:i u(z) dz

Wn J By () 2"J By w)

3
= uly).

En consecuencia, si By, (z9) CC Uy z € B,(xy), se tiene que B,.(z) C By, (x(), entonces
u(y) < 2"u(z) para todo y € Br(z), de donde

r
2
El teorema se concluye ahora por un argumento de compacidad. En efecto, si V. CC U
es conexo y r < %dist(V, oU), como V es compacto lo podemos cubrir con bolitas
{B;}L, de radio %.

u(y) < 2"u(x) para todo |z —y| <

Luego, si x,y € V, tenemos una curva v: [0,1] — V tal que v(0) =z y y(1) = v.
Entonces existen {B; }1l, C {B;}i,, tal que ([0,1]) € UM\ B;, v B;, N B;,,, # 0.

Finalmente, si elegimos z € B;, N B;, ., se tiene que

u(r) < 2%u(r1) < (2")%u(ra) < -0 < (20 Yulzsy,) < (27 uly) < (277 uy).
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Esto finaliza la demostracion. O

4.4. Estimaciones de las derivadas

Ya hemos demostrado en el Teorema [£.3.2] que si u es armoénica en U, entonces
resulta u € C*°(U). El objetivo de esta seccion es obtener estimaciones cuantitativas
de esta afirmacion y explorar algunas de las consecuencias de dichas estimaciones.

Empecemos por el teorema principal de la seccion.

TEOREMA 4.4.1 (Estimaciones de las derivadas). Sea u € C*(U) una funcion ar-
monica en U. Se tiene entonces la siguiente estimacion:

Cn
[Giu(@)] < g llull s

para todo x € U y todo r > 0 tal que B,(x) CC U, donde

2n+1n
Cp = .

Wn

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad lo demostraremos para ¢ = 1. Como
u es armonica, es facil ver que d;u también lo es. Luego Oyu verifica el Teorema del
valor medio [4.3.1]

2"1
Oru(x) :][ du(y) dy = — / u(y)ny dSy,
By (x) T Wn 9By ()
donde hemos usado el Teorema de la divergencia de Gauss aplicado a (u,0,...,0) y n;

denota la primera coordenada del vector n.
De la igualdad de arriba se obtiene facilmente que

)l < o [ )] dSy < o E il
ulz U —— Wy ||U|| Lo (B (1))
! T "W JaB, (2) ’ = riw, 201 =B
2
es decir
2n
(4.4.1) [Oru(@)] < =—=llullze sy @)-

Ahora, si y € Bz(x), entonces Bz (y) C B.(z) CC U y por el Teorema del valor
medio [£.3.7] se tiene

|u<y>|s][3 u(z)| dz < — / OIS

W) mn
de donde
oo < .
(4.4.2) [l oo ) < ,,,%RHUHD(BT(I))
Juntando (4.4.1)) y (4.4.2) se obtiene lo pedido. O

Con las estimaciones del Teorema se deduce facilmente el siguiente corolario.

COROLARIO 4.4.2 (Teorema de Liouville). Sea u € C*(R"™) una funcidon armdnica
y acotada. Entonces u es constante.
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DEMOSTRACION. En vista de (4.4.1)) se tiene que, para todo xz € R" y r > 0,

2n 2nC
Ou(w)| < 2|l gy (o)) < —,
D)) < sy o <

donde [Jul|peo@ny < C.
Tomando limite cuando r — oo se concluye que dyu(x) = 0 para todo x € R" y
para todo ¢ = 1,...,n. Luego u es constante. O

EJERCICIO 4.4.3. Demostrar que la conclusion del Teorema de Liouville (Corolario
4.4.2)) se mantiene si sélo se asume que u(x) > —C para todo x € R, C' > 0.

Veamos ahora como se extienden las estimaciones del Teorema [4.4.1] a derivadas de
mayor orden.

TEOREMA 4.4.4. Sea u una funcion armonica en U. Entonces

o Ci
(4.4.3) | D%u(zo)| < ek el o),
para cada bola B,.(xy) C U y cada multiindice o de orden |o| = k. La constante Cy,
viene dada por
2n+1 k k
(4.4.4) = 2R
Wn

DEMOSTRACION. Se prueba el teorema por inducciéon en k. El caso kK = 1 es el
contenido del Teorema .41

Supongamos ahora k > 2y que (4.4.3)—(4.4.4) es valida para toda bola en U y todo
multiindice a de orden menor o igual a k — 1. Sea entonces B,(xy) C U fija y a un

multiindice de orden k. Luego D%u = 8;(DPu) para algtn i = 1,...,ny |3| =k — 1.
Razonando de manera completamente analoga a (4.4.1]) es facil ver que

N nk
| D%u(zo)| < 7||DBU||L°°(aB%(xo))-

Por otro lado, si z € 9B: (o), entonces B%r(x) C B,(z9) C U. Luego, aplicando
la hipotesis inductiva,

n+1 k-1
b @k = 1)
|D U(l’)| S wn(kglr)”““_l ”uHLl(Br(a’O))'

Combinando estas dos tltimas estimaciones se concluye facilmente lo pedido. 0

Para terminar esta seccién, veamos como las estimaciones del Teorema impli-
can la analiticidad de las funciones armonicas. Recordemos que una funcion u € C*°(U)
es analitica si su serie de Taylor converge a u. Es decir

u(z) = Z M(w — 20)%,

ol

(o729

donde a!l :== ! ) y 2% = a2t - - 2

TEOREMA 4.4.5. Sea u una funcion armonica en U. Entonces u es analitica en U.
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DEMOSTRACION. Sea xg € U. Debemos entonces ver que u se representa por su
serie de Taylor en un entorno de zo. Sea r =  dist(zo, OU) y M = ——||ul| (B, (z0))-

Como B,.(x) C Ba,(x¢) C U, para cada = € B, () obtenemos por el Teorema

N 2n+1n o] N
e e
Asumamos por un momento que, para todo multiindice «, se tiene la desigualdad
(4.4.5) a|lel < elelplela),

Luego, de (4.4.5)) se obtiene la estimacion

2n+1n26 lov]
(446) ||DauHLoo(Br(xO)) S M( . > al.

Para ver entonces la convergencia de la serie de Taylor, debemos estimar el término
de error

Ry(e) =u(@) -3 3 2 QZEJ"O) (x — )"
k=0 |a|=k '
_ Z D%u(xy —|—at!(a: — x)) (2 — 20)°,
jal=N

donde t € [0,1] depende de z. Finalmente, de (4.4.6) obtenemos, si |z — x| < R,

ont+l,2 N
WWMMZC—E)W

r
laj=N

2n+1 2 N
M (_R) 4{a €N o] = N}

,
Observemos que {a € Njj: |a| = N} C {a € Nj: 0 < a; < N}, de donde
#{aeNl:|la| =N} < (N+1)" <2V

para NN suficientemente grande. Luego,
2n+2 2 R N
Ryt <3 (FEE )
,

si R < 5755, cuando N — 0.

Queda entonces probar (4.4.5)). Pero

con lo cual |af! < nlolal.
Ahora,
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y evaluando en z = |a| = k, mas la desigualdad anterior, se obtiene
|l < el < elplal.

Esto finaliza la demostracion. O

4.5. Foérmulas de representacion y funciones de Green

En esta seccion intentaremos encontrar formulas de representacion para las solucio-
nes de la ecuaciéon de Poisson en un dominio acotado U. Es decir, dadas f: U = Ry
g: OU — R buscaremos encontrar una féormula cerrada que nos permita calcular u en
términos de f y g. Veremos las limitaciones de esa idea aunque también muchas de las
importantes consecuencias que tiene.

Empecemos recordando que si f € C%(R") y ® es la soluciéon fundamental dada en

la definicion [£.2.2] por el Teorema se tiene que

(4.5.1) u(z) = & * f(x)
es una solucion de la ecuacién de Poisson
—Au=f enR"

OBSERVACION 4.5.1. Observemos que u definida en (4.5.1) es acotada, en conse-
cuencia, por el Teorema de Liouville (Corolario [4.4.2)) se tiene que si v es acotada y
verifica que —Av = f en R” entonces u — v es constante.

Recordemos ahora la segunda férmula de Green (c.f. Ejercicio [1.4.15))
(4.5.2) / (vAu — uAv) dx = / (vVOpu — uOyv) dS,
U

ouU
valida para u,v € C*(U) N CY(U).
Tomemos ahora u € C2(U)NCH(U), un punto z € U y £ > 0 tal que B.(z) CC U.

Si evaluamos entonces la formula de Green (4.5.2)) en el dominio U \ B.(x) y como v
tomamos

v(y) = Pz —y) = (),
obtenemos, dado que A® =0 en R™\ {0},

(4.5.3) / O, Audy = / (P00t — u0n®,) dS, — / (P00t — u0y®,) dS,,
U\Be(z) U OB (x)

donde hemos tomado en ambas integrales n como la normal exterior al dominio de
integracion (observemos que la normal exterior a B.(z) es la normal interior a U \

B.(x)).

Queremos estudiar ahora el limite en la dltima expresion cuando € — 0. Para eso,
observemos primero que si y € B.(x), entonces

c Cn
P, (y) =

cuando n > 3 (realizaremos los calculos suponiendo que n > 3, el caso n = 2 queda
como ejercicio al lector). Luego

/ ®,0hudsS,
OB ()

n pu—
’17 _ y’an €n72

Cn

En—2

(4.5.4) <

|Vl oo ynw,e™ " — 0,  cuando € — 0.
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Ahora, observemos que n = =* y luego, para y € 0B.(7),

_ (n—2
On®, =VO(r —y) - n=c,(2—n) A" ~n:—w.

[z —y|" ent

Recordemos, de la definicion , que ¢, = m, en consecuencia,
1
On®y = ———.
NWRE™™
Luego
(4.5.5) / uOp @, dS, :][ u(y) dS, — u(z), cuando e — 0.
OB (x) OB.(x)

Si se combinan (4.5.3)), (4.5.4) y (4.5.5)), se prueba el siguiente teorema.

TEOREMA 4.5.2. Sea U C R™ un dominio acotado con frontera de clase Ct y sea
ue C*U)NCYU). Entonces se tiene

(4.5.6) U(fv)z/(]@(x—y)(—AU(y))der/ (®(z = y)Oauly) —u(y)dn®(z —y)) dS,.

U
Supongamos ahora que se conocen los valores de Au y de ulgy. {Es posible entonces
reconstruir v mediante el Teorema [4.5.2

De la formula de representacion parece ser que se precisa, ademas, conocer
Ontt|py. Sin embargo, de acuerdo a lo que vimos hasta el momento, esto no ocurre en las
aplicaciones. Luego, debemos tratar de modificar la férmula de representacion (4.5.6|)
para que el valor de J,u no aparezca en la misma.

Para eso, se busca una funcién auxiliar ¢, € C?(U) N CY(U) que verifique

{A@mnzo en U

(4.5.7) ©.(y) = ®(x —y) en OU.

Asumamos por el momento que tal funcion auxiliar existe. Si aplicamos la formula

de Green (4.5.2) al par u, @,, se obtiene
—/ o Au dy :/ (U0 — Pz0nu) dS,,.
U au

Si recordamos que ¢, (y) = ®(z—y) paray € OU y llamamos G(x,y) = ®(x—y)—p.(y),
del Teorema [4.5.2] se obtiene

uw) = [ Gla)(-aum)dy— [ u()0,Gla.y)ds,

ou

En consecuencia, si u € C2(u) N C*(U) verifica que
—Au=f enU
u=gq en OU,

entonces

(45.3) wa) = [ Gty | oot ds,

ou
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DEFINICION 4.5.3. La funcién recién definida G(z,y) se la denomina la funcion de
Green del laplaciano en U.

EJERCICIO 4.5.4. Determinar cuél debe ser la funciéon auxiliar ¢, para que en la
formula de representacion no aparezca el valor de u en la frontera, pero si su derivada
normal. Obtener luego la férmula

uw) = [ Gty [ hw)Gie.pas,
con G(z,y) = ®(z — y) — P.(y), donde u verifica

—Au=f enU
Opu="h  en OU,
DEFINICION 4.5.5. A la funcion
P(z,y) = —0nG(z,y), x€U, yedl,

se la llama el nucleo de Poisson.

Veamos ahora algunas propiedades de la funciéon de Green y del niicleo de Poisson.

PROPOSICION 4.5.6. Con las hipotesis y notaciones de arriba, se tiene que

/ P(xz,y)dS, =1, para todo x € U.
U

DEMOSTRACION. La demostracion es una consecuencia inmediata de la férmula

, tomando u = 1. 0
PROPOSICION 4.5.7. Con las hipdtesis y notaciones de arriba, se tiene que
G(z,y) = Gy, 2).
DEMOSTRACION. De la definiciéon de la funcién de Green se tiene que
Gz, y) = @@ —y) —ea(y), Gy, x) =y —x) — py(2).
Observemos que por la definicién de @, tenemos que ®(z —y) = ¢(y — z).

Fijemos z,y € U, x # y y definimos v(z) = G(z,2), w(z) = G(y,z) con z € U.
Luego debemos ver que v(y) = w(z).
De la definiciéon de (G, sabemos que
Av =0, enU\{z},
Aw =0, en U\ {y},
v=w, en JU.
Si ahora tomamos € > 0 pequeno de manera tal que B.(x), B.(y) CC U y llamamos

Vo =U\ (B:(x) U B:(y)), por la formula de Green (4.5.2)) aplicada a v, w en V. se tiene
que

/ (wOyv — VOw) dS, = / (V0w — WOKV) dS,.
OB (z)

0B:(y)
Calculemos el limite cuando ¢ — 0 en la tltima expresion. Observemos primero que

|Vw|| oo (. (z)) < C, para todo € < &g
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y
Vv ooy < C, para todo € < e.

Por otro lado

lw(z)] < C (1 + . 1_2> , para z € 0B.(y)

(=) < C (1 + gn—l_z) . para = € 9B.(x).

Luego

/ vOw dS,| < / |Vwl||v]dS, < Ce — 0, cuando € — 0.
0Bc(x) OB. ()

Analogamente
/ wyv dS,
635(9)
Finalmente,
/ wopv dS, = / w(z)0n®(z — x)dS, — / WOy dS.,.
OB:(x) OBe () OB:(x)

/ WOy P, dS,
dB:(z)

dado que w y ¢, son regulares en U y

— 0, cuando e — 0.

Pero

— 0, cuando e — 0,

/ w(z)0nP(z — ) dS, :][ wdS, — w(x), cuando e — 0.
0B (x) 0B.(z)

De manera anéloga
/ vOuw dS, — v(y), cuando e — 0.
8Be(y)

Esto concluye la demostracion. 0

OBSERVACION 4.5.8. Antes de proseguir, hagamos la siguiente observacion. Diga-
mos que se tiene un abierto U C R™ y funciones f: U — Ry ¢g: OU — R. Se quiere
resolver la ecuacion de Poisson

(4.5.9) {—Au =f enU

u=gq en OU

Asumamos que f € C*(U) y que existe f € CZ(R") tal que f|y = f. Luego, por lo
visto en el Teorema m, si definimos v = ® % f se tiene que —Av = f en R". Luego,
si llamamos w = u — v se tiene que w verifica

(4.5.10) Aw =0 en U
w=g—v endU.

Reciprocamente, si podemos resolver la ecuacion de Laplace (4.5.10)), entonces la fun-

cion u = w + v serd una soluciéon de (4.5.9)). Luego, nos concentraremos en buscar una
expresion integral para la solucion de (4.5.10))



4.6. CALCULO DE LA FUNCION DE GREEN EN DOMINIOS CON SIMETRIA 45
4.6. Calculo de la funcion de Green en dominios con simetria

En esta seccion consideraremos dominios con simetria y haremos uso de esa simetria
para dar una formula explicita de la funcion de Green.

Consideraremos dos casos,
1. Cuando el dominio es el semiespacio superior, i.e.
U=R"?={( 2,) eR": 2’ e R"", z, > 0}.
2. Cuando el dominio es una bola,
U=B,(0)={xeR": |z|<r}.

4.6.1. El semiespacio superior. Dado z € R se define la reflexiéon de x por
= (2, —x,), siz= (2 x,).
Observemos que si x € R’} , entonces ¥ € R’} y que si z € JR’}, entonces z = .

Definimos entonces

0. (y) = Py — 7) = ! !

=2 (jy = '+ [y + 2]2)

Observemos que si y € IR, entonces y,, = 0 y luego ®(y — ) = ®(y — ). Por otro
lado, como Z & R} sigue que Ag,(y) =0 en RY.

n—2"°
2

Luego tenemos

DEFINICION 4.6.1. Se define la funciéon de Green de R’} a

(;(xvy):: ¢%17—‘y)‘— @x(y) = Cn (’$__1 - . nQ) ’

y’an (|$/_y/|2_|_|$n+yn|2) 5

_ 1
donde ¢, = T on
OBSERVACION 4.6.2. El ntcleo de Poisson de R se calcula entonces como
2x, 1
P(I’,y) = —8nG(x,y) = anG(xayﬂyn:O = T

nwnp, |l‘ - y|n

con v € R} ey € ORY.

Tenemos entonces el siguiente teorema,

TEOREMA 4.6.3. Sea g € L*(R" 1) N CY(R"') y definimos

we)i= [ Plaotas, =2 [ Iy

nion Jens (I — P2 + 2)

Entonces

L. ue C®RY)NL*RY),
2. Au=0en R} y
3. para xy € ORY,
lim u(z) = g(xo).

=T
n
x€R+



46 4. LA ECUACION DE LAPLACE Y DE POISSON
DEMOSTRACION. Observemos primero que, para y € OR’, el niicleo de Poisson es
armonico en R’ como funciéon de x. En efecto,
ApP(x,y) = A: (0,,G(x,y)) = 0y, (DG (x,y)) =0,

dado que la funcién de Green G(z,y) es armoénica como funcion de z. Recordemos
también que, por la Proposicion se tiene que

/ P(z,y)dy = / P(x,y)dS, =1, paratodoz € R".
Rn—1 oR™
Ahora bien,

lu(z)| < HgHoo/ 1 P(x,y)dy = ||g||ls, paratodox € R.
Rn—

Esto prueba [I} Por otro lado,

Bua) = [ Au(Pla)atwdy =0,

lo que prueba 2
Finalmente, dado ¢ > 0 sea § > 0 tal que |g(y) — g(xo)| < € si |y — zo| < J. Luego,

o) gtenl =| [ Peaots) - atan)

< [ Pt = sl dy

= / P(z,y)lg(y) — g(xo)| dy + / P(x,y)9(y) — g(z0)| dy
Bg(.’[o) R”fl\Bl;(wo)
— () + (I1).

Para () se tiene
(I)Sé‘/ P(fﬂ,y)dyée/ P(z,y)dy = e.
B(g(it()) Rn—1

Ahora, si [v — zo| < Sy |y — 20| > 4, se tiene que

) —x
[y —wo| < fy — 2’|+ |2" = zo] <[y —a'[+ 3 < |y—x'|+w>
de donde
Ly — ol < ly— |
—|y —x — 2.
5 Y 0 Y
Luego
1 on
< -
ly — 2’| ~ |y — xo|”
Ahora, si |z — zo| < § estimamos (1) como
2z,
(1) < 2 gl [ <0
nwn R2—1\ B (z0) |y — I()’n

six, — 0.
Esta tltima estimacion concluye la demostracion de 3] y por ende del Teorema. O
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4.6.2. La bola. En esta secciéon calcularemos la funcién de Green de la bola
unitaria B;(0). Por simplicidad de notacion, escribiremos B = B;(0).

Al igual que en el caso del semiespacio, se precisa una reflexion que realice una
biyecciéon entre los puntos de la bola y los del complemento, manteniendo el borde fijo.
Esa simetria se realiza a través de la transformacion de Moebius

= W7 para x # 0.

Observemos ahora que si y € 0B y « € B, x # 0, entonces

ly —zf* = |y|2—2y x+|x|2—1—2x;+—
2 1 2
R | I
de donde
zlly — 7| = |z —yl.
Luego, si definimos la funcién auxiliar
pa(y) = @(|z|(y — 7)),
con x € B, x # 0, entonces se tiene que
Ap, =0 en B
Pa(y) = ®(x —y) endB.

Con todo esto se tiene

DEFINICION 4.6.4 (Funcién de Green de la bola). La funcién de Green de la bola
se define como

Gz, y) = ®(x —y) — ¢u(y) = (z —y) — O(|[(y — 7))

Calculemos ahora el nucleo de Poisson P(z,y). Observemos que el vector normal
exterior a B en un punto y € 0B es n = y. Luego

(4.6.1) P(z,y) = —0,.G(z,y) = =V, G(z.y) ZaylG z,Y)y

Ahora, es una facil verificacion que

1z —y
nwp, |I - yln’

8yi<1>(x - y) -

1 o — WQZ/?:

DJal(y — 7)) = —

y reemplazando en (4.6.1]) se llega a la expresion
11— |z

nwy [ — y[*

2 =yl

(4.6.2) P(z,y) =

DEFINICION 4.6.5. El ntcleo de Poisson de la bola unitaria B se define por la

expresion (4.6.2)) para z € B ey € 0B.
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EJERCICIO 4.6.6. Encontrar la expresion de la funcion de Green y del nucleo de
Poisson de la bola Br(zo).

Veamos ahora que, efectivamente, podemos utilizar la expresion del ntcleo de Pois-
son para resolver la ecuacion de Laplace en la bola.

TEOREMA 4.6.7. Sea g € C(0B) y definimos u: B — R por la férmula

u(z) = / 9(y)P(x,y) dS,.
oB
Entonces se tiene que

1. ue C®(B)NC(B),
2. Au=0 en B,
3. para todo x¢ € 0B,

lim u() = g(xo).
zeB

OBSERVACION 4.6.8. Este teorema es el analogo al Teorema [4.6.3| para la bola.

DEMOSTRACION. Los puntos 1 y 2 a esta altura son estandar y quedan de ejercicio.
Queda entonces verificar el punto 3.

Por la Proposicion [4.5.6] se tiene que

/a (9(0) = o)) Pla.) 5,

Ahora, tomamos € > 0 y sea § > 0 tal que |g(y) — g(xo)| < € si |y — x| < J. Luego, la
ultima integral la partimos como

/ l9(y)—g(x0)|P(z,y) d5y+/ l9(y)—g(x0)|P(z,y)dS, = A+ B
OBN{|y—o| <5} OB {|y—o|>5}

lu(z) — glzo)| = < /8 lal) = o(a0) Pl dS,

Para A se acota

Age/ P(x,y)dS, <e.
dBN{|y—=zo|<d}

Ahora, para B, si asumimos que |x — zg| < g, tenemos que

)
5§!y—fco\ély—x!+!x—wol<|y—x|+§7

de donde
ly — x| > é
-2
Luego
2" 1 — |x]?
P(z,y) < e
de donde

n

2
B < —2lgllo( = o) 0, cnando z — zo, dado que Jro| = 1.

Esto termina la demostracion del teorema. O
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4.7. El método de Perron

En esta seccion estudiaremos el problema de existencia para la ecuacion de Laplace
en dominios generales. Luego, nuestro proposito serd demostrar que, dado U C R" y
g € C(9U), existe una funcion u € C*(U) N C(U) que verifique

Ay —
(4.7.1) u=0 enU
u=g en OU.

Recordemos que, por la Observacion [£.5.8] esto implicaré la existencia de una so-
lucion de la ecuacion de Poisson

Au=f enU
u=yg en OU.

para toda f € C*(U) y g € C(9U).
La idea del método de Perron es que la solucion de (4.7.1)) se construye como el

supremo de las funciones subarmoénicas v tales que v < g en OU. Recordemos que
v € C%*(U) se dice subarmoénica en U si

Av>0en U.
Es facil ver que si u verifica (4.7.1) y v es subarmonica en U y verifica que v < g en
oU, entonces v < u en U.

En general es complejo construirse funciones subarmoénicas debido al requerimiento
de que las mismas sean de clase C?. Sin embargo, es posible relajar esa hipotesis defi-
niendo a las funciones subarmonicas como aquellas que se comparen con las funciones
armonicas.

DEFINICION 4.7.1 (Funciones subarménicas). Sea v € C(U). Decimos que v es
subarmonica en U si para toda bola B CC U y h arménica en B tal que v < h en OB
se verifica que v < h en B.

De manera anéloga, se define una funciéon superarmoénica invirtiendo las desigual-
dades en la definicién anterior.

En el Ejercicio 4.8.17| se repasan algunas de las propiedades elementales de las
funciones sub y superarmonicas.

Se tiene entonces el siguiente teorema:

TEOREMA 4.7.2. Sea g € C(0U), U C R" acotado. Se definen

Syi={veCU):v<gendU yuv es subarmonica} y u(z) := sup{v(x): v € S,}.

Entonces u es armonica en U.

DEMOSTRACION. Observemos primero que S, # (). En efecto, la funcién constante
v(z) =infsy g € 9.

Por otro lado, la funcién constante w(z) = supg; g es superarmonica y w > g en
oU, luego, por el Ejercicio , w > v para toda v € Sy, de donde

infg <wu(xr) <supg paratodo x € U.
ou oU
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Luego, u esta bien definida.

Seay € Uy sea {vg ey C 9y tal que vi(y) — u(y). Podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que la sucesion {vg}ren es uniformemente acotada, dado que v, <
supyy g para todo k£ € N y, eventualmente, podemos reemplazar v, por

U () == max{vg(x), 18nUfg}.

Sea R > 0 tal que Bgr(y) CC U y se define el levantamiento armdnico de vy en Br(y)
como
ixeU\B
oy [0 5 U\t
U(x) six € Bgr(y),

donde v}, es la soluciéon de

At =0 en Bgr(y)
Uy =vr  en OBg(y),

dada por el nucleo de Poisson de Bg(y).
Es facil ver que Vj, resulta subarmonica en U (cf. Ejercicio [4.8.17)). Luego, se tiene
que Vi € Sy v vk(y) < Vi(y) < wuly), de donde Vi (y) — u(y) cuando k — oo.

Como |V (x)| < supyy |9, para todo k € N y para todo x € Br(y), por el Teorema
de estimacion de las derivadas (Teorema |4.4.1)), se tiene que

sup |9;Vi| < c(n, p)||Vill L (B = ¢(n, p) sup |g],
By (y) oU

(puede comprobarse, jhagalo!, que ¢(n, p) < 2""?n(R — p)~1).

Estas estimaciones dicen que la sucesion {Vj }ren es equiacotada y equicontinua en
cada bola B,(y) con p < R. Luego, por el Teorema de Arzela-Ascoli, existe v y una
subsucesion {Vi, }jen C {Vi}ren tal que Vi, = v sobre compactos de Br(y).

En consecuencia, esta funcién v resulta armoénica en Bg(y) y verifica que v(z) <
u(z) para todo x € Br(y) v v(y) = u(y).

El teorema quedara entonces demostrado si logramos probar que u = v en B,.(y).
Razonemos por el absurdo y supongamos que existe z € Br(y) tal que v(z) < u(z).,
luego existe @ € Sy tal que v(z) < 4(z) < u(z). Sea w; := max{u, Vi, } y sea W; el
levantamiento armoénico de w; en Bg(y).

Razonando exactamente igual que antes, se concluye que existe w y {Wj, }ien C
{W;}en tal que W;, = w sobre compactos de Br(y) y w es armoénica en Bg(y).

Pero, como Vi, < W, < u, sigue que v < w < u en Bg(y) y como v(y) = w(y) =
u(y) y tanto v como w son armonicas en Bg(y) por el principio fuerte del méaximo

concluimos que w = v en Bgr(y). Pero esto es un absurdo puesto que v(z) < @(z) <
wj, (2) < Wj,(2), de donde v(2) < a(z) < w(z). O

EJERCICIO 4.7.3. Demuestre que si existe una funciéon w tal que Aw = 0en U y

w = g en QU entonces w = u, donde u es la funciéon construida por el método de Perron
en el Teorema 4.7.2.

Luego, el problema (4.7.1)) es resoluble si y sélo si la funcién v construida por el
método de Perron en el Teorema [4.7.2 es la solucién del mismo. Para chequear que
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efectivamente u resuelve (4.7.1)) basta con verificar que u = g en U y sabemos, por la
construccion, que u < g en OU.

Para poder verificar la condicion de contorno, es necesario hacer alguna suposicion
sobre la frontera de U, OU.

DEFINICION 4.7.4. Sea y € OU. Una funcion w € C(U) se dice una barrera en y
relativa a U si,

L. w es superarmonica en U,
2.w>0en U\ {y}y w(y) =0.

OBSERVACION 4.7.5. El concepto de barrera introducido en la Definicion [4.7.4] es
local. Es decir, si se define una barrera local en y € OU a una funcién w que verifique
la definicion [4.7.4len N N U, donde N es un entorno de y, entonces se puede construir
una barrera global de la forma: B = B,(y) CC N, m = infy\gw > 0

() = {ml’n{m,w(x)} en (:]ﬂ B
m en U\ B.

DEFINICION 4.7.6. Un punto y € OU se dice regular con respecto al laplaciano si
existe una barrera en y relativa a U.

En consecuencia se tiene el siguiente lema.

LEMA 4.7.7. Sea u la funcion armdnica dada por el método de Perron en el Teorema
[4.7.3. Siy € OU es regular con respecto al laplaciano, entonces u(xz) — g(y) cuando
Usx—yedU.

DEMOSTRACION. Seae > 0y M = supy |g|. Como y € OU es regular con respecto
al laplaciano, existe entonces w una barrera en y. Sean o, k > 0 tales que
9(z) —g(y)l <& sile—yl <d, z,yecdU
kw(z) > 2M si|lr—y| >4, xeU, yedl.

Es facil ver que 9(z) := kw(x) 4+ ¢+ g(y) resulta superarmonica en U y v(x) > g(z)
para x € OU.

Por otro lado, resulta también facil ver que v(x) := —kw(z)—e+g(y) es subarmonica
en U yv(z) <g(x)para z € OU.

En consecuencia, se tiene que

v<u<wv,
de donde
u(z) = g(y)| < &+ kw(z).
Como w es continua y w(y) = 0 se concluye lo deseado. O

Con la ayuda de este lema se tiene el siguiente resultado,

COROLARIO 4.7.8. El problema de Dirichlet (4.7.1)) es resoluble para toda g €
C(0U) si y sdlo si todo y € OU es reqular con respecto al laplaciano.
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DEMOSTRACION. El reciproco es consecuencia inmediata del Lema previo.

Supongamos ahora que para toda g € C'(0U), existe u solucion de (4.7.1]). Entonces,
dado y € OU tomamos g(x) = |z — y| y llamamos w a la solucion de (4.7.1]) con dato
g. Luego es facil verificar que w es una barrera en y. 0

Para finalizar daremos una condicién geométrica que garantice que un punto y € U
es regular con respecto al laplaciano.

PROPOSICION 4.7.9. Sea U C R"™ acotado e y € OU. Si existe una bola exterior
tangente a U en y, entonces y es reqular con respecto al laplaciano.

OBSERVACION 4.7.10. Una bola exterior tangente a U en y es una bola B C R"\ U
tal que BNU = {y}.

OBSERVACION 4.7.11. Es relativamente sencillo ver que si OU € C? entonces existe
una bola exterior tangente a U en y en todo punto y € OU. Ver Ejercicio

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION [4.7.91 Sea B = Bg(zy) la bola exterior
tangente a U en y € OU. Entonces se define

lz—o|

log =—+ sin=2
w(z) ;:{ ;"

1 .
Rn—2 - \x—z0|"*2 5171 2 3

Esta funcion w verifica que Aw = 0 en R"\ By w = 0 en 0B > y. Luego, es una
barrera. 0

4.8. Ejercicios

EJERCICIO 4.8.1. Probar que la ecuacién de Laplace Au = 0 es invariante por
rotaciones.

Esto es, si O € R™™ es una matriz ortogonal (i.e. O - OT = I,) y definimos
v(x) = u(Ox), entonces Av = 0.

EJERCICIO 4.8.2. Verificar las siguientes afirmaciones indicando en cada caso las
hipotesis de regularidad sobre u necesarias para su validez.

1. Combinaciones lineales: Si uy y us son funciones armonicas, entonces auq + Sus
es armonica.
2. Homotecias: Si u es armoénica, entonces uy(x) = u(Ax) es armonica.

3. Traslaciones: Si u es armoénica, entonces u(z — &) es armonica.
4. Diferenciacion respecto a pardmetros: Si u(z,7) es armonica para cada vy, en-
ou P
tonces 3*(z,7) es armoénica para cada 7.

5. Integracion respecto a pardmetros: Si u(z,7y) es armonica para cada vy, entonces
b L.
. u(z,~v)dy es armonica.
6. Diferenciacion respecto a x: Si u es armonica, entonces D“u es armoénica para
todo multiindice a € N™.
7. Convoluciones: Si u es armonica, entonces [ u(z — &)p(€)d€ es armonica.

EJERCICIO 4.8.3. Sea u armoénica en U C R?, abierto simplemente conexo. Probar
que entonces existe v armoénica en U tal que u + iv es holomorfa.

EJERCICIO 4.8.4. Decimos que v € C*(U) es subarmoénica si Av > 0 en U.
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1. Probar que si v € C'(U) entonces méxy v = maxgy v.
Sugerencia: Probarlo primero suponiendo que v satisface que Av > 0y luego
probarlo para v.(z) := v(z) + |z|* y hacer £ — 0.
2. Probar que si zg € U y r < d(z0, 0U), entonces

v(zo) < ][B( R

3. Probar que v verifica el principio fuerte del maximo.

4. Sea ¢ : R — R una funciéon convexa y regular. Si u es armoénica y v = ¢(u),
entonces v es subarmonica.

5. Probar que v = |Vu|? es subarmonica, si u es armonica.

EJERCICIO 4.8.5. Sea u € C*(B;(0)) N C(B1(0)) una solucion regular de

Au=f en B;(0)
u=g en 0B;(0).

Probar que existe una constante C', que depende s6lo de la dimensiéon del espacio, tal
que

méx |u| < C (méx g] —{—méx|f|> :

B1(0) 0B1(0) B1(0)

. Es cierta la conclusion del ejercicio si cambiamos B (0) por U un dominio acotado
cualquiera?

EJERCICIO 4.8.6. Notemos por B ala semi bola {r € R"/ |z| < 1,7, > 0}. Sea
u € C(B;"), armoénica en By con u =0 en B} N{x, = 0} y notamos = = (2/, z,) con

2’ € R". Definimos
Ulz) u(z) si x, >0,
| —u(e, —z,) siz, <0,

para x € B;(0). Probar que U es armonica en B;(0). Concluir que u es C'* hasta

{z, = 0}.

EJERCICIO 4.8.7. 1. Sea w una funcién armonica en B;(0). Probar que
sup |Vu(z)| < C sup |u(z)],
By /2(0) B1(0)

donde C' depende sélo de la dimension del espacio.
2. Sea u armonica en U y sea V CC U. Probar que entonces se tiene

sup |Vu| < C'sup |ul,
1% U
donde C' es una constante positiva que s6lo depende de la dimension del espacio

y de dist(V, 0U).

3. Deducir del item [1| que si u es armonica en Br(0), entonces
C
sup |Vu(z)| < = sup fu(z)],
Br/2(0) R Br0)

donde C es la constante del item [I
4. Concluir que si u es armoénica en R y acotada, entonces u es constante.
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EJERCICIO 4.8.8. Probar que existe a lo sumo una solucién acotada del problema

Au=f en R,
u=g en ORY.

. Sigue valiendo la unicidad si eliminamos la hipétesis de que u sea acotada?

EJERCICIO 4.8.9. Sea {uy};°, una sucesion de funciones armonicas en U que con-
verge uniformemente sobre los compactos de U a una funciéon u. Probar que u es
armonica.

EJERCICIO 4.8.10. Sea {u}reny € C?(U)NC(U) (U acotado), las soluciones de los
siguientes problemas,

Aup, =0 enU
up = gr  en OU.

Probar que si g = g uniformemente en OU, entonces existe u € C?(U) N C(U) tal que
ur = w uniformemente en Uy Au=0en U.

EJERCICIO 4.8.11 (Teorema de Harnack de convergencia monotona). Sea {uy}2,
una sucesion monotona de funciones armoénicas en un dominio U, entonces la sucesion
converge en todo punto o diverge en todo punto. En el primer caso, la convergencia es
uniforme sobre compactos y el limite es una funcién armoénica.

EJERCICIO 4.8.12. Probar que si u es armoénica en R y |u(z)] < C(1 + |z|*),
entonces u es un polinomio de grado a lo sumo k.

EJERCICIO 4.8.13. Probar que si el problema de Neumann

Au=f enU,
Opu =g en OU,

tiene una solucién en U acotado (u € C?(U) N CY(U)) entonces

/ f(x)dx = / g(x)dS.
U ouU
Relacionar con el Ejercicio [3.8.10]

EJERCICIO 4.8.14. Sea U un dominio con borde regular. Probar que si u € C*(U)N
CY(U) es solucion de

Au=0 enU,
Ot =0 en OU,

entonces u es constante.

EJERCICIO 4.8.15. Determinar la funcion de Green para la region U = Bg(0)\ B,.(0)
con 0 <r < R.

EJERCICIO 4.8.16. Sea u € C?*(Bg(0)) N C(Bg(0)) una funcién arménica y no
negativa. Probar la siguiente forma de la desigualdad de Harnack

R2R—|el) o RRtl])
"yt O =0 = e O
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EJERCICIO 4.8.17. Una funcion u € C(U) se dice subarmonica (superarmoénica)
en U si para cada bola B CC U y para cada funciéon h armoénica en B que satisface
u<h (u>h)en dB, se tiene que u < h (u > h) en B.

1. Mostrar que si u € C?*(U), u es subarmonica (segin esta definicién) si y solo si
Au > 0.

2. Si u es subarmonica en U, entonces satisface el principio fuerte del maximo; y
si v es superarmonica en U acotado, con v > u en OU, entonces v > u en U o
v = u.

3. Sea u subarmoénica en U y B CC U. Notamos con @ la funciéon armoénica en
B (dada por la integral de Poisson) que satisface & = u en dB. Definimos el
levantamiento armonico de u en B por

(2) = u(r), x € B,
= u(z), zeU\B.

Entonces v es subarmonica en U.
4. Si uq,...,uy son subarmonicas en U, entonces

u(z) = méx{u(z),...,un(z)}
es subarmonica en U.

5. Enunciar y demostrar los correspondientes resultados para funciones superar-
monicas.

EJERCICIO 4.8.18 (Principio débil del maximo). Sea

Lu=—> ayx 8wu+Zb )Ou 4 c(x)u,
1,5=1
donde a;j, b; y ¢ son funciones continuas en Uy u € C*(U)NC(U). La matriz (a;;)1<i,j<n
es simétrica y definida positiva para cada x € U (un operador £ con estas propiedades
se dice eliptico). Probar que si Lu < 0 en U y ¢ = 0 entonces el maximo de u se alcanza
en OU.

Sugerencia: Usar que si A, B son matrices simétricas y semidefinidas positivas de
n X n, entonces tr(A - B) > 0. {Demostrar este hecho!

EJERCICIO 4.8.19. 1. Sea L un operador eliptico (como fuera definido en el
ejercicio anterior) y supongamos que ¢ > 0 en U. Si Lu < 0, entonces
maxu < maxu’
U ou

donde u™ = méx{u, 0}.
2. Dar un contraejemplo para el item [I]si ¢ < 0.
3. Sea U acotadoy ¢ > 0. Si Lu= Ly en U y u=v en U entonces u = v en U.
4. Dar un contraejemplo para el item [3si U no es acotado.

EJERCICIO 4.8.20 (Lema de Hopf). Sea U un dominio con la propiedad que para
todo xy € OU, existe una bola B,(y) C U tal que zy € 0B,(y) (esto se conoce como
la propiedad de bola tangente interior). Sea u € C*(U) N C*(U) tal que Au>0en U,
xo € OU y u(xy) > u(x) para todo x € U. Entonces

Ont(z9) >0
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EJERCICIO 4.8.21. Usar el lema de Hopf para dar otra demostraciéon del principio
fuerte del maximo.

EJERCICIO 4.8.22. Demostrar que si U C R™ es un abierto con frontera de clase C?
entonces posee la propiedad de la bola tangente exterior.

EJERCICIO 4.8.23. Mostrar que el problema de Dirichlet es resoluble para todo
dominio U C R" que satisface la propiedad del cono exterior; esto es, para todo y € U
existe un cono circular finito K con vértice en y tal que K NU = {y}.

Sugerencia: Mostrar que en cada punto y € AU puede elegirse una barrera de la
forma w = r* f(6) donde (r,0) € Ry x S"! son las variables polares centradas en .



Capitulo 5
Transformada de Fourier

En este capitulo estudiaremos una herramienta fundamental en el estudio de las
ecuaciones en derivadas parciales lineales en R", la Transformada de Fourier. Esta
herramienta es también fundamental en otras ramas del anélisis y de la matemética
en general, pero en este curso nos enfocaremos en sus aplicaciones a la resoluciéon de
ecuaciones en derivadas parciales.

A lo largo de este capitulo asumiremos que todas nuestras funciones son a valores
complejos, es decir

u: R*" — C

y todos los espacios vectoriales se entenderan como C—espacios vectoriales.

5.1. Definicion y propiedades elementales
Empecemos con la definicion de la transformada

DEFINICION 5.1.1. Dada u € L'(R") se define la transformada de Fourier de u
como

(5.1.1) Flu|(y) = uly) :== /n u(z)e” ™Y d.

Observemos que si u € L'(R™), entonces @ esta bien definida y se tiene la estimacion
[]loe < [|ulls.
Es decir,
F: LYR") — L®(R"™),
resulta un operador lineal y continuo.

EJERCICIO 5.1.2. Demostrar que si u € L'(R"™), entonces @ € Cy(R"™). Es decir, 1 es
continua y 4(y) — 0 cuando |y| — oco. Comparar con el Lema de Riemann-Lebesgue,

Lema[3.3.2

La transformada de Fourier se comporta muy bien respecto de la convolucién como
lo muestra la siguiente proposicion.

PROPOSICION 5.1.3. Sean u,v € LY(R"™). Entonces Flu * v](y) = u(y)d(y).
57
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DEMOSTRACION. El resultado es una consecuencia inmediata del Teorema de Fu-
bini. En efecto

Fluxvl(y) = /n(u *v)(z)e Y dy

_ / n ( / u()(e - 2) dz> e~2miY gy
_ / () < / ol = z)ermien dx) dz

Si se realiza ahora el cambio de variables t = x — z, se llega a

/ ) u(2) ( / ) v(t)e >y dt) e 2" 4z = Gi(y)d(y),

como queriamos demostrar. 0

Veamos ahora dos propiedades fundamentales de la transformada de Fourier. Las
mismas vinculan la regularidad de la transformada con el decaimiento de la funciéon y
viceversa.

TEOREMA 5.1.4. Sea u € LY(R") tal que |x[*u € L'(R™). Entonces 4 € C*(R") y
se tiene la formula

D%u(y) = Fl(—2miz)u|(y), para todo multiindice || < k.

DEMOSTRACION. Probaremos el teorema para k£ = 1. El caso general sale por
induccion y es dejado de ejercicio.

Ahora bien,
Oy, u(y) = 0y, / u(z)e ™Y dy
= / u(z)(—2miz;)e >V dx
= Fl(=2miz;)ul(y),

donde el intercambio de la diferenciaciéon con la integral se verifca facilmente con la
ayuda del Teorema de Convergencia Mayorada y queda también de ejercicio.

Esto concluye la demostracion. U

TEOREMA 5.1.5. Sea u € CH(R") tal que D € L'(R™) para todo multiindice
la| < k. Entonces se tiene

F[Du)(y) = (2miy)“a(y).

DEMOSTRACION. Al igual que el teorema anterior, s6lo haremos la demostracion
para el caso k = 1. El caso general se concluye por inducciéon y queda de ejercicio.
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Ahora,
—9rix-
Floy,ul(y) = | Opu(x)e ™Y dz

R”’L
:27riyj/ u(z)e” ™Y dy

= 2miy;u(y),
donde en la segunda igualdad hemos usado el hecho de que u tiene soporte compacto.

Esto concluye la demostracion. 0

OBSERVACION 5.1.6. Observar que la conclusién del Teorema [5.1.5] sigue siendo
valida si en lugar de soporte compacto se requiere que u decaiga rapidamente cuando

Esta relacion que existe entre regularidad y decaimiento a través de la transformada
de Fourier da lugar a la definicion de la clase de Schwartz.

DEFINICION 5.1.7 (Clase de Schwartz). Se define la clase de Schwartz como
S = {u € C™(R™): sup (1 + |z|!)|D*u(x)| < oo, para todo j € Ny, o € Ng} .
zeR?

OBSERVACION 5.1.8. Obviamente, se tiene que C°(R") C S. Un ejemplo no trivial
de una funcion en la clase de Schwartz es la funcion gaussiana u(x) = el Queda de
ejercicio verificar ese hecho.

Dentro de la clase S se define la siguiente nocién de convergencia
DEFINICION 5.1.9. Sea {ug}tren C Sy u € S. Decimos que uy converge a u en S,
y se nota por uy 5, u, si
D%y, = D%u, para todo o € Njj y

sup (1 + |z?)| D*uy(z)| < Cjq, para todo k € N.
TER™

Como consecuencia inmediata de los Teoremas y se tiene

COROLARIO 5.1.10. Sea u € S. Entonces . € S. Mds ain, F: S — S resulta
continua con la nocion de convergencia dada por la Definicion[5.1.9

DEMOSTRACION. Siu € S, de los Teoremas y p-1.5 es inmediato obtener que
1 € §. La continuidad con respecto a la convergencia en § queda como ejercicio. [

Enunciamos ahora un ejercicio sencillo que seré de utilidad en lo que sigue.

EJERCICIO 5.1.11. Sea u € S§. Probar que u € LP(R™) para todo 1 < p < oo.

El siguiente ejercicio, si bien no lo necesitaremos en lo que sigue, resulta interesante.

EJERCICIO 5.1.12. Probar que se puede definir una métrica en & que defina la
nociéon de convergencia dada en la Definicion [5.1.9]

De hecho, para cada o € Nj y j € N, se define
() = sup (1 + |z|)[ D% u ()]
z€R™
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Cada aplicacion [, ; resulta una seminorma. Verificar que [u],; = 0 para todo j € N
y para todo a € Njj si y solo si u = 0 (es decir, la familia de seminormas {[-]o j}a,; €s
completa).

Probar luego que si se tiene un espacio vectorial X con una familia numerable de
seminormas {[];};en entonces si la familia {[-];},en es completa, la funcién

d(u,v) = Z l—[u —

<271+ [u—v;
define una métrica en X con la propiedad de que d(ug, ) — 0 siy solo si [uy —u]; — 0

cuando k — oo para todo j € N.
Concluir el enunciado el ejercicio.

EJERCICIO 5.1.13. Probar que § con la métrica del Ejercicio |5.1.12] es completo.

5.2. El Teorema de Plancherel y la teoria L?

En esta seccion demostraremos el Teorema de Plancherel que afirma que dada una
funcién u € S, su norma L? coincide con la norma L? de su transformada de Fourier,

~

u.

Este hecho nos permitiré extender la definicion de la transformada de Fourier para

funciones de L*(R™) a las que, a priori, la férmula ((5.1.1]) no es aplicable.

Para eso necesitamos el siguiente lema

LEMA 5.2.1. Se tiene

n 21,12
Flexp(—t|z|*)](y) = <z> * exp (—7r vl > , para todo t > 0.

t t

DEMOSTRACION. Observemos primero que

Flexp(—tlz[*)](y) = / ettt g Rl iy

/ / —tzl—27rzx1y1 . —tm 7 —2MITRYn dl’l d
—tm

- Fle e 1 (Yn)-

2 .
~%" entonces ¢: R — R verifica

Ahora, observemos que si ¢(x) = e

o' (z) + 2txp(zr) =0, parax€R
p(0) = 1.
Por otro lado, de los Teoremas y [5.1.5, se tiene que Fl¢'][(y) = 2miyp(y) v

() (y) = Fl(—2mix)|(y). Luego, se deduce que ¢ verifica la siguiente ecuacion dife-

rencial ordinaria )
“ ™ “
(9)'(y) +27-y¢(y) =0, paray € R,

de donde sigue que

para alguna constante ¢ € R.
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Para determinar el valor de la constante ¢ se procede como sigue,

c:gb(O):/Rgo(x)dx:/oo e gy = 1.

—00

El valor de I es bien conocido, pero realicemos el calculo de todas formas. Para eso se

realiza el siguiente truco
I’ = (/ et dx) (/ e’ dy)
2 2

De todo esto se deduce que

Flexp(—tle|))](y) = [ [ ¢,
i=1
que prueba el lema. O

Veamos ahora el Teorema de Plancherel
TEOREMA 5.2.2 (Teorema de Plancherel). Sea u € S. Entonces se tiene que
[ull z2@ny = [la]] L2y

DEMOSTRACION. Observemos primero que si u,v € S, entonces

/u@dx:/ av dx.

En efecto, por el Teorema de Fubini, se tiene

/n u(z)o(z) de =
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—tla|?

Tomemos ahora u(z) = w(x) = e en la identidad de arriba y, por el Lema

[5.2.1] obtenemos
2 3 =2 2
/ o(z)e 1" do = (%)2/ v(z)e” T da.

Es facil verificar (queda de ejercicio al lector) que se tienen los siguientes limites

lim [ o(z)e 1 dz = / 0(x) dz

10 Jgn n
lim <E> : v(x)e_ﬁw|2 dx = v(0)
tlo \ ¢ n

de donde se concluye que

(5.2.1) /n 0(x) dx = v(0),

para toda v € S.

Sea ahora v € S y definamos v(z) = u(—z) y w = u*v. Observemos que v,w € S.

Ahora
w(0) =uxv(0) = / u(z)v(—z)de = / lu|? dz = HuH%z(Rn).
Rn

R”
Por otro lado, por la Proposiciéon [5.1.3] w = uv y

de donde @ = |i|* y aplicando (5.2.1]) a w se obtiene el teorema. O

OBSERVACION 5.2.3. Observemos que el Teorema de Plancherel nos dice que la
transformada de Fourier es una isometria en L?. En efecto, si pensamos F: S C
L*(R™) — L*(R™), entonces se tiene que

[Flu] = Flolllzz@ny = [lu = vll2@n),

luego, como S es denso en L*(R™) (s6lo basta recordar que C>°(R") C 8), F tiene una
tinica extension continua a L?(R™).

EJERCICIO 5.2.4. Demostrar que si u € L*(R™), entonces la transformada de Fourier
de u viene dada por

Flu] = lim u(z)e ™Y do,
R—o0 BR(O)

donde la igualdad se entiende en sentido L2.

Concluimos esta secciéon con dos teoremas sobre la transformada de Fourier en L2.
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TEOREMA 5.2.5. Sean u,v € L*(R™). Entonces se tiene

/m‘;dx:/ o de,

DEMOSTRACION. Para ver [2] s6lo observemos que en la Proposicion lo pro-
bamos para funciones en S y usamos la densidad de esas funciones en L2

1. (F preserva angulos)
2. Flu*v] = a0

El punto [1| es inmediato del Teorema de Plancherel y queda como ejercicio. 0

TEOREMA 5.2.6 (Formula de inversion). Para u € S se define

() :/ u(y)e*™™ Y dy.
Entonces se tiene que

(5.2.2) Flal(y) = uly).

Es decir, 1 = F[u].

Finalmente, F~' se extiende de manera tnica como una isometria a L*(R") y

resulta la inversa de la transformada de Fourier F en L*(R™).

DEMOSTRACION. Sélo mostraremos la validez de ([5.2.2). El resto es un sencillo
ejercicio.

Sea e > 0, z € R" y definimos v.(z) = exp(27iz - 2 — &|x|?). Del Lema[5.2.1 es facil
ver que

) = (2) exp(=Zly = =)

(s6lo hay que observar que Flexp(2miz - z)ul(y) = u(y — z)).
Sea ahora u € § y razonando de manera completamente analoga a la demostracion
del Teorema de Plancherel, calculamos

n 2
/ ube dr = (f) ’ / u(y) exp(—%|y —z*)dy — u(z), cuando ¢ | 0.

g

Por otra parte,

/ v, dr — i(z)e*™* dx = F'[a](z), cuando e | 0.
n Rn

wl. dex = uv, dx,
n Rn

se concluye la demostracion. O

Como se tiene que
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5.3. Espacio de distribuciones y distribuciones temperadas

En esta seccion daremos una breve introduccion a la teorfa de distribuciones y de
distribuciones temperadas que son necesarias para extender la transformada de Fourier
a objetos mas generales que funciones de L*(R™) (por ejemplo a la funcion u = 1).

Dado que no presenta ninguna dificultad adicional y que nos sera de utilidad mas
adelante (cf. Capitulo @ trabajaremos en un abierto arbitrario U C R". En las siguien-
tes secciones de este capitulo s6lo estaremos interesados en el caso en que U = R™.

Empecemos con las definiciones bésicas.

DEFINICION 5.3.1 (Funciones test). Sea U C R™ un abierto. Se denomina el espacio
de las funciones test al conjunto D(U) = C°(U) cuando esta dotado de la siguiente
nocion de convergencia: Decimos que {uy breny C D(U) converge a v € D(U) si existe
un compacto K C U tal que sop(uy) C K para todo k € Ny D%y = D%, para todo
multiindice o € Nj.

OBSERVACION 5.3.2. Cuando el abierto que se considera es R™ es usual notar
D(R™) =D.

EJERCICIO 5.3.3. Sea {U,;}ien una sucesion de abiertos de R™ tales que U; CC U,
U; C U paratodoi e Ny U =, U,.

Definimos D; = {f € D(U): sop(f) C U;}. (Observar que D(U;) € D;).

1. Probar que D(U) = J._, D;.

2. En cada D; definimos la siguiente nocion de convergencia: dada { fi}ren C D;
y f € D; decimos que fr — f en D; si y solo si D®f, = D*f uniformemente
en U;.

Probar que D; resulta metrizable y que D; resulta un espacio métrico com-
pleto. Sugerencia: razonar de manera analoga al Ejercicio [5.1.12]

3. Probar que {fx}ren C D(U) converge a f € D(U) en el sentido de la Definicion
[(.3.1]si y solo si existe ¢ € N tal que {fx}ren C D;, f € D; y fr — f en D; con
la métrica definida en el item previo.

4. Concluir que D(U) no es metrizable. Sugerencia: Usar el Teorema de Baire.

Ahora si, definamos el espacio de distribuciones

DEFINICION 5.3.4. Se define el espacio de distribuciones (o funciones generalizadas)
al dual topologico de D(U), D'(U), es decir

D'(U) :={T: D(U) — C: T es lineal y continua}.

Se usa la siguiente notacion para la aplicacion de dualidad: Si T € D'(U) y u € D(U),
se nota

(T, w)pwypwy = (T,u) == T(u).
OBSERVACION 5.3.5. Al igual que para el espacio de las funciones test, cuando el

abierto en consideracion es R™ notaremos D'(R") = D'.

En el espacio de distribuciones D'(U) se define de manera natural una nocion de
convergencia dada por la convergencia puntual.
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DEFINICION 5.3.6. Sean {Tj}reny C D'(U) y T € D'(U). Decimos que T}, converge

a T en D'(U) y se nota por Tj P s (T, u) — (T,u) cuando k — oo para toda

u e D).

El espacio de distribuciones es, en algtin sentido, el espacio més grande donde uno
puede trabajar. Esto significa que este espacio contiene a todas las funciones “razona-
bles”. Esto se ve en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 5.3.7. Sea f € Li..(U). Luego f induce una aplicacion Ty € D'(U) dada
por la formula

<%W:me

En efecto, si sop(u) C K C U entonces

(T, )] < /K 1l de < e /K fldz < oo,

Luego T esta bien definido, es claramente lineal y la misma cuenta muestra que re-
sulta continuo sobre D(U). En este sentido, haremos un pequenio abuso de notacion e
indicaremos que f € D'(U).

Notemos ademas que para todo 1 < p < oo se tiene que L? (U) C L (U) y, por

loc loc

ende, Li (U) C D'(U) para todo 1 < p < oo. En particular, C(U) C D'(U).

loc

EJERCICIO 5.3.8. Sea p una medida de Radon sobre U (es decir, una medida de
Borel regular tal que u(K) < oo para todo compacto K C U). Probar que la aplicacion
T,, definida por

T [
U

verifica que 7, € D'(U). Concluir que M(U) C D'(U) donde M(U) denota el conjunto
de las medidas de Radon sobre U.

En este caso también se hara el abuso de notacion 7), = p.

Supongamos por un momento que tenemos f € C1(U), luego 9;f € C(U) c D'(U)
(con el abuso de notacion del Ejemplo [5.3.7)). Luego

Oufu) = [ dufude =~ [ fouds = 5,00,
U U

Como d;u € D(U) si u € D(U), esto motiva la siguiente definicion,

DEFINICION 5.3.9. Sea T € D'(U). Se define 0,7 € D'(U), i = 1,...,n, como

(0;T,u) == —(T, O;u).

A la distribuciéon 9;T se la denomina la :—ésima derivada parcial débil de T'.

Las derivadas débiles poseen muy buenas propiedades como lo muestra el siguiente
ejercicio.

EJERCICIO 5.3.10. Sean {7} }reny C D'(U) y T € D'(U). Se tiene entonces

1. 0;(0;T) = 0;(9;T), para todo i, j = 1,...,n.
2. (DT, u) = (—=1)I*l{T, D*u), para todo multiindice a € Np.
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3. Si Ty ng) T entonces DT}, D—([>J) DT, para todo multiindice o € Njj.

Antes de proseguir, veamos alguno ejemplos de derivadas débiles.

EJEMPLO 5.3.11. 1. Es claro que si f € C'(U), entonces su derivada débil y

clasica coinciden.
2. Sea f: R — R dada por

r six >0

flx) = { = 21j0,00) (2)-

0 siz<0

Calculemos entonces su derivada débil f’.

(f uy =—(f,u) = —/Ooomu’(x) dr = /Ooou(m) dx,

donde hemos usado la formula de integracion por partes en la tltima igualdad,
junto con el hecho de que u tiene soporte compacto.
De la tltima expresion, se deduce que

, 1 siz>0
f(x) {0 G0 o ()

3. Calculemos ahora f” donde f(z) = 21}y c)(2).

() = — () = — / " () de = u(0),

donde hemos usado que u tiene soporte compacto y el item anterior.
Observemos que
<50’ u> = U(O),
donde dy es la delta de Dirac soportada en el origen que es una medida de
Radon sobre R (y por ende, un elemento de D’ segtn el Ejercicio [.3.8). En
consecuencia, se tiene que

/"= .
4. Calculemos una derivada mas, es decir f” = ¢,.
(00, u) = — (o, u') = —u'(0).
Es facil ver que esta distribucion no es una medida, y por ende M(R) C D'.
5. Sea ahora f = 1p,(9) donde B;(0) C R" y calculemos su derivada parcial débil.

(Oif,u) = —(f, Ou) = —/ Oiudr = —/ ux; dS,
B1(0) dB1(0)

donde hemos usado el Teorema de la divergencia de Gauss (observemos que z;
es la i—ésima componente del vector normal).

Luego, 0, f = —IidSLOBl(O)e M(R").

.Es posible extender la transormada de Fourier al espacio de distribuciones D’?
Para intentar responder esta pregunta, tomemos f € L'(R") y veamos qué distri-
bucién definiria f.

(o= [ fudy= [ fade= (1.0
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Ahora, esta formula no define una distribucion por el hecho de que @ ¢ D.

La manera de solucionar este inconveniente es ampliar la clase de funciones test de
manera que 4 sea una funciéon test cada vez que u lo sea. Luego, como hemos visto en el
Corolario [5.1.10[ el conjunto natural de funciones test para la transformada de Fourier
no es D sino la clase de Schwartz S.

Esta discusion motiva la siguiente definicion

DEFINICION 5.3.12 (Distribuciones temperadas). Se define el espacio de las distri-
buciones temperadas S’ como el dual topolédgico de la clase de Schwartz S. Es decir,

S :={T:8 — C: T es lineal y continua}.
Al producto de dualidad se lo nota
<T, u>5/,3 = <T, ’LL> = T(u)

OBSERVACION 5.3.13. Observemos que D C S y que la inclusiéon resulta continua.

o D S . .
Es decir, si {ug tren C D es tal que up — 0 entonces uy, — 0. En consecuencia toda dis-

tribucion temperada T' € S’ define automaticamente una distribuciéon por restriccion,
i.e. T|D eD.

Las verificaciones de estas afirmaciones quedan de ejercicio al lector.

EJEMPLO 5.3.14. Al igual que para el espacio de distribuciones D', se tienen las
siguientes inclusiones
LY(R™), My(R™) C &,
donde My(R™) := {pn € M(R"): |u|(R") < oo}.
De la Observacion [5.3.13| se tiene la siguiente cadena de inclusiones

(5.3.1) DCSCSCD.

Como consecuencia de toda esta discucion, llegamos a la siguiente definicion de la
Transformada de Fourier para distribuciones temperadas.

DEFINICION 5.3.15. Se define la transformada de Fourier para distrbuciones tem-
peradas al operador F: &' — &’ definido por

(T, u) = (T, @),
donde, como es usual, F[T] =T.

Veamos algunos ejemplos. Para eso precisaremos del siguiente ejercicio

EJERCICIO 5.3.16. Sea u € §. Entonces se tiene que
Ful(z) = Fla)(z) = u(-2).

Ahora si,

EJEMPLO 5.3.17. 1. Calculemos dy. Si u € S, se tiene
wwgzwwn:am:/zmmmzuw%

es decir, g = 1.
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2. Calculemos ahora 1. Sea u € S, entonces, por el Ejercicio [5.3.16] y el item
anterior,
(1,u) = (1,@) = (d, @) = (8, F*[u]) = u(0) = (%, w).
Es decir, 1 = 4.

5.4. Aplicacion a la ecuacion de difusion en R"

Para terminar este capitulo, en esta seccién nos dedicaremos a mostrar como puede
aplicarse la transformada de Fourier a la resoluciéon de ecuaciones en derivadas par-
ciales lineales y con coeficientes constantes cuando estan planteadas en R™. A modo
de ejemplo, y por motivos pedagogicos, estudiaremos la resolucion de la ecuacion de
difusion
(5.4.1) u—Au=0 en R" x (0,00)

uw(z,0) = f(z) zeR™

Para simplificar la exposicion todos los calculos que haremos seran formales, es
decir, no nos ocuparemos por justificar rigurosamente los célculos y mas adelante, a

posteriori, veremos como puede mostrarse que la funciéon hallada es efectivamente una
solucion de (5.4.1)).

Luego, definimos u(y, t) = Flu(-,t)](y) la transformada de Fourier de u en la varia-
ble x para t constante, i.e.

ﬁ(y,t):/ u(z, t)e ™Y dx.

En consecuencia, y recordando que los calculos son meramente formales, se tiene
que

{L\t(yv t) - (a>t(y7 t)

Auly,t) = Puly,t) = > (=2miy;)*aly,t) = —4n?|y[*a(y, ).
j=1

j=1
Entonces, si transformamos Fourier la ecuacion (5.4.1)), obtenemos que u verifica
(@); + 47°|y|*t = 0, paray € R", t> 0.

Esta ecuacion, es una ecuaciéon diferencial ordinaria de primer orden a coeficientes
constantes para cada y € R” fijo que se integra facilmente y nos da

Ay, t) = ce WP
Para calcular el valor de la constante ¢ € R se evaliia en t = 0 y se obtiene
c=a(y,0) = f(y).
Observemos que, por el Lema [5.2.1]

i

expl—talyt) = 7 )t e (B0 | ),
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de donde, gracias a la Proposicion [5.1.3 obtenemos

u(z,t) = (f s (47t) 72 exp <—ﬂ)) ()

4t
1 _lz—y?
= W/R f(y)e T dy

EJERCICIO 5.4.1. Verificar que si f € S, u(-,t) € S para cada t > 0y u(z,-) es de
clase C! para cada x € R" entonces puede justificarse cada paso en la deduccion de la

formula (5.4.2))

(5.4.2)

5.5. Ejercicios
EJERCICIO 5.5.1. Sea f € L'(R") y sean a € R", A € R.

1. Si g(z) = f(z)e*™= entonces §(y) = f(y — a).
2. 8i g(z) = f(z — a), entonces §(y) = fly)e2miov,

3. Sig(x) = f(5), entonces §(y) = /\"f(/\y).A )
4. Sig(z) = —2mizy f(z) y g € L', entonces f es derivable respecto ay, y 9,, f = §.

EJERCICIO 5.5.2. Mostrar que si f € L'(R") entonces f € L®(R") y

I flleemmy < | f]l 22 -

EJERCICIO 5.5.3. Probar que si f € S, entonces F[F[f(z)]] = f(—=z). Concluir que
si f € L?(R") es tal que f = \f para algiin A € C entonces \ es una rafz cuarta de la
unidad.

EJERCICIO 5.5.4. Probar que la transformada de Fourier de una funciéon f sera una
funcioén real si y solo si f es par.

EJERCICIO 5.5.5. Hallar las transformadas de Fourier de las siguientes funciones:
1
(1+22)°

EJERCICIO 5.5.6. Sea f: [0,00) — R una funcién L'. Se definen

111y, exp(—alz|), exp(—mz?).

1. La Transformada-coseno de Fourier como

Avmnzlff@n%@mwdx

2. La Transformada-seno de Fourier como
Folfly) = / f(z)sin(2rzy) dx.
0

Mostrar que si se extiende f como una funcién par a toda la recta, tenemos

1) = 5F1A0),

y que si se extiende a f como una funcién impar, se tiene

Flf) = 5P
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EJERCICIO 5.5.7. Sea A € R™ "™ una matriz no singular. ;Cémo se relacionan la
transformada de Fourier de f(Az) con la de f(x)? (f € L*(R™)). Usar este resultado
para mostrar que la transformada de Fourier transforma funciones radiales en funciones
radiales.

EJERCICIO 5.5.8. Probar que si f € L'(R") es de soporte compacto, entonces
Flf] € C=(R").

EJERCICIO 5.5.9. Probar que si f € L*(R") es tal que f =0 entonces f = 0.

EJERCICIO 5.5.10. Sea f € S. Probar que f * f = f si y solosi f = 0 a.e. [Qué
sucede si f € L*(R"™)?

EJERCICIO 5.5.11. 1. Probar que si ¢, ¢ y ¢” pertenecen al conjunto
L'(R)N{g € C(R): l‘im (x) =0}
Tr|—00

entonces existe f € L'(R) tal que F[f] = ¢.

2. Sea K C R compacto y U C R abierto tal que K C U. Probar que existe
f € L'(R) tal que F[f](y) = 1 para todo y € K y F[f](y) = 0 para todo
yeR-U.

3. Probar que F[L'(R)] es denso en el conjunto de funciones continuas que tienden
a cero en el infinito. (Sug.: Stone-Weierstrass)

EJERCICIO 5.5.12. Utilizar la transformada de Fourier para obtener una solucion
explicita de la siguiente ecuacion:

Au = Uz, +uy =0 enR2 = {y > 0},
u(z,0) = f(z) en R,
donde f € L*(R).
EJERCICIO 5.5.13. Utilizar la transformada de Fourier para obtener una solucién
explicita de la siguiente ecuacion:
—Au4u=f en R",
donde f € L*(R").
EJERCICIO 5.5.14. Idem el ejercicio anterior para la ecuacion de Schrodinger
iug + Au=0 en R" x (0,400)
u=g en R" x {t =0},
donde u y g son funciones a valores complejos y g € L2.

EJERCICIO 5.5.15. Obtener la expresion integral de la solucion de la ecuacion de
ondas unidimensional
Ut = Ugg reR, t>0,
u(z,0) = f(z) =z eR,
u(z,0) =g(z) = eR,
donde f,g € S.



Capitulo 6
La ecuaciéon de difusion

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de la ecuacion de difusion
u— Au=f

tanto en dominios acotados de R", U x (0,T") como en todo el espacio.

Si bien esta ecuaciéon ya ha sido motivada en los capitulos previos (cf. Capitulo ,
Seccion [2.4), daremos una nueva deduccion de la ecuacion de difusion mostrando su
conexion con la teoria de probabilidades.

6.1. La ecuaciéon de difusiéon, el movimiento Browniano y el paseo al azar

6.1.1. El movimiento Browniano. En su articulo de 1905, [5], Einstein des-
cubri6 la asombrosa conexiéon existente entre la ecuacién de difusion y el movimiento
Browniano.

El razonamiento de Einstein fue aproximadamente el siguiente:

Supongamos que se tiene un recipiente con agua y se deja caer una gota de tinta,
digamos en el punto x = 0. Entonces se tiene una funcion u(z,t) que nos da la densidad
de tinta en el punto x a tiempo t. Sobre esta funcién, sabemos que u(z,0) = Jy (es
decir, inicialmente toda la tinta esta concentrada en el origen x = 0).

Supondremos que se tiene una cierta densidad de probabilidad p de manera tal que
p(y, 7) representa la densidad de probabilidad de que una particula de tinta que ocupa
la posiciéon x pase a la posicion x + y después de un tiempo 7.

Sobre p resultan naturales las siguientes hipotesis: La misma es independiente de la
posicion x (la probabilidad de moverse de un lugar a otro de una particula de tinta no
depende de su posicion). La densidad p es no nula sélo para valores pequenos de |y| (la
probabilidad de que en un periodo corto de tiempo una particula de tinta se desplace
demasiado es cero). La densidad p es radialmente simétrica, es decir p(y, 7) depende
solo de |y| (la probabilidad de desplazamiento no depende de la direcciéon del mismo
sino de la distancia a recorrer).

Bajo estas suposiciones se tiene entonces la siguiente ecuacion

(6.1.1) u(x,t+71) = /n u(z —y,t)p(y, 7) dy.

Esta ecuacion nos dice que la densidad de las particulas de tinta en la posiciéon z a
tiempo t 4+ 7 es la suma de las particulas que se encontraban en la posicion z — y a
tiempo ¢t y pasaron a x después de 7 segundos.

71
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Suponemos que se puede expandir v por Taylor de la forma

u(r —y,t) = u(z,t) Z@uyczfyZ Z@ﬂl’t)yzyg+0(‘y‘)

i,j=1

Observemos ahora que, dado que p(+,7) es radial para cada 7 > 0 fijo, sigue que

(6.1.2) / yip(y,7)dy =0 'y / yiyip(y, ) dy = 0,

para todoi,j =1,...,n, 1 # j.
Por otro lado,

/ yip(y, ) dy = / yip(y,7)dy, paratodoi=1,...,n,
y por ende

1
/y?p(ym)dyz—/ ly|*p(y, 7) dy.
n n R

Finalmente, es esperable que la varianza de p dependa linealmente de 7, dado que
para tiempos cortos, 7 < 1, las particulas de tinta s6lo podran moverse a lugares
cercanos, esto significa que

1
(6.1.3) 1 / ly?o(y, 7) dy = Dr.
n ]Rn

Ahora, juntando (6.1.1)), (6.1.2)) v (6.1.3) concluimos que
u(z,t +71) ~u(x,t) + DTAu(z, t),

de donde
u(z,t+ TT) —u(z,t) ~ DAu(z, 1)
Haciendo ahora 7 — 0 concluimos que u verifica la ecuacion de difusion
u; = DAuw.

6.1.2. Paseo al azar. Veamos ahora la version discreta del movimiento Brow-
niano, el llamado paseo al azar, y su vinculaciéon con la ecuacion de difusion. Para
simplificar la exposicion, supondremos que estamos en una dimensién espacial.

Luego, en la recta real, tenemos una particula que ocupa una posicion (digamos
x = 0) y se puede mover con probabilidad % a derecha o a izquierda una longitud h
después de un cierto intervalo de tiempo 7.

Llamemos p(m,n) a la probabilidad de que la particula se encuentre en la posicion
mh a tiempo nr. Luego, la funcién p verifica

1 1
p(m,n+1) = ép(m —1,n)+ ip(m +1,n).

Equivalentemente,

p(m,n+1) —p(m,n) = %(p(m —1,n) —2p(m,n) +p(m+1,n)).
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Supongamos que p es la evaluacion de una cierta funcion u definida en R x (0, co) sobre
los puntos de la grilla {(mh, n7) }meznen. Luego, si llamamos @ = mh y t = nt se tiene
que u verifica

w(@, t+7) —u(z,t)  1Th*u(x+ht) = 2u(@,t) +ulz = h,t)
T 27 h?

. . . . . 2
Finalmente, si asumimos que las variables h y 7 se relacionan por h7 = D, entonces

pasando al limite h, 7 — 0 se llega a
D
atu = Eaiu,

es decir, u es solucion de la ecuacion de difusion.

6.1.3. Paseo al azar asimétrico. Consideremos ahora un paseo al azar no si-
métrico. Es decir que la probabilidad de moverse de una particula no es la misma en
todas las direcciones.

Para fijar ideas, consideraremos el caso de una dimension espacial y haremos las
siguientes suposiciones:

= La particula empieza en x = 0.

= La particula se mueve, luego de un cierto tiempo 7, a la derecha con probabilidad
po # % y a la izquierda con probabilidad gy = 1 — py una longitud A de manera
independiente en cada paso.

La segunda suposicion, rompe la simetria del paseo y da una tendencia a la particula
a moverse, ya sea a la izquierda o a la derecha, dependiendo de si py < gg 0 po > qo-

Notaremos con p(z,t) la probabilidad de que la particula este ubicada en z = nh a
tiempo t = m7 y para p(z,t) se tiene

(6.1.4) p(z,t+7) = pop(x — h,t) + qop(x + h,t).
Si expandimos p por Taylor, se obtiene

plz,t+7) =p(x,t) + px, t)T + o(7)

p(x £ h,t) = p(x,t) £ 0.p(x, t)h + %&m;p(x, t)h* + o(h?).
Reemplazando en se obtiene

1
P +o(T) = §amph2 + (g0 — po)hdup + o(h?).

Luego, si dividimos todo por 7 se llega a
1 h? —po)h h?
pe+0(1) = =—0p+ M@xp +o <_) ‘
2T T T

Ahora, para poder pasar al limite h, 7 — 0 es necesario, como en la Seccion [6.1.2
imponer
h2
— =2D
-
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para cierta constante D > (. Pero esto por si solo no basta, dado que entonces el
término de transporte M&p tiende a co. Observemos que

(90 —po)h _ (90 — po) h_2

(CIO —po)
=2D—————~
T h T h ’

luego resulta natural imponer ademas la condicion

@%ﬁe]& cuando h — 0.
Observemos que, como pg + qo = 1, se tiene que
1 p 1 g
Po=735775 +o(h) v 2+2 + o(h)

El signo de § dependera de qué sentido de movimiento es mas probable. Observemos
que S > 0 indica que la particula tiende a moverse hacia la izquierda mientras que
£ < 0 indica que la particula tiende a moverse hacia la derecha.

Finalmente, si llamamos b := 2DJ se obtiene en el limite la ecuacion

(6.1.5) pr = DOyyp + bOyp.

Esta es una ecuacion de conveccion—difusion donde se tienen dos términos coexis-
tiendo en la ecuacion, el término de difusion D3J,,p y un término convectivo b0,p.

6.2. Solucion fundamental y resoluciéon de la ecuacion de difusion en R”

Segtin lo visto en el Capitulo 5 Seccion 6.4 una solucién de la ecuacién de difusiéon
)

(6.2.1)

u—Au=0 enR" x (0,00)
u(z,0) =g(z) x€R",

se encuentra, al menos formalmente, mediante la formula

(6.2.2) u(z,t) = (4n0)? /n g(y)ef‘ﬁfp dy = (g% ®(-,1))(x),
donde

1 |z[*
(6.2.3) O(x,t) = Wexp <_4_t> .

Esto motiva la siguiente definicion,

DEFINICION 6.2.1. La funcion & definida en (6.2.3) se la llama la solucion funda-
mental de la ecuacion del calor.

Empecemos con un lema elemental sobre la solucién fundamental ®.

LEMA 6.2.2. Sea @ la solucion fundamental definida por (6.2.3)). Entonces se tiene

/ O(x,t)de =1 para todo t > 0.
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DEMOSTRACION. Llamemos

y se tiene que

/n o(x)de = 1.

Ver la demostracion del Lema [5.2.1] para una prueba de este hecho.

Ahora, si ¢.(7) = e7"p(%), entonces por el Teorema de cambio de variables,

/n oo(x) dz = 1.

El Lema queda entonces probado una vez que se observa que ¢ ;(r) = ®(z,t). O

Con la ayuda del Lema se obtiene el siguiente corolario

COROLARIO 6.2.3. Sea u(z,t) la funcion definida por (6.2.2). Entonces,

1. si g € L>®(R"™), se tiene que u(z,t) — g(x) cuando t | 0 en todo punto x de
continutdad de g,

2. si g € L*(R") se tiene que |[u(-,t) — g r2rn) — 0 cuando t | 0.

Ahora si, veamos que efectivamente la funcion v dada por (6.2.2)) es solucion de la
ecuacion de difusion (6.2.1)).

TEOREMA 6.2.4. Sea g € Cy(R™). Entonces la funcion u: R™ x (0,00) — R definida
por (6.2.2)) verifica

1. u € C®°(R™ x (0,00)),
2. uy—Au =0 en R" x (0,00),
3. u(x,t) = g(xg) cuando x — xy y t | 0, para todo xy € R™.

DEMOSTRACION. Los items [I] y [ son de facil verificacion y quedan de ejercicio.
Verifiquemos [3] Como, por el Lema [6.2.2] ® tiene integral 1 se tiene que

fu(z, ) — g(zo)] < / Oz — y,0)lg(y) — glxo)| dy

n

_ / 2= t)lglw) - glooldy

s [ a0l - gl dy
R™\Bs(zo)
=A+B.

Como g es continua en zp, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que |g(y) — g(zo)| < € si
ly — xo| < & y luego se tiene

A<5/ q)(x—y,t)dyge/ O(z—y,t)dy =e.
Bs (o) "



76 6. LA ECUACION DE DIFUSION

Para acotar B, observemos que si |z — x| < 2 v |y — 20| > 4, entonces se tiene que
jx—y| > Llmo — y], de donde

B<gllimen [ B yt)dy

R™\ Bs (o)
1 _lzg-ul?

§2|Ig||Loo<Rn>/ e o dy.
R™\ Bs (o) (47Tt)2

Finalmente, observemos que, por el Teorema de convergencia dominada, la dltima
integral tiende a 0 cuando t | 0, dado que |zg —y| > § > 0.

Esto concluye la demostracion. 0

OBSERVACION 6.2.5 (Velocidad de propagacion infinita). Consideremos, en (6.2.1)),
g >0, g # 0. Entonces, de es claro que u(x,t) > 0 para todo (z,t) € R"x (0, 00).
Es decir que cualquier perturbacién inicial, por mas pequena que sea, es instantanea-
mente transportada a cualquier lugar del espacio.

Por ejemplo, en nuestro modelo de difusién de tinta en agua, si depositamos una
gota de tinta en un punto, automaticamente en cualquier lugar del estanque tendremos
densidad positiva de tinta.

EJERCICIO 6.2.6. Enunciar y demostrar el analogo del Teorema para dato
inicial g € L*(R").
Vamos ahora a considerar el problema de difusiéon no homogéneo

{ut—Au:f en R™ x (0, 00)

6.2.4
( ) u(z,0) =0 xe€R™

Para resolver el mismo, usaremos el llamado principio de Duhamel que dice que el
problema no homogéneo ([6.2.4)) se resuelve superponiendo las soluciones del problema
homogéneo asociado. Mas precisamente, si llamamos u(x,t;s) a la solucion de

{vt—Av:0 en R™ x (s,00)

(6.2.5) v(x,s) = f(z,s) zeR"

entonces la soluciéon de (6.2.4]) viene dado por
t
(6.2.6) u(z,t) = / u(x,t;s)ds.
0

En efecto, veamos, formalmente, que u dada por (6.2.6) efectivamente resuelve
(6.2.4]). Diferenciando (6.2.6)) respecto a t, se obtiene

ug(x,t) = u(w, t;t) + /t u(x,t;s) ds
0
= Au(z,t;s)d
f(a:,t)+/0 u(z,t;s)ds

= f(x A | wu(x, t;s)ds
flat) 5 [ ufatis
= f(z,t) + Au(z, t),
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como queriamos ver.

El método de Duhamel es un método general para obtener soluciones de un pro-
blema de evolucién lineal no homogéneo a partir de la solucién del homogéneo como lo
muestra el siguiente problema.

EJERCICIO 6.2.7 (Método de Duhamel para ecuaciones diferenciales ordinarias).
Sea A € R™™ y llamemos ¢(t, x) a la solucion de la ecuacion diferencial ordinaria

u = Au, u(0) = x € R™.

Sea f: (0,00) — R™ una funciéon continua y definimos

-/ Ot — 5. f(s)) ds

Verificar que ¢(t) es la solucion del problema
u = Au+ f, u(0) = 0.
Observar que ¢(t — s, f(s)) es la solucion de

V' =Av, t > s, v(s) = f(s).

Volveremos a encontrarnos con el método de Duhamel en nuestro estudio de la
ecuacion de ondas en el Capitulo

La funcién propuesta por el método de Duhamel en se rescribe como

_Jz—yl?
6.2.7 u(z,t) / fly,s)————e - S> dyds.
G20 REE ==y

Demostremos, ahora de manera rigurosa, que u efectivamente resuelve el problema no

homogéneo (6.2.4]).
TEOREMA 6.2.8. Sea f € C*'(R" x (0,00)) y sea u la funcion definida por (6.2.7)).

Entonces se tiene

1. u € C*H(R™ x (0,00)),
2. uy—Au=f en R" x (0,00) y
3. u(z,t) = 0 cuando t | 0 uniformemente en x € R™.

OBSERVACION 6.2.9. Observemos que el Teorema dice que la funcion u defi-
nida por (6.2.7)) es una solucién cléasica de ((6.2.4)).

OBSERVACION 6.2.10. f € C*(U X (a, b)) significa que f;,d;;f € C(U x (a,b)) para
todoi,j=1,...,n.

DEMOSTRACION. Es facil ver, mediante un sencillo cambio de variables, que u
puede escribirse como

u(z,t) = /0 - flx—y,t—3s)P(y, s) dyds,
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de donde, por el Teorema de convergencia mayorada,

Drsulz, 1) // 0y f (x —y,t — $)B(y, 5) dyds.

Luego u € C*'(R™ x (0, 00)).
Ahora,

Ut(ﬂf,t) - Au(w,t) :/0 /n (I)(ya S) (&ff(x - yvt - S) - Axf(x - yat - S)) dde
+ [ o=y

//n (y,8) (=0sf(x —y,t =) = Ay f(z —y,t —5)) dyds
+ [ i - 0dy
=A+ B.

Para estimar A se procede como sigue

[ [ @) -0utte vt =)= 8,1 - vt - ) dyds

+/O /nCI)(y,s) (=0sf(x —y,t —s) = Ay f(r —y,t —s)) dyds
=I.+ J..

AR (||atf||oo+2||a“f||oo) / / 5) dyds

=(Ce

y para calcular I, usando la féormula de integracion por partes, se tiene

I, —/ /n (0s@(y,s) — Ay®(y,s)) f(z —y,t — s) dyds
/n@(y, e)f(x—y,t —e)dy — /né(y,t)f(x—y,o)dy

Pero

:/nq)(y,s)f(x—y,t—e)dy—B.
Luego,
w(z,t) — Au(x,t) =1lim | P(y,e)f(x —y,t —e)dy = f(x,t).

el0

Finalmente,

wa ) < [ [ @ s)lfo =yt = o)l dyds < fllut 0
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cuando t | 0 uniformemente en z € R™. O

Si combinamos el Teoremal[6.2.4]y el Teorema[6.2.8| obtenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 6.2.11. Sea g € C,(R™) y f € CZ(R" x (0,00)). Entonces la funcion
u: R" x (0,00) — R definida por

t
uwt) = [ alw—ygwy+ [ [ 06—y 91.5) duds
n O n
verifica que u € C*1(R"™ x (0,00)) y es solucion de

w—Au=f enR"x (0,00)
(6.2.8) {u(m,O) =g(x) zeR"

. Es la funcion u dada en el Corolario [6.2.11|la tnica soluciéon del problema ((6.2.8])7

En [10] se exhibe una construccion de una soluciéon no trivial para

u—Au=0 enR" x (0,00)
u(z,0)=0 ze€R"

lo que muestra que la unicidad de soluciones es falsa en general. Sin embargo si es cierto

que es la unica solucion fisicamente razonable (c.f. Corolario [6.3.10]). Observemos que

algo similar sucede con la ecuacion de Poisson en R™ dado que la funcion u(z) = z;
verifica que Au = 0 en R”, luego u = 0 no es la tnica soluciéon del problema.

6.3. La ecuacién de difusién en dominios acotados

Veamos que si en lugar de trabajar en todo el espacio nos restringimos a dominios
acotados, entonces se recupera la unicidad para la ecuacion de difusion. A lo largo de
esta seccion usaremos la siguiente notacion: U C R™ representara un abierto acotado,
T>0y

UT =U x (O,T],
O,Ur :=Up \ Up = (U x {t =0}) U (OU x [0,T]).
Al conjunto 9,Ur se lo llama la frontera parabolica de Ur.
Empecemos demostrando el principio débil del maximo para este problema.

TEOREMA 6.3.1 (Principio débil del méximo en dominios acotados). Sea u €
C*Y(Ur) que verifica uy — Au = 0 en Uy, entonces

max u = Mmax u.
Ur OpUr
DEMOSTRACION. Supongamos primero que u; — Au < 0 en Up y supongamos que
existe (x9,t) € Ur tal que u(wo,t) = méxg u.
Entonces tenemos que 0;;u(xg,ty) < 0 para todo i = 1,...,n. Por otro lado, si
to < T se tiene que uy(zg,to) =0y sity =T, us(xo, to) > 0. En cualquiera de los casos,
concluimos que u(xg, to) — Au(zg,t9) > 0 que es una contradiccion. Luego

MAaX U = MAax u.
Ur 8PUT
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Ahora, si u; — Au = 0 en Up, definimos u®(x,t) = u(x,t) — et. Luego uf — Auf =
—e < 0 y por ende
max u® = maxu’.
Ur 0pUr

Como u® = u en Ur se concluye el resultado. 0

Con la ayuda del principio (débil) del maximo se deduce facilmente la unicidad del
problema de Dirichlet para la ecuacion de difusion en dominios acotados.

COROLARIO 6.3.2. Eziste a lo sumo una solucion u € C*Y(Ur) del problema

(6.3.1) {ut—Au:f en Ur
u=g en 0,Ur.

DEMOSTRACION. Supongamos que g, us € C%(Ur) son dos soluciones de ([6.3.1)).
Luego su diferencia, w := u; — usg, verifica
wy—Aw=0en Up, w=0en J,Ur.

En consecuencia, por el Teorema [6.3.1], se tiene que

max w = 0,
Ur
es decir, u; < ug. La otra desigualdad se demuestra de manera analoga. O

Nuestro objetivo ahora es probar el principio del méximo fuerte para la ecuacién
de difusiéon. Cuando demostramos el principio fuerte del maximo para la ecuacion de
Laplace (Corolario , la demostracion se baso en la féormula del valor medio para
funciones armonicas, Teorema [4.3.2]

Si bien es posible encontrar una suerte de férmula del valor medio para soluciones de
la ecuacion de difusion (ver [6]) y en consecuencia deducir de ella el principio fuerte del
méaximo, elegimos dar otra demostracion basandonos en la desigualdad de Harnack.
La ventaja de este enfoque es que el mismo es muy sencillo de generalizar tanto a
operadores elipticos como parabélicos, una vez que la desigualdad de Harnack sea
demostrada para esos operadores (ver los ejercicios [4.8.18) y [6.7.19| para la definicién
de operador eliptico y parabolico respectivamente).

Antes de hacer la demostraciéon para la ecuacion de difusion, veamos como se puede
deducir el principio fuerte del méximo para la ecuacion de Laplace a partir de la
desigualdad de Harnack.

TEOREMA 6.3.3. Sea u € C*(U)NC(U) una funcién arménica en U C R", con U
conezo. Si existe xo € U tal que u(zg) = maxg u, entonces u es constante en U.

DEMOSTRACION. Sea M = méxgu y definimos v(z) := M — u(z). Entonces, v
resulta armoénica y v > 0. Luego, por la desigualdad de Harnack, Teorema [4.3.8] si
VccU,

maxv < C'minwv.
% v

Luego, si xg € V, sigue que maxyv <0y comov >0, v=0en V.
Como V es arbitrario, concluimos que v =0 en U y por ende u es constante. [

Veamos ahora la desigualdad de Harnack para la ecuacion de difusion.
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TEOREMA 6.3.4 (Desigualdad de Harnack para la ecuacion de difusion). Sea u €
C*Y(Ur) tal que uw > 0 yus — Au =0 en Up. Luego, si V CC U y0 <ty <ty <T,
entonces existe una constante C' que depende sdlo de dist(V,0U),t1,ts y n, tal que

maxu(-,t1) < Cminu(-,ts).
1% v

OBSERVACION 6.3.5. La demostracion del Teorema [6.3.4] si bien usa herramien-
tas elementales es bastante tediosa. Aconsejamos al lector a omitir su prueba en una
primera lectura y volver a ella sélo si lo considera estrictamente necesario.

Con las mismas ideas se puede demostrar la desigualdad de Harnack para soluciones
de operadores parabdlicos de la forma

n

U — Z aij(x,t)@-ju = 0,

1,j=1

donde la matriz (a;;);;—; es uniformemente eliptica y los coeficientes a;; son suaves (ver
[6, Theorem 10, pag. 370]).

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que v > 0 en Uy
(sino fuera asi, se considera u + ¢ y se hace ¢ | 0). Consideremos entonces v := log u.
Mediante calculos elementales, se deduce que v verifica

(6.3.2) v — Av = |[Vo|* en Ur.

Afirmamos ahora que, dado V CC U y 0 < t; <ty < T, existe 7 > 0 (que depende
solode V., t; yta) y 0 < 0 < 1 tal que

(6.3.3) Av > 0|Vul> =y enV x [t ).

Supongamos (6.3.3)) cierta y veamos como de ahi se deduce el teorema.

En efecto, supongamos V' convexo, z1,29 € V y 0 < t; <ty < T y escribimos
1
v(xe,ty) —v(xy,ty) = / v(sxg + (1 — s)xy, sta + (1 — s)ty) ds
0
1
_ / Vo (23 — 1) + vty — 1) ds
0

> [ 190l =il + (1= )19 =)t — )] s,

donde hemos usado (6.3.2) y (6.3.3) en la desigualdad. De esta desigualdad es facil ver
que existe a > 0 que depende sblo de |xo — 1], (t2 — t1) ¥ v tal que

v(xe,ty) —v(xy,t1) > —a.
Si ahora recordamos que v = log u, obtenemos
(g, te) > e “u(xy, ty).

Esto demuestra la desigualdad de Harnack para dominios V' convexos. El caso general
se deduce de este cubriendo el dominio por bolas al igual que en el Teorema de Harnack
para la ecuacion de Laplace, Teorema [4.3.8]
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Queda entonces demostrar la estimacion ([6.3.3). Llamemos w := Av, @ = |[Vo|* y
veamos que ecuacion diferencial verifica @ := w + 3w. De (6.3.2)), se tiene

Dijv; = Ojw + 2 Z(&W@jkv + Opv0ijrv).
=1
Luego,

n

Wt = Xn: 8Z-Z-vt = Z ((%w + 2 Zn:(&»ka + 8kvazzkv)>
i=1 k=1

i=1

= Aw + 2|D*]* + 2 Z 00010

i,k=1

= Aw + 2|D2’U|2 + 2 Z@kv Za”kv
k=1 i=1
= Aw + 2|D*v]* + 2Vv - Vw.

Por otro lado,

Wy — A = 2 Zn: Divdivy — 2 Xn: (D3v)* — 2 Zn: Div0;0;5v
=1

ij=1 ij=1
= —2|D*v|* + 2 Z 0;v0;(vy — Av)
i=1

= —2|D%*|* 4 2V - Vb,
donde hemos usado (6.3.2) y la definicién de w en la dltima igualdad.
Luego, si llamamos b := —2Vwv, tenemos
(6.3.4) W, — A + b - Vb = |D*v| > 0.
Sea ahora ¢ € C*(Ur) tal que 0 < ¢ <1, =1en V X [t1,ts]. Sea > 0 una
constante que determinaremos mas adelante.

Afirmo ahora que se tiene ¢*w + put > 0 en Uy si p es elegido adecuadamente. En
efecto, asumamos que (% + ut tiene un minimo negativo en (zg,ty) € Ur. Entonces
se tiene

(6.3.5) 0 = 0;(C* + pt) = C*(40;,Cd + (Oab)  en (wo,to), i =1,...,n.
Maés atn,
(C*0 + pt)e(mo, o) <0y 0u(C* + pt)(wo, to) > 0,
de donde, evaluando en (zg, ty),
(¢t + pat)y — A(CHd + put) < 0.
Ahora,
+ )y = p+ My + A G
A(ChD + pt) = CHAD + (12| VC|* + 4CA) G + 8¢V ( - Vb,
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Luego
0> p+ CHaby — Aw) — 8C3V ¢ - Vb + Ry (b,
donde Ry = 12|V(|? + 4CAC + 4¢¢;.
Si ahora usamos (/6.3.4]), obtenemos
0> p—C'- Vi + CHD*]* — 8¢*V( - Vb + Ry (.
Ahora bien
8¢V Vib =8 (*0,¢0b
=1

y de concluimos que
¢C0C = (P0,(COn0 = —4¢*9,C*0.
Es decir
83V (- Vi = —32|V (A
Analogamente .
¢ Vi = 20"V - Vi = =2 (0o,

i=1

y de (6.3.5)) obtenemos
Co000 = oo = —4CC0v0;C.
Asi nos queda
- Vi = 8¢C3V (¢ - V.
Combinando estas estimaciones se llega a
(6.3.6) 0> p+ ¢ D*0]* — RoCud,
donde Ry = Ry + 32|V(]? — 8¢V( - Vu. Este término Ry verifica que
| Ro| < C(1+¢[Vo]).
Luego, obtenemos que
| RoCP| < O[] + ¢Plav]| V).

83

Por otro lado, como en (g, ty) tenemos que ¢ + ut < 0, sigue que w(xg, to) < 0

y de la definicién de w obtenemos entonces
Vol < |Av] y [i] < 2[Av]  en (o, 1o).

Luego, llegamos a
3
|[RoCPi| < C(CP|Av] + ¢ Av]?).

Recordemos ahora la desigualdad de Young con €. La misma dice que, dado 1 < p < oo

y € > 0, existe C' = C(g, p) tal que
ab < ea® + CH'

para todo a,b > 0. (Si no recuerda la demostracion de esta desigualdad, jhagalal).

Puede verse facilmente que

C=Clep) = —.
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Por otro lado, es facil ver que

n
> " [0hv]? < n|D%v|

i=1

|Av| < Z |0sv| <n

i=1

Luego, se deduce que
C|Av| < n?|D*| < ¢t D*0* + C(e).
Anélogamente,
C3|Av]% < n%C3\DQU|% < eC*D*|? + COfe).

Tomando € = %, obtenemos de (6.3.6])
1
0> p+ 5 D% =C=p=C,

que es un absurdo si elegimos p suficientemente grande.

Luego, concluimos que ¢* + ut > 0 en U, de donde w + ut > 0 en V X [ty, t]. Si
llamamos v = uty se concluye (6.3.3)) y con eso la demostracion del teorema. U

Al igual que para la ecuacion de Laplace, puede usarse el Teorema para de-
mostrar el principio fuerte del méaximo para la ecuacion de difusion.

TEOREMA 6.3.6 (Principio fuerte del méximo para la ecuacion de difusion). Sea
u € C?Y(Uy) solucion de uy — Au =0 en Ur. Si existe (xg, to) € Ur tal que u(zo,ty) =
maxg u, entonces u es constante en Uy,.

OBSERVACION 6.3.7. Observemos que el Teoremal6.3.6|no afirma que u es constante
en todo Ur, sino que es constante en todo tiempo anterior al momento en que alcanzo
el maximo.

DEMOSTRACION. La demostracion es similar al Teorema [6.3.3]
En efecto, sea M := méxy_u = u(wo, o) y definimos v(x,t) = M — u(z,1).

Luego, v € C*!(Uy) verifica vy — Av =0 en Ur y v > 0. Entonces, por el Teorema
[6.3.4] sigue que, si V CC U es tal que g € V 'y 0 < t < o,

maxv(-,t) < Cminv(-,ty) =0,
x0(-11) < Cminv( o)

en consecuencia, v =0 en V para todo 0 < t < ty, de donde la conclusion del teorema
sigue. 0

OBSERVACION 6.3.8 (Velocidad de propagacion infinita). El principio fuerte del
méaximo implica, al igual que para la ecuacién de Laplace, la velocidad de propagacion

infinita (c.f. Corolario [4.3.7)).

Esto es, supongamos que inicialmente se tiene una funciéon g > 0 pero g # 0. Luego,
si u resuelve la ecuacion de difusion u; — Au =0 en Ur y u = ¢, en 9,Ur entonces por
el principio débil del maximo (Teorema |6.3.1)) se tiene que u > 0. Finalmente, por el
principio fuerte del maximo (Teorema [6.3.6)) concluimos que u > 0 en Ur.

Es decir, una leve perturbacion en el dato inicial es propagada instantdneamente a
todo el espacio.
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El principio del maximo en dominios acotados implica el principio del méximo en
R™ si se asume que las soluciones no crecen demasiado para |x| grande.

TEOREMA 6.3.9 (Principio del méximo en R"). Sea u € C%*(R™ x (0,T]) N C(R™ x
[0, 7)) solucion de
w—Au=0 enR"x (0,7T)
{u(:c,()) =g(x) zeR"
donde g € Cp(R™). Si existen constantes A,a > 0 tales que
lu(z,t)| < Ae?™’ 2z eR*0<t<T,

entonces

sup u = supg.
R" (0,7 R™

DEMOSTRACION. Supongamos primero que 4a7’ < 1. Entonces se tiene que, dado
e > 0, existe v > 0 tal que

(6.3.7) =a+.

AT +¢)
Sea y € R” fijo, u > 0 y definimos

p |z — yl? )
vz, t) =u(x,t) — ————Fexp| ——+ ) .
(%) (1) (T+e—t)2 p<4(T—|—5—t)
Es facil verificar que v € C*!(R" x (0, T1]) verifica que v; — Av = 0 en R" x (0, 7).
Tomemos ahora r > 0 grande y entonces, por el Teorema [6.3.1], se tiene que, si

llamamos U = B,.(y),
MAaX v = Max v

Ur GPUT
Acotemos entonces v en 0,Ur.
» Sit=0,z €U, se tiene
I M—yP)
v(x,0) =u(x,0) — — ex <u(x,0) =g(x).
(2.0) = atz.0) = e (1725 ) < u(e.0) = o)

» Site (0,7], z € AU, se tiene que, por (6.3.7) y usando que |z| < r + |y,

TQ
U(I,t) = U(l’,t) — m exp <m)
< A — p(d(a + )zl
< AW pd(a + 7)) 2T 5 —oo
cuando r — 00.

Luego, hemos obtenido que, si r es suficientemente grande, v(x,t) < supg. g para

todo (z,t) € B,(y) x [0,T], de donde

1 |z —yf?
7t - ne SS 9
u@,?) (T+5—®2XP(MT+5—®> 7

para todo = € B,(y), t € [0,T] y u > 0.
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Si hacemos tender p | 0 obtenemos

sup u < supg,
R™ x[0,T] R

como queriamos demostrar.

Si se tiene que 4aT > 1, se define 77 = g—la y se aplica el resultado recién demostrado
en los intervalos [0, T1], [T1, 2T4], [211, 3T1], etc. O

Como corolario, tenemos la unicidad de soluciones en R"™ fisicamente razonables.

COROLARIO 6.3.10. Sea g € C(R") y f € C(R"x[0,T]). Eziste entonces a lo sumo
una solucion uw € C*'(R™ x (0,T]) N C(R™ x [0,7]) de la ecuacion de difusion

(63.5) {ut—Au:f en R" x (0,7

u(z,0) =g(zr) = €R",

tales que
lu(z,t)| < Ae®®  para todo x € R, t € 0,77,

para algunas constantes A,a > 0.

DEMOSTRACION. A esta altura la demostracion es estandar. Considerar la diferen-
cia de dos posibles soluciones y aplicar el principio del méaximo del Teorema [6.3.9) O

EJERCICIO 6.3.11. Verificar que la solucion de (6.3.8) que construimos en el Coro-
lario [6.2.11] verifica las hipodtesis del Corolario [6.3.10] y es por ende la tinica solucién
fisicamente razonable de ([6.3.8]).

6.4. Meétodos de energia

En esta secciéon veremos como algunos de los resultados obtenidos sobre la ecuacion
de difusiéon, en particular la unicidad, pueden obtenerse por métodos de energia. Es
decir usando sélo técnicas de integracion.

Usaremos también estos métodos para obtener otros resultados de interés, como la
estabilidad de soluciones y la unicidad hacia atrds.

Empecemos con el siguiente resultado que nos da la estabilidad de soluciones con
respecto al dato inicial.

TEOREMA 6.4.1 (Estabilidad). Sea h € C(U) y sea u € C**(Ur) N C(8,Ur) una
solucion de
u—Au=0 enUr
(6.4.1) u=70 en U x (0,T)
u=nh en U x {t = 0}.

Entonces u verifica la siguiente estimacion

(6.4.2) /uz(x,t) dzx < / h*(x)dx, para todot € [0,T).
U U
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DEMOSTRACION. Se multiplica la ecuacion (6.4.1)) por u y se integra sobre U para

obtener
/ wuy dx — / uAudr = 0.
U U

Luego, si observamos que uu; = %(u2)t, intecambiamos la derivada con respecto a t con

la integral e usamos la formula de integracion por partes, llegamos a
1d
2dt J,

Si entonces llamamos e(t) := [, u*(z,t) dz, se obtiene que é(t) < 0 para todo ¢ € (0,7).

En consecuencia, e(t) < e(0) para todo t € [0, 7] que es lo que se querfa demostrar. [J

u? dx + / |Vul?dx = 0.
U

El Teorema [6.4.1| nos da los siguientes corolarios.

COROLARIO 6.4.2. Ezxiste a lo sumo una solucion de la ecuacion
u —Au=f enUr
u=g en U x (0,7
u=nh en U x {t = 0}.

DEMOSTRACION. Efectivamente, si u; y us son soluciones, entonces w = u; — us
verifica (6.4.1) con h = 0. Luego, la estimacion ((6.4.2)) implica que w = 0. OJ

COROLARIO 6.4.3. Sean hy, hy € C(U) yuy,us € C*1(Ur)NC(8,Ur) las soluciones
de (6.4.1) con dato hy y hy respectivamente. Entonces se verifica

/U|U1(l‘,t)—’LL2(ZL‘,t)| de/U“Ll(l’)—hQ(l'” dz.

DEMOSTRACION. La demostracion es elemental y queda de ejercicio. 0

Observemos que el Corolario [6.4.3 nos dice que si perturbamos levemente el dato
inicial entonces la soluciéon de la ecuacion de difusion resulta ser una leve perturbacion
de la soluciéon con el dato sin perturbar. Este hecho es fundamental en aplicaciones
dado que resulta imposible en la practica conocer los datos del problema con precisiéon
infinita.

El siguiente teorema prueba la llamada unicidad hacia atrds. Esto dice que si se
tienen dos funciones que son soluciones de la ecuacién de difusion y ambas coinciden
a un cierto tiempo 7" > 0, entonces deben ser iguales para todo ¢t < T'. En efecto, se
tiene

TEOREMA 6.4.4 (Unicidad hacia atras). Sean uy,us € C*(Ur) soluciones de

u —Au=f enUr
u=g en OU x (0,T).

Entonces, si uy(z,T) = us(z,T) para todo x € U, se verifica que u; = us en Up.

DEMOSTRACION. Sea w = u; — us y, al igual que en el Teorema [6.4.1] definimos la
energia como

e(t) == /UwQ(x,t) de.
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Luego, se tiene

é(t) = —2/ Vol d
U

é(t) = —4/ Vw - Vw, dx = 4/ Aww, dx = 4/ (Aw)*dx.
U U

U
Ahora, como w = 0 en QU, se tiene que, por la desigualdad de Holder,

/U!Vw\dez—/UwAwd:cS (/Udex); (/U(Aw)Qdm)%.

Los célculos de é y €, nos dicen entonces que
(6.4.3) (e(t)* < e(t)é(t).

So6lo queda reconocer que esta ultima desigualdad es una desigualdad de convexidad.
En efecto, si llamamos f(t) = loge(t) (que estd bien definida cuando e(t) > 0), (6.4.3)
implica que f > 0, es decir, f es una funcién convexa.

Veamos como usar este hecho para concluir el teorema. Supongamos, que existe
[t1,t2] C [0,T] donde e(t) > 0 en (1, ). Entonces la convexidad de f implica que

f1=7)ty +7ty) < (1 —7)f(t1) + 7f(t2).
de donde
e((1 — 7ty + 7ty) < e(t1) Te(ty)".
Esta desigualdad implica que e(t) = 0 para t € [t1,t3] y prueba el teorema. O

6.5. Regularidad

En esta seccion veremos que, al igual que lo que sucede con las soluciones de la
ecuacion de Laplace, las soluciones de la ecuacion de difusion resultan mas regulares
de lo supuesto inicialmente.

Se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 6.5.1 (Regularidad de la ecuacién de difusién). Sea u € C*1(Ur) una
solucion de la ecuacion de difusion uy — Au =0 en Ur. Entonces u € C*(Ur).

DEMOSTRACION. Definimos los cilindros
C(x,t;7) :={(y,s) € R" x (0,00): |[x —y| <7, t —1* <5 <t}
Sea (zo,ty) € Ur y r > 0 tal que C := C(zo, to; ) C Ur y definimos C" := C(o, to; 3r),
C" = C(xg, to; %7“)
Sea &(x,t) una funcion de corte que verifica
€ C®R" x (0,00)), 0<&(z,t) <1, E=1en O’y E=0en (R” x (0,4)) \ C.
Asumamos por un momento que u € C*°(C') y definimos

v(x,t) = &(x, t)u(z,t).

Extendiendo £ por 0 fuera de C' podemos suponer que v esté definida en R™ x (0, c0)
y que v = 0 fuera de C.
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La funcién v verifica que

vy — Av = (§uy + §u) — (EAu + 2VE - Vu + Alu)
— € — Du) + ul€ — AE) +2VE - Vu

=u(& — A +2VE-Vu=:f

donde hemos usado que &(u; — Au) = 0 en R™ x (0, 00) (dado que u verifica la ecuacion
de difusion en C'y £ = 0 en el complemento de C).

Por otro lado, es facil ver que v € C,(R™ x (0, 00)), luego es una solucion fisicamente
razonable (en el sentido del Corolario[6.3.10) y por ende debe coincidir con la expresion
dada en el Corolario [6.2.17] i.e.

)= [ [ e =t~ )05 duds.

Supongamos ahora que (z,t) € C”. Como £ = 0 fuera de C'y £ = 1 en C”, sigue
que

ula, 1) = / /C B(r —y,t— )€y 5) — AL(y, 5))uly, s) — 2VE(y, 5) - Vuly, s)] dyds.

Observemos que la expresion entre corchetes se anula en un entorno de la singularidad
de ®. Integramos ahora la tltima expresion por partes y se obtiene

at) = [ [0 =t = )(E0s) - A¢ly.)
+ 2V, &(x —y,t —s) - VE&(y, 9)|uly, s) dyds.

= // K(.’L’, Ly, S)U(y, S) dyds,
C

Hemos deducido esta formula suponiendo que u € C*(C'). En el caso general se
razona de igual manera con u. := u * p. donde p. es el nucleo regularizante estandar
en las variables z y t y se hace ¢ | 0.

Finalmente, notemos que K es C> en C'\ C' y por ende u € C*(C"). O

Finalicemos esta secciéon con una version cuantitativa del Teorema [6.5.11

TEOREMA 6.5.2 (Estimaciones de las derivadas). Sea u € C*°(Ur) solucion de
u; — Au en Ur. Entonces se tiene

ChJal
Sg/p |DngU,| S T‘Ol|+2k’-ci¥-n_+2 ”u||L1(C)7

donde C := C(z,t;7) CC Up y C" := C(x,t;3).

DEMOSTRACION. Sea (zg,ty) € Ur. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que (zo,tp) = (0,0) y que C' = C(0,0;1) CC Ur. En efecto, si definimos @(z,t) =
u(xg + rx,ty + r°t), entonces @ verifica la ecuacion de difusion, @(0,0) = u(zo, o),
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a@(C(0,051)) = u(C(mo, to; 7)) ¥
D*DFai(z,t) = rlM¥ DY Dy (g + ra, to + r°t)

1
// ja] drdt = — // |u| dxdt
C(0,0;1) r C(zo,to;r)

Ahora bien, por el Teorema [6.5.1) podemos escribir u como

u(x,t) / K(z,t,y, s)u(y, s) dyds,

para (z,t) € C" = (C(0,0; 5). Luego,

IEW%WMS/IQWMWm%MM%M@w
C

El teorema queda entonces demostrado, llamando

Coni i= méx sup |[D2DFK]|.
c

|a)l=m

6.6. Vuelta al paseo al azar

Para terminar el capitulo, daremos una demostracion rigurosa del vinculo entre la
ecuacion de difusion y el paseo al azar visto en la Seccion [6.1.2] Esta seccién presupone
cierto conocimiento de la Teoria de Probabilidad y puede ser omitida. Para una buena
introduccion a la probabilidad matematica, recomendamos el libro de R. Durrett, [4].

Tomemos un intervalo de tiempo fijo 7 > 0 y un intervalo espacial h > 0. Suponemos
que se tiene una particula que inicialmente ocupa la posicion x = 0 y puede moverse
con probabilidad % tanto a la izquierda como a la derecha una distancia h luego de un
intervalo de tiempo 7. Suponemos también que cada movimiento es independiente de
los otros.

Luego, se definen las siguientes variables aleatorias:

S, = cantidad de movimientos a la derecha luego de n pasos

X, ;= posicion de la particula después de n pasos.
Estas dos variables aleatorias se relacionan de la forma
X, = Sph—(n—S,)h= (25, —n)h
(es decir, doy S, pasos a la derecha y n — S, pasos a la izquierda).

Veamos que es posible calcular la distribucion de S,,. En efecto, sea {Y;};en una
sucesion de variables aleatorias independientes con distribucion Bernoulli % Es decir
P(Y; = 0) =P(Y; = 1) = 5. Notaremos esto como

Y, & Bernoulli(3).
Luego

&:in
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Esto dice que se tiran n monedas equiprobables de manera independiente y cada vez
que sale cara me muevo a la derecha, mientras que cada vez que sale seca me muevo a
la izquierda.

Recordemos que
1 1
EYi]=5 v Vali]=1.
Luego

E[S,] = ZE[XZ] = g y Var[S,] = ZVar[Xi] = %,

donde hemos usado que la varianza es aditiva para variables aleatorias independientes.
h2

T

Var[X (t)] = Var[(2S,, — n)h] = h* Var[2S, — n] = h*4 Var[S,] = h®n = Dt.

Llamemos ahora t = nT y X(t) = X,,. Luego, si llamamos D :=

Ahora escribimos

Sp— 5 Sp— 5
Vi Vi

Calculemos, finalmente P(a < X(t) < b). Para eso, fijamos ¢ y hacemos de manera

simultanea n — oo, 7 — 0 y h — 0 de manera tal que

h2
t=nt y D=—
-

X(t) = (25, —n)h = Vnh = VDt.

(i.e. 7=m7,:=t/ny h=h, :=+/Dt/n). Luego, por el Teorema Central del Limite,

Es decir, en el limite, la densidad de X viene dada por la soluciéon fundamental de la
ecuacion de difusion.

6.7. Ejercicios

EJERCICIO 6.7.1. Sea u una solucion regular de u; — Au =0 en R™ x (0, +00).

1. Mostrar que uy(z,t) := u(Ax, \?t) también resuelve la ecuacién del calor para
cada A € R.

2. Mostrar que v(z,t) := z - Vu(z,t) + 2tuy(x, t) también resuelve la ecuacion del
calor.
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EJERCICIO 6.7.2. Diremos que una funciéon u es calorica en U si verifica la ecuacion
del calor u; — Au = 0 en U. Verificar las siguientes afirmaciones indicando en cada caso
las hipotesis de regularidad sobre u necesarias para su validez.

1. Combinaciones lineales: Si uy y us son funciones caldricas, entonces auy + Pusg
es calorica.

2. Traslaciones: Si u(z,t) es calorica, entonces u(x — &, t — 7) es calorica.

3. Diferenciacion respecto a pardmetros: Si u(x,t, \) es caloérica para cada A, en-
tonces O\u(z,t,\) es calorica para cada A.

4. Integracion respecto a pardmetros: Si u(x,t, \) es calérica para cada A, entonces

fab u(zx,t, \) dX es caldrica.
5. Diferenciacion respecto a x yt: Siu(x,t) es calorica, entonces D29Fu es calérica.
6. Integracion respecto x y t: Si u(x,t) es calorica, n = 1, entonces f; u(y,t) dy es

calorica si O,u(zg,t) =0y fat u(z, s)ds es calorica si u(x,a) = 0.
7. Convoluciones: Si u(x,t) es calorica, entonces [, u(x—y,t)e(y)dy y f; u(x,t—
s)p(s) ds son caloricas.

EJERCICIO 6.7.3. 1. Si¢ = ¢(x,t), v € R3 t > 0, es una solucién con simetria
esférica de la ecuacion del calor en R? (i.e. ¢(z,t) = w(|z],t) con w : RZ — R),
entonces ¢ satisface

2
(6.7.1) bt e = £>0,7>0.

2. Mostrar que la ecuacion (6.7.1) puede reducirse mediante el cambio ) = r¢ a
la ecuacion del calor unidimensional.

EJERCICIO 6.7.4. Para ¢ = 1,...,n consideramos u; = u;(x,t), v € R, t > 0,

soluciones de
atui = OgzUj
wi(z,0) = pi(z).

Probar que si definimos para x € R", ¢t > 0,
u(z,t) = uy(z1,t) - - - up(zp, )
o) = pi(x1) - on(Tn)
entonces u es solucion de la ecuacion del calor en R™ x (0, 00) con u(zx,0) = ¢(z).
EJERCICIO 6.7.5. Supongamos n = 1y u(x,t) = v(2?/t).

1. Mostrar que u; = d,,u si y so6lo si
(6.7.2) 420" (z) + (2 + 2)v'(2) = 0.

2. Verificar que la solucion general de es

v(z) = C’l/ e~/ tsT2ds 4 O,
0

3. Derivar v(x?/t) respecto a z y seleccionar C) adecuadamente para obtener la
solucion fundamental P.
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EJERCICIO 6.7.6. Sea

1
u(zx,t) =Y (%) (x € RY, t > 0),

donde « y 3 son constantes.
1. Verificar que u satisface la ecuacion del calor si y s6lo si v satisface
at™ "y (y) 4+ st~y - Du(y) + 7 Aw(y) = 0,
para y =t Px.
2. Verificar que si f = 1/2, v satisface
av+%y-Dv+Av:O.

3. Verificar que si v es radial, i.e. v(y) = w(|y|) para w : R — R, entonces w

satisface |
n —
w' =0,

1 / "
ow+ —rw +w" +

2 r
d

donde r = |y[, " = £-.

4. Tomar a =n/2y hallar la solucion fundamental de la ecuacion del calor.

EJERCICIO 6.7.7 (Método de similaridad). 1. Hallar todas las soluciones de la
ecuacion del calor unidimensional que satisfacen

d(z,t) = p(Ax, N\*t), VA € R.

2. Mostrar que el método de similaridad dado en el item anterior también puede
aplicarse a la ecuacion del calor no lineal

0y (K (u)0,u) = Ou, K e O

EJERCICIO 6.7.8. 1. Sea a(t) > 0 una funciéon continua y sea u(zx,t) una solu-
cion regular de u; = aAu. Mostrar que existe un cambio de variables ¢t = ¢(71)
tal que U(z, 7) = u(z, ¢(7)) es solucion de la ecuacion del calor.

2. Sea b(t) € R™ continua y sea u(x, t) solucion regular de uy = Au+b-Vu. Mostrar
que existe un cambio de variables x = ¥ (y,t) tal que U(y,t) = u(¢(y,t),t) es
solucion de la ecuacion del calor.

3. Sea c(t) € R continua y sea u(x,t) solucion regular de u; + cu = Au. Mostrar
que existe (t) derivable, tal que U(x,t) = u(x,t)p(t) es solucion de la ecuacion
del calor.

4. Escribir una férmula explicita para una soluciéon de

aug+cu=Au+b-Vu+ f enR" x (0,+00)
u=yg en R" x {t =0},
donde ¢(t) € R,a(t) > 0y b(t) € R son continuas.
EJERCICIO 6.7.9 (Principio de Duhamel). Sea u la solucion del siguiente problema,
U — Oyt = g(,t)  en (0,L) x (0, +00),
uw(0,t) =u(L,t) =0 ent >0,
u(z,0) =0 en (0,L).



94 6. LA ECUACION DE DIFUSION

Probar que u puede ser representada en la forma

¢
u(x,t):/ O(x,t;s) ds,
0

donde @ es la soluciéon del problema

o, —P,, =0 en (0,L) x (s,+00),
O(0,t;8) = P(L,t;8) =0 ent>s,
O (z,s;5) = g(z, s) en (0,L).

EJERCICIO 6.7.10. Usar la transformada de Fourier para resolver el problema

up — kOppu = g(z,t), x€R, t>0,
u(z,0) = f(=), z € R,

donde f y g(-,t) para cada t fijo, son funciones de S.

EJERCICIO 6.7.11. Deduzca la formula explicita
t
1 2

para la solucién de

u(z,0) =0,
u(0,t) = h(t),
donde h(0) = 0. (Pista: defina v(z,t) = u(z,t) — h(t) y extienda a v por imparidad.)
EJERCICIO 6.7.12. Mostrar que la soluciéon acotada de

Uy — Opeu =0, x>0, t>0,
u.(0,t) =0,
U(ZL’,O) - f(ZE),

viene dada por la féormula

ulz,t) = /0 " N, £ f(O)e,

donde N(z,&,t) = ®(z—&, 1)+ P(x+&,t) y D es la solucion fundamental de la ecuacion
del calor. (Pista: Extender f por paridad a —oo < 2 < 0 y resolver el problema de
valores iniciales para la f extendida.)

EJERCICIO 6.7.13. Sea u(z,t) solucion del problema

Us = Oyl r€eR, t>0,
u(z,0) =p(z), z€R

dada por la convolucién de ¢ en la variable x con la solucién fundamental. Probar que
si p € L'(R), entonces u(-,t) € LY(R) Vt >0y

/Ru(:v,t)dx:/Rap(x)d:E, vt > 0.
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EJERCICIO 6.7.14. Decimos que v € C>'(Ur) N C(Ur) es una subsolucion de la
ecuacion del calor si
v — Av <0en Ur.

1. Probar que maxy, v = méaxr, v.

2. Sea ¢ : R — R un funcién suave y convexa. Probar que si u es soluciéon de la
ecuacion del calor y v = ¢(u), entonces v es una subsolucion.

3. Probar que v = |Vu|*+u? es una subsolucion si u es una solucion de la ecuacion

del calor.

EJERCICIO 6.7.15. 1. Sea C(x,t;7) = B(x,r) X (t—r?,t]. Probar que si u(z, t)
es solucion de la ecuacion del calor en C'(0, 0; 2), existe una constante C' universal
tal que

max |Vyu(z,t)] < C méx |u(z,t)|.
C(0,0;1) C(0,0;2)

2. Con la notacién del ejercicio anterior, probar que si K C Ur\9,Ur es compacto,
existe entonces una constante C' que depende de dist(K, 0,Ur) tal que

méx |V, u(z,t)] < Cmax |u(zx,t)].
K Ur

EJERCICIO 6.7.16. Sean u,, soluciones regulares del siguiente problema

(un)t — Au, =0 en Uy
Up = fn en 0,Ur,

Probar que si f,, = f uniformemente en 9,Ur, entonces existe u regular tal que u,, — u
uniformemente sobre Ur y u es solucion de

u— Au=0 en Ur
u=f en 0,Ur.

EJERCICIO 6.7.17. Sea w una solucién acotada de la ecuacion del calor en R™!,
Probar que u es constante. ; Es cierto el resultado si eliminamos la hipotesis que u sea
acotada?

EJERCICIO 6.7.18. Sea u una solucion de la ecuacion del calor en R™"*! tal que u = 0
en 1 = 0, uniformemente Lipschitz. Probar que existe a € R tal que u(z,t) = ax;.

EJERCICIO 6.7.19 (Principio del méximo para problemas parabolicos). Definimos

Lu = — Z a;;(z,t)0;u + Z bi(x,t)0u,
ij=1 i=1
donde los coeficientes a;j, b; son continuos, a;; = aj; y la matriz A = (a;;) es definida
positiva. Es decir, £ es un operador eliptico segtn la definicion del Ejercicio [4.8.18|
Probar que si u € C*'(Ur) N C(Ur) satisface
Up + ;CU =0 en UT7

entonces

MAax u = Max u.
Ur I'r

Al operador 0; + L se lo denomina operador parabdlico.
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EJERCICIO 6.7.20. Sea u € C*'(Ur) N C(Ur) solucion de

ur — Au= f(x) en Ur,
u=~0 en 0,Ur.

Probar que si f <0, entonces u; < 0.

(Sugerencia: Definir w(z,t) = u(x,t + ) — u(x,t), calcular w;, — Aw y aplicar el
principio del maximo.)

EJERCICIO 6.7.21. Consideremos el paseo aleatorio simétrico. Supongamos que en
el punto L = mh + h/2 > 0 se ubica una barrera perfectamente refractante. Por esto

nos referimos que si una particula llega al punto L — h/2 a tiempo ¢ y se mueve hacia
la derecha, entonces es reflejada y regresa al punto L — h/2 en el tiempo t + 7.

Mostrar que cuando h,7 — 0y h?/7 = 2D, p = p(x,t) es una solucién del problema

Pt — Dppr =0 <L, t>0
p(x,0) =46 r <L
pu(L,t) =0 t>0

Mas aun ffoo p(z,t)dr = 1. Calcular explicitamente la solucion.

EJERCICIO 6.7.22. Consideremos el paseo aleatorio simétrico. Supongamos que en
el punto L = mh > 0 se ubica una barrera perfectamente absorbente. Por esto nos
referimos a que si una particula llega al punto L — h a tiempo ¢t y se mueve a la
derecha, es absorbida y se detiene en L. Mostrar que cuando h,7 — 0y h?/7 = 2D,
p = p(x,t) es una solucion del problema

Pt —Dprr =0 x< L, t>0
p(z,0) =46 <L
p(L,t) =0 t>0

Calcular explicitamente la solucion.



Capitulo 7
Ecuaciones de primer orden

Una ecuacion en derivadas parciales de primer orden es una ecuacion del tipo
F(t,x,u,us, Vu) = 0,

donde la incognita u esta definida en un conjunto de la forma U x (0,7") con U C R™.
A lo largo de este capitulo, por Vu entendemos el gradiente en las derivadas espaciales,
Vu= (Opu,...,0,u).

Esta ecuacion se dice lineal si F' es lineal en u, u; y Vu.

Empecemos presentando algunos modelos donde aparecen de manera natural estas
ecuaciones.

7.1. Motivacién

7.1.1. Paseo al azar asimétrico revisitado. Volvamos a estudiar el paseo al
azar asimétrico que vimos en la Seccion [6.1.3]

Nuevamente consideraremos el caso unidimensional y haremos las mismas suposi-
ciones que en la Seccion [6.1.3] es decir:

= La particula empieza en x = 0.

» La particula se mueve, luego de un cierto tiempo 7, a la derecha con probabilidad
Do F % y a la izquierda con probabilidad ¢y = 1 — py una longitud A de manera
independiente en cada paso.

Volvemos a notar con p(x,t) la probabilidad de que la particula este ubicada en
x =nh a tiempo t = m7 y de manera anéloga a la Seccion [6.1.3] para p(z,t) se tiene

1 h? —mo)h h?
Pt + 0(1) = i?axxp + <qo Tp()) 8xp +o <?) .

Ahora, a diferencia de la Seccién [6.1.3] para poder pasar al limite h, 7 — 0, supo-
nemos que

h
= =5
i

para cierta constante 5 > 0. Luego, obtenemos

e+ 0l1) = 53O + (a0 — ) 30u + ol1).

Finalmente, si llamamos v = (pp—qo)S y pasamos al limite i | 0 obtenemos la ecuacion
de transporte puro

pt +v0p = 0.
Observemos que v > 0 indica que la particula se mueve hacia la derecha mientras que
v < 0 indica que la particula se mueve hacia la izquierda.

97
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EJERCICIO 7.1.1. Realizar el razonamiento para el paseo al azar multidimensional
y concluir que la funcién de probabilidad p debe verificar la ecuacién
pe+v-Vp=0,

donde v € R" representa la direccion en la que se desplaza la particula.

7.1.2. Contaminaciéon en un canal. Sea u(z,t) la densidad o concentracion
de una cantidad fisica @) y ¢(u) su funcion de flujo. Si consideramos U C R", la integral

/U u(z, t) do

nos da la cantidad de ) en la region U a tiempo t. Luego, la ecuaciéon de continuidad
(2.3.4) nos dice que, ante la ausencia de fuentes externas se tiene

up +div(g(u)) =0, en R" x (0,00).

En este punto, hay que decidir que tipo de relacion constitutiva vamos a considerar
para el flujo q. A diferencia de la ecuacién de difusion donde se considerd la Ley de
Fourier ¢ = —kVu (c.f. Seccion , se considera la situacion de transporte en donde
el flujo es una funcién lineal de u, i.e.

(7.1.1) q(u) = vu, donde v € R".
Luego, la ecuacion de continuidad, junto con la relacion constitutiva (7.1.1]) nos da
(7.1.2) ur+v-Vu=0, enR"x (0,00).

Observemos que esta es exactamente la ecuacion de transporte que hemos encontrado
en la seccion previa.

7.2. Resultados de existencia y unicidad

7.2.1. El problema homogéneo. Veamos ahora que es posible integrar la ecua-
cion (7.1.2)). En efecto, si llamamos w = (v, 1) € R™™! la ecuacion (7.1.2)) puede rescri-

birse como
Owt = 0,
es decir que la funcion u, vista como una funcién en R"*!, debe ser constante sobre las
lineas (x¢,0) + sw.
Dicho de otra manera, fijemos o € R™ y consideremos la funcion ¢(s) = u(zo +
sv, s), luego
¢'(s) = Oyu(zo + sv,s) + v - Vu(zg + sv,s) = 0.

Es decir, ¢ resulta constante, por lo que
¢(s) = ¢(0) = u(wo,0).

Si suponemos que inicialmente v viene dado por u(z,0) = g(x) con g € CH(R"™),
concluimos que
u(zg + sv, s) = g(xo).
Ahora, tomamos un punto arbitrario (x,t) € R x (0,00) y buscamos xo € R" y s € R
de manera tal que (zg+sv,s) = (z,t). Pero trivialmente s =ty o = x —tv, de donde

u(z,t) = g(z — tv),
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por lo que hemos probado el siguiente teorema

TEOREMA 7.2.1. Sea g € C'(R"). Eziste entonces una unica solucion de la ecuacion

(72.1) u+v-Vu=0 enR"x (0,00)
u(z,0) =g(z) zeR"
y la misma viene dada por la formula

(7.2.2) u(z,t) = glx —tv).

A la recta (o + sv, s) se la llama la recta caracteristica de la ecuacion (7.2.1)).

La solucion dada por ((7.2.2) se denomina una onda viajera. Se interpreta el grafico
de g como una onda y a medida que avanza el tiempo t esa onda es transportada con
velocidad v.

7.2.2. El problema no homogéneo. Consideremos ahora la ecuaciéon no ho-
mogénea
ug +v-Vu = f(x,t), en R" x (0,00).
En este modelo el término f, en el modelo de contaminacion, representa una fuente

externa de produccion de contaminante medida en [f] = %

Razonemos de manera similar que en la demostracion del Teorema [7.2.1| Luego,
llamamos ¢(t) := u(zo +tv,t) y calculamos

&' (t) = up(xo + tv,t) + v - Vu(zg + tv,t) = f(xo + tv, ).
De donde

u(zog +tv,t) — u(xg,0) /¢

/fa:o+svs

Si u verifica la condicion inicial u(x,0) = g(x) con x € R™, llegamos a la expresion

u(zo +tv,t) = g(zo) + / f(zo + sv,s)ds.
0

Si ahora x € R™ es arbitrario, se tiene que x = xy + tv si y sblo si g = ¢ — tv y por
ende

t
u(z,t) = g(x —tv) + / flx—(t—s)v,s)ds.
0
Hemos probado en consecuencia el siguiente teorema.

TEOREMA 7.2.2. Sea g € CY(R") y f € C(R"x[0,0)) tal que d,, f € C(R"x[0, 00))

para todo i =1,...,n. Luego el problema

{ut—i-v‘Vu:f en R™ x (0, 00)

(7.2:3) u(z,0) =g(z) xeR"

tiene una unica solucion y la misma viene dada por

(7.2.4) u(z,t) =g(x —tv) + /0 flz—(t—s)v,s)ds.
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EJERCICIO 7.2.3. Deducir el Teorema a partir del Teorema |7.2.1] usando el
método de Duhamel (c.f. Ejercicio y Teorema [6.2.8)).

7.2.3. El problema amortiguado. Supongamos ahora que se tiene un feno-
meno de desintegracion del contaminante y que la tasa de desintegracion es proporcio-
nal a la concentracion. Esto es, en la ecuacion (7.2.3), considerar f(z,t) = —yu(z,t)
para una cierta constante v > 0.

Luego, el problema a considerar es

{ut+v~Vu:—7u en R™ x (0, 00)

(7.2.5) u(z,0) = g(z) x € R™.

Veamos que este problema puede reducirse a . En efecto, si llamamos
v(z,t) = u(z, t)e,
esta funcion v verifica
vy = (u +yu)e” = (—v - Vu)e" = —v - Vo

Luego v es solucion de con dato inicial v(z,0) = u(z,0) = g(z).

Por el Teorema tenemos que

u(x,t)e = v(x,t) = g(z — tv),

luego probamos el siguiente teorema.

TEOREMA 7.2.4. Sea g € C*(R™). Luego la ecuacion (7.2.5) tiene una tinica solu-
cion y la misma viene dada por

(7.2.6) u(z,t) = g(x — tv)e "

La solucion dada por ([7.2.6) se la denomina onda viajera amortiguada. A diferencia
de la onda viajera vista en la Seccion [7.2.1] la amplitud de la onda disminuye con el
tiempo a una tasa dada por la constante .

EJERCICIO 7.2.5. Enunciar y probar un teorema de existencia y unicidad para el
problema
u +v-Vu= f(z,t) —yu en R™ x (0,00)
u(z,0) = g(z) x € R",

donde v > 0 y v € R" son constantes, g € C'(R") y f € C(R" x [0,0)).

7.2.4. Velocidad variable. En esta secciéon consideraremos el caso en que la ve-
locidad v es variable. Por simplicidad, consideraremos el caso en que depende del punto
espacial x pero es independiente del tiempo t. Es decir, supondremos que v: R" — R"
y supondremos, ademés, que es una funciéon Lipschitz, i.e.

v(z) = v(y)| < Lz —yl,
para alguna constante L > 0 y para todo x,y € R".
El problema que intentaremos resolver es el siguiente

ur +v(z) - Vu=0, en R" x (0, 00).
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En este caso, veremos que las caracteristicas de la ecuacion no son mas rectas sino
curvas caracteristicas determinadas por el campo de velocidades v.
En efecto, consideremos una curva z(t) de clase C', z: [0,00) — R" y definimos,
en el espiritu de la seccion [7.2.1} ¢(t) := u(x(t),t). Luego, ¢ verifica
¢ (t) = wy(x(t),t) + 2'(t) - Vu(z(t),t).
En consecuencia, si la curva x(t) verifica
() =v(z(t), t >0
tendremos que ¢'(t) = 0 y por ende ¢(t) es constante.

Esto dice que u(z(t),t) = u(x(0),0) = g(x(0)), si asumimos que u verifica la condi-
cion inicial u(z) = g(x), © € R™.

Consideremos en consecuencia ®(x,t) el flujo asociado al campo v, es decir

{8t<I>(x,t) —v(®(z,t)) teR

7.2.7
( ) O(x,0) ==z r e R"™

Este flujo ® esta bien definido, ®: R® x R — R" dado que el campo v es Lipschitz.
Ver [17].

Por otro lado, para cada t € R fijo, el campo ®(-,¢): R" — R™ resulta un difeomor-
fismo (es decir, es de clase C!, inversible y con inversa de clase C'). Es también facil
ver que @ (-, t)7t = &(-, —1).

Todas estas consideraciones nos llevan a deducir que

w(®(zo,t),t) = g(P(20,0)) = g(xo).

Luego, si (z,t) € R™ x (0,00) es arbitrario, llamando z¢y = ®(x, —t) concluimos que
U(l’, t) = 9(350) = g(@(l‘, _t))
Hemos probado entonces el siguiente teorema.

TEOREMA 7.2.6. Sea g € C'(R") y sea v € Lip(R™;R"). Sea ®: R" x R — R" el
flujo asociado al campo v dado por la ecuacion (7.2.7). Entonces el problema

u+v(z)-Vu=0 enR" x (0,00)
(7.28) {u(x, 0) = g(z) r e R™,

tiene una unica solucion y la misma viene dada por la formula
(7.2.9) u(z,t) = g(®(x, —t)).
Veamos un par de ejemplos.
EJEMPLO 7.2.7. Claramente, en el caso en que v es constante, el Teorema y

el Teorema [7.2.1] coinciden.

En efecto, en ese caso, ®(x,t) = x+tv (dado que es claro que esta funcion ® verifica

T27). Luego
U(:L‘,t) = g(@(l‘, _t)) = g<$ - tV)
como afirma el Teorema [7.2.11
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EJEMPLO 7.2.8. Consideremos ahora el caso n = 1y v(z) = x. Es facil verificar
que, en este caso, se tiene
O(x,t) = ze’.

Luego, la solucion de ([7.2.8|) viene dada por

u(x,t) = g(ze™).

Queda de ejercicio al lector verificar a mano que esta expresion efectivamente es solucion

de (F25).

EJERCICIO 7.2.9. Enunciar y probar un teorema de existencia y unicidad para el
problema

ur +v(z) - Vu= f(z,t) en R" x (0,00)
u(z,0) = g(z) r e R",

donde g € CY(R") y f € C(R" X [0,00)), O, f € C(R" X (0,00)),i=1,...,n.

7.3. El problema en la semi recta

En esta seccidon estudiaremos el problema de transporte en caso de una dimension
espacial n = 1 y en la semi recta z € (0,00). En este caso, para poder resolver el
problema, es necesario determinar una condiciéon de contorno en x = 0. Luego, el
problema a estudiar es

up + vu, = f(z,t) ©>0,t>0
(7.3.1) u(0,t) = h(t) t>0
u(z,0) = g(z) x>0,

donde v € R es constante.

Con las técnicas desarrolladas en la seccion previa es razonablemente sencillo obte-

ner un teorema de existencia y unicidad para ([7.3.1)).

TEOREMA 7.3.1. Si f € C(]0,00) x [0,00)), O.f € C(]0,00) x [0,00)) y g,h €
C1([0,00)) wverifican las siguientes condiciones de compatibilidad

9(0) = h(0) y H(0)+vg'(0)= f(0,0),
entonces eziste una unica solucion de ([7.3.1)).
EJERCICIO 7.3.2. Demostrar el Teorema (7.3.1. Sugerencia: Usar el método de las

caracteristicas y separar los casos x —tv > 0y x —tv > 0. Verificar que las condiciones
de compatibilidad garantizan que la solucién hallada sea de clase C*.

Si bien el Teorema nos garantiza existencia y unicidad para el problema ([7.3.1)),
la férmula que se obtiene es algo engorrosa. Mostraremos ahora como por métodos de
energia es posible obtener no sé6lo la unicidad de soluciones, sino también la estabilidad
de las mismas bajo perturbaciones de los datos f, g y h.



7.3. EL PROBLEMA EN LA SEMI RECTA 103

7.3.1. Estimaciones de estabilidad. Si Multiplicamos la ecuacion ([7.3.1]) por
u e integramos en el intervalo (0, R) respecto de z, obtenemos

1dR2(t)d+((Rt /ft ) dx
2dt0ux,x2 x,t)u(x

Hemos usado que w;u = %8t(u2), Ul = %8x(u ) v la condicién de contorno u(0,t) =
h(t), t > 0.

Si llamamos
R
E(t):/ u?(z,t) dt
0

y usamos la desigualdad ab < % + E para acotar el término de la derecha, llegamos a

E'(t) — E(t) < vh*(t) / Pz, t)d
Multiplicamos ahora por el factor integrante e~ a ambos lados y, notando que
(E(t)e™) = e "(E'(t) — E(t)),
obtenemos
R
(E(t)e ) < ve'h2(t) + e / P, 1) da
0

Finalmente, integramos esta desigualdad entre 0 y t y, recordando que u(z,0) = g(z),
llegamos a

t t R R
E(t) < / ve!*h?(s) ds +/ / e f*(z, ) dvds + et/ g () du.
0 0 Jo 0

En consecuencia, hemos probado el siguiente teorema

TEOREMA 7.3.3. Sea u(z,t) la solucion de (7.3.1). Entonces, para todo R,t > 0,
se tiene

R t t (R R
/ u?(z,t) dx < / ve!™*h?(s) ds + / / e f2(x, s) dwds + ' / g% () dx.
0 0 0 Jo 0

Se obtienen entonces los siguiente corolarios

COROLARIO 7.3.4 (Continuidad respecto de los datos). Sean w;(z,t), i = 1,2, las
soluciones de (7.3.1)) con datos f;, g;, hi, 1 = 1,2. Entonces se tiene el siguiente mddulo
de continuidad

tSBPT] Jur (-, ) — ua (- ) |720.5)) < C(Hh1 — hallZ2q0.ay) + 11 = f2llZ20.m)x 0.1
€|0,

+ llgr — 91”%2([0,}2]))-
donde C' > 0 depende solo de T y de v.

COROLARIO 7.3.5 (Unicidad de soluciones). Eziste una unica solucion de (7.3.1)

Las demostraciones de ambos corolarios son inmediatas y quedan de ejercicio.
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EJERCICIO 7.3.6. Chequear que si en (7.3.1) se considera f = 0, se obtiene la
estimacion de estabilidad

/ORUQ(:E,t) dz < /ORQQ(J;) dx+v/0t h2(s) ds.

7.4. Problemas cuasilineales

En esta secciéon haremos una muy breve introducciéon a las ecuaciones de primer
orden cuasilineales. No intentaremos desarrollar ninguna teoria general sobre las mis-
mas sino que nos limitaremos a discutir dos ejemplos provenientes de la dindmica del
transito.

7.4.1. Un modelo de dinamica del transito. Intentaremos desarrollar un mo-
delo que nos permita estudiar la dinamica del transito vehicular en una ruta. Haremos
un estudio muy simplificado para que pueda ser abordado en estas notas.

Las hipotesis que haremos sobre el modelo son las siguientes:

= Los autos no pueden sobrepasarse. Por ejemplo, si hay un solo carril o estan
muy congestionados.

» No hay ingreso ni egreso de autos, o ese ingreso/egreso es despreciable respecto
a la densidad de autos.

= La velocidad de los autos depende solo de la densidad de autos. Es decir, si
llamamos u a la densidad, la velocidad v tiene la expresion v = v(u).

» La velocidad es positiva (v > 0) y decreciente (v/(u) < 0), dado que si hay
mayor densidad de autos, la velocidad es menor.

= Cuando la densidad es 0 los autos circulan a la velocidad méaxima permitida:
v(0) = vp,.

= Existe una densidad maxima u,, tal que la velocidad es 0 a partir de esa den-
sidad, v(u,,) = 0. Esta es la densidad de estar “paragolpe contra paragolpe”.

Un ejemplo de velocidad v que verifica estas hipotesis es

(7.4.1) v(u) = vy, (1 - i)+.

Um

Luego, por la ecuacion de continuidad (2.3.4)) con flujo ¢(u) = v(u)u, el modelo resul-
tante es

ur + 0-q(u) =0 en R x (0, 00).
Notemos que la ecuacion esta igualada a 0 por nuestra segunda hipotesis.

Luego, debemos resolver

u + ¢ (w)uy, =0 en R x (0,00)
(74.2) {u(x, 0) = g(z) x e R.

7.4.2. El método de las caracteristicas. Apliquemos el método de las ca-
racteristicas para resolver (7.4.2)). Luego, sea x: [0,00) — R una curva C! tal que
x(0) = zo y calculemos la derivada de ¢(t) := u(z(t),1).

&' (t) = ug(x(t),t) + o' () up(x(¢),t).
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Luego, si 2/(t) = ¢'(u(x(t),t)) se tendra que ¢'(t) = 0, pero eso implica que ¢(t) =
¢(0) = u(xo,0) = g(xo) y por ende #'(t) = ¢'(g(z0)) de donde

x(t) = xo + tq' (9(x0)).

Entonces, la soluciéon u debe verificar que

u(zo + tq'(g(20)), t) = g(z0)

Para poder concluir se necesita que, dado (z,t) € R x (0,00) exista un tnico o € R
tal que x = xo + tq'(g(z0)). Pero, jes cierto esto?

Observemos que en el caso de velocidad constante, tenfamos que ¢’'(u) = v constante
y por ende zg = x — tv.

Existen dos conflictos posibles que hacen de este problema particularmente dificil:

1. Colision de caracteristicas.

Supongamos que para xp > x7 se tiene que ¢'(g(zo)) = 1y ¢ (g9(z1)) = 2,
luego se tiene que para t = zo — x1 > 0, las rectas caracteristicas z; + t¢'(g(z;)
colisionan, luego la funciéon u no resulta bien definida en (z,t) para x = xo+t =
T+ 2t.

2. Ausencia de caracteristicas.

Supongamos que para zy < 0 se tiene que ¢'(g(xo)) < 0 mientras que para
xo > 0 se tiene que ¢'(g(zo)) > 1. Luego, es facil ver que si (z,t) esta en la
region

{(z,t) e R x (0,00): 0 <z <t}
se tiene que x # x¢ + tq'(g(xp)) para todo xg € R.

7.4.3. El problema del semaforo. En esta secciéon estudiaremos el llamado
problema del semdforo. Asumiremos que el dato inicial g viene dado por

Uy Sz <0
(74.3) 9(x) {0 siz> 0.

Es decir, los autos estdn amontonados frente al semaforo en rojo y del otro lado la ruta
esta libre.

Asumiremos que v viene dada por la formula ((7.4.1)), y por ende tenemos

—VUpy Sizg <0

¢(u) = v, (1 - j—“) . Tuego q'(g(0)) = {

m U, sixg > 0.

Estamos en presencia del fenomeno de ausencia de caracteristicas. De hecho, es
facilmente verificable que la region {(z,t) € R x (0,00): — vt < & < v,t} no es
alcanzada por las rectas caracteristicas zo + tq'(g(xo)).

Una posible estrategia para sobrepasar este conflicto es el de regularizar el dato g.
Consideremos entonces
U, stz <0
ge(x) = um(l—g) si0<x<e
0 six > €.
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Para este dato g. se verifica que

—Upm, sixg <0
q'(9:(z0)) = { Um (—1 + 2%0) si0<zxzyg<e¢
Um, sixg > €.

Luego, si llamamos u.(z,t) a la solucion de con dato g. se tiene que, si xg < 0,
x =2z +tq'(9:(x9)) = o — Vt, de donde x < —v,t v u(z,t) = g-(20) = U

Por otro lado, si xg > €, x = zg + tq'(g:(x0)) = xo + vit, de donde z > vt + €'y
ue(z,t) = ge(zo) = 0.

Finalmente, si 0 < xy < ¢, x = xy + t¢'(9:(x0)) = zo + to, (—1 +2x§), luego

T+umt
2umt+e | °

Ty = 5% y por ende —v,t < x < vt +ey u(x,t) = g-(xg) = up, <1 —

Es decir, hemos obtenido la expresion

U, six < —u,t
us(z,t) = um(l—%> Sl —opt <x <uvput+e
0 six > vt +e.

Si hacemos ¢ | 0 obtenemos la siguiente expresion para la solucion de ([7.4.2) con dato
(7.4.3)

U, S S —Umt
u(z,t) = < Uy (1—%) Si — ot < x < vpt
0 sixz > vt

A las caracteristicas que emanan del punto (0,0) se las llama abanico de rarefaccion.

7.4.4. El problema del congestionamiento. En esta seccion estudiaremos el
problema en que los autos vienen circulando por la ruta y deben detenerse por un
accidente. Supondremos que el accidente ocurre en el punto = = 0 y luego se tiene que

Lo siz <0
7.4.4 =8
(744) e {%n e

Consideramos, al igual que en la seccién anterior y s6lo para simplificar los célculos,
que la velocidad v viene dada por ([7.4.1). Al igual que antes, tenemos entonces que

2 3 i
ﬂw:%@—iﬁ,@me@mh{”mS”<o

Um, —VUy, six > 0.

En este caso observamos que todo punto (z,t) en la region
3
R:={(z,t) e Rx (0,00): —vpt<z< vat}

es alcanzado por dos rectas caracteristicas, produciéndose el fenémeno de colision de
caracteristicas.

La idea para construir una solucion en esta situacion es buscar una curva s: [0, 00) —
R tal que s(0) = 0, (s(t),t) € R para todo t > 0 y tal que si (x,t) € R verifica que
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x < s(t) entonces se toma para u(z, t) el valor dado por la caracterfstica & = o + 2vp,t,
mientras que si x > s(t) se toma el valor dado por la caracteristica x = xg — v,,t.

. Como determinar entonces la curva s(t) para que la funcién u sea solucion de la

ecuacion ((7.4.2))7
Para eso, observamos la deducciéon de la ecuacion de continuidad (2.3.2). Ahi se

tiene
T2

7.4.5 —
(7.4.5) il

u(z,t)de = —q(u(zs,t)) + q(u(xy,t)).

Tomemos t > 0y z1, x> € Rtal que 21 < s(t) < x2. Luego u(x1,t) = gtm, u(22,t) = Uy,
y a(w(z1,)) = grtmvm, q(u(@s,t)) = 0.
Por otro lado,

To s(t) To
/ u(zx,t)dr = / S, da +/ Upy AT = U (T2 — $71) — Zupms(t).

T x1 S(t)
Con estas consideraciones, la ecuacion (7.4.5) queda

— %umsl(t) = 6—74umvm.

Es decir, la curva s(t) verifica

de donde se obtiene

s(t) = —gupmt.

Luego, una solucion de ([7.4.2)) con dato (7.4.4) es

1 . 1
u(:c,t) _ {gum S1 s < —gvmt

Uy SIS > —%vmt.

7.5. Ejercicios

EJERCICIO 7.5.1. Resolver
S Ou=e" X% e R
{U|x1_o = X2
EJERCICIO 7.5.2. Resolver
r-Vu=|z]> zeR"
{u\xl:l = 3x,,.
Estudiar el dominio de definiciéon de la solucion.

EJERCICIO 7.5.3. Mostrar, por consideraciones geométricas, que la soluciéon general

de
ou ou B

x%—ya—y—()

es u(z,y) = f(zy) con f € CY(R).
Encontrar la soluciéon cuyo grafico contiene a la recta de ecuacién y = x.



108 7. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN
., Qué pasa con el problema de valores iniciales cuando estos se dan sobre la curva
y=1/x7
EJERCICIO 7.5.4. Probar que no existe soluciéon de la ecuacion
Uy + Uy = U
que satisfaga las condiciones iniciales u = 1 en la recta y = x.
EJERCICIO 7.5.5. Probar que la soluciéon de la ecuacion
Uy + Uy = u?

cuyo grafico contiene a la recta © = —y = wu no esta definida sobre la hipérbola
27 .2
¥ —y =4.

EJERCICIO 7.5.6. Sea u(z,t) la solucion clasica del problema
u + f(z,t)u, =P(x,t) z€R, >0
u|t:0 = ’UJO(‘/L‘) T e Rv

Ver que sobre las trayectorias (z(t),t), u se expresa como

¢
ul(a(t), 1) = wala () + [ (a(s), s
0
EJERCICIO 7.5.7. Hallar la solucion de la ecuacién
(2 + y*)u, + 27yu, = (v +y)u
que satisface u(0,y) = y.
EJERCICIO 7.5.8. Dado

Luzx%jLng—Z—l—%—i%u,
resolver:
| {Lu:O en R? x (0, 00)
N u(z,y,0) =2y (2,y) € R?
Lu=0 en R? x (0, 00)
{U(l‘, y,0) = f(,y), (2,y) €R?

imponiendo condiciones adecuadas de diferenciabilidad a f.
EJERCICIO 7.5.9. Usar el principio de Duhamel para resolver el problema
{ct—l-vcz = f(z,t) z€R, t>0
c(z,0)=0 r € R.
Hallar una formula explicita cuando f(z,y) = e 'sin .
EJERcICIO 7.5.10. Considerar la ecuacion
u +uu, =0, u(x,0) = up(z)
para una funcion u(z,t), z € Ry t > 0.

Una curva (t,z(t)) en el plano se dice caracteristica si
2 (t) = u(z(t),t).
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1. Demostrar que u es constante a lo largo de cada curva caracteristica.

2. Demostrar que las pendientes de las curvas caracteristicas estan dadas por
dt/dx = 1/u y usarlo para probar que las curvas caracteristicas son rectas
determinadas por los datos iniciales.

3. Suponer que z1 < x9 ¥ up(z1) > up(xe) > 0. Mostrar que las dos caracteristicas
que pasan por los puntos (z1,0) y (z2,0) se intersecan en un punto P = (Z,t)
con t > 0. Mostrar que esto, junto con la parte [1| implica que la solucién no
puede ser continua en P.

4. Calcular t.

EJERCICIO 7.5.11. Repetir el ejercicio para la ecuacion
(7.5.1) u + f(u), =0,
donde f” > 0y f'(up(xs)) > 0. Las caracteristicas se definen ahora mediante
2(t) = f(u(e(b), 1)
Decimos que la ecuacion esta en forma de divergencia.

Concluir que, en general, es imposible hallar una solucién continua, independiente-
mente de la suavidad de f.

EJERCICIO 7.5.12. Sea D = [—a,a] x [0,T] y sea ¢ € C'(D) tal que
(7.5.2) ¢(xa,t) =0para 0 <t < Ty ¢(x,T)=0para —a<z<a.
1. Probar que si u es solucion de ((7.5.1]) entonces verifica

(7.5.3) / /D [ue + f(u)p,] dudt + /_ iuo(x)¢(x,0) dz = 0,

Una funcion uw € Li (R x Ry) tal que f(u) € Li.(R x Ry) que verifi-

que (7.5.3)) para todo rectangulo D y toda ¢ € C'(D) que verifique (7.5.2)) se
denomina una solucién débil de ([7.5.1]).

2. Mostrar que si u es una soluciéon débil de (7.5.1)) y es de clase C! entonces es
una solucion cldsica de (|7.5.1).

EJERCICIO 7.5.13. Considerar la ecuacion

-1 >0

- <0’

2
wy + (%) =0 con dato inicial u(z,0) = {

Mostrar que para todo a > 1, la funcién u, es una soluciéon débil de la ecuaciéon
(en el sentido del ejercicio anterior), donde u, viene dada por

-«






Capitulo 8
Ecuacion de ondas

En este capitulo estudiaremos la ecuaciéon de ondas
Ut — Au = f

Empezaremos con una motivaciéon para el estudio de la ecuacion, luego veremos
como el método de separacion de variables y series de Fourier nos provee con una
solucion en un intervalo de la recta real. Finalmente estudiaremos el problema en
R™ x (0,00) en los casos n = 1,2, 3.

8.1. Motivacion

La ecuacion de ondas en el caso de una dimension espacial puede deducirse a partir
de la ley de Hook.

La ley de Hook modela el desplazamiento de una particula que se encuentra sujetada
a un resorte cuando esta se desplaza de su posicion de equilibrio.

Es decir, si x(t) denota el desplazamiento de una particula de masa m (donde
x(t) > 0 significa que se desplaz6 hacia la derecha y x(t) < 0 significa que se desplazo
hacia la izquierda), la ley de Hook sostiene que la fuerza que el resorte aplica sobre la
particula es proporcional al desplazamiento y apunta en direccién opuesta al mismo:
F' = —kx. La constante x > 0 depende del resorte. Luego, la segunda ley de Newton
(F = ma, con a la aceleracion), nos dice que

ma” (t) + kx(t) = 0.
Supongamos ahora que se tiene una cuerda y la imaginamos como un arreglo de

pequenas masas m conectadas por resortes sin masa de longitud A y constante k.

Si u(zx,t) mide la distancia al equilibrio de la masa situada en la posicion x a tiempo
t tenemos que sobre la particula situada en x acttian dos fuerzas dadas por los resortes
ubicados a derecha y a izquierda. Luego, la fuerza resultante es

F = kfu(w+h, ) —u(w, 8)] — slue, ) —u(@—h, )] = klu(e+h, t) —2u(z, 1) +ulz—h,1)].
La ley de Newton nos da entonces
muy(z,t) = klu(z + h,t) — 2u(z,t) + u(x — h,t)].

Si ahora suponemos que se tienen N masas separadas sobre la longitud L = Nh de
masa total M = Nm y que la constante total de los resortes viene dada por k = £, se
escribe la ecuacion anterior como
L2k u(z + h,t) — 2u(z,t) +u(z — h,t)
M h?

111

utt(l'7 t) =
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Finalmente, tomando el limite h | 0 se obtiene

Uy (z,t) = 0ppu(z,t)
donde ¢ = \/%k es la velocidad de propagacion.

Veamos otra deduccion de la ecuacion de ondas. Para eso consideremos que se tiene
una cuerda homogénea de longitud ¢ y densidad p = p(x). Asumamos que la cuerda se
mueve en la direcciéon transversal, pero no en la direccién longitudinal. Notemos por
u(x,t) el desplazamiento en la posicion x a tiempo ¢ en la direccion transversal de su
equilibrio. Luego, la pendiente de la cuerda a tiempo ¢ en la posicién x viene dado por
Oyu(z,t). Sea T'(z,t) la magnitud de la tension (fuerza) tangencial aplicada sobre la
cuerda a tiempo ¢ en la posicion z.

Consideremos la porcion de la cuerda entre dos puntos proximos x; y x,. La fuerza
neta que actia sobre la cuerda en la direccién longitudinal, notada por Fi entre los
puntos x; y xo es dada por

Fy[72 = T(x,t) cosb)|;?

2

1

1

(@,t) ==

Vv1+0.u

1 1

= T(ZEQ,If) — T(l’l,t) .

1+ O,u(xs,t) V 1+ Oyu(xy,t)

Pero, por hipdtesis, la cuerda no se desplaza en la direcciéon longitudinal, en conse-

cuencia la aceleracion en esa direccion debe ser cero. Luego, usando la ley de Newton,
F = ma, concluimos que

1 1
1+ O,u(xs,t) 1+ O,u(xy,t)

En la direccion transversal, la fuerza que actiia sobre la cuerda entre los puntos x;
y x9 a tiempo t, notada por F3, es dada por

Fy|32 = T'(x,t)sin 0] 32

=T(z t)—axu "
N ’ V14 0,ula
T, ) pu(wa,t) (w1, 1) Opu(zy,t)

1 + O,u(xa,t) V1 + dpu(zy,t)
Nuevamente, al asumir que todo el desplazamiento ocurre en la direccion transversal,
por la ley de Newton F = ma, concluimos que Fy(z,t) = mas(z,t) donde as(x,t)
denota la componente de la aceleraciéon de la cuerda en la direccién transversal en el
punto x a tiempo t. Luego, entre los puntos x; y s,

Fy(x,t)];2 = / p(x)Opu(z,t) dx.

En consecuencia, obtenemos
Opu(a, t)

1+ Opu(xs,t) -

(81.2) T(ws1) il t)
1+ Opu(zy,t) 1

T(xy,t) p(x)uy(x,t) de.
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Si ahora asumimos que J,u es pequeno (que significa que se consideran pequenas

vibraciones de la cuerda), tenemos
1+ 0u? ~1.

Luego, para valores pequenos de 0,u, por (8.1.2)), obtenemos

T(x9,t)0pu(za,t) — T(x1,t)0pu(z1,t) =~ /962 p(x)uy(x,t) dx.

1

1
To—

(8.1.3) 0. (TOpu) = puy
Por otro lado, de (8.1.1]), para pequenos valores de 0,u,
T(xg,t) ~ T(xq,t),

Multiplicando esta equaciéon por

=y tomando el limite 2y — 27 se tiene

lo que significa que se puede suponer que T es independiente de x. Si hacemos la
hipotesis adicional de que T es independiente del tiempo ¢ y que la densidad p es

constante, la ecuacion (8.1.3)) se simplifica a
T

Ut = —amu

En general Ty p son no negativas. Luego si llamamos

nuestra ecuacion se rescribe como

Uy = 2 Oppll.

8.2. Resolucidén de la ecuacién de ondas por medio del método de
separacion de variables

En esta secciéon mostraremos como por el método de separacién de variables visto
en el Capitulo|3|es posible encontrar una solucién a la ecuacion de ondas en un intervalo
con condiciones de Dirichlet en la frontera.

Observemos que por ser la ecuacion de ondas una ecuacion de segundo orden en la
variable temporal, es necesario tener, no so6lo la posicion inicial de la cuerda wu(z,0),
sino también la velocidad inicial de la misma dyu(x,0).

En consecuencia, nos ocuparemos de deducir la expresion de la solucion del proble-
ma

Ot — 20y = 0 en (0,1) x (0,00)
(8.2.1) u(0,t) =u(l,t) =0 t>0
u(z,0) = g(z), du(x,0) =h(z) z€(0,1).

Razonando de manera analoga a lo hecho para la ecuaciéon del calor en el capitulo
BB, buscamos una solucion particular de la forma

u(z,t) = v(x)w(t)
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y obtenemos que, dado k € N se tiene que
w(z) = wg(x) = sin(krz)
de donde
v(t) = vg(t) = ag sin(ckmt) + by, cos(ckmt).

Luego, al menos formalmente, llegamos a que la soluciéon buscada debe ser de la forma

(8.2.2) u(z,t) = Z(ak sin(ckmt) + by, cos(cknt)) sin(kmx).

k=1
EJERCICIO 8.2.1. Verificar todas las afirmaciones que llevan a la expresion (8.2.2)).

Queda entonces determinar los valores de los coeficientes {ag, by } ren de manera tal
que se verifiquen las condiciones iniciales y, no menos importante, que la expresion

(8.2.2)) defina efectivamente una solucion del problema (8.2.1]).
Si formalmente evaluamos la formula (8.2.2]) en ¢ = 0 obtenemos

u(z,0) = Zbk sin(kmx) = g(x),

k=1
de donde los coeficientes {by}ren deben ser los coeficientes de Fourier de la funcién g
cuando se desarrolla en una serie de senos. Es decir

1
by = 2 / 9(y) sin(kmy) dy.
0

Observemos que si g € L*([0, 1]) entonces sobre los coeficientes {by, }ren se tiene que
o
Z b; < 0.
k=1

Calculemos ahora los coeficientes {ay }ren. Para esto derivamos término a término
la expresion (8.2.2)) y evaluamos en ¢ = 0 para obtener
Owu(z,0) = Z ckmay sin(krx) = h(x),
k=1
de donde los coeficientes {ckmay }ren resultan los coeficientes de Fourier de h cuando
se desarrolla en una serie de senos. Luego
2 1
ap = — h(y) sin(kmy) dy.
ey | (y) sin(kmy) dy

Observemos que los coeficientes {ay } ey se comportan mejor. En efecto, si h € L?([0,1]),

se tiene que
o
g k*ai < oo
k=1

y por ende, usando la desigualdad de Holder,

1

1
Z lag| < (Z kzai> (Z %) < 00
k=1 k=1 k=1
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Observemos ahora qué es necesario requerir a los coeficientes {ay, by }reny de manera
tal que la funcion u dada por la expresion (8.2.2)) defina efectivamente una funcion.

Buscamos usar el criterio de Weierstrass de convergencia de series y para eso es
necesario acotar cada término de la misma por un término de una serie numérica
convergente. Pero

|(ax. sin(cknt) + by, cos(cknt)) sin(krx)| < |ak| + |bx-

Como la sucesion {ay freny resulta absolutamente sumable si h € L?([0,1]), necesitamos
ver qué hipotesis son necesarias sobre g para que la sucesion {by}reny también sea
absolutamente sumable.

Ese problema fue estudiado en el Capitulo [3] Més atn, en la Seccion [3.4] vimos que
una condicién suficiente es que g € AC|0,1], g(0) = g(1) =0y ¢ € L*([0,1]).

Luego, con esas condiciones tenemos que la expresion (8.2.2)) define una funcion
continua en [0, 1] x [0,00) y u(z,0) = g(x), x € [0, 1].

Ahora, para verificar que u es efectivamente una solucion de (8.2.1]) falta asegurar
que u sea de clase C? y que sus derivadas parciales se calculen derivando término a
término la serie.

Para eso haremos uso del siguiente resultado cuya demostracion queda de ejercicio
al lector.

EJERCICIO 8.2.2. Sea { fi}ren C C([0,1]) tales que f{ = gy fr — f puntualmen-
te. Entonces f € CY([0,1)), ff=9gy fr = f.

Haciendo uso del Ejercicio[8.2.2] vemos que para concluir lo deseado basta ver que las
series obtenidas de derivar término a término la expresion son uniformemente
convergentes y para eso se utiliza, una vez mas, el criterio de Weierstrass (jverificar
esto!)

Luego, si calculamos formalmente las derivadas parciales de u derivando término a

término (8.2.2)), obtenemos

Owu(x,t) = Z ckm(ay, cos(ckmt) — by sin(ckmt)) sin(knz),

k=1
00

Opu(x,t) = Z(ak sin(ckmt) + by, cos(ckmt))km cos(kmz),
k=1

Onu(x,t) = — Z k*n? (ay, sin(cknt) + by, cos(cknt)) sin(kmz),
k=1

Oppu(x, 1) = — Z(ak sin(ckmt) + by cos(ckmt))k*n? sin(krx),

k=1
00

O0,u(x,t) = Z ck®m*(ay, cos(ckmt) — by sin(cknt)) cos(krx).
k=1
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Luego, para que u € C?([0,1] x [0, 00)) precisamos que
Z k*(a; + b7) < <.
k=1
Finalmente, si usamos nuevamente los resultados de la seccion precisamos que
g € C*([0,1]), 9(0) = g(1) = 0, ¢'(0) = ¢'(1), ¢"(1) = ¢"(0), ¢" € AC[0,1],
g" € L*([0,1])
he C([0,1]), h(0) = (1), W(0) = (1), W' € AC[0,1], h” € L*([0,1]).

OBSERVACION 8.2.3. Observemos que, a diferencia de lo que sucede con la ecuacion
de difusion o con la ecuaciéon de Laplace, la regularidad de la solucién de la ecuacion
de ondas depende de la regularidad de los datos de la ecuacion. Es decir, esta ecuacion
no posee un efecto reqularizante.

8.3. La ecuacién de ondas en R. La formula de D’Alembert

En esta seccion estudiaremos la ecuacion de ondas en R x (0, 00),
@tu—cz@mu:o CL’ER, t>0
(8.3.1) u(z,0) = g(z) reR
Owu(z,0)=h(z) zeR
Vamos a deducir una férmula explicita para la soluciéon de esta equacion basdndonos

en la teoria desarrollada para ecuaciones de primer orden desarrollada en el capitulo [7}
En efecto, la ecuacion de ondas puede factorizarse como sigue

Ottt — C*Opptt = (O — * 0z )

= (Op — €0y)(0y + cOz)u

Luego, si llamamos v := (9, + ¢0,)u, tenemos que v verifica la ecuacion de primer
orden

O —cdyv=0  v(z,0) = du(x,0)+ cdyu(x,0) = h(z) + cg'(z),
de donde, por el Teorema [7.2.1
(8.3.2) v(z,t) = h(x + ct) + cd' (z + ct),
sih e CY(R) y g € C*(R).

Luego, u verifica la ecuacion
Oyu + cou = v(x,t), u(z,0) = g(z),
de donde, por el Teorema y por (8.3.2)), tenemos que u verifica

u(z,t) = g(x — ct) + /0 v(z —c(t —s),s)ds

= g(z — ct) —|—/O (h(x —c(t — ) +¢s) +cg'(x — c(t — 8) + ¢s)) ds
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Realizando ahora el cambio de variables y = = — ¢(t — s) + ¢s, obtenemos

o) =g =)+ 5 [ (o) + g 0) dy

T—ct
1 1 x+ct
=g(x —ct) + §(g(x +ect) — gz —ct)) + % / h(y) dy.
T—ct
Llegamos finalmente a la expresion
gz +ct)+glz—ct) 1 [T
T2

La féormula (8.3.3) se conoce como la formula de D’Alembert para la ecuacion de
ondas.

(8.3.3) u(z,t) =

x—ct

Observemos que la solucion u se puede representar como
u(z,t) = F(z + ct) + G(x — ct),
donde
glz) 1 /”” glz) 1 /x
F(x):=—7+ — == .
(@) ="+, i hy)dy v Glz) ==~ i h(y) dy

Esto muestra que la soluciéon de la ecuacion de ondas se representa como la superpo-
siciéon de dos ondas viajeras, una viajando hacia la derecha y otra hacia la izquierda,
ambas a velocidad c.

Este razonamiento demuestra el siguiente teorema

TEOREMA 8.3.1. Sea g € C*(R) y h € C*(R). Entonces la ecuacion de ondas
(8.3.1) tiene una tnica solucion v € C*R x [0,00)) y la misma viene dada por la

formula de D’Alembert (8.3.3)).

COROLARIO 8.3.2 (Estabilidad de soluciones). Sean g € C%*(R) N L*(R), h €
CHR)NL>®(R) y u € C*(R x [0,00)) la solucion de (8.3.1)) dada por (8.3.3)). Se tiene

entonces la siguiente estimacion de estabilidad
[ull 2o @xioryy < MlgllLoe @) + TRl ).
DEMOSTRACION. De ({8.3.3)), se tiene
atet
g(az:—l—ct)—ng(ﬂ:—ct)‘%_ZLC/:C ()| dy
< llgllze@) + Al @),
de donde la conclusion del corolario sigue. 0

COROLARIO 8.3.3. Sean g1,92 € C*(R) N L>®(R), hi,hy € CYR) N L®(R) y
up,up € C*(R x [0,00)) la solucion de (8.3.1) dada por (8.3.3) con datos gi,hy y

go, ho respectivamente. Entonces se tiene

u(z, )] <

—ct

|1 — sl oo mxjo,r)) < g1 — g2llLoe®) + T|ha — ha|| oo w)-

DEMOSTRACION. La demostracion es inmediata del Corolario [8.3.2]y de la lineali-
dad de la ecuaciéon de ondas. O]

Terminamos esta seccion con el siguiente ejercicio nos sera de gran utilidad
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EJERCICIO 8.3.4. Problar que si ¢ € C*(Ry), h € CY(Ry), g(0) = h(0) = 0,
entonces la solucién de la ecuacion de ondas en la semirecta con condicién de Dirichlet
homogénea
Ot — Ogpu =0 x>0, t>0
u(0,t) =0 t>0
u(z,0) =g(z) x>0
Ou(z,0)=h(z) >0

viene dado por la formula, para 0 < x <'t,

t+x
(e t) = 3ot +0) ~ gt~ ) + 5 [ hy)dy

t—x

8.4. La ecuacion de ondas en R?. La formula de Kirchkoff

En esta seccion estudiaremos la ecuacién de ondas en R3 x (0, 00). Es decir, busca-
remos hallar una expresion para la solucion de

8ttU—AU:0 $€R3,t>0
(8.4.1) u(z,0) =g(x) 2€R?
Owu(z,0) = h(z) z € R3.

Empecemos con unas consideraciones generales que son validas en cualquier dimen-
sion espacial.
Dada u € C*(R™ x [0,0)), definimos

U(x;r,t) ::][ u(y, t) dsS,
OBr(x)

donde z € R" esta fijo y consideramos U(z;7,t) como funcion de r,¢ > 0.

Supongamos que u verifica la ecuacion de ondas (8.4.1) en R™ x (0,00) y veamos
que ecuacion diferencial verifica U(z; -, -).

Las condiciones iniciales son de simple verificacion,
U(x;r,0) :][ g(y)dS, =: G(x;r)
9B, (z)
0,U(x;r,0) :][ h(y)dS, =: H(x;r)
9B, ()

Calculemos ahora las derivadas parciales de U. Razonando de manera completa-
mente anédloga al Teorema (el Teorema del valor medio para funciones armoénicas),
se tiene que

(8.4.2) 0 U(x;rt) = 1][ Au(y,t) dy.
r(2)

n

Observemos que 0,U(z;r,t) — 0 cuando r | 0.
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Ahora

1
o U (i t) = 0, | ———— Au(y,t)d
) =0, (oo [ St y)

]_ _
= Tfl/ Auly,t)dy + ——— (// u(y,t)dS dp)
nwy,”r OB, (x)

1 —
= n][ Au(y,t) dy +][ Au(y,t)dS,.
n B, () OB, (z)

Usando ahora (| , el hecho de que u verifica la ecuacion de ondas y la definicién de
U, conclulmos que

1—n

OprU(x;1,t) = 0. U (x;r,t) —i-][ Onu(y,t)dsS,

OBr(x)

1—
- narU(a:; r,t) + Oy <][ u(y,t) dSy)
8B, (z)

r

r

1 —
= n&,U(x;r, t) + OuU(z; 7, 1)

r

Luego, U(x;r,t) verifica
U — (0, U+220,U) =0 r>0,t>0

(8.4.3) U(z;7r,0)=G(r) r>0
U (z;7,0) = H(r) r >0
0,U(x;0,t) =0 t > 0.

Por otro lado, observemos que
Opr(rU) = 0,(U + ro,U) = 20,U + r0,, U

y
8tt(7”U) = TattU,

de donde si tomamos n = 3, obtenemos que la funcion U := rU verifica la ecuacion de
ondas unidimensional

8ttU 8 =0 r> O, t>0
s 000) = 16lr) =t G) >0
GtU(, 0) = (r) cH(r) r>0
U0,t) =0 t>0
Ahora aplicamos el Ejercicio y obtenemos la expresion
- 1 - ~ 1 [t .
Ula;r,t) =rU(zirt) = S(GE+1) =Gt =) + 5 H(y)dy
t—r
de donde ~ _ o
Git+r)—Git—r) 1 "
ir,t) = — H(y)d
Uesr. ) - wor [ AWy

Hacemos ahora r | 0 y obtenemos

(8.4.5) u(x,t) = G'(t) + H(t).
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Finalmente,
co=a(if gas,)
OB¢t(x)
= ][ 9(y) dS, + o, <][ 9(y) dSy)
8Bt(x) 8Bt(:c)
y—
—][ g(y) dS, + t][ V(y) das,
OBy (z) 8B, (x)
~f  swids, | Vo) - o)ds,
OBy () OB¢(x)
Ademés,

Ht) =t ][aB . h(y) dS,

Luego se obtiene la siguiente expresion para u,

(8.4.6) ula, 1) = ][63 6+ Vo(0) - (=) + th(3) S,

La formula (8.4.6]) se conoce como la Fdérmula de Kirchkoff para la ecuacion de ondas

en dimension 3.

En sintesis, hemos probado el siguiente teorema.

TEOREMA 8.4.1. Sea g € C*(R?) y h € C*(R®). Luego, existe una unica solucion
u € C*(R3 x [0,00)) de (8.4.1) y la misma viene dada por la férmula de Kirchkoff
(8.4.6).

8.5. La ecuacion de ondas en R2. La féormula de Poisson

En esta secciéon intentaremos deducir la expresion de la solucion de la ecuacion de
ondas en dimensiéon 2, es decir

Opu—Au=0 2€R? t>0
(8.5.1) u(z,0) =g(x) x€R?
Ou(z,0) = h(z) =z e R
La idea para obtener dicha expresion es muy simple. Si v = u(xy,zs,t) pode-

mos pensar que esto define una funcion u(xy, zo, x3,t) = u(xy,x9,t) y, claramente, si

u verifica (8.5.1]), entonces @ verifica la ecuacion de ondas en R? (8.4.1)) con datos
§(z1, 2, 73) = g(71,T9) ¥ M1, T2, 3) = h(T1, 7).
Luego, por (8.4.5)), tenemos que @ verifica

a(:zzt):aa(t][~ g<y>dsy)+tf~ h(y) dS,,
0B (%) 0By (%)

donde # = (z,0) para x € R?, B;(Z) es la bola en R? de centro en Z y radio ¢.

Observemos que |[0B,(Z)| = 4wt? y que si parametrizamos la cascara superior de la
bola 0B;(%) como

V: Bi(z) CR? = R, 9(y) = V12— |y —zf? (z,y € R?),
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se tiene que

dSy = 1+ |Vi(y)[* dy

y, mediante simples célculos, se obtiene que

t
2 _
VIR = e

Por otro lado, como g no depende de x3 se tiene que la integral sobre aét(f) es dos
veces la integral sobre la cascara superior y por ende obtenemos

~ 1 2
t][  G()ds, = _/ 9(y) dy = _][ 9(y) .
0By (5) 27 Sy /12— ly — z]? 2J By V12 =y — x]?

Anéalogamente,
- t? h(y
zf][~ h(y)dsyza - ) = dy,
0B1(3) Bi(z) \/1* — |y — 1
de donde

u(z,t) = 0 ﬁ][ 9y) dy +ﬁ][ My) dy.
’ 2 By V= |y — f? 2 By VP — |y — zf?

Finalmente, observamos que, mediante el cambio de variables y = x 4 tz, se tiene

t? 9(y) p _3][ g(x +tz)
2J Biw) V12— ly — z]? 2J Bio) /1 — |22

Y

luego

t2 a(y) 1 g(z +t2) t Vy(x +tz) -z
9 _][ dy :_][ —dz—l——][ Volr£12) 2 .
t (2 Bux) \/1* — |y — x]? 2) Bi) /1 = |2]? 2) i) V12
t Ay —
B _][ 9(y) +Vg(y) - (y — ) dy.
Bt(ZB)

N V2 —ly —

2
En conclusion, hemos encontrado la siguiente férmula de representacion para w,

1 t t*h tV(y) - (y —
w(a ) = _][ 9(y) +t°h(y) +tVy(y) - (y — =) dy
2J B V2 — |y — zf?
La expresion (8.5.2) se denomina la Formula de Poisson para la ecuacion de ondas
en R2.

Resumiendo, hemos demostrado el siguiente teorema,

(8.5.2)

TEOREMA 8.5.1. Sean g € C*(R?) y h € C*(R?). Luego existe una tinica solucion
u € C*(R? x [0,00)) de la ecuacion de ondas (8.5.1) y la misma viene dada por la

formula de Poisson (8.5.2]).
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8.6. La ecuaciéon de ondas no homogénea

En esta seccion intentaremos hallar una expresion para la ecuaciéon de ondas no
homogénea
Opu — Au = f(x,t) en R™ x (0,00)
(8.6.1) u(z,0) =0 reR"
Oru(z,0) =0 ASHINGH
a partir de la solucion de la ecuacion de ondas homogénea vista en las secciones an-
teriores. En particular, esto daré la solucion a el problema en dimension n = 1,2 y 3,

pero los razonamientos de esta seccion aplican a cualquier dimension espacial una vez
que se sepa resolver los correspondientes problemas homogéneos.

Al igual que lo hecho con la ecuaciéon de difusiéon no homogénea , usaremos
el método de Duhamel. La dificultad en aplicar el método de Duhamel para la ecuacion
de ondas es que no resulta claro a priori como debe tomarse la condicién inicial en la
resolucion del problema homogéneo asociado.

Para entender cémo funcional el método de Duhamel en este caso, analicemos pri-
mero este ejemplo sencillo:

Supongamos que queremos resolver la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
2 =ax+ f(t), x(0)=2(0)=0
usando el método de Duhamel.

Llamamos y = 2’ y la ecuacion anterior se traduce en el sistema

P
(jj) = (0 0) )+ (o)
w=(5) 4=(2) ro= ()

Luego, la ecuacion se escribe como

equivalentemente

Llamemos

X'= AX + F(t), X(0)= (O) .
Si aplicamos ahora el Ejercicio m, obtenemos que X (t) se escribe como

X0 = [ o) ds

donde Z, = (2}, 2?) es la solucién del problema homogéneo
Zl=AZ,, Zs)=F(s).

Si rescribimos esto en términos de x, llegamos a

)= [ o
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donde 2! es la solucién de
()" =az;, 2(s) =0, (2,)(s) = f(s).

Volvemos entonces a la ecuacion de ondas y definimos en consecuencia w®(z,t) a la

solucién de
attws—AwS:O ZEER",t>S

w(x,s) =0 r e R"”
ows(x,s) = f(z,s) xe€R™
Definimos entonces

(8.6.2) u(x,t):/o w®(x,t) ds.

Verifiquemos efectivamente que u dada por (8.6.2)) efectivamente resuelve (8.6.1)).
En efecto,

t t
Opu(z,t) = w'(z,t) +/ Ow®(x,t)ds = / Oyw®(x, t) ds.
0 0

Diferenciando una vez mas respecto de t,

t
Ou(x,t) = o' (w,t) —i—/ Opw®(x,t) ds
0

:f(:p,t)+/0 Aw®(z,t)ds

= fla,t) + A </Otws(x,t) ds)
= f(a,t) + Au(a, t).

En consecuencia, hemos demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA 8.6.1. Sea f € C'(R™ x (0,00)). El problema (8.6.1)) tiene una tnica
56.9)

solucion u € C*(R™ x (0,00)) y viene dada por la férmula

8.7. La ecuacién de ondas en regiones acotadas

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades de las soluciones de la ecuacién
de ondas independientemente de la region en donde la satisfagan y de la dimension del
espacio ambiente.

Usaremos la notacion del Capitulo [] siguiente. Notaremos U C R™ un abierto
acotado, T'> 0y

Ur=Ux(0,T], T'r=0U x (0,T].
Supondremos que se tiene una funcion u € C*(Ur) N C(U x [0, T]) que verifica

Opu —Au =0 en Ur

(8.7.1) u=20 en I'r
u=yg en U x {t =0}
Owu=nh en U x {t =0}

y veremos qué propiedades de u podemos deducir de esto.
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8.7.1. Estabilidad. Comencemos por una estimacion de estabilidad para las so-
luciones. Multipliquemos la ecuacion (8.7.1)) por d;u y notando que dyudyu = %&(6&1&)2
obtenemos

(8.7.2) 1/6?1t((9,5u)2 da:—{—/Vu-V(@tu) dx = 0.
2 Ju U

Observemos que no aparece el término de borde, puesto que al ser u(x,t) = 0 para
x € OU entonces dyu(x,t) = 0 para x € OU.

Ahora bien, al ser u € C*(Ur) se tiene que

(8.7.3) Vu - V(0u) = Vu - 9,(Vu) = %atqw?).

Juntando (8.7.2)) y (8.7.3) se obtiene

(8.7.4) %% </U ((0r)? + [Vul?) dx) —0

Si llamamos

E(t) = /U ((Opu)? + |Vul?) dz,

obtenemos entonces que la energia E(t) es constante, de donde E(t) = E(0) para todo
t>0.

Luego hemos probado el siguiente teorema

TEOREMA 8.7.1. Sea u € C*(Ur) N CYU x [0,T)) solucion de (8.7.1]). Se verifica

entonces la siguiente estimacion de estabilidad

(8.7.5) /U((ﬁtu(x,t)) + |Vu(z,t)?) do = /U (R*(z) + |Vg(2)|?) daz,
para todo t > 0.

Se tiene luego el siguiente corolario que a esta altura su demostraciéon resulta evi-
dente.

COROLARIO 8.7.2. Con las mismas notaciones de la seccion, si uy y us son dos
soluciones de la ecuacion

Pu—Au=f enUr

U= en I'p
u=g en U x {t =0}
Owu=nh en U x {t =0},

entonces u; = Usy.

8.7.2. Dominio de dependencia. El objetivo de esta secciéon es ver que la
ecuacion de ondas, a contrario de lo que sucede con la ecuaciéon de difusion, tiene
velocidad de propagacion finita.

Recordemos que para la ecuacion de difusion, si el dato inicial es no idénticamente
nulo y es positivo en una regién, por mas pequena que esta sea, la solucion se vuelve
automéaticamente positiva para todo valor de x € U y todo tiempo ¢ > 0. Ver la

Observacion [6.3.8],
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Sin embargo eso no sucede con la ecuacion de ondas. Veremos que si los datos
iniciales se anulan en un entorno de un cierto punto xo € U entonces la solucién de
sigue siendo cero en un entorno de zy para todo tiempo 0 < t < t; para un
cierto tiempo tg.

Para poder precisar esto, introducimos la siguiente notacién: dado xqg € U y t5 > 0
tal que By, (xo) C U, se define el cono de centro xq y altura t, como
C(Io,to) = {(%,t) € R" x [0,00)Z 0 <t <ty, ’.CL’ — $0| <ty — t}

Observemos que C(xg,ty) C Uy,.

Tenemos entonces el siguiente teorema.

TEOREMA 8.7.3. Sea u € C?*(Ur) N CY(Ur) tal que u(x,0) = du(z,0) = 0 para
x € B(zo,to) y tal que Oyu — Au =0 en Uy,.

Entonces uw =0 en C(zg,t).

DEMOSTRACION. La demostracion es similar a la del Teorema [R. 7.1 El truco con-
siste en mirar la energia de la solucion a tiempo ¢ sobre la bola By, (zg) que es la
seccion del cono C(xg,ty) a tiempo t.

Luego, si definimos

1
e(t)zé/B (@4 V) o

Para calcular ahora la derivada de e(t), hacemos lo siguiente
d o d (1 9 9
= g (5 /B ~t(a0) (@ +1vel) dm)
ot
d<1/t0_t/ ((8ru)? + |Vul?) de)
=—|= u u w dr
dt \2 Jo 9B, (z0) '

1
2 0Bty —t(o) Big—t(z0)
Razonando de manera analoga al Teorema [8.7.1] tenemos que
/ (Oudyu + Vu - 0(Vu)) dx :/ Oyu(Oyu — Au) dx
Biy—t(z0) Bty —t(zo0)

+ / 3tu5nu de
OBt —t(20)

= / Oulyu dS,
9Bty —t(z0)

dado que u es solucion de la ecuacion de ondas.
Luego obtuvimos que

d . 1.y 1
dte(t) = /63t0t(zo) (@uanu Z(Btu) 2]Vu| ) ds,.
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Ahora bien, de la desigualdad ab < %ag + %b2 para a,b > 0, obtenemos
1 1
|8tu3nu| S |8{U||VU| S §|8tu|2 + §|VU|27

y en conclusion
d
%e
De esta desigualdad el teorema se concluye facilmente. En efecto, como e(t) es decre-
ciente, tenemos que e(t) < e(0) = 0, luego

1
5/ ((Opu)* + |Vul*) dz <0 para todo 0 < t < t,
Bty —t(xo0)

(t) <0.

de donde u resulta constante en C(zo, ty). Como u = 0 en By, (xo) x {t = 0} concluimos
que u = 0 en C(zo, to). O
De manera inmediata deducimos el siguiente corolario.

COROLARIO 8.7.4. Sean uy,uy € C?(Ur) N CY(Ur) dos soluciones de la ecuacion
de ondas en Ur tales que ui(x,0) = us(x,0) para x € By, (zo) y Opus(z,0) = Oyus(z,0)
para x € By, (o).

Entonces uy = ug en C(xo,tp).

8.8. Ejercicios
EJERCICIO 8.8.1. Utilizar la transformada de Fourier para resolver el problema

Oy — 20ppu = h(z,t) en R x (0,00),
u(z,0) = dwu(z,0) =0 en R.
EJERCICIO 8.8.2. Utilizar la transformada de Fourier para hallar la solucion de

Opu —Au=0 en R"” x (0,00)
u=yg en R" x {t =0}
Ou =0 en R" x {t =0}

donde g € S.

Sugerencia: Transformar Fourier en la variable z y para la ODE resultante busque
soluciones de la forma Se’ (§ y v nimeros complejos).

EJERCICIO 8.8.3. Verificar que el cambio de variables
E=x+ ct, n=ux—ct,
transforma la ecuacién de ondas 9yu — c?0,,u = 0 en
Oc0pu = 0.

Usar este cambio de variables para hallar la formula de D’Alembert para la solucion
de la ecuaciéon de ondas unidimensional.
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EJERCICIO 8.8.4. Encontrar una férmula explicita para la solucion de

Ot — Oppu =0 x>0, t>0
u(0,¢) =0 t>0
u(x,0) = g(z) x>0
Owu(z,0) = h(z) x> 0.
EJERCICIO 8.8.5. Sean g € C3(R3), h € C*(R?). Definamos u por la féormula de
Kirchhoft.

Probar que u € C?(R3 x [0, 00)) y satisface el problema de valores iniciales para la

ecuacién de ondas
Owu—Au=0  enR3x (0,00)

u(z,0) =g(x) zeR’
Owu(z,0) = h(z) =€ R3
EJERCICIO 8.8.6 (Equiparticion de la energfa). Sea u € C*(R x [0, 00)) una solucién
de la ecuacién de ondas unidimensional
Ontt — Opzu =0 en R x (0, 00)
u(z,0)=g(z) x€R
Owu(z,0) = h(zx) zeR.

Supongamos que g y h son suaves con soporte compacto.

La energia cinética k(t) y la energia potencial p(t) se definen como
1 [ 1 [
k(t) = 5/ (Opu)? dz, p(t) = 5/ (0pu)? dx
Probar que

1. k(t) 4+ p(t) es constante en t.
2. k(t) = p(t) para tiempos t suficientemente grandes.
(Sugerencia: Usar que u viene dado por u(z,t) = F(x +t) + G(x — t).)
EJERCICIO 8.8.7. Sea u la soluciéon de la ecuacion de ondas
Opu—Au=0 en R3x (0,00)
u(z,0) =g(x) xeR3
ou(z,0) = h(z) = e€R3
dada por la féormula de Kirchhoff, donde g, h son suaves y tienen soporte compacto.
Mostrar que existe una constante C' tal que

C
lu(z,t)| < + para todo r € R?, ¢ > 0.

EJERCICIO 8.8.8. Se define una solucién débil de la ecuacién de ondas unidimen-
sional a una funcién u tal que

/ N / " (1) Oud 2, 1) — Dad(, 1)) dadt = 0

para toda ¢ € C%(R?).
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1. Mostrar que toda solucién clasica de la ecuacion de ondas unidimensional es
una soluciéon débil y que toda solucion débil regular de la ecuacion de ondas es
solucion clasica.

2. Mostrar que las funciones discontinuas

uy(z,t) = H(x —t), wuo(z,t) = H(x +1)
donde H es la funcién de Heaviside

H(x)_{o, z <0

1, >0
son soluciones débiles de la ecuacién de ondas unidimensional.

EJERCICIO 8.8.9. Sea f € C.(R). Probar que u(x,t) = f(z — t) es solucion débil
de la ecuacion de ondas unidimensional en el sentido del ejercicio anterior.

EJERCICIO 8.8.10. Encontrar una solucion de
Oyt — Oyt = N,
A € R, de la forma u = f(z* — t?) = f(s), donde f(0) = 1, en forma de serie de
potencias en s.
EJERCICIO 8.8.11. Hallar la solucion de
Ot — Oz =0 x>0, t>0
u(0,t) = f(t) t>0
u(z,0) =g(z) x>0
Owu(z,0) = h(z) = >0.
con f,g,h € C? que satisfacen

f(0) = g(0),  f(0) = R(0), f"(0) =g"(0).

Verificar que la solucion obtenida tiene derivadas de segundo orden continuas atn
sobre la caracteristica z = t.

EJERCICIO 8.8.12. Probar que si u es una solucién clasica radial de la ecuacion de
ondas en dimension 3 (i.e. u(z,t) = w(|z|,t), © € R3), se tiene que existen F' y G tales
que
F(|lz| —t) + G(|z] + 1)

u(z,t) = 7




Capitulo 9
Espacios de Sobolev

En este capitulo daremos una muy breve introducciéon a la teoria de funciones de
Sobolev. Las funciones de Sobolev son aquellas tales que sus derivadas distribucionales
se representan por funciones (cf. Definicion [9.1.1)).

Nos limitaremos a dar una somera idea de estos espacios y demostraremos las pro-
piedades que son estrictamente necesarias para el desarrollo de la teorfa de soluciones
débiles para problemas uniformemente elipticos que desarrollaremos en el préximo ca-
pitulo.

Para un desarrollo completo de la teoria de estos espacios, alentamos al lector a
consultar la muy buena bibliografia que existe sobre el tema, en particular los excelentes
libros de Adams [1] y Maz’ya [11]. También en los libros Brezis [2], de Evans [6] y de
Gilbarg-Trudinger [8] se encuentra un tratamiento completo de estos espacios.

9.1. Definiciones y propiedades elementales

Sea U C R™ un abierto. Recordemos primero que si f € L{ _(U), entonces se tiene
que f induce una distribucion (que seguimos notando por f) como

(f, ) = /U fode,

donde ¢ € D(U) = C*(U) (ver la seccion [p.3)). Luego, en el sentido de las distribucio-
nes, f posee una derivada parcial distribucional, es decir

(O:f, ) = /fc‘)gbdx

Cabe entonces preguntarse si esta derivada distribucional d;f € D'(U) puede a su
vez representarse por medio de una funcion. Es decir, si existe una funcion g; € Li. . (U)
tal que

(0.1, 6) = /U gidpd.

Veremos que, en caso de existir una tal g; la misma es tinica y se nota, obviamente,
como g; = 0;f, de manera tal que, para estas funciones, vale la férmula de integracion

por partes
[ osods=— [ joods
U U
para toda ¢ € C°(U).

Esto motiva la siguiente definicion.

129
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DEFINICION 9.1.1. Una funcién f € L _(U) se dice una funcion de Sobolev si sus

loc
derivadas distribucionales 0;f, ¢ = 1,...,n se representan por medio de una funciéon

g €LL.(U),i=1,...,n.
Notaremos al conjunto de las funciones de Sobolev por I/Vlicl(U ).

Veamos que, efectivamente, las funciones g; estan univocamente determinadas.

PROPOSICION 9.1.2. Sea f € WE'(U) y sean g; y §i dos funciones en LL (U) que

loc loc
representan a la derivada distribucional 0;f. Entonces se tiene que g; = g; en casi todo

punto de U.

DEMOSTRACION. La demostracion es simple. En efecto, de la definicion de g; y g;

se tiene que
[ gode == [ jo0ds = [ gods
U U U

/@—@wwzo
U

para toda ¢ € C°(U), de donde se concluye la demostracion. O]

Luego, se tiene que

1

1,e(U) que representa a la derivada

Notaremos de ahora en mas 0, f a la funcién de L
distribucional de f.

DEFINICION 9.1.3. Sea U C R™ abierto y sea 1 < p < oc0. Se definen los espacios
de Sobolev

WY (U) = {f e WLN(U): f,0,f € LP(U), i =1,...,n}.
En estos espacios se define de manera natural una norma combinando las normas
LP(U) de la funcion f y de sus derivadas parciales 0;f. En general, cualquier manera

razonable de hacerlo nos da normas equivalentes. En estas notas usaremos la siguiente
definicion.

DEFINICION 9.1.4. Sea U C R™ un abierto y 1 < p < co. En el espacio W?(U) se
define la norma

P BfIE) si1<p<oo
||wam<U>=||f||1,p¢:{(Hpr L I01)7 1<
7l + S0 0l sip =00

OBSERVACION 9.1.5. En el caso particular p = 2 el espacio W2(U) tiene una
estructura de producto interno. De hecho, si f,g € WH2(U), se define

Luego, se tiene que
1
1fll2 = (f, f)=.

OBSERVACION 9.1.6. Es usual notar al espacio W2(U) como H(U).

Los espacios W?(U) tienen buenas propiedades como lo muestra el siguiente teo-
rema.
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TEOREMA 9.1.7. Sea U C R"™ un abierto y 1 < p < co. Entonces el espacio WHP(U)
con su norma asociada || - |1, resulta un espacio de Banach.

En particular el espacio HY(U) = WY2(U) resulta un espacio de Hilbert con el
producto interno dado por la Observacion [9.1.5,

Mids atn, si 1 < p < oo entonces WHP(U) resulta separable.

Finalmente, si 1 < p < oo, WYP(U) resulta reflexivo.

DEMOSTRACION. La demostracion es simple aunque algo tediosa. S6lo daremos las
indicaciones generales de como se procede dejando los detalles de ejercicio al lector.

1) La completitud de W'?(U) es una consecuencia inmediata de la completitud
del espacio de Lebesgue LP(U). En efecto, si {fy}ren € W'P(U) es una sucesion de
Cauchy, entonces { fx}ren v {0ifr}ren resultan sucesiones de Cauchy en LP(U) para
1=1,...,n.

Luego existen f,g; € LP(U), i = 1,...,n tales que fr, — fy 0;ifx — ¢; en LP(U)
para i = 1,...,n. La verificacion de que g; = 0;f sigue de la definiciéon de derivada
débil.

2) Para verificar que W'?(U) es separable, se observa que W'»(U) c [L2(U)]"™,
donde la inclusiéon se da via la aplicacion

[ (00, 0uf).

Es sencillo verificar que esta aplicacion es una isometria y por ende W'P(U) resulta
un subespacio cerrado de [LP(U)]"*'. Dado que este tltimo espacio es separable si
1 < p < oo, sigue que WHP(U) es separable.

3) Para ver la reflexividad de W'?(U) si 1 < p < oo se razona de manera analoga
al item anterior y, dado que un subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivo
resulta reflexivo (ver [2]), concluimos que WP(U) es reflexivo. O

El siguiente ejemplo es muy ilustrativo.

EJEMPLO 9.1.8. Consideremos U = B;(0) C R" y f(z) = |z|™” con v > 0. Quere-
mos entonces ver para qué valores de 7y se cumple que f € WHP(U).

Primero se debe cumplir que f € LP(U), es decir |z|7? € L'(U). Es simple che-
quear, pasando a coordenadas polares, que esto resulta equivalente a yp < n o, equi-
valentemente, v < %.

Esta funcién f resulta de clase C*(U \ {0}) y su derivada clasica viene dada por

X

Oif (x) = _VW'

Luego, se tiene

p
T
|0:f (@)|P = ~* (|:l’»ylz> ;
de donde
- 2oy |zl
Z |0:f ()P = ’YPW-
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Observemos ahora que

P < 3 1P < P
(9.1.1) Z;Lm < n(mdx ;)" < nlz|
y
P < nP 4 1\P < nP |P
(9.1.2) ol < n”(max |ai])” < n >l

i=1
Estas dos desigualdades implican que
3 o, p !
de donde se concluye que 0;f € LP(U) siy solo si (7 + 1)p < n. Es decir

n_
v < b
p

Observemos que esta restriccion implica, en particular, que p < n. Se puede ver, aunque
no lo haremos en estas notas, que si f € W?(U) y p > n entonces f coincide en casi
todo punto con una funciéon continua en U (ver [6]).

Para concluir el ejemplo, falta verificar que la derivada clasica, que esta definida en
U \ {0} coincide con la derivada débil. En efecto,

(Oif,¢) = — fOi¢ dr = —lim fOip du.
B1(0) e70J B1(0)\B=(0)
Ahora
_/ fOipdr = / Oifpdx —/ fon; dS
B1(0)\B:(0) B1(0)\B:(0) 9(B1(0)\B:(0))
_ / Ouf i + / fén, ds.
B1(0)\B:(0) 9B (0)
Pero

/ fon; dS‘ < / 7@l dS < nwy||@lleee™ T =0
9B:(0) 9B:(0)

cuando ¢ | 0, dado que v < % <n-—1sip>1.
Luego la derivada débil y la clasica coinciden y f € WP(U) si 0 < v < L.

9.2. Espacios de Sobolev de mayor orden

Si bien no seran usados en estas notas, es posible definir los espacios de Sobolev
de mayor orden. Estos espacios se notan W*?(U) donde k¥ € N indica el ntimero de
derivadas débiles que se consideran.

Se tiene la siguiente definicion.

DEFINICION 9.2.1. Sea U C R"™ abierto, 1 < p < oo y k € N. Se define el espacio
de Sobolev de orden k inductivamente como

WEP(U) .= {f e WHP(U): 0;f e WFIP(U), i =1,...,n}.



9.3. EL ESPACIO W,*(U) 133

OBSERVACION 9.2.2. Observemos que, razonando inductivamente, si o € Njj es un
multiindice, |a| < k, entonces la derivada débil D*f verifica

/U D®fédz = (~1)" /U D6 dr,

para toda ¢ € C(U) y f € WrP(U).

DEFINICION 9.2.3. En el espacio de Sobolev W*?(U) se define la norma

1
6] P .
1 lweo@y = 11/ llkp = (zlaISk 1D f||§> sil<p<oo
Z\odgk ||DafHoo sl P = 00,

donde la suma es tomada sobre el conjunto de multiindices N .

De manera analoga al Teorema [9.1.7| se tiene el siguiente teorema para los espacios
WHP(U) cuya demostracion queda de ejercicio al lector.

TEOREMA 9.2.4. Sea U C R"™ un abierto y 1 < p < oo. Entonces el espacio WP (U)
con su norma asociada || - ||x, resulta un espacio de Banach.

En particular el espacio W*2(U) = H*(U) resulta un espacio de Hilbert con el
producto interno

o)=Y [ 0Dy

laf<k

Mis atin, si 1 < p < oo entonces WHP(U) resulta separable.

Finalmente, si 1 < p < co. WEP(U) resulta reflevivo.

9.3. El espacio W,”(U)

Como ya hemos estudiado en la resolucion de distintas EDPs, un hecho de suma
importancia es el de poder determinar los valores de frontera de una funcion (la solucion
de dicha EDP). Cuando la funcion es continua, evaluar a la misma en la frontera de
una region del espacio no presenta mayores dificultades, mientras que si la funcion esté
definida en casi todo punto la evaluacién en la frontera no esta bien definida a priori
dado que, en general, la frontera QU tiene medida de Lebesgue 0.

Sin embargo, cuando la funcién pertenece al espacio de Sobolev W?(U) es posible
determinar qué significa que la misma se anule sobre OU, en un sentido débil.

Ese es el contenido de la siguiente definicion.

DEFINICION 9.3.1. Sea U C R™ un abierto y 1 < p < o0o. Se define el espacio de las
funciones de Sobolev que se anulan en OU como

Wy?(U) = C(U),
donde la clausura se toma con respecto a la norma || - |1,

Algunas observaciones estéan en orden.



134 9. ESPACIOS DE SOBOLEV

OBSERVACION 9.3.2. 1. Observemos que, como la clausura de un subespacio
es un subespacio, por definicion W, (U) es un subespacio cerrado de W (U).
Luego hereda las buenas propiedades funcionales de W'(U), es decir W, *(U)
es un espacio completo, separable para 1 < p < oo y reflexivo para 1 < p < oo.

2. También por definicion se tiene que las funciones regulares C2°(U) son densas
en Wy P(U).

3. Dado que, extendiendo por cero las funciones regulares, se tiene C°(U;) C
C>(Uy) si Uy C Uy, se concluye que W, P (Uy) € WyP(Us) donde las funciones
definidas sobre U; se extienden por cero a Us.

El espacio VVO1 P(U) es, como dijimos anteriormente, el espacio de las funciones de
WHP(U) que se anulan sobre OU. Un caso interesante ocurre cuando U = R" y luego
OU = (. En este caso se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 9.3.3. Sea 1 < p < co. Entonces,
WeP(R") = W (R").

DEMOSTRACION. La demostracion de este resultado se basa en los siguientes dos
hechos.

1. Las funciones de soporte compacto son densas en W1P(R").
2. La regularizacion por convolucién aproxima funciones de WH?(R") en norma
[ EP
Asumiendo esos hechos la demostracion es simple. En efecto, sea f € WIP(R™) y § > 0.
Luego, por [1] existe g € WP(R™), sop(g) compacto, tal que

)
17 =gy < 5.

Sea ahora p el nucleo regularizante estandar y definimos g. = p. * g. Luego g. €
C°(R™) (dado que sop(g) es compacto) y, por [2}
lge — gll1,, — 0, cuando ¢ | 0.
Luego, si g es tal que ||ge, — gll1p < g, sigue que
b 9
17 = Gl < 1 = ol 4 llg = ol < 5 + 5 =4,
y se concluye la demostracion.

Falta entonces demostrar [I] y 2 El item [2] es el Ejercicio [9.5.8] Para demostrar el
item [1, tomamos una funcién ¢ € C2°(R™) tal que ¢ = 1 en B;(0), ¢ = 0 en R™\ By(0),
0<p<lenR"y |Vl <CenR"

Se define entonces wi(z) = ¢(F). Luego ¢, € C(R™) y verifica ¢, = 1 en By(0),
e=0enR"\ By(0),0 < pp <lenR"y [V < € en R" para todo k € N.

Si ahora f € W'P(R"), por el Ejercicio se tiene que ¢rf € WIP(R") y

sop(prf) C Bax(0).
Luego,

If —wnflls = / |fIP(1 — p)P dx < / |f|P dz — 0 cuando k — oo.
R R\ B (0)
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Nuevamente por el Ejercicio [9.5.1}, 0;(¢rf) = Oiprf + ©r0;f v por ende
10:f — Oi(erf)llp < [10:f (1 = i) llp + 1| 0sspr f |-

Pero,
||3z‘f(1—80k)||§ < / |0; fIP dx — 0 cuando k — oo
R\ By (0)
y
C
10sorflp < E||f||p — 0 cuando k£ — oo.
Eso concluye la demostracion. 0

OBSERVACION 9.3.4. Se puede demostrar, aunque no lo haremos en estas notas,
que si R™ \ U tiene interior no vacio, entonces W, (U) C W'P(U).

Veremos a continuacion una de las desigualdades méas importantes para funciones
de Sobolev, la llamada Desigualdad de Poincaré.

TEOREMA 9.3.5 (Desigualdad de Poincaré). Sea U C R™ un abierto y suponemos
que existen constantes a,b € R, a < b, tales que U C {x = (z1,2") € R": a < x; < b}.
Sea 1 < p < oo. Entonces existe una constante C' que depende sdlo de (b — a) y p tal

que
[uras<c [vspa
U U
para toda f € Wy (U).

OBSERVACION 9.3.6. En la demostracion del Teorema obtenemos C' = (b—a)P.
Sin embargo esa constante no es 6ptima.

El valor de la mejor constante en la desigualdad de Poincaré es de gran importancia
en numerosas aplicaciones y se han realizado muchos esfuerzos en intentar obtener
mejores estimaciones de la misma. Ver [9] para una excelente introduccion al tema.

DEMOSTRACION. Dado que W, (U) es la clausura de las funciones suaves con
soporte compacto, basta establecer el teorema para funciones f € C°(R") tales que

sop(f) C {a < x; < b}.
Sea entonces una tal f y escribimos

f(z) = f(x,2") = /%1 o f(t,x)dt.

De esta identidad, se sigue que

|f(x)f < (/b 10y f(t, 2")] dt)p

b
<O-a? [ lof.a)pd

<o-ar [[wseapa



136 9. ESPACIOS DE SOBOLEV

Ahora integramos en R™ y obtenemos

/Rn |f(z)|Pdz < (b—a)P! /ab /Rnl /ab IV F(t, 2P dt da’ dary

— (b—a) /R /ab IV f(t, )P dt d’
=(b— a)p/Rn |V f(z)F dx.

Finalmente, observando que sop(|V f|) C sop(f) C U, se concluye el teorema. O

OBSERVACION 9.3.7. Usaremos la notacion |V f||, para la expresion

i = [ 1vsrae= [ (S@s?) a

OBSERVACION 9.3.8. Por un argumento analogo al usado en el Ejemplo m (de-
sigualdades (9.1.1)), (9.1.2))), es facil ver que la norma || f||;, resulta equivalente a

LAl + 11V £l
Luego, la desigualdad de Poincaré (Teorema [9.3.5)), implica que en el espacio VVO1 P(U)

se puede considerar la norma

[ lwerwy = IV,

y que la misma resulta equivalente a la norma usual | - ||1,.

OBSERVACION 9.3.9. Como consecuencia de la Observacion [9.3.8] se tiene que en
el espacio H} (U) = W, *(U) se puede considerar el producto interno

(9.3.1) (f,9) ::/UVf~ng:U

y el mismo resulta equivalente al producto inducido por el de H'(U), en el sentido de
que las normas que definen ambos productos internos resultan equivalentes.

Cuando se trabaje en el espacio Hg(U) siempre se consideraré el producto interno
dado por (9.3.1]).

9.4. Compacidad: el Teorema de Rellich-Kondrachov

Un problema central en el analisis es el de dar condiciones para garantizar la con-
vergencia de una sucesion, o de alguna subsucesion de una sucesion dada.

Es bien conocido el Teorema de Bolzano-Weierstrass en R™ que dice que una con-
dicion suficiente que garantiza la existencia de una subsucesién convergente de una
sucesion dada es que la sucesion sea acotada. Este resultado es valido en dimension
finita, pero apenas se trabaja en espacios de dimension infinita es muy simple encontrar
contraejemplos.

Para solucionar este inconveniente hay dos estrategias que suelen utilizarse. Una es
la de requerir que la sucesion esté acotada en una norma mas exigente, otra es la de
debilitar la nociéon de convergencia.
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Un ejemplo de la segunda se encuentra en el estudio de las topologias débiles en
un espacio de Banach (ver [2]) donde se demuestra que si una sucesion es acotada en
un espacio de Banach reflexivo, entonces existe una subsucesion convergente, pero en
sentido débil.

Un ejemplo de la primera es el Teorema de Arzela-Ascoli, donde si se requiere que,
ademés de estar acotada en C'(K) (donde K C R™ es un compacto), la sucesion sea
uniformemente equicontinua entonces existe una subsucesion convergente.

El propésito de esta seccion es explorar este tema en el contexto de los espacios de
Sobolev.

En consecuencia se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 9.4.1 (Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov). Sea U C R™ un
abierto acotado y sea 1 < p < 00. Si{fi}ren C Wy P (U) es acotada (i.e. supey |V fill, <
o), entonces existe una subsucesion { fi,}jen C {fr}lren ¥ una funcion f € Wy P(U)
tal que

fe, = fllp, =0 cuando j — oo.

FEs decir, la subsucesion es convergente en LP(U).

DEMOSTRACION. Extendiendo las funciones por 0, podemos suponer que las fun-
ciones fr € WIP(R") y que existe un abierto acotado V' C R™ tal que sop(fz) C V
para todo k € N. Recordemos que, por hipotesis,

sup ||V fillp < oo
keN

y que, por la desigualdad de Poincaré,

sup || fell, < oo
keN

Consideremos ahora las funciones regularizadas
fr=pexfr, (>0, keN),
donde p es el nicleo regularizante estandar y p.(z) = e "p(%). Podemos suponer que

sop(fr) CV, paratodoe >0, keN.

La demostracion ahora se basa en dos hechos:

1. fi — fr en LP(V) cuando € | 0 uniformemente en k € N y
2. para cada ¢ > 0 fijo, la sucesion { ff}ren verifica las hipotesis del Teorema de
Arzela-Ascoli.
Asumiendo estos hechos, la demostracion del teorema sigue de la siguiente forma:
Fijemos § > 0 y elegimos € > 0 tal que

0
Ife = frllp < 5 bara todo k € N.

Esto es posible gracias a la primera afirmacion.
Ahora, por la segunda afirmacion, tenemos que existe una subsucesion { f,ﬁj }ien C
{f }ren tal que [, es uniformemente convergente. Esto sumado a que los soportes de
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las funciones estan todos contenidos en V' implica que

lmsup || f, — fillp = 0.

Jl—o0
Luego, se tiene que
i, = Fullp < W fry = Fillo + 175, = Fello + 175 — frlle <0+ 1fk; = fillps

de donde
limsup || fr; — fillp < 0.

Jl—o0

Finalmente, se aplica este tltimo razonamiento para 6 = 1,1 55 3, ... y se usa el argu-
mento diagonal de Cantor para obtener una subsucesion { fx, }ien C {fx }ren tal que

Hmsup kaz - szHp =0

i,l—00

Queda pues demostrar las afirmaciones 1]y [2
Para ver |1 asumamos primero que f; € C!(R") y entonces se tiene la estimacion

f(@) — fule) = /B | PO —0) = f) dy
= [ [ Gt et v

1
- / o(y) / V fiule — cty) -y didy.
B1(0) 0

p(y) /0 IV fi(x — ety)| dtdy)

J,
/B p(y)7 o / |V fir(x — ety)| dtdy)p
< &P (/Bl(o) p(y)) § /Bl(o) p(y) (/0 |V fi(z — ety)] dt)p dy

1 p
= [ p<y>( \vm—ety)rdt) dy
B1(0) 0

1
<o / o(y) / IV file — ety)|P dedy.
B1(0) 0

Integrando, se obtiene

1
/ fo(@) = fula)P do < & / /B o) / IV Sl — ety) P dedyda
1
o / NG / /V IV Sl — ety) P dedtdy

e /V IV fi(o)|P d,

'U\'—‘
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es decir
£ = Sl < ellV fellp-

Esta estimacion la hemos demostrado suponiendo que f; € C!(R™), pero usando la
densidad de las funciones suaves con soporte compacto, se deduce que la misma vale
para f, € WyP(U).

Ahora, como { fi }ren esta acotada en Wy (U), queda demostrada la afirmacion

Para finalizar la demostracion del teorema, verifiquemos la afirmacion [2 Pero eso
es una consecuencia inmediata de las siguientes estimaciones crudas,

C C
152le < Dol il < 1 felly < = < o0,

IVl < IVPellocllfills < g < oo,

para todo k € N. O

EJERCICIO 9.4.2 (s6lo para los que tengan conocimiento de topologias débiles).
Verificar, usando la compacidad débil de sucesiones acotadas en espacios reflexivos,
que la funcion limite f dada por el teorema anterior pertenece a VVO1 PU).

EJERCICIO 9.4.3. Mostrar mediante un ejemplo, que el Teorema es falso sin
la hipotesis de que U sea acotado.

El Teorema estéd demostrado para el espacio Wy (U). Pero jqué sucede en
WLP(U)? Veremos ahora que es posible extender el Teorema a WP(U) cuando
el abierto U tiene cierta regularidad.

Para esto usaremos el siguiente teorema de extension cuya demostracion omitimos.

TEOREMA 9.4.4 (Teorema de extension). Sea U C R™ un abierto acotado tal que
oU € C'. Entonces dado V C R"™ abierto acotado tal que U CC V, existe un operador
de extension

E: W(U) = WyP(V)
tal que
L E(f)lv="r

2. E es lineal y continua, es decir existe C' que depende solo de p,n,U y V tal que

IVEH) vy < Cllflwrswy  para toda f € WH(U).

La demostracion del Teorema[9.4.4] se encuentra en cualquier texto que hemos dado
como bilbliografia sobre espacios de Sobolev. En particular, se encuentra en [6].

Ahora si, con la ayuda del Teorema [9.4.4] podemos extender el Teorema [9.4.1] a
WP (U).

TEOREMA 9.4.5. Sea U C R"™ un abierto acotado tal que OU € C'. Entonces,
si {futren C WHP(U) es acotada, existe una subsucesion {fr;bjen CA{frtven y f €
WhP(U) tal que

| fe, = fllp =0 cuando j — oo.
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DEMOSTRACION. Sea V un abierto acotado tal que U CC V' y sea E: WlP(U) —
VVO1 P(V) el operador de extension dado por el Teorema m

La acotacion de F implica que la sucesion {E(fx)}ren es acotada en VVO1 PV y
luego, por el Teorema [9.4.1] existe f € Wy?(V) y una subsucesion {E(fx,)}jen C
{E(fi)}ren tal que

|E(fx;) — fllzeevy = 0 cuando k — oo.

Pero entonces
o= fWoy = [ V= P < [ |B) = 5P do = 1B(i) = Sl = 0

cuando k£ — oo. Esto finaliza la demostracion. O

9.5. Ejercicios

EJERCICIO 9.5.1. Sea U C R™ abierto y sean u, v € W*P(U), |a| < k. Entonces:

1. D € Wk-lel»(U) y DF (D*u) = D* (DPu) = D*"Py para todo par de multi-
indices «, f € Npy tales que |o| + || < k.

2. Para cada A\, u € R, Mu+ pv € WHP(U) y D¥(A\u + pv) = AD% + pDv.

. Si V C U, entonces u € W*P(V).

4. Si ¢ € C=(U), entonces Cu € WkP(U) y

D (Cu) =Y (g) DD Py,

BLa

w

EJERCICIO 9.5.2. Probar que en cada clase de W*P(U) existe a lo sumo una funcién
continua.

EJERCICIO 9.5.3. Sea I = (a,b) C R un intervalo.

1. Probar que si u € WHP(I), 1 < p < oo entonces u € AC(I).
2. Probar que si u € WP(I), p > 1, entonces

u(z) —u(y)] < (/b IU’|”dt> " z -y

EJERCICIO 9.5.4. Sea f € H! (R), probar que h™! (7, f — f) converge a f’ en L?(R)
cuando h — 0, donde 73, f(x) = f(xz + h).

Sugerencia: escribir h=! (7, f — f) como [ pp.
EJERCICIO 9.5.5. Sea I = (a,b) C R un intervalo.
1. Probar que existe una constante C' tal que para toda f € H'(I),
(@) < C|Ifll12:
2. Probar que existe una constante C' tal que para toda f € Hj(I),
(@) < Cll ]l

3. Concluir que ||f’||2 es una norma equivalente a || f||12 en Hg(I).
4. Mostrar que el ftem [1] es falso en U CC R2.
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5. Usando el teorema de Arzela-Ascoli, probar que un conjunto acotado de H Y1)
es precompacto en C(I), y por lo tanto en L*(I).

EJERCICIO 9.5.6. Sea I = (a,b) C R un intervalo y sea f € L*(I). Probar que
f e HY(I) siy solo si

> KISk
k=1
donde f (k) son los coeficientes del desarrollo de f en series de Fourier.

EJERCICIO 9.5.7. Sea I = (a,b) C R un intervalo y sea f € H*(I). Sea {,};c; una
coleccion de intervalos disjuntos en I, I; = (a;, b;). Probar que

1/2
D £ ) = Flap) < [ flhe (ZU) —ajl) :

V= jeJ
Concluir que H'(I) C VA(I).

EJERCICIO 9.5.8. Sea u € W*P(U), 1 < p < co. Definimos u® = p. *u en U, donde
p es el nicleo regularizante, p. las aproximaciones de la identidad y

U. :={x e U: dist(z,0U) > €}.
Entonces:

1. u® € C*(U.), para cada ¢ > 0.
2. u* — u en WP(U) cuando € — 0.

EJERCICIO 9.5.9. Probar que si uw € H*(U) N H}(U) entonces

/ |Dul*dz < C (/ |ul? daz) (/ ]Au|2d:1:)
U U U

Concluir que en HZ(U), ||Au||s es una norma equivalente a la usual.

EJERCICIO 9.5.10. Sea u € W'P(U) tal que Vu = 0 a.e. en U. Probar que u es
constante en cada componente conexa de U.

EJERCICIO 9.5.11. Mostrar que las conclusiones del Teorema [9.4.1| se mantienen si
en lugar de asumir que U C R" es acotado se asume que |U| < oo.

EJERCICIO 9.5.12 (Desigualdad de Poincaré¢). Sea U un abierto conexo y acotado
de R™ con borde C'. Probar que existe una constante C' > 0 que depende sélo de n y
U tal que

[ = (w)ullz < Cf[Vul)2

(W) = ][U wdz.

Sugerencia: Razonar por el absurdo y usar el Teorema [9.4.5]

para cada v € H'(U), donde
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EJERCICIO 9.5.13. Sea o > 0. Probar que existe una constante C' > 0 que depende
solo de a y de la dimension del espacio, tal que

/qua:SC’/ |Vul? dr,
U U

para toda u € H*(U) tal que [{x € U: u(x) = 0}| > a.

EJERCICIO 9.5.14. Sea F': R — R una funcién de clase C' con F' acotada. Sean
U C R™ abierto acotado y u € WP(U) con 1 < p < oco. Probar que

F(u) e W(U) v 0iF(u) = F'(u)ou (i=1,...,n).
EJERCICIO 9.5.15. Sea 1 < p < ooy U C R" abierto acotado.

1. Probar que si u € W'(U), entonces |u| € WHP(U).
2. Probar que si u € W'?(U), entonces ut,u~ € W?(U) y

Vot — Vu ct.p.en {u>0}
)10 ae en {u<0},

Vu- — 0 c.t.p. en {u >0}
—Vu ct.p.en {u<0}.
Sugerencia: ut = lim._,o F.(u) para

Fs<t):{\/t2+€2—5 sit>0

0 sit<O.

3. Probar que si u € WyP(U) entonces u™,u~ € W, ?(U).
4. Probar que si u € WHP(U), entonces

Vu =0 c.t.p. en {u = 0}.



Capitulo 10
Soluciones débiles

En este capitulo usaremos la teoria de los espacios de Sobolev desarrollada en el
Capitulo [J] para hacer una teorfa de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales
elipticas lineales.

10.1. Motivacion

Para introducir las ideas que usaremos veamos primero el caso de la ecuaciéon de
Poisson

10.01) {—Au_f enUCR

u=20 en OU,

donde U es un abierto.

Observemos primero que si u € C2(U)NC(U) es una solucién de (10.1.1]), entonces
multiplicando la ecuacion por ¢ € C°(U) e integrando sobre U obtenemos

/U—Au¢da::/Uf¢dx.

Integrando por partes la primera integral y usando que ¢ tiene soporte compacto en U
llegamos a

(10.1.2) /UVu~V<bdx—/qu§dx.

Reciprocamente, observemos que si u € C*(U) N C(U) verifica para toda
¢ € C>(U) y ademas se tiene que u = 0 en U, entonces u es solucion de ([10.1.1).

Observemos ahora, por un lado, que por la densidad de las funciones regulares en
el espacio de Sobolev H{(U), la expresion (10.1.2)) sigue siendo vélida para toda ¢ €
H}(U). Por otro lado, observamos que la ecuacion (10.1.2)), si se considera ¢ € H}(U),
tiene perfecto sentido si s6lo se requiere que u € H (U).

Esto motiva la siguiente definicion.
DEFINICION 10.1.1. Decimos que v € H}(U) es una solucion débil de si
verifica (10.1.2)) para toda ¢ € H}(U).

Toda esta discusion puede facilmente generalizarse para operadores elipticos en
forma de divergencia.

DEFINICION 10.1.2. Un operador eliptico en forma de divergencia es la expresion
formal

(10.1.3) Lu = — Z@i(aw )0ju) +Zb )0ju + c(z)u,
ij=1
143
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donde los coeficientes verifican a;;,b;,¢ € L>®(U) y la matriz (a;;(x))1<;j<n € R™*"
verifica la condicion de elipticidad

n

> ai(2)6€; > 0€?,  para todo € € R™,

1,j=1

con 6 > 0 independiente de £ € R" y de x € U.

Algunas observaciones estan en orden.

OBSERVACION 10.1.3. El operador L extiende al operador de Laplace —A. En
efecto, basta tomar (a;;())1<; j<n como la matriz identidad, b;(x) = ¢(x) = 0 en U,
j=1...,n.

OBSERVACION 10.1.4. Si notamos A(.T) = (aij (Zﬁ))lgi’jgn, b(.I) = (bl(l’), Cee bn(l’)),
el operador £ puede rescribirse como

Lu = —div(A(z)Vu) + b(x) - Vu + c(x)u.
Tenemos entonces, en analogia con la Definicion [10.1.1] la siguiente definicion.

DEFINICION 10.1.5. Sea f € L*(U). Decimos que u € H}(U) es una solucién débil
del problema

(10.1.4)

Lu=f enU
u=0 en U,

si u verifica que

ij=1 U

c(x)u¢dx:/f¢dx,
U

para toda ¢ € H(U).

OBSERVACION 10.1.6. Observemos que, dado que a;;,b;, ¢ € L>(U), que f € L*(U)
y que u, ¢ € H}(U), todas las integrales en ((10.1.5) estan bien definidas.

OBSERVACION 10.1.7. En vista de la Observacion |10.1.4] la ecuacion ((10.1.5) puede

escribirse como

LA(x)vu-v¢dx+/Ub(x)-vu¢dx+/

U

c(x)uqﬁdx:/f(bdx.
U

10.2. Preliminares sobre espacios de Hilbert

Para estudiar el problema de existencia y unicidad de soluciones débiles se requieren
de ciertas herramientas sobre espacios de Hilbert. Las mismas complementan lo visto
en la Seccion 3.2

Todo lo que se ve en esta seccién es usualmente cubierto por cualquier curso basico
de Analisis Funcional, asi que el lector que haya tenido ese curso puede tranquilamente
saltear esta seccion.
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10.2.1. Teorema de proyecciéon. Empecemos con la definiciéon de convexidad.

DEFINICION 10.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y K C H un conjunto no vacio.
Decimos que K es convezo si dados z,y € K y t € [0, 1] se tiene que tz + (1 —1t)y € K.

Demostraremos entonces uno de los teoremas centrales en la teoria de espacios de
Hilbert, el Teorema de proyeccion.

TEOREMA 10.2.2 (Teorema de proyeccion). Sea H un espacio de Hilbert con pro-
ducto interno (-,-) y sea K C H un conjunto convexo, cerrado y no vacio. Entonces,
dada f € H, existe un unico u € K tal que

17 = ull = faf |17 = v
Mds aun, u se caracteriza por

we K, (f—uv—u)<0 paratodov € K.
Decimos entonces que u es la proyeccion de f sobre K y se nota por

DEMOSTRACION. La demostracion se basa en la llamada identidad del paralelogra-

mo
a+ bl fla=b|[* _ lal®+ [l

2 2 2 ’
Queda de ejercicio al lector verificar la validez de esta identidad.

a,be H.

Sea {v, }neny C K una suesién minimizante. Es decir,

A= If = vall = d = faf |1 ]|

Aplicamos ahora la identidad del paralelogramo a los puntos a = f—uv, y b = f—uv,,.
Luego

2
Up + Uy 1 s 1,5 9
- —|vn —on||” = =(d), +d,).
Hf S0 o — vl = S (624 )
Como vy, v, € K y K es convexo, sigue que %(vn+vm)€K, luego
dng——“";“’" ,

de donde
|vn — V|| < 2d% +2d%, — 4d*> — 0 sin,m — oo.

Luego, hemos probado que {v,},en es de Cauchy y por ende, existe u € H tal que
w = lim,_o v,.

Como K es cerrado, se tiene que u € K vy, claramente,
—ul||=d=inf ||f —v|.
If —ul=d= nf|[f o

Sea ahora w € K arbitrario y consideramos v = tw + (1 —t)u = u+t(w —u) € K
si 0 <t < 1. Entonces, como u minimiza la distancia entre f y K se tiene

1f =ull® < 11 =oll* = I(f —w)+tw—w)|* = [If —ull* = 2t(f —u, w—u) +£*[Jw -]
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Reagrupando términos, obtenemos
2(f —u,w —u) < t|lw—ul?
Haciendo ahora t | 0 se obtiene la caracterizacion pedida en el teorema.
Resta ver la unicidad. Supongamos que tenemos u;, uy € K que verifican
(f —ujpv—wu;) <0 paratodov e K, i =1,2.
De ahi se obtiene

(f —ur,ug —u1) <0y (f —ug,ur —ug) <0,

y, equivalentemente,
(f —u,ug —uy) <0y (ug— fyug —uy) <0.
Sumando estas desigualdades,
(f —up +us — fug —up) = |Jug —uy]|* <0.
Luego u; = us y el teorema queda demostrado. 0

EJERCICIO 10.2.3. Con las mismas hipotesis que el Teorema [10.2.2] se tiene que el
operador Pk verifica

1P (f) = Px(g)ll < |If =gl
para todas f,g € H.

EJERCICIO 10.2.4. Sea M C H un subespacio cerrado. Probar que entonces el
operador de proyeccion Py, dado por el Teorema [10.2.2) resulta ser un operador lineal
y continuo. Méas atn, se tiene que

(f — Pu(f),w) =0 para todo w € M.

10.2.2. El espacio dual de H. En esta secciéon estudiaremos el espacio dual
de un espacio de Hilbert H. El objetivo es demostrar el Teorema de representacion de
Riesz que dice que el espacio dual de H se identifica con el mismo H.

DEFINICION 10.2.5. Sea H un espacio de Hilbert. Se define el espacio dual de H,
H', como
H' :={¢: H— R: ¢ es lineal y continua}.
A los elementos ¢ € H' se los denomina funcionales.
Usaremos la notacion
p(u) = (@, u),
para denotar la aplicacion de un funcional ¢ € H' sobre un elemento u € H.

DEFINICION 10.2.6. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-) y sea
H' su dual. Se define en H' la norma

lll« = sup {p, ).
veEH
llvll<1
EJERCICIO 10.2.7. Verificar que || - ||. efectivamente define una norma sobre H' y

que H’ resulta un espacio de Banach (es decir, completo) con respecto a esta norma.

Veamos algunos ejemplos de espacios de Hilbert y funcionales definidos en los mis-
mos.



10.2. PRELIMINARES SOBRE ESPACIOS DE HILBERT 147

EJEMPLO 10.2.8. Sea U C R™ un conjunto medible y definimos H := L?*(U). Luego,
si tomamos g € L*(U), esta g induce un funcional ¢, € H' dado por

(pg: f) = /Ufg dz.

Queda de ejercicio verificar que, efectivamente, p, € (L*(U))'.

EJEMPLO 10.2.9. Sea U C R"™ un abierto y definimos ahora H := H!(U). Sean
f07f17 cee 7fn S L2(U) y deﬁnimOS

Luego ¢ € H' (jverificar esta afirmacion!).

EJEMPLO 10.2.10. Como caso particular del Ejemplo [10.2.9, se tiene que los fun-
cionales definidos en el Ejemplo sobre L%(U), resultan también funcionales sobre
HYU).

Esto es una consecuencia directa del hecho que HY(U) C L*(U) y la inclusiéon
definida por

it H(U) — L2(U),
i(u) = u,
es continua.

EJEMPLO 10.2.11. Otro caso particular del Ejemplo [10.2.9 resulta cuando se con-
sidera fo = v, fi=0w (i=1,...,n) con v € H(U). En ese caso, el funcional ¢ = ¢,
se escribe como

(po,u) = / Vu-Vudr + / w dr = (u,v),
U U
donde (-, ) es el producto interno usual en H'(U).

OBSERVACION 10.2.12. Al espacio dual de Hj(U) se lo suele notar por H*(U).
En vista del Ejemplo [10.2.8 se tiene que L*(U) C H~*(U), identificando las funciones
f € L*(U) con el funcional que inducen.

Mas atn, en vista del Ejemplo [10.2.9|se tiene que las derivadas distribucionales de
funciones en L?*(U) son también elementos de H~(U).

Veamos ahora el Teorema de representacion de Riesz.

TEOREMA 10.2.13 (Teorema de representacion de Riesz). Sea H un espacio de
Hilbert. Entonces, dado un funcional o € H' existe un tunico u € H tal que

(p,v) = (u,v) para todo v € H.

Mads aun, la aplicacion T: H — H dada por T'v = u resulta una isometria lineal. En
particular,

lells = llull
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DEMOSTRACION. Sea ¢ € H' y definimos M = Nu(p) = ¢ *({0}). Luego M C H
es un subespacio cerrado.

Si M = H entonces ¢ = 0. Luego u = 0. Podemos entonces suponer que M C H.

Sea go € H\ M y definimos g1 = Py(go) la proyeccion de gy sobre M. Entonces
g := |lg1 — g0l 7' (g1 — go) es perpendicular a M, es decir (g,v) = 0 para todo v € M
(ver el Ejercicio [10.2.4) y, por construccion, | g|| = 1.

Sea ahora v € H arbitraria y defino A := % (verificar que (¢, g) # 0). Entonces,
si w = v — Ag se tiene que w € M = Nu(yp).
En resumen, hemos probado que todo elemento v € H se descompone como un
multiplo de ¢ € M+ y un elemento de w € M, v = \g + w.
Finalmente,
0= (g,w) = (g,v = Ag) = (9,v) = Algl*,

pero ||g|| = 1y, recordando la definicion de A, obtenemos

(@, v) = (v, 9)(g,v).

Luego, tomando u = (¢, g)g se concluye lo pedido.
La unicidad de u, y las propiedades del operador 7" quedan de ejercicio. 0

Se tiene el siguiente corolario.

COROLARIO 10.2.14. Sea H un espacio de Hilbert y B: H x H — R una forma
bilineal, continua, simétrica y coersiva. Entonces, dada o € H' existe un unico u € H
tal que

(p,v) = Blu,v] para todo v € H.
OBSERVACION 10.2.15. Recordemos que:
1. bilineal significa Blauy + Bug,v| = ayBlug, v] + BBlug,v] y Blu,avy + Puy] =
OZB[U, Ul] + BB[UH ?)2],
2. continua significa que existe una constante C' > 0 tal que |Blu, v]| < C||ul/||v|],
3. simétrica significa Blu,v] = Blv,u] y
4. coersiva significa que existe v > 0 tal que Blu, u] > v|ul]?.

DEMOSTRACION. Las hipotesis en B[-, -] implican que la forma bilineal define un

nuevo producto interno en H y que la norma inducida por él, ||u|z := Blu, u]Z, resulta
equivalente a la original, || - ||.

Luego, se pueden aplicar las conclusiones del Teorema [10.2.13] al espacio de Hilbert
H con producto interno B, -]. Esto prueba el corolario. O

10.3. Ecuaciones elipticas simétricas

En esta seccion aplicaremos el Teorema de Riesz y el Corolario[10.2.14] para
demostrar existencia y unicidad de ciertos problemas elipticos.

Para fijar ideas, comenzaremos con el problema de Poisson (10.1.1)) y luego exten-
deremos ese resultado a problemas mas generales.
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Recordemos que, segtin la Definicion [10.1.1juna funciéon u € Hj(U) es solucion débil
de (10.1.1)) si y solo si verifica

/Vu-Vvdx:/fvdw,
U U
para toda v € Hg(U).

Ahora, si f € L*(U) entonces f define un elemento en H!(U) (recordar que esta
es la notacion para el dual de H}(U), ver la Observacion [10.2.12)) de la forma

(f,v) = / fudx
U
(ver el Ejemplo (10.2.10)).
Por otro lado, recordemos que en Hj(U) se tiene que el producto interno viene dado
por
(u,v) = / Vu-Vvdz.
U

Ver la Observacion [0.3.91

Luego, si aplicamos el Teorema de representacion de Riesz [10.2.13| obtenemos que
existe una tnica u € H}(U) tal que

(u,v) = (p,v), paratodav e Hy(U).

Es decir, existe una tinica u € H}(U) tal que

/Vu Vvda:—/fvdx
para toda v € H}(U).

En resumen hemos demostrado el teorema.

TEOREMA 10.3.1. Sea U C R™ un abierto acotado. Dada f € L*(U), existe una
inica u € H}(U) solucion débil de la ecuacion de Poisson (10.1.1)).

Razonando de manera muy similar, pero aplicando el Corolario[10.2.14]en lugar del
Teorema [10.2.13| se obtiene el siguiente teorema.

TEOREMA 10.3.2. Sea U C R™ abierto acotado y sean a;;,c¢ € L>(U) donde c(x) >
0 y la matriz A = (a;j)1<ij<n €S simétrica y uniformemente eliptica, es decir a;; = aj;,
I<i,j<ny

n

> ay()&g; > 0/¢f
ij=1
para un 6 > 0 independiente de x € U y £ € R™.

Consideremos el operador eliptico

Z Di(a;j(x)05u) + c(z)u = — div(A(x)Vu) + c(z)u.

Luego, dada f € LQ(U), eziste una tinica solucion débil u € H(U) del problema

Lu=f enU
10.3.1
( ) {u =0 en OU.



150 10. SOLUCIONES DEBILES
DEMOSTRACION. Definimos la forma bilineal B: H}(U) x H}(U) — R como
Blu,v] := Z / a;;(z)0udiv dx + / c(x)uv dx,
U U

ij=1

y sea o € HY(U) = (H}(U)) el funcional inducido por f, es decir
(p,v) := / fvdx, para todo v € Hy(U).
U

Observemos que u € Hi(U) es solucion débil de (10.3.1)) si y solo si
Blu,v] = (p,v), para todo v € Hy(U).

Luego, el teorema quedara demostrado si estamos en las hipotesis del Corolario[10.2.14]
Claramente, lo tnico que falta ver es que B[, | es continua, simétrica y coersiva.

La forma B[, -] resulta simétrica por la simetria de la matriz A. Veamos la conti-
nuidad.

Bluv) <Y / sy (2)110l|9,0] dz + / o()[ul|o] da
ij=1

§n2 ma

s oyl | [VullVe]do o+ fell [ fullo]do
S1,)sn U U

< C(IVulle| ol + 1ullelv]lo)

< C||Vula|[ Vol

donde la constante C' varfa de linea a linea y depende soélo de n, de los coeficientes a;;
y ¢y de la constante en la desigualdad de Poincaré.

Resta ver la coersividad. Pero, como c¢(z) > 0y (a)i<ij<n €s uniformemente
eliptica,

Blu,u] = Z / a;;(2)0;udiu dx —|—/ c(x)u® dx
> 9/ |Vul? d,
U
lo que concluye la demostracion. 0

EJERCICIO 10.3.3. Mostrar que existe v > 0 tal que si ¢(x) > —v c.t.p. en U,
entonces las conclusiones del Teorema [10.3.2] siguen valiendo.

EJERCICIO 10.3.4. Mostrar un ejemplo donde ¢(z) no sea positiva y se pierda o
bien la existencia o bien la unicidad de soluciones de ((10.3.1)).

10.4. Problemas no simétricos: El Teorema de Lax-Milgram

Nos proponemos ahora extender el Teorema [10.3.2] al caso en que el operador £
dado por la Definicién [10.1.2] no sea simétrico. Es decir, no haremos la hipotesis de
simetria en la matriz (a;;)1<ij<n ¥ supondremos b; #0 (j =1,...,n).
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En este caso, la forma bilineal inducida por el operador

(10.4.1)  Blu,v] := Z/aij(x)ajuaivdx%—z:/bj(x)ﬁjuvdas—i—/c(x)uvdx
ij=1"U =17V v

no es simétrica y, por ende, el Corolario no puede ser aplicado.

Se necesita luego, una extension de dicho corolario para formas bilineales que no
sean necesariamente simétricas. Ese es el contenido del Teorema de Lax-Milgram.

TEOREMA 10.4.1 (Teorema de Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y sea
B: H x H — R una forma bilineal, continua y coersiva. Entonces, dada ¢ € H', existe
una unica uw € H tal que

Blu,v] = (¢,v)  para toda v € H.

OBSERVACION 10.4.2. Observemos que la tnica diferencia entre el Teorema de Lax-
Milgram y el Corolario [10.2.14] es que no se requiere que la forma bilineal B[, | sea
simétrica.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [10.4.1] Para cada u € H fija, definimos la apli-
cacion v +— Blu,v]. Como B[] es bilineal y continuo, se tiene que esta aplicacion
pertenece a H'.

Aplicamos ahora el Teorema de representacion de Riesz [10.2.13] y concluimos que
existe una tnica w € H tal que

Blu,v] = (w,v) para todov € H.
Queda entonces definido el operador
A:H— H, U — w.

Es facil ver que A resulta lineal (jejercicio!). Veamos que es continuo. En efecto, dado
ue H,
[ Au]|* = (Au, Au) = Blu, Au] < C|lul|]| Aul,

donde hemos usado la continuidad de la forma B[, -]. De esta desigualdad se desprende
que
[Aul| < Cllul].
Por otro lado, la coersividad de la forma B[-, -] implica que A es acotado inferior-

mente. En efecto
Ollull® < Blu,u] = (Au,u) < || Aul|[[u],
de donde
[ Aul| = 6]ful].

De esta desigualdad se desprende facilmente que A es inyectivo y que Im(A) es cerrado
(jejercicio!).

Veamos finalmente que Im(A) = H. Sea w € Im(A)+, luego se tiene

Ollw]* < Blw,w] = (Aw,w) =0,

dado que Aw € Im(A) y w € Im(A)*, de donde w = 0.

Luego, como Im(A) es cerrado e Im(A)+ = {0} se obtiene que Im(A4) = H.
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Una vez estudiadas las propiedades de A el teorema se concluye facilmente. En
efecto. por el Teorema de representacion de Riesz [10.2.13] existe una tnica w € H tal
que

(¢p,v) = (w,v) paratodov € H.
Pero como A es biyectiva, existe una tnica u € H tal que w = Au. Luego
(¢,v) = (Au,v) = Blu,v] para todo v € H.

Esto concluye la demostracion. 0

Consideremos ahora la forma bilineal B[, | dada por (10.4.1)) definida en H}(U) x
H}(U) y veamos si verifica las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram [10.4.1]

Veamos la continuidad. En efecto,

Bl o]l < 3 flassll / Oulle] dz + 3 15l / Byulfo] dz + [lloe / jullo] de
j=1

1,j=1

< (Z I\azj\loo> Vulls[[Volla + (Z Hbj\loo> IVulls[ollz + [leflool[ull2[lv]l2,

ij=1 j=1

donde hemos usado que |[Q;u| < |Vu| (j =1,...,n) y la desigualdad de Hélder.

Ahora, usando la desigualdad de Poincaré (Teorema [9.3.5)), concluimos que existe
una constante C' > 0 tal que

|Blu, v]| < Cl[Vullo][Volla,

como queriamos ver.

Veamos ahora la coersividad.
(10.4.2) Blu,u] > 9/ |Vul? dv +/ (Z bi(x)0;uu + c(a:)uz) dx.
U v \j=

Ahora, hagamos la suposicion de que b; € C*'(U). Luego,
1 1

/bj(x)ﬁjuu dr = / b;(2)=0;(u*) dx = —/ ~9;b;(z)u* dx,
U 2 U2

U
de donde

Y 2 = 21 Y bi(z) | u?dax
L(;bj(:v)é?juuch(x)u) dx—/(J(c(a:) 2;03193( )) d

_ /U (c(m) - %de@:)) 2 de.

1
(10.4.3) c(x) — B divb(z) >0 ct.p.enU

se tiene entonces el siguiente teorema.

Luego, si hacemos la hipotesis
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TEOREMA 10.4.3. Sea U C R™ un abierto acotado y sean a;j,b;,c € L>=(U). Asu-
mamos que b; € C1(U) con 9;b; € L>=(U) y que se verifica (10.4.3).

Luego, dada f € L*(U), existe una tnica solucion débil de

Lu=f enU
u=20 en OU,

donde L wviene dado por (|10.1.3)).

DEMOSTRACION. La demostracion es, a esta altura, una aplicacién inmediata del
Teorema de Lax-Milgram O

Intentemos ahora estudiar el caso general, es decir sin asumir ((10.4.3)). En ese caso,
retomando ((10.4.2]), hacemos la siguiente acotacion

(104.4)  Blu, ] 29/ Vul? dz — (anjnoo) / |Vu||u|dx—||c||oo/u2dx.
U = U U

Para proseguir necesitamos un truco llamado desigualdad de Young con € que pasamos
a explicar. Es bien conocida la desigualdad de Young (que en este caso es simplemente
el cuadrado del binomio)

ab§%2~l—§, a,b> 0.
Luego, dado 6 > 0, se hace
ab = (5a)(6-10) < Sa? 4 L g2
2 202
Si tomamos % = ¢, obtenemos
2, 19
(10.4.5) ab < ea” + Eb :

Llamemos ¢; = 37, [|bj]|oo- Luego, de (10.4.4), usando ([10.4.5)) con e = 52, obte-

c1?
nemos

) 2
(10.4.6) Blu,u] > 5/ |Vul? do — (;—; + HCHOO) / u® dx.
U U

Tenemos entonces el siguiente teorema

TEOREMA 10.4.4. Sea U C R™ un abierto acotado y sean a;j,b;,c € L*(U), i,j =

1,...,n. Luego, existe vo > 0 tal que, el siguiente problema
Lu+yu=f enU
u=20 en OU,

tiene una tnica solucion débil para toda f € L*(U) y para todo vy > 7o, donde L viene

dado por (10.1.3)).

DEMOSTRACION. Si llamamos £,u = Lu + yu entonces, la forma bilineal asociada
a L, es

B, [u,v] = Blu, v] ~|—7/ uv dx,
U
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donde B[, ‘] es la forma bilineal asociada a L.

Por la discusion previa al teorema, es evidente que si v > 7o donde
2

_a
Yo = 55+ el
entonces B, |-, -] verifica las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram (10.4.1} Esto concluye
la demostracion. 0

10.5. Ecuaciones elipticas y la alternativa de Fredholm

El Teorema [10.4.4] no es completamente satisfactorio dado que no responde a la
pregunta original que es la existencia (o no) y la unicidad (o no) del problema

Lu=f enU
u=>0 en OU.

Para intentar responder a esta pregunta, necesitamos algunos conceptos de algebra
lineal.

10.5.1. Un poco de algebra lineal. Sea A € R"*". Se busca resolver la ecua-
cién
Ax =0,
donde b € R" es dato.

Es bien sabido que una matriz es inversible si y solo si su nicleo Nu(A) = {z €
R™: Az = 0} es trivial, i.e. Nu(A) = {0}. Luego esto nos deja la siguiente alternativa.

Se tiene una y s6lo una de las siguientes:

() Para todo b € R", existe un tnico x € R" tal que Az = b, 6
(B) Existe x # 0 solucion de Az = 0.

En caso en que Nu(A) # {0} atn se puede dar més informacion. Es claro que
la ecuacion Az = b tendra una solucion, si y solo si b € Im(A) y que en ese caso,
la solucién no sera tnica, dado que si x, es una solucion particular de la ecuacién y
z € Nu(A), entonces z, + z es solucion de la ecuacion.

Dicho esto, el problema entonces es determinar si b € Im(A). Pero es facil ver que
Im(A) = Nu(A")?* (jejercicio!) donde AT es la matriz transpuesta de A.

En conclusion, se tiene que
Az = b tiene solucion < b | z para todo z € Nu(A").

OBSERVACION 10.5.1. La alternativa (a)-(5) se denomina la alternativa de Fred-
holm.

10.5.2. Extension a espacios de Hilbert. Buscamos en esta secciéon extender
la discusion previa para matrices a operadores lineales en espacios de Hilbert. Primero
debemos definir que entendemos por matriz transpuesta en el contexto de operadores.

DEFINICION 10.5.2. Sea H un espacio de Hilbert y sea A: H — H un operador
lineal y continuo. Se define el adjunto de A, que se nota por A*, al tnico operador
A*: H — H que verifica

(Az,y) = (z, A™y).
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OBSERVACION 10.5.3. La buena definicién de A* es una consecuencia del Teorema
de representacion de Riesz, Teorema [10.2.13] En efecto, dado y € H se define el fun-
cional z — (Az,y). Es facil ver que este funcional pertenece a H' y luego, existe un
tnico z € H tal que

(Az,y) = (2, 2).
Luego se define A*y := z.
Queda de ejercicio al lector verificar que A* es lineal y continuo.

OBSERVACION 10.5.4. Obviamente, si H = R" y A € R™" se tiene que A* = AT,

En consecuencia se tiene la siguiente definicion.

DEFINICION 10.5.5. Sea H un espacio de Hilbert y A: H — H un operador lineal
y continuo. Decimos que A es simétrico (o autoadjunto) si A = A*.

Cuando uno quiere extender la alternativa de Fredholm para operadores, se encuen-
tra conque es falsa en general (ver [2] para un contraejemplo). Para poder recuperar el
resultado se requiere conservar cierta compacidad que se pierde al pasar de un espacio
de dimension finita (donde las sucesiones acotadas poseen subsucesiones convergentes)
a uno de dimension infinita.

Esto se consigue restringiendo la clase de operadores que van a considerarse. Ese es
el motivo de la siguiente definicion.

DEFINICION 10.5.6. Sean H; y H, dos espacios de Hilbert y sea K: H; — H, un
operador lineal y continuo. Decimos que K es compacto si dada {z;,};en C Hy acotada,
entonces {Kx;}jen C Hy posee una subsucesion convergente.

El siguiente ejercicio sera de utilidad més adelante.

EJERCICIO 10.5.7. Sean H;, i = 1,2, 3, espacios de Hilbert y sean A: H; — Hs un
operador lineal y continuo y K: Hy — Hj3 un operador compacto.

Entonces K o A: Hy — Hj resulta compacto.

La misma afirmacion vale si se considera A o K cuando dicha composicion resulta
posible de realizarse.

Veamos entonces que la alternativa de Fredholm puede extenderse a operadores de
la forma A =1 — K donde [ es la identidad y K un operador compacto.

TEOREMA 10.5.8 (Teorema de la Alternativa de Fredholm). Sea H un espacio de
Hilbert y K. H — H un operador compacto. Entonces se tiene

1. dim(Nu(/ — K)) < oc.

Im(I — K) es cerrado.

Im(I — K) = Nu(l — K*)*.

Nu(l — K) ={0} si y sdlo si Im(I — K) = H.
dim(Nu(! — K)) = dim(Nu({ — K*)).

G LD

La demostracion de este teorema suele cubrirse en los cursos de Analisis Funcional
(ver, por ejemplo, [2]). A modo de completitud damos la demostracion y el lector puede
omitir la prueba si asi lo considera.
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DEMOSTRACION. Si dim(/ — K) = oo, entonces existe un sistema ortonormal infi-
nito {ux fren € Nu(f — K). Entonces

Ku,=wu, keN.

Ahora, |lugy — u;]|? = [Jugll* — 2(ug, u;) + [Jus]|> = 2 si k # j de donde se obtiene
| Kuy, — Kuj|| = /2 si k # j. Esto contradice la compacidad de K dado que {Kuy e
no contiene ninguna subsucesion convergente. Esto prueba [I]

Afirmamos ahora que existe v > 0 tal que

(10.5.1) |lu — Kul| > 7|lu| para todo u € Nu(I — K)*.

1

En efecto, sino existiria una sucesion {uy}ren € Nu(l — K)+ con [|ug]| = 1 tal que

lup — Kug|| < 7. En consecuencia
(10.5.2) up — Kup — 0 cuando k — oo.

Ahora, como {uy}ren es acotado, existe una subsucesion {uy, }jen C {ug}reny y un
elemento y € H tal que Kuy, — y cuando j — o0o. Pero de (10.5.2)) concluimos que
ur — ¥, luego y € Nu(l — K). Como Nu(I — K)* es cerrado, sigue que y € Nu(/ — K)*
de donde y = 0. Pero esto contradice el hecho de que ||ux|| = 1y ux — y con lo que la

afirmacion ((10.5.1]) queda demostrada.
Sea ahora fr = up — Kuy € Im(I — K) tal que fr, — f. De (10.5.1)) se deduce que

1
s =wsll < Z 1A = S5l

Por ende, existe u € H tal que uy — uy f =u — Ku lo que prueba

El punto |3 es una consecuencia de [2| y del hecho general de que para todo operador
lineal y continuo A: H — H se tiene que

Im(A) = Nu(A*)*

(jdemostrar este hecho!).

Veamos . Asumamos primero que Nu(I — K) = {0} y supongamos que H; :=
Im(/ — K) € H. De acuerdo con [2| H; es un subespacio cerrado de H. Mas aun,
Hy := (I — K)(H;) € Hy, dado que I — K es inyectiva. De manera analoga se define
Hy, = (I — K)(Hy_1) = (I — K)*(H). Estos conjuntos Hj, resultan ser subespacios
cerrados de H y verifican que Hy; € Hj, para todo k € N.

Podemos entonces elegir uy, € Hy, tal que uy, € H,; Ly |lug|| = 1. Ahora escribimos
Kup, — Ky = —(u, — Kug) + (uj — Kuj) + (u, — ;).
Si j <k, se tiene que Hyyy C Hy C Hjpy © Hj, luego uy, — Kug, uj — Kuj,up, C Hjqy
y como u; C Hj, con |lu;|| = 1 por Pitagoras deducimos que
| Kuyp — Ku,j|| > 1

que contradice la compacidad de K.

Asumamos ahora que Im(/ — K) = H. Luego, por [3| obtenemos que Nu(/ — K*) =
{0}. Como K* es compacto si K lo es (jdemostrar esto!) utilizando el caso anterior
tenemos que Im(/ — K*) = H. Pero luego Nu(I — K) = Im(I — K*)* = {0}. Esto
concluye la demostracion de [4
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Finalmente, afirmamos que
dim(Nu(I — K)) > dim(Im(/ — K)*).

Supongamos que la afirmacion es falsa. Luego, existe una aplicacion A: Nu(l —
K) — Im(I — K)* lineal y continua que es inyectiva pero no suryectiva. Extendemos
A: H — Im(I — K)* definiendo Au = 0 para u € Nu(/ — K)*.

Ahora, A tiene imagen de dimension finita, luego A y K + A resultan operadores
compactos. Mas aun, Nu(/ — (K 4+ A)) = {0}. En efecto, si Ku + Au = u, entonces
u— Ku = Au € Im(I — K)*, de donde v — Ku = Au = 0 lo que implica que u = 0
pues A es inyectiva sobre Nu(/ — K). Aplicando 4| a K = K + A concluimos que
Im(I — (K + A)) = H. Pero esto resulta imposible puesto que si f € Im(/ — K)* pero
f ¢ Im(A) (tal f existe pues A no es sobreyectiva), la ecuacion

u— (Ku+ Au) = f

no tiene solucion (verificar este hecho que es sencillo). Esto prueba la afirmacion.

Para concluir la demostracion de[5}, como Im(I — K*)* = Nu(I — K), de esta tltima
afirmacion deducimos que

dim(Nu(I — K*)) > dim(Im(I — K*)*) = dim(Nu( — K)).
La desigualdad opuesta se obtiene de intercambiar los roles de K y K*. 0

OBSERVACION 10.5.9. El punto central que da la alternativa es el [d que dice que,
al igual a lo que sucede con matrices, un operador de la forma I — K es inyectivo si y
sOlo si es sobreyectivo. Luego, la ecuacion

u—Ku=f
tiene solucién tnica para toda f € H o existe x € H tal que x — Kz = 0.

OBSERVACION 10.5.10. El punto [3| me permite comprobar cudndo un elemento
f € H pertenece a Im(I — K). Mas aun, por los puntos y b, tenemos que f € H
pertenece a Im(/ — K) siy solo si f verifica finitas condiciones de ortogonalidad (tantas
como dim(Nu(I — K*))).

EJERCICIO 10.5.11. Probar que el Teorema también se aplica a operadores
de la forma G — K donde G, K: H — H son lineales y continuos, G es inversible y K
es compacto.

10.5.3. Aplicaciéon a ecuaciones elipticas. En esta seccién aplicaremos el
Teorema [10.5.§ para dar condiciones para la existencia y unicidad para el problema

Lu=f enU
u=0 en 90U,

donde L es el operador eliptico dado por ((10.1.3])
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Veamos, formalmente, quién es el adjunto del operador L. Suponiendo que Lu €
L3(U), tenemos que

(Lu,v) = Z/aij(x)ajuaivdx—l—/bjajuvdx—i-/c(x)uvdx
U U U

= Z; /U 0j(aij(x)0v)udr — ; 0;(bj(z)v)udr + /U c(x)uv dx
- /U“ <_ 2 O5lai(@)dw) = 3 0;(bs(x)v) + c(:c)v> dz
= (u, L™v) |

Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 10.5.12. Sea L el operador eliptico dado por ((10.1.3]). Se define el
operador adjunto formal de £, notado por £*, como

Lv:=— Z 0;(a;;(z)0iv) — Zaj(bj(x)v) + c(x)v.
ij=1 j=1
La forma bilineal adjunta asociada B*: Hj(U) x H}(U) — R se define como
B*[v,u] := Blu, v,
donde B[, -] es la forma bilineal asociada a L.

Finalmente, decimos que v € H}(U) es solucion débil de

Lv=f enU
v=20 en OU,

donde f € L*(U), si
B*[v,u] = / fudz
U
para toda u € H(U).

Con esta definicion ya podemos enunciar el teorema de la alternativa de Fredholm
para el operador L.

TEOREMA 10.5.13 (Alternativa de Fredholm para L£). Sea U C R™ un abierto
acotado y sea L el operador eliptico dado por (10.1.3)).

Se tiene entonces una y solo una de las siguientes alternativas:

(o) para toda f € L*(U), existe una tinica solucion débil de Lu = f en U conu = 0
en U, ¢
(B) existe una solucion no trivial del problema homogéneo Lu =0 en U con u =0

en OU.

En caso en que valga (B), si Nu(L) C HY(U) es el espacio de soluciones del problema
homogéneo, Nu(L) tiene dimension finita y dim(Nu(L)) = dim(Nu(L*)) donde Nu(L*)
es el espacio de soluciones del problema homogéneo asociado al operador L*.
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Finalmente, existe una solucion débil de Lu = f en U conu =0 en U si y sdlo si

/ fvdx =0 para todo v € Nu(L").
U

DEMOSTRACION. Sea v > 0 tal que la forma bilineal

B, [u,v] = Blu, ] +7/ uv dx
U

sea coersiva. Esto es posible por el Teorema [10.4.4

Luego, nuevamente por el Teorema [10.4.4] dada g € L?*(U), existe una tnica u €
H}(U) tal que

B, u,v] ::/gvdx,
U

para toda v € Hg(U).
Notaremos 5;1 g := u. Observemos que L7 ! resulta un operador lineal (jejercicio!).

Ahora observemos que u € H}(U) es una solucion débil de Lu = f en U con u = ()
en QU siy solo si

Blu,v] = / fvdx para todo v € H}(U),
U
pero esto es equivalente a
B, [u,v] = /(f +~u)vdr para todo v € Hy(U).
U
Es decir,
uw= L7 +yu) =L f+~L

Luego, llamando h = L7 lfy K= VLS ! Ja identidad anterior se rescribe como

u— Ku=h,
o lo que es lo mismo

(I — K)u = h.

Queremos entonces aplicar el Teorema|10.5.8y para eso debemos ver que K : L*(U) —
L*(U) es un operador compacto.

Para chequear la compacidad de K, lo descomponemos como i o K donde
i: Hy(U) — L*(U), i(u) =u
K: L*(U) = Hy(U), Kf=~L]"f.

Ahora, i resulta compacto por el Teorema de Rellich-Kondrachov, Teorema Lue-
go, si verificamos que K es continuo, K resultard compacto por el Ejercicio |10.5.7]

Veamos entonces la continuidad de K. Sea f € L*(U) y lamemos u = L L. Luego,
por definicion, u € H}(U) verifica

B, |u,v] = / fvdr para todo v € H)(U).
U
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Por la coersividad de B,[-, -], sigue que

0IVull; < Byfu,u] = /Ufud:v < [Ifllzllulls < Cllfll2lIVull2

done hemos usado la desigualdad de Poincaré, Teorema[9.3.5] en la ultima desigualdad.

Esto trivialmente implica

13 gy < CllS Ny,

que es exactamente la continuidad de £3*: L*(U) — Hg(U).

Dado que K = YL I queda probada la continuidad de K y en consecuencia la
compacidad de K: L*(U) — L*(U).

Podemos entonces aplicar el Teorema [10.5.§ y concluir que,

(a) o bien existe una tinica u € L?(U) tal que u — Ku = h para toda h € L*(U),

(b) o bien Nu(I — K) # {0}.

Es facil ver que si se da la alternativa (a), entonces se tiene la alternativa («) del
teorema.

Supongamos entonces que se tiene la alternativa (b), luego igual que en el caso
anterior se verifica que Nu(L) = Nu(/ — K) # {0} que es la alternativa () del teorema.

Mas atn, por el Teorema|10.5.8] se tiene que dim(Nu(/ — K)) = dim(Nu(/ — K*)) <
oo y se verifica facilmente que Nu(/ — K*) = Nu(L*).

Finalmente, u — Ku = h si y s6lo si h € Im(I — K) = Nu(I — K*)*. Pero esto es
equivalente a

(h,v) = / hvdx para todo v € Nu(l — K*).
U

Ahora, h = E;lf = 'y*lyﬁglf ="K f. Luego,
1 1 1
0= h,?] :_Kfvv :—f,K*U :—f,?)7
(h,v) 7( ) 7( ) 7( )
dado que v € Nu(I — K*).

Esto concluye la demostracion. O

10.6. Principio del maximo

En esta seccion extenderemos el principio del méximo (débil) para soluciones débiles
de operadores elipticos de la forma

(10.6.1) Lu=— Z 0;(aij(x)0;u) + c(x)u,

i,j=1

donde los coeficientes son medibles acotados y la matriz (a;;)1<; j<n €s eliptica en el
sentido de la Definicion [10.1.2

Probaremos el siguiente teorema.

TEOREMA 10.6.1. Sea U C R™ un abierto acotado y sea L el operador eliptico dado
por (10.6.1)) con ¢ >0 c.t.p. en U. Sea f € L*(U) yu € H}(U) la solucion de Lu = f
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en U conu =0 en OU (observemos que tal solucion existe y es unica por el Teorema

073

Luego, st f >0 c.t.p. en U, entonces u > 0 c.t.p. en U.

Antes de ver la demostracion, hagamos la siguiente observacion.

OBSERVACION 10.6.2. La hipotesis del signo de ¢(x) es necesaria. Para eso, veamos
el siguiente ejemplo elemental: consideremos la ecuacion

—u" —47?u =0 en (0,1)
u(0) = u(1) = 0.

Luego, se tiene que u(z) = sin(27x) es solucion de la ecuacion y la misma cambia de
signo en (0, 1).

Puede verse que es posible debilitar la condicién ¢ > 0. De hecho alcanza con pedir
que ¢ no sea muy negativo, es decir ¢ > —9 para algin o > 0. Ver el Ejercicio [10.6.3]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [10.6.1] Dado que Lu = f > 0, se tiene que, para
toda v € Hy(U) tal que v > 0 c.t.p. en U, Blu,v] > 0. Es decir,

(10.6.2) Z / a;;(x)0;udv dx + / c(x)uv dr = / fvdx >0,
v U U
para toda v € H}(U), v >0 c.t.p. en U.

El tema ahora es elegir una funcion test adecuada. Observemos que demostrar que
u > 0 c.t.p. en U equivale a demostrar que u~ := max{—u,0} = 0 c.t.p. en U. Como
u” > 0ct.p.enUyu~ € H}(U) (ver el Ejercicio[9.5.15]), resulta natural tomar v = u~

en (10.6.2]).
Por otro lado, es facil verificar que uu™ = —(u™)? y, por el Ejercicio [9.5.15] se tiene
que diu~ = —0julf,<oy de donde Qjudiu~ = —0;u~Ou~.

En consecuencia obtenemos

0 < Blu,u" ] =— Z / a;;(z)0u” O™ dr — / c(x)(u”)?dx < —0/ |Vu~ | dz,
G U U

donde hemos usado la elipticidad de la matriz (a;;)1<ij<n ¥ la segunda integral se
descarta dado que ¢ > 0 c.t.p. en U.

Luego, hemos probado que

/ |Vu~|*dz <0,
U

de donde se concluye el teorema. O

EJERCICIO 10.6.3. Verificar que las conclusiones del Teorema, [10.6.1] se mantienen
si se tiene que ¢ > —¢ c.t.p. en U para algin 6 > 0 pequeno.
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10.7. Autovalores para operadores elipticos simétricos

En esta seccion estudiaremos el problema de autovalores para operadores elipticos
simétricos. Los operadores que consideraremos seran pues de la forma con la
matriz de coeficientes simétrica, es decir a;; = a;i, 7,7 = 1,...,n. Con esas hipdtesis la
forma bilineal asociada resulta simétrica (i.e. Blu,v] = Blv,u]) y el operador adjunto
formal £* coincide con L.

Al igual que como se hizo con la alternativa de Fredholm, resulta instructivo tratar
de entender bien primero cémo es la teoria de autovalores para matrices simétricas de
n X n para ver qué es lo que se puede esperar para operadores.

10.7.1. Autovalores para matrices simétricas. Sea A € R™ " una matriz
simétrica, es decir, A = AT. Es bien sabido que todo autovalor asociado a una matriz
simétrica es real. En efecto si A € C es un autovalor de A, existe z € C™ \ {0} tal que

Az = \z.

Por otro lado, si conjugamos la ecuaciéon de arriba obtenemos que A es autovalor de A
con autovector z y, ademés

MNzP=Xdz-2=Az-2=2-Az=2- Az = )z’
donde hemos usado que A = AT. Luego A = A como queriamos ver.

Por otro lado, es sencillo ver que si definimos

A = méx Az -z,
TeR™
|z|=1
resulta que A1 es un autovalor de A y que si v; es un punto donde se realiza ese maximo,

entonces v; es un autovector de A asociado a A;.

EJERCICIO 10.7.1. Verificar esta tltima afirmacion. Sugerencia: pruebe usar el Teo-
rema de los multiplicadores de Lagrange.

Observemos que A; es el mayor autovalor de A. En efecto, si A € R es un autovalor
de Ay v es un autovector asociado a A, que podemos suponer |v| = 1, entonces se tiene
que

M >Av-v=-v=Av|* =\

Para poder obtener los siguientes autovalores de A, se hace la siguiente observacion.
Si S C R” es un subespacio A—invariante, es decir Ax € S si x € S, entonces se tiene
que S* también resulta un subespacio A—invariante. En efecto, sea y € S*. Luego, si
r € S se tiene que
Ay-x =y - Ax =0,
dado que Az € S. Esto prueba la afirmacion.

Entonces, si v; es un autovector asociado a A1, |vi| = 1, sigue que gen{v;} es
A—invariante y por la observacion previa, gen{v; } = también lo es. Luego, si definimos
Ao = max Ax - x,
|z|=1
z-v1=0
tendremos que Ay < Aq, Ay es un autovalor de A y si vy € gen{vl}L realiza ese méaximo,

entonces vy es un autovector asociado a Ag.
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EJERCICIO 10.7.2. Verificar todas las afirmaciones realizadas.

Razonando inductivamente, nos construimos Ay > Ay > --- > \,, dados por

A = max Azx-uw,
|z[=1
;=0
j=1,k—1
donde vy, es un punto donde se alcanza ese maximo y el mismo resulta ser un autovector

de A asociado a .

Observemos que, por definicion, el conjunto {vy,...,v,} es ortonormal y en conse-
cuencia resulta una base ortonormal de R".

En particular, la matriz A resulta diagonalizable.

10.7.2. Extension a espacios de Hilbert. Veamos ahora como pueden exten-
derse los resultados e ideas de la seccidon previa cuando se trata de operadores en un
espacio de Hilbert de dimensioén infinita.

Algunos de los inconvenientes que se presentan son,

= En la definicion de A; la existencia del méaximo esta garantizada en R™ dado
que la bola unitaria es compacta. En dimension infinita esa propiedad es falsa,
por lo que no es claro que ese maximo se alcance. Esta falta de compacidad es
necesario que se compense de alguna manera. Por ese motivo, vamos a trabajar
con operadores compactos.

» La simetria de la matriz, deberia reemplazarse por que el operador sea autoad-

junto.
= Suponiendo que A; resulte bien definido y que el maximo se alcance, eso nos
permitiria construir una sucesiéon A\; > Ay > - -+, pero ahora esta sucesion seria

infinita. ;Como podemos garantizar que estos son todos los autovalores?
Vamos ahora a ver un teorema que permite extender lo visto para matrices simé-
tricas a operadores compactos y autoadjuntos en un espacio de Hilbert.

Observemos que en el caso de matrices, A es un autovalor de A € R"*" si y s6lo
si existe z € R™ \ {0}, tal que Az = Az, si y solo si Nu(A — AI) # {0}, si y solo si
Im(A — A\I) # R".

En el caso de dimensioén infinita, estas propiedades no tienen por qué ser equivalentes
y eso da lugar a la siguientes definiciones.

DEFINICION 10.7.3. Sea H un espacio de Hilbert y A: H — H un operador lineal
y continuo. Se define el espectro de A como
g(A) :={A € R: (A — A) no es inversible}.
Se define el espectro puntual de A como
op(A) :={A € R: Nu(A — \I) # {0}}.

Observemos que A es un autovalor de A siy solo si A € g,(A).

En el caso de matrices, A € R"*" se tiene que o(A) = 0,(A), pero en general solo
se puede afirmar que 0,(A) C o(A). Ver |2]| para més detalles sobre este tema.

Tenemos el siguiente teorema fundamental.
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TEOREMA 10.7.4 (Teorema espectral para operadores compactos). Sea H un espa-
cio de Hilbert de dimension infinita y sea K: H — H un operador compacto. Entonces

1. 0 € o(K),
2. 0(K) \{0} = 0, (K) \ {0},

3. o(K)\ {0} es o bien finito, o bien una sucesion que converge a 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que 0 ¢ o(K). Entonces K: H — H es biyectiva y
luego I = K o K~ resulta compacta. Pero esto es imposible pues dim(H) = oo.

Sea A € 0(K), A # 0. Entonces si Nu(/ — AK) = {0}, el Teorema de la alternativa
de Fredholm, Teorem [10.5.8] implica que Im(I — AK) = H. Pero esto contradice que
A€ o(K).

Finalmente, sea {\;}reny C o(K) \ {0} una sucesion de elementos distintos tales
que A\p — A. Mostraremos que A = 0 y eso finaliza la demostracion del teorema (un
conjunto de niimeros reales con un tnico posible punto de acumulaciéon es o bien finito
o bien una sucesion).

En efecto, como A\, € o(K)\ {0} = 0,(K)\ {0}, existe wy, # 0 tal que Kwy, = A\pwy.
Notemos por Hj, el subespacio generado por {wy,...,wx}. Como el conjunto {wy }ren
es linealmente independiente, se tiene que Hy C Hiq.

Observemos ademéas que se tiene (K — A\yI)(Hy) = Hy_1 para k > 2. Tomemos
entonces uy € Hy, |lugl| = 1y up € Hj- . Luego, para j < k, se tiene H; ; C H; C
Hy_1 C Hj y obtenemos

Kuk _ KUj _ Kuk — )\kuk _ KUj — )\ju]' oy — u Z 17
Ak Aj Ak Aj
dado que Kuy — Apuy, Kuj — Njuj,u; € Hp1 y ug € H,f_l.
Si A — A # 0 esto contradice la compacidad de K. OJ

Para operadores autoadjuntos (no necesariamente compactos) se tiene la siguiente
estimacion del espectro.

LEMA 10.7.5. Sea S: H — H un operador lineal, continuo y autoadjunto. Definimos
los nimeros

m:= inf (Su,u), M := sup (Su,u).
ucH ueEH
flull=1 [[uf|=1
Entonces se tiene
1. o(S) C [m, M].
2. m,M € o(S).

DEMOSTRACION. Sea 1 > M. Entonces
(nu — Su,u) > (n — M)|Jul)?,
para u € H. Luego, por el Teorema de Lax-Milgram (Teorema [10.4.1)) tenemos que
nl — S es biyectiva sobre H. Luego n & o(5).
Razonando de forma analoga se concluye que si n < m, n & o(S).

Veamos ahora que M € ¢(S). Si definimos [u, v] := (Mu— Su,v), se tiene que [u, v]
es una forma bilineal simétrica (pues S es autoadjunto) y semi-definida positiva (por
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la definiciéon de la constante M). Luego, verifica la desugualdad de Cauchy-Schwarz
[u,v] < [u,u]z[v,v]2. Es decir, se tiene la desigualdad

(Mu — Su,v) < (Mu — Su u) (Mv — Sv 12)%.
Esta desigualdad implica que (jverificarlo!)
(10.7.1) | Mu — Su|| < C(Mu — Su,u)2,
para alguna constante C' > 0 y para todo u € H.

Sea {ug fren C H tal que ||lugl| =1y (Suk,ur) — M. Luego, por (10.7.1)), tenemos
que Muy — Sup — 0. Supongamos, por el absurdo, que M & o(S). Luego, M1 — S
resulta inversible, de donde

= (MI — S)""(Muy, — Suy,) — 0,
que contradice el hecho de que ||ug|| = 1 para todo k € N.
De manera completamente andloga sigue que m € o(S). 0J

Cuando el operador es simultdneamente compacto y autoadjunto, se tiene el si-
guiente resultado.

TEOREMA 10.7.6 (Diagonalizacion de operadores compactos y autoadjuntos). Sea
H un espacio de Hilbert separable de dimension infinita y sea K: H — H un opera-
dor compacto y autoadjunto. Entonces existe una base numerable ortonormal de H de
autovectores de K.

DEMOSTRACION. Consideremos { A }ren la sucesion de autovalores de K a excep-
cion de 0 y llamemos A\g = 0. Notemos Hy = Nu(K), H, = Nu(K — A1), k € N.

Por la alternativa de Fredholm, Teorema m, tenemos que 0 < dim(Hp) < oo y
0 < dim(Hy) < oo.
Sean v € Hy y v € H; para j # j. Entonces Ku = A\yu 'y Kv = \jv. Luego
Me(u,v) = (Ku,v) = (u, Kv) = \;j(u, v).
Como A, # A; obtenemos que (u,v) = 0. Es decir, los subespacios Hy y H; son
ortogonales.

Sea ahora H C H el menor subespacio que contiene a Hy (k=0,1,...). Queremos
demostrar que H es denso en H. Claramente H es invariante por K y los mismo ocurre
con H+. En consecuencia siu € H y v € HL. tenemos que

(Ku,v) = (u, Kv) = 0.

Dqﬁnamos ahora K = K | .. Este operador K es compacto y autoadjunto. Mas ain,
oK = {0} pues cualquier autovalor no nulo de K lo seria también de K.
Luego, por el Lema [10.7.5, tenemos que (K’u,u) = 0 para todo u € H*. Pero si
w,v € HE, 3 . . 3
2(Ku,v) = (K(u+v),u+v) — (Ku,u) — (Kv,v) = 0.
En consecuencia, K = 0 y por ende H+ ¢ Nu(K) C H de donde H* = {0}. Luego H
es denso en H.

Finalmente, se toma una base ortonormal de cada Hy (k =1,...) (cada Hj tiene
dimension finita) y, como H es separable, Hy posee una base ortonormal numerable.
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Uniendo todas estas bases se obtiene una base ortonormal de H de autovectores de
K. O

10.7.3. Aplicacién a operadores elipticos simétricos. Vamos ahora a ver
como, aplicando los teoremas de la seccion anterior (Teoremas|10.7.4]y(10.7.6|), podemos
estudiar el problema de autovalores para operadores elipticos simétricos.

En esta seccion, consideraremos el operador £ definido en (10.6.1).

Decimos que A € R es un autovalor de L si existe una funcion v € HL(U), u # 0,
solucién débil de

(10.7.2) {Eu:)\u en U

u=20 en OU.

A tal funcion u se la denomina una autofuncion de L asociada a .

En el caso de autovalores podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢(z) > 0

c.t.p. en U. En efecto, A € R es un autovalor de £ si y s6lo si A = A + ||¢||s s un
autovalor de

Lu:=Lu+]|c|ot = u enU
u=70 en OU.

Observemos que

Z 0;(aij(x)0;u) + é(x)u,
i,j=1
donde &(z) = ¢(x) + ||¢|lo > 0.
Antes de ver el teorema general repasemos algunos ejemplos que hemos visto.

EJjEMPLO 10.7.7. En el Capitulo [3, Seccion [3.1] estudiamos un caso particular.
Vimos que si U = (0,/) C R' y Lu = —u”, entonces el problema de autovalores para
el operador £ puede describirse completamente.

En efecto, encontramos que el conjunto de autovalores es {\; = (22)?} ey y que las
autofunciones asociadas son {wy(z) = sin(*2Zz)}ren.

En particular se observa que cada autovalor es simple, es decir el subespacio de
autofunciones asociadas tiene dimensién uno y que el conjunto de autofunciones forma
una base ortonormal de L*(U).

También se observa que los autovalores verifican que Ay T oo.

No todas estas propiedades son ciertas en el caso general como lo muestra el si-
guiente ejemplo.

EJEMPLO 10.7.8. En el Ejercicio |3.8.13| se estudia el problema de autovalores del
operador de Laplace £ = —A en el dominio U = (0,1)x (0, 1) C R% En ese caso se tiene
que los autovalores vienen dados por {\;; = 7(i* + j%)}ijen y que las autofunciones
asociadas son {w; j(x,y) = sin(miz) sin(7jy) }; jen.

Si en este caso ordenamos los autovalores de menor a mayor y llamamos a ese orde-
namiento {A\; }ren obtenemos que las autofunciones asociadas {wy }gen siguen formando
una base ortonormal de L*(U) y que A\, 1 oo cuando k — oo.
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Sin embargo, no es cierto que todo autovalor sea simple. En efecto, se observa que
Ay = A3 = 57 que corresponde tanto at =1, =2 como a ¢ = 2,5 = 1.
El espacio de autofunciones asociadas tiene dimension 2 y esta dado por
gen{sin(mz) sin(27y), sin(27x) sin(7y) }.

EJERCICIO 10.7.9. Sea { A }ren la sucesion de autovalores del Ejemplo [10.7.8. Pro-
bar que A\ ~ k cuando k£ — oo. Es decir, que existen constantes 0 < ¢ < C tales
que

ck < \p < Ck.

Ahora si, veamos el teorema para operadores elipticos simétricos.

TEOREMA 10.7.10. Sea U C R™ un abierto acotado y sea L el operador eliptico
dado por (10.6.1) con c(x) >0 c.t.p. en U. Entonces

1. Todo autovalor de L es real.

2. El conjunto de los autovalores de L (contados con su multiplicidad) forma una
sucesion {\gtren tal que 0 < Ay < Ay < -+ < A, T oo, En particular, cada
autovalor Ay tiene dimension finita.

3. Emiste una base ortonormal {wy}ren de L*(U), donde wy € Hy(U) es una
autofuncion de L asociada a A\, k € N.

DEMOSTRACION. Observemos que, por el Teorema [10.3.2 dada f € L?(U), existe
una tnica u € H}(U) soluciéon débil de

Lu=f enU
u=0 endU.

Sea entonces K := L' el operador definido por K f = u. Veamos que K: L*(U) —
L*(U) es un operador compacto.

Pero K resulta compacto porque puede factorizarse como K =i o K donde
K:L*U) = HY(U), Kf=u
i: Hy(U) — L*(U), i(u) =u.

Luego, i es compacto por el Teorema de Rellich-Kondrachov, Teorema 9.4.1] y K resulta
continua, dado que

OIIK flizy = OIVull; < Blu,u] = /Ufudiv < [Ifllzllulls < ANVl

donde hemos usado la coersividad de la forma bilineal B[-, -] asociada a L, la definicion
de solucion débil y la desigualdad de Poincaré, Teorema |9.3.5

Luego, 5
1K flla < Cllfl2,
que es exactamente la continuidad del operador K. Luego, K = io K resulta compacto
por el Ejercicio [10.5.7]
Veamos ahora que K es autoadjunto. Para eso sean f,g € L*(U) y debemos de-
mostrar que

(Kf,g) = (f,Kg),



168 10. SOLUCIONES DEBILES

donde el producto interno es el de L*(U).

Pero si llamamos v = K f y v = Kg, tenemos

(Kf.g) = / ugdi = Blo, u] = Blu,v] = / of dr = (f.Kg).

donde hemos usado que la forma bilineal BJ[-, -] asociada a L es simétrica (c.f. Teorema

10.3.2).

Si ahora combinamos los Teoremas [10.7.4] y [10.7.6] junto con el Lema [10.7.5] obtene-
mos que todos los autovalores de K, llamémoslos {ju }ren, son reales, positivos, | 0
cuando k£ — oo y que las autofunciones correspondientes forman una base ortonormal
de L*(U).

Finalmente, observamos que p; es un autovalor de K con autofunciéon wy si y sélo
si A\p == ;' es un autovalor de £ con autofuncién wy,.

Esta tdltima observacion concluye la demostracion. O

Si bien no es cierto que todo autovalor A\, de un operador eliptico £ sea simple,
como lo muestra el Ejemplo[10.7.8] si se verifica esa propiedad para el primer autovalor
A1. Més atin, observemos que en los Ejemplos[10.7.7] y [10.7.8 se observa que la primera
autofuncion es positiva, mientras que todas las deméas cambian de signo. Veamos que
estas dos propiedades son generales y se extienden a todo operador eliptico £ simétrico.

TEOREMA 10.7.11. Sea U C R™ un abierto acotado y sea L el operador eliptico
dado por (10.6.1)). Notemos por {\}ren la sucesion de autovalores de L. Entonces se
tiene,

1. el primer autovalor Ay se caracteriza como

A\ = min{Blu,u]: u € Hy(U), ||ulls = 1}
= <ZZ]'=1 aij(x)0;udiu + c(x)uQ) dx

= min ;
ueHE(U) u?dx
¢ Ju
2. u € HJ(U), ||ulla = 1 es una autofuncién asociada a Ay si y sdlo si \; =

Blu,u]. Es decir, el minimo del item anterior se realiza sobre las autofunciones
asociadas a \q,
3.w; >0enUysiue HY(U) y X € R verifican

Lu=Mu enU
u=0 en OU
u >0 en U,

entonces A = Ay,
4. Finalmente, A\ es un autovalor simple. Es decir, si u es una autofuncion aso-
ctada a A\, entonces u es un mauiltiplo de w.

DEMOSTRACION. Observemos que si {wy}ren es la base ortonormal de autofuncio-
nes de £ (en L?*(U)), entonces se tiene que

Blwy, wy] = Aeflwgllz = Ar,
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Blwy, wj] :)\k/ wipw; dr =0 si i # j.
U

Por otro lado, si u € H}(U), entonces tenemos que

(10.7.3) u= Z diwy,, dy, == / uwy, dx
k=1 u

y el limite en la serie se entiende en sentido L*(U). Mas atn,

o
lully =) di-
k=1

Por otro lado, si consideramos en H}(U) el producto interno dado por la forma
bilineal B[, -] (que es equivalente al usual), resulta que {wy, }ren €s un sistema ortogonal
en H}(U) con respecto a este producto interno y {\}U_Akj}kEN es un sistema ortonormal

en Hg(U) con respeto a este producto interno.

Veamos que {;’—A’Lk}keN es una base ortonormal de Hj(U) con respecto al producto
interno B, -].

En efecto, por la Proposicion , basta ver que si Blwg, u] = 0 para todo k € N
entonces u = 0. Pero

Blwy,u] = )\k/ wru dr = A (wg, u)
U
y luego, si Blwy,u] = 0 tenemos que (wy,u) = 0. Luego, como {wy}ren es una base

ortonormal en L%(U), sigue que u = 0, como querfamos demostrar.

En consecuencia, si llamamos b := Blu, f] tenemos que

oe] wy
= b—’

donde la igualdad es en sentido H}(U).

Ahora observamos que
w 1 1
be = Blu, =] = —=Blu, wx] = —=Xe(u, wr) = v/ A,

y por ende

U—Zbk Z\/_dk dewk

Es decir, la igualdad ((10.7.3)) se verifica tanto en sentido L?(U) como en sentido Hj (U).
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Sea ahora u € Hy(U), ||ulla =1, luego > 7 d2 =1y

dewk,zdjwj] = Y dpd;Blwy, wj]

k,j=1

[e.9]

= Zd2 wk,wk Zd2)\k
k=1

M8

Esto prueba la primera afirmacion del teorema.

Para probar la segunda afirmacion, debemos chequear que si u € H}(U) con ||ul|y =
1 verifica que Blu,u] = A1 entonces u es una autofuncion de £ asociada a A;. Pero u
se puede escribir como u = Y, | dywy, con Y oo, d2 = 1. Supongamos que dj, # 0 con
Ak, > A1. Luego, razonando de manera analoga a lo anterior,

[e.e]
A = E:dk)\k>>\1§ i + Moy > M > dp =N
k+#ko k=1
Esto es una contradiccion, lo que demuestra que u es una autofunciéon asociada a A;
Para demostrar la tercera afirmacion, veamos primero que si w € Hg(U) es una au-
tofuncion asociada a A;, entonces se tiene que w > 0 en U. En realidad esta afirmacion
dice que w tiene signo constante, dado que si w es autofuncién, entonces —w también
lo es.

Ahora, si llamamos w™ = max{w,0} y w~ = max{—w, 0}, entonces tenemos que
w=w"—w", |lw =w"+w", w" y w” tienen soporte disjunto y en consecuencia
Blwt,w™] =0.

Luego

= Blw, w]
= Blw" —w ,w" —w]
= Blwt,w*] = 2Blw*, w™] + Blw™,w]
= Blwt +w™,w" +w]
= Blw|, [wl].
Como [[|wl|||2 = |Jw|]2 = 1 sigue que |w| es también una autofuncion asociada a ;.

Luego, si llamamos v = |w| obtenemos que v verifica

Ly=Mv>0 enU
v=20 en OU
v>0 en U.
Ahora, este problema verifica la desigualdad de Harnack y de ahi se deduce que v es

continua en U (ver [8]). Es decir, si V' CC U, tenemos que existe una constante C' > 0
tal que

maxv < C'minw,
1% 1%
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de donde se deduce que, o bien v =0 0 v > 0 en U. Luego w no cambia de signo y por
ende podemos suponer que w > 0.

Finalmente, supongamos que v > 0 es una soluciéon débil de

Lu=M M enU
u=0 en OU

Pero si tomamos u como funcion test en la formulacion débil de la ecuaciéon que verifica
wi, se tiene

Blwy, u] :Al/wlud:z:
U

y si tomamos w; como funciéon test en la formulacion débil de la ecuacion que verifica
u, se tiene

Blu,w,| = A/ uw; dx.
U

Ahora, como B[, -] es simétrica, obtenemos

(Al—)\)/wludx:().
U

Como wy > 0y u > 0, sigue que [, wiudz > 0 de donde A = A;.

Finalmente, la cuarta afirmacion es una consecuencia inmediata de lo anterior, dado
que si la dimensién del conjunto de autofunciones asociado a \; es mayor a 1, entonces
existen w, v autofunciones de A\; tales que

/wvdx:O.
U

Pero esto contradice el hecho de que ambas tienen signo constante.

Esto finaliza la demostracion. O

EJERCICIO 10.7.12. Con las mismas notaciones e hipotesis que en el Teorema
10.7.10 deducir la siguiente féormula para el k—ésimo autovalor A:

(10.7.4) A\, = min{Blu,u]: u € Hy(U), ||ulla =1, (u,w;) =05=1,...,k—1},

donde {w,}jen es la base ortonormal de autofunciones dada por el Teorema [10.7.10

Mas atun, demostrar que el minimo en (|10.7.4]) se alcanza en una autofunciéon aso-
ciada a Aj.

La formula (10.7.4)) en la practica es de poca utilidad dado que para calcular el
k—ésimo autovalor es necesario haber calculado previamente A; para j =1,...,k —1
y sus respectivas autofunciones. Pero sobre todo, la férmula ((10.7.4) no permite rea-
lizar comparaciones entre los autovalores de diferentes operadores elipticos o entre los
autovalores de un mismo operador (por ejemplo, el laplaciano) en diferentes dominios.

Es por eso que es necesaria una expresion para los autovalores que permita calcular
de manera independiente cada uno de esos y que nos permita realizar estimaciones de
los mismos con més flexibilidad.

Este es el contenido del siguiente teorema.
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TEOREMA 10.7.13 (Férmula de Courant para el calculo de autovalores). Sea U C
R"™ wun abierto acotado y sea L el operador eliptico dado por (10.6.1)). Notemos por
{ Ak tren la sucesion de autovalores de L. Entonces se tiene,

(10.7.5) A= Inf méix Blu,ul.

SCHE(U) ueS
dimS>k [lull2=1

DEMOSTRACION. Sea {wy }xeny C Hg(U) la base de autofunciones de £ ortonormal
en L?(U). Es claro que si tomamos S := gen{wy, ..., wy}, entonces dimS = k y
max Blu,u] = A.

u€eS
llull2=1

En efecto, si u € S tenemos que u = 25:1 djw; con dj = (u,w;) y |Jull3 = Z?Zl dz.

Luego, como Blw;,w;] =0sij #1,siu €S con ||ull =1,

k k k
Blu,u] = Y d}Blwj,wy] =Y di\; < MY df = A
Jj=1 j=1 j=1

Por otro lado, sea S C Hg(U) con dimS > k. Definimos V := gen{wy, wy11,...} ¥y
tenemos que codimV =k — 1.

Resulta sencillo verificar que SNV # (). Sea entonces u € SNV, ||ulz = 1.
Luego, u = » 2, djw; y por ende

Bluu] =Y &Blwj,w)) =Y d2A > N> & = A
Jj=k j=k j=k

Esto concluye la demostracion. 0

Con la ayuda de este teorema se obienen los siguientes corolarios.

COROLARIO 10.7.14. Sea U C R™ un abierto acotado y sean Ly y Lo dos operadores
elipticos dados por (10.6.1)). Sean Bi[-,] y Bal-, | las formas cuadrdticas asociadas. Si
Bi[u,u] < Balu,u] para toda u € HY(U) entonces se tiene que N}, < A2 para todo k € N
donde {\i }ren es la sucesion de autovalores del operador L;, i = 1,2 respectivamente.

DEMOSTRACION. La demostracion es inmediata a partir de ((10.7.5)). Los detalles
quedan de ejercicio al lector. O

COROLARIO 10.7.15. Sean U;,Us C R™ dos abiertos acotados tales que Uy C Uy y
sea L un operador eliptico dado por (10.6.1) en Us. Llamemos {\, }ren a la sucesion
de autovalores del operador L en el abierto U;, i = 1,2 respectivamente. Entonces se

tiene que A\; < AL para todo k € N.

DEMOSTRACION. Por la Observacion[9.3.2} item [3] tenemos que H} (Uy) C HE (Us).
Luego, {S C H}(U,): dimS > k} C {S € H}(U,): dimS > k} y ahora, por la
formula de Courant ((10.7.5)) se concluye lo deseado. OJ
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EJERCICIO 10.7.16 (Férmula asintotica de Weil en R?). Sea U C R? un abierto
acotado. Demostrar que existen constantes 0 < ¢ < C' que dependen s6lo de U tales
que

ck <\, < Ck,
donde Aj son los autovalores £L = —A en U.
Sugerencia: Considerar dos cuadrados @1, Q> C R? tales que Q1 C U C Q5. Ahora

usar el Corolario [10.7.15]y el Ejercicio [10.7.9]

10.8. La ecuacion de difusion

En esta seccion, veremos como el método de separacion de variables que empleamos
en el Capitulo |3 puede emplearse para resulver la ecuacion de difusion

u—Au=0 enU x (0,7)
(10.8.1) u=0 en OU x (0,7

u=f en U x {t =0},
haciendo uso del estudio hecho del problema de autovalores para problemas elipticos
simétricos en la Seccion 107

Si bien todo lo que hagamos en esta seccién puede ser facilmente extendido a pro-
blemas del tipo

u+Lu=0 enU x (0,7)
(10.8.2) u=20 en OU x (0,T)
u=f en U x {t = 0},
donde L es un operador eliptico simétrico dado por (10.6.1)), elegimos trabajar con

(10.8.1)) por simplicidad y la teoria para ((10.8.2]) queda de ejercicio al lector (c.f. Ejer-
cicio |10.9.12)

Para hayar la solucion de (|10.8.1]) utilizaremos, como mencionamos antes, el método
de separacion de variables. Luego, comenzaremos buscando una soluciéon particular de
la forma

u(z,t) = v(t)w(x), t>0, xeUl,
de donde

= = — )\ = constante.

Luego, tenemos que

—Aw=M v enU

o(t) = e Y {w:() en OU

Por el Teorema sabemos que existe 0 < A} < Ay < -+ < A\ T o0y
{wi}ken C HY(U) que son una base ortonormal de L?*(U) y forman un sistema ortogonal
completo en H}(U) (observar que la forma bilineal asociada en este caso coincide con
el producto interno usual en Hj(U)).

De hecho, es facil verificar que {\;}_A%}kGN forma una base ortonormal de H}(U).
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Luego, buscamos una soluciéon de ((10.8.1)) de la forma

u(z,t) = i dre™ (),
k=1
de donde
u(@,0) =Y dywp(z) = f(x).
k=1

En consecuencia, si tomamos dj = fU fwy dz, tenemos que

= duwy
k=1

donde la igualdad es en sentido L*(U).

Hasta ahora hemos razonado a nivel formal. Vamos ahora a razonar rigurosamente.
Para eso, tomamos f € L*(U) y definimos los coeficientes

U

Luego se define la funcion
(10.8.3) u(x, t) = Z dre " wy ()
k=1

y vamos a tratar de demostrar que u es soluciéon de ((10.8.1) en un sentido débil que
tenemos que precisar.

Empecemos por ver a qué espacio pertenece esta funcion u(zx,t).

LEMA 10.8.1. La funcién u definida por ([10.8.3)) pertenece al espacio C([0,T]; L*(U))
para todo T > 0.

Recordemos que, dado X un espacio de Banach con norma ||-|| el espacio C([0, T; X)
se define como el conjunto de las aplicaciones ¢: [0,T] — X continuas. Este espacio
resulta un espacio de Banach con la norma supy,<r ||¢(2)]|-

DEMOSTRACION. Dado ¢t € [0, 7], tenemos

2

(o) o0
lul O3 = D dre || = dpe !
k=1 2 k=1

[ee]
<> & =If13
k=1

donde hemos usado la identidad de Pitadgoras y la identidad de Bessel.
Luego
sup [u(-,t)[[2 < [|f]]2 < oo
0<t<T
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Finalmente,

2

2

Es facil ver que esta ultima expresion tiende a 0 cuando t — to (por ejemplo, usando
el Teorema de la convergencia mayorada).

Queda entonces demostrado el lema. O

Este lema ya nos permite afirmar que la funciéon v dada por (10.8.3) alcanza la
condicion inicial con continuidad (en sentido L*(U)) y que para cada t fijo, u(-,t) es
una funcion de L*(U).

Para definir solucién débil, esto es poco. Precisamos que u(-,t) sea derivable en
sentido débil. Eso es el contenido del proximo lema.

LEMA 10.8.2. La funcién u dada por (10.8.3)) pertenece al espacio L*([0,T]; Hy (U)).

Recordemos que si X es un espacio de Banach con norma ||-||, el espacio L?([0, T; X)
es el conjunto de todas las aplicaciones ¢: [0, 7] — X tales que ||¢(t)]] esta en L*([0,T).
La norma en este espacio se define por

(/ ) ||¢<t>||2dt)é

y L*([0,T]; X) resulta un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Sea t > 0. Luego

dke kwk \/_dkei)\ktwk )
= e M) = 3 e

N

Luego, como {wj%)}keN es una base ortonormal de H;(U),

_ 1 «
IVl ||2—ZAd2 < =D i < o0,
k=1

donde (2et)™! = supy . Ae M
Luego obtuvimos

1[Il
V2e Vit

IVu(, 2 <
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Maés atn,
T T o0
/ V(- t)]|2 dt :/ > Nedpe M dt
0 0 k=1
00 T
=> " d; / Ape” 2t gt
k=1 0
= dz 5
k=1
Lo o 13
= 92 de ~ o
k=1
El lema queda demostrado. 0

Veamos ahora la motivacion para solucion débil. Razonamos de manera anéloga a
lo hecho para los problemas elipticos.

Consideremos ¢ € C°(U x [0,T")) (observemos que esta condicién no impone nin-
guna restriccion sobre ¢(-,0)), multiplicamos la ecuacion (10.8.1)) por ¢ e integramos

para obtener
T T
/ / u¢ drdt — / / Aug dxdt = 0.
0o Ju 0o JuU

En la primera integral, intercambiamos el orden de integracion e integramos por partes
en la variable ¢, mientras que en la segunda integral integramos por partes en la variable
r y obtenemos

—/qub(-,o)dx—/OT/ngbtdxdtJr/OT/UVu-ngdxdt:0.

Esto motiva la siguiente definicion

DEFINICION 10.8.3. Decimos que u es una soluciéon débil de ((10.8.1]) si

L u € C([0,T]; L*(U)) N L*([0, T]; Hy (V)),
2. u(-,0) = f en L*(U),
3. para toda ¢ € C°(U x [0,T)) se tiene

—/Ufgb(-,())dx—/OT/ngbtd:vdt—l—/oT/UVu-ngdxdt:0.

Mostremos ahora que la funciéon definida en ((10.8.3)) es solucion de la ecuacion del
calor (10.8.1)) en el sentido dado por la Definicion [10.8.3] En efecto, solo falta verificar

el altimo {tem.
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Sea entonces ¢ € C°(U x [0,T)) y u dada por ((10.8.3)). Calculamos entonces

/U f6(-,0) da = /U S dewn(2)6(x,0) da

k=1

_ /OT /U ugy drdt = — /OT /U g dee Mt ()6 (2. 1) davdlt

T T 0o
/ / Vu-Védredt = / > dre MV - Vo dadt
0 U 0

U k=1
Ahora,
T, oo o0 T
/0 /Udee’\’“twk(x)@(:c,t) dmdt:de/ka(x) (/o e My (x,t) dt) dx
k=1 k=1
[e's) T
=Y d .0 Nee Mo (x,t dt) dz.

> [ o) (000 [ ne ot nar) da

Por otra parte,

T oo 0 T
/ > dpe MV, - Vo drdt =Y dy, / e Mkt < / Vwk-ngdx) dt
0 JU k=1 1 0 U
00 T
=> dy / e Mt < / /\kwkqﬁdx) dt.
k=1 0 U

Recolectamos estas identidades y hemos probado en consecuencia el siguiente teo-
rema,

TEOREMA 10.8.4. Sea u la funcion definida por (10.8.3)). Entonces u es solucion
de (10.8.1)) en el sentido dado por la Definicion |10.8.5.

Concluimos el capitulo con la unicidad de soluciones para la ecuacion ((10.8.1)).

TEOREMA 10.8.5. El problema (10.8.1) admite una unica solucion en el sentido de
la Definicion |10.8.5

DEMOSTRACION. Claramente, basta probar que si u es soluciéon para ((10.8.1]) con
dato inicial f = 0, entonces u = 0.

Por otro lado, es facil ver que en la Definicion [10.8.3| puede tomarse funciones test
¢ € CH([0,T]; L*(U)) N C([0,T]; Hy(U)) tales que (-, T') = 0.

Luego, consideremos la funcién
T
o(x,t) = / u(z, s)ds.
¢
Es claro de su definicién que ¢ resulta admisible en la Definicion [10.8.3. Mas atn,

ol t) = —u(z,t) vy Bip(at) = / Dhulz, s) ds.
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T T
0:—/ /ugbtdxdtvL/ /Vu-ngda:dt
0o JU 0o JU
T T T
:/ /quzpdt—k/ /Vu- </ Vuds) dxdt
o Ju o Ju t
T , T d 1 T 2
= U dxdt+/ /— ——/ Vuds dxdt
/o /U 0 Udt< 21/ )
T 1 T 2
:/ /u2dxdt—|——/ / Vuds| dx
o Ju 2 JulJo
T
2/ /uzdxdt,
o Ju

de donde sigue que u = 0. 0J

Ahora bien,

10.9. Ejercicios

EJERCICIO 10.9.1. Sea U C R" y consideremos el siguiente operador eliptico

Lu=— Z 0;(aij(x)0;u) + c(x)u,
ij=1
donde a;j,c € L®¥(U), 4,5 = 1,...,ny AE[* < 30 ai(2)€:; para casi todo z € U.
Probar que existe una constante u > 0 tal que la correspondiente forma bilineal
B, ] satisface las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram si ¢(z) > —pu (x € U).
Este problema es la versiéon no simétrica del Ejercicio [10.3.3

EJERCICIO 10.9.2. Una funcion u € HZ(U) se dice una solucién débil del siguiente
problema de valores de contorno para el operador bilaplaciano

Ay = f en U
u=0,u=0 en JU,

/AuAvdx:/fvdx
U U

para toda v € HZ(U). (A%u = A(Au)).

1. Probar que u € C*(U) N CY(U) es solucién clasica de si y solo si es
solucion débil de ((10.9.1)).
2. Probar que dada f € L?(U) existe una tnica solucién débil de (10.9.1)).
Sugerencia: Usar el Ejercicio m para probar que ||Au|| 2y define una
norma equivalente a la usual en Hg(U)

(10.9.1)

si verifica

EJERcICIO 10.9.3. Consideremos el problema de Neumann

—Au+u=f enU
Optt =0 en OU

donde U € C'y f € L*(U).
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1. Mostrar que u € C*(U)NCY(U) es solucién del problema de Neumann si y sélo
si verifica la siguiente formulacion débil:

/Vu-Vgpd:p—l—/ugpdx:/fgodx
U U U

para toda p € C1(U) N C(D).
2. Mostrar que para toda f € L?(U) existe una tnica v € H'(U) solucién débil
de este problema.

EJERCICIO 10.9.4. Consideremos el problema de Neumann

—Au=f enU
Oquu =0  en OU,
donde OU € C'y f € L*(U).
1. Dar una formulaciéon débil del problema y mostrar que si existe una solucién
débil, entonces fU fdx=0.
2. Mostrar que si f € L*(U) verifica que [, fdz = 0, entonces existe una tnica

u € H'(U) con [,udzr = 0 solucion débil de este problema. Mas atin, dicha
solucion es tinica en H'(U) salvo constante.

Sugerencia: Usar la desigualdad de Poincaré dada por el Ejercicio y
usar el Teorema de Lax-Milgram en el subespacio ortogonal a las constantes en
HY(U).

EJERCICIO 10.9.5 (Principio débil del maximo). Sea Lu = — 1., 0;(a;;(x)0;u)
un operador uniformemente eliptico con a;; € L>(U).

Decimos que u € H'(U) verifica Lu < 0 en sentido débil o, equivalentemente, que
es una subsolucion débil de Lu = 0 si

/ Z a;j(z)0;udw dr <0, paratodav € Hy(U), v > 0.

Uj=1

1. Verificar que u € C*(U) es subsolucion débil de Lu = 0 si y s6lo si Lu < 0.

2. Probar que si u es subsolucion débil de Lu = 0y u™ € H}(U) (es decir u < 0
en OU), se tiene que u < 0 en U.

EJERCICIO 10.9.6. Consideremos el siguiente problema de autovalores
—Au=Xu enU
Oqu =0 en OU,
donde OU € C*.

Probar que existe una sucesion 0 = A; < Ay < -+ < A\ T oo de autovalores del
problema con autofunciones uy € H'(U) donde u; = cte y {uy}32, forman una base
ortonormal de L?(U) y una base ortogonal de H'(U).

EJERCICIO 10.9.7 (Principio del anti-maximo). Sea U C R™ un abierto acotado y
sea u € H}(U) una solucion débil de

—Au—Adu=f enU
u=>0 en OU,
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donde f € L*(U).
Verificar que si A > A\; y f > 0 entonces u no puede ser mayor o igual a 0 en U (\;
denota al primer autovalor de —A en U).

Mostrar con un ejemplo que u puede bien ser negativa en U (sugerencia: considerar
f = w; la primer autofuncion de —A en U).

EJERCICIO 10.9.8. Sea V: R" — R tal que 0 < V(z) — oo si |z| — 0.

1. Probar que si {fi ey € H'(R") es una sucesion acotada, entonces existe una
subsucesion { fi, }jen C {filren v f € Li,(R") tal que
fe, = f en L*(B,(0)), para todo r > 0.

2. Probar que si, ademas,
||fk||%%/(Rn) = | fellev == 3 fiV(z)dr < C para todo k € N,

entonces f € L*(R") y
fi, > f  en L*(R™).

3. Concluir que H := H'(R") N L?,(R") verifica H CcC L*(R"). Es decir, toda
sucesion acotada en H con norma dada por || f||* :== [V f[|3 + || f[|3, tiene una

subsucesion convergente en L?(R").
4. Probar que existe una sucecion 0 < By < Ey < --- < E;. 1 oo de autovalores de
la ecuacion de Schréedinger

—Au+V(z)u = Fu en R",
u € H,
y que las autofunciones forman una base ortonormal de L*(R").

EJERCICIO 10.9.9 (Alternativa de Fredholm para operadores simétricos). El objeti-
vo de este ejercicio es dar una demostracion del Teorema de la alternativa de Fredholm

(Teorema [10.5.8)) para operadores simétricos basandose en el Teorema [10.7.10

Sea U C R™ un abierto acotado y £ un operador eliptico simétrico dado por

Lu=— Z 0;(aij(2)0;u) + c(x)u,
ij=1
donde a;j,¢ € L>*(U), a;; = aji, i,j = 1,...,n y la matriz (a;j)1<; j<n es definida
positiva.

Notemos por {\; }ren los autovalores de £ y por {wy }reny C Hj(U) las autofunciones
asociadas normalizadas de manera tal que formen una base ortonormal de L*(U).

Sea fe L*(U)y A€ R,
1. Probar que si A # A\, para todo k € N entonces el problema

{Eu—)\u:f en U

10.9.2
( ) u=20 en OU

admite una unica solucion.
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Sugerencia: Expandir tanto u como f en la base {wy}ren v despejar los
coeficientes de u de la ecuacion (10.9.2)).

2. Probar que si \y_1 < A = A\ = A\gy1 = -+ = A\py—1 < Mgy para algin £ € N
entonces el problema admite una solucion si y solo si (f,w;) = 0,
j=k,. ...,k+1—1donde (-,-) denota el producto interno en L*(U).

Verificar que en ese caso, el conjunto de soluciones es una variedad lineal de
dimension (.

EJErcICIO 10.9.10 (Lema de Cea). Se intenta construir una aproximacion de la
solucion del siguiente problema

Lu=f enU
u=0 en 90U,

donde L es un operador uniformemente eliptico.

Para eso, se toma un subespacio de dimension finita V.C H3(U),V = gen{¢y, ..., ¢4}
y se define la solucion aproximada u € V como la soluciéon del problema

donde B[, -] es la forma bilineal asociada al operador L.

1. Probar que @ esta bien definida (es decir, existe una tnica solucion del problema
aproximado).
2. Probar que se tiene la siguiente estimacion de error

|u — aHHg(U) < C}:g{, |lu — v”H&(U)a
donde C' > 0 es una constante que depende tnicamente de B, -].

Esto dice que el método propuesto obtiene como resultado la mejor aproxi-
macion que permite el subespacio V.

EJERCICIO 10.9.11. Se define el p— Laplaciano como A,u = div(|Vu[P~?Vu) con
p > 1 (cuando p =2, A, = A). Consideremos el siguiente problema

—Aju=f enU
10.9.3 g
( ) {u =0 en OU,

donde U C R" es un abierto acotado y f € L? (U) (% + z% =1).
1. Probar que u € C*(U) N Cy(U) es solucion de ((10.9.3) si y solo si verifica la

siguiente formulacion débil

/|Vu|p_2Vu-V<pdx:/fgoda7,
U U

para toda ¢ € W, (U).
2. Probar que si u € I/VO1 P(U) minimiza el siguiente funcional
1
U WyP(U) = R, U(u):= —/ |Vul|P doe — / fudx,
b Ju U
entonces u es una solucion débil de ((10.9.3)).



182 10. SOLUCIONES DEBILES

3. Probar que si u € WyP(U) es una solucion débil de (10.9.3), entonces u es un
minimo de V.

4. Verificar que VU es estrictamente convexo y deducir que ¥ tiene a lo sumo un
minimo. Concluir que tiene a lo sumo una tnica solucion débil.

5. (este item es solo para los que tengan conocimiento sobre topologias débiles)
Probar que W tiene un minimo en I/VO1 P(U) y concluir que el problema ((10.9.3)
admite una tnica solucion.

Sugerencia: Considerar una sucesion minimizante, probar que esta acotada
y deducir que contiene una subsucesion débil convergente. Usar la semiconti-
nuidad inferior de la norma con respecto a la convergencia débil para probar
que ese limite débil es efectivamente el minimo de W.

EJERCICIO 10.9.12. Sea

ij=1
Decimos que el operador u; + Lu es uniformemente parabodlico si el operador L es
uniformemente eliptico, i.e. existe 8 > 0 tal que

> ai(x)6g; > 01¢°
ij=1
para todo z € U, £ € R". Supongamos que a;; € L>(U) y f € L*(U).
Consideremos el siguiente problema parabélico:

u+Lu=0 enU x (0,7T)
u=>0 en OU x (0,T)
u=f en U x {t = 0}.
1. Dar una definicién adecuada de solucion débil y demostrar que si una solucién
débil es suficientemente regular, entonces es una solucién clasica.

2. Probar, por el método de separacion de variables, que existe una solucién débil
del problema parabdlico.

EJERcICIO 10.9.13. Considerar la siguiente ecuacion del calor con condiciones de
Neumann

uw—Au=0 enU x (0,7)
Opu =0 en U x (0,T)
u=f en U
1. Dar una definiciéon adecuada de solucién débil y demostrar que si una solucién

débil es suficientemente regular, entonces es una solucion clésica.
2. Probar que existe una solucion débil.
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