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Capitulo 1

Prefacio

1.1 Sistemas Dinamicos, Teorias y Métodos Numéricos
Computacionales

1.1.1 Introduccién

En su acepcién corriente un Sistema dinamico consiste en un conjunto de
magnitudes medibles que evolucionan con el tiempo.

En nuestro caso se trata del andlisis y resolucién de Problemas Dindamicos
relativos a la variacién de las magnitudes que evolucionan.

En las aplicaciones cientificas los diversos métodos comienzan por ”simular”
el Sistema Dindmico por un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias o
parciales o por ecuaciones integrales; dos casos pueden presentarse:

1. En el ”Problema Directo” el modelo matematico de simulacién se aplica
para propdsitos de prediccién, apreciacién de resultados y/o programacién
de un sistema de control del proceso evolutivo.

2. En el ”Problema Inverso” el modelo matematico contiene, ademas de las
magnitudes que evolucionan, pardmetros (o funciones parametrizables) ,
que se determinan para que los resultados del modelo y datos medidos de
la evolucién (o datos de una evolucién deseable) difieran minimamante.

Estos procedimientos se aplican en numerosos campos tales como Quimica,
Biologia molecular, Fisica, Geofisica, Astronomia, Cosmologia, ElectroCardio-
logia, Tomografia Computada, Servosistemas Controlados, etc.

La publicacién presente contiene copias de varios trabajos del autor en los
que se ha puesto un énfasis especial en obtener la mayor precisién posible en
los resultados de las aplicaciones computacionales. También se incluyen copias
de otros trabajos de temas similares del autor y/o de otros autores en forma de
resumenes (abstracts) y la correspondiente informacién bibliogréfica.

Conviene advertir que en esta obra nos restringiremos a modelos matematicos
consistentes en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. El caso de
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tratarse de ecuaciones diferenciales parciales o incluyendo problemas de cardcter
inestablemente cadtico merece ser el objeto de otra obra similar o mas extensa
que la presente.

Nuestra intencién es la de ofrecer un texto de guia de un curso para alumnos
suficientemente avanzados en alguna ciencia exacta y cuyo contenido es resul-
tado de nuestra experiencia didactica. Un requisito indispensable del alumno
es poseer conocimientos suficientes en Andlisis Numérico y disposicién para su
aplicacién por computadora. En varios casos sera conveniente la orientacién a
los sistemas dindamicos que requieran métodos especiales de Experimentacion
Numérica Computacional.

Agradezco al estudiante de esta Facultad Nicolds Kovensky por la redaccién
experta e inteligente de los formatos Latex y Pdf de este libro.

1.2 Notas Historicas

1.2.1 Matematicas puras y aplicadas en la antigiiedad

El matematico griego Euclides (ca. 300 a.c.), en su obra més importante titulada
Elementos, sistematiz6 los conocimientos geométricos de su tiempo, principal-
mente obra de la civilizacién griega anterior. Para ello utilzé sistematicamente
el asi llamado ”"Método Axiomé&tico”; este consiste en postular a priori varios
Conceptos tales como Definiciones, Hipdtesis o Ideas fruto de la Experiencia,
y por razonamientos Logicos y Matemadticos o nuevas experiencias, confirmar
dichos conceptos y avanzar hacia nuevos conocimientos méas profundos.

En aquella época los conocimientos los conocimientos geométricos también
se aplicaban en el calculo de la distribucién piblica de los terrenos para siembras
y otras actividades humanas como comercio o acciones bélicas.

Ambas disciplinas cientificas se consideraron en adelante como ”Matematica
Pura”, o abstracta, apreciada por los filésofos, y ”Matemédtica Aplicada”. (ref.
Prof. Beppo Levi (1875-1961) ”Leyendo a Euclides”, editorial Zorzal, 2000)

1.2.2 Siglos XVII a XIX

En el ano 1686 se publicé la primera edicién de la magna obra de Isaac New-
ton, ” The Mathematical Principles of Natural Philosophy”, usualmente
denominada por la voz latina ” Principia”.

Esta obra fue el resultado de la aplicacién del método axiomatico para ex-
plicar matematicamente la evolucién dindmica de los planetas que componen el
Sistema Solar. Los conceptos conocidos a priori fueron:

1. La teoria de Copernico del movimiento heliocéntrico de los planetas,

2. La teoria, observaciones y experimentos de Galileo,
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3. La teoria del movimiento de los planetas segun las leyes de Keppler,

4. La hipotesis de la existencia de la Gravitacién, o sea la fuerza atractiva en-
tre las masas planetarias y también el Sol que es proporcional al producto
de las masas e inversamente proporcional al cuadrado de sus distancias
mutuas.

Para realizar esta obra fue necesaria la aplicacién de los conceptos de la
geometria Euclidiana. Por otra parte se desarrollaron nuevos conceptos
como continuidad, limites, diferenciales e integracién fundamentada por
el ”calculo de infinitésimos” introducido por Newton (y en parte por Leib-
nitz) que originaron el ” Andlisis Real” moderno.

Todos los descubrimientos que se detallan por extenso en la obra de New-
ton se han confirmado por mas de dos siglos con exactitudes comparables
a las de las mediciones y observaciones astronémicas.

Solo a comienzos del siglo 20, con el advenimiento de la ”Teoria de la
Relatividad” de Einstein, se hizo necesario introducir una correccion a
la fuerza gravitatoria cuando las velocidades involucradas en el sistema
dindmico son cercanas en magnitud al cuadrado de la velocidad de la luz
considerada como una constante universal.

Durante los siglos XVIII y XIX una pléyade de Matematicos, Fisicos y
Astrénomos (como por ejemplo Euler (1707-1783) y Gauss (1777-
1855) y sus contemporaneos) continuaron la obra de Newton hacia
un elevado grado de perfeccién de lo que se denominaba alternativamente
”Matematica Pura o Aplicada”.

Conviene citar aqui la revista periédica mas antigua de la Matematica
moderna fundada en 1826 por A.L.Crelle, atin existente, titulada Jour-
nal fur die reine und angewandte Mathematik (Journal para la
Matemética Pura y Aplicada); en ella se public6, por ejemplo, en 1859
una coleccién de articulos matemdticos de G.F.Rieman (1826-1866)
reconocido fundador de las ideas modernas en la geometria.

Actualmente existe un gran nimero de publicaciones periédicas interna-
cionales dedicadas a las teorias y métodos numéricos y computacionales
aplicables a los Sistemas Dindmicos que hemos definido anteriormente.

1.3 Conceptos Preliminares
Para fijar ideas consideremos la simple ecuacién diferencial

y'(t) = f(y,t) (1.1)

con el dato inicial y(0) = yo se trata de obtener valores discretos de la
solucién y(t) por el método de Euler
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Ynt1 = Yn + hf(Yn,tn) , tn =nh (1.2)

siendo h el paso de integracion.
Existencia de la solucién bajo las condiciones:

(A) la funcién f(y,t) es definida y continua en los intervalos finitos

a<t<b, —co<y< 400

(B) Existe una constante L tal que para t € [a,b] y para dos valores
cualesquiera de y, y* es

|f(y,t) = flyx,t)| < Ly — yx| (1.3)

que se denomina Condicién de Lipschitz

Teorema 0.1

Bajo las condiciones (A) y (B) y conocido el dato inicial y, existe una funcién
tnica y(t) con las siguientes propiedades:

1. y(t) es una funcién continua y diferenciable para t € [a, b]
2. y'(t) = f(y,t) para t € [a, D]
3. y(a) = ya

En la obrea de P.Henrici (ver bibliografia) el autor presenta una detallada
demostracion del teorema basada en una sucesién de soluciones aproximadas
obtenidas por el algoritmo de Euler que converge a una funcién y(t) que cumple
con las propiedades mencionadas. Se encuentran también demostraciones en
la mayoria de los tratados referentes al tema de las ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Conviene notar que bajo las condiciones prefijadas resulta, aplicando el teo-
rema del valor medio, la ecuacién

fly,t) = fy=t) = (9(3), 1) /0y) (y — y*) (1.4)

cuando y < ¢ < y* de donde se deduce la condicién de Lipschitz.



Capitulo 2

Métodos numéricos
computacionales

2.1 Meétodos y Sistemas para el tratamiento de
ecuaciones diferenciales ordinarias

Los problemas a considerar aqui responden a la forma general
y(t) = £(t,y())

donde y y f son funciones vectoriales y t es la variable independiente, con las
condiciones iniciales y(to) =y, e ¥(t0) = Yo.

o= B Y1
3

o = B Y2
3

. n

Ys = 77“73 Y3,

donde r = \/y? + y2 + y3 y p es una constante gravitatoria.

Este sistema de ecuaciones de segundo orden puede reemplazarse por otro sis-
tema equivalente de ecuaciones de primer orden con doble nimero de incégnitas
de la forma.
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Y1 = Y4
Y2 = Us
Ys = Y
Ys = —ﬁy
4 3
Us = —ﬁy
5 3 Y2
Y6 = —ﬁy
6 3 Y3

Para simplificar la escritura hacia una forma usual indicaremos la variable
independiente con x en lugar de t y con apices las derivaciones con respecto a
x. Consideraremos entones la ecuacion general de primer orden

y = flz,y) (2.1)

con la condicién inicial y(xg) = yo. Esta férmula representa indistintamente una
ecuacion unica o bien un sistema. En este segundo caso siendo y y f funciones
vectoriales, los procedimientos de integracién numérica que describiremos a con-
tinuacion deberdn aplicarse ciclicamente a todos los componentes del sistema.
Nos limitaremos aqui a dar las ideas bésicas y describir algunos de los métodos
clésicos para el tratamiento numérico de ecuaciones diferenciales ordinarias. La
bibliografia existente es inmensa pero también nos limitaremos a recomendar
ciertos libros y revistas al final del capitulo.

2.2 Definiciones

Los métodos de integraciéon de paso simple quedan caracterizados por la
férmula

Ynt1 = ¥n + hoé(Xn, yn; h), (2.2)

donde n =0,1,2,... y x, = xg + nh.

En los métodos de paso multiple que consideraremos maés adelante la
funcién ¢ puede depender no solo de de los valores de z,, € y,, sino también de
valores precedentes tales como T, 1,Yn—1,Tn—2,Yn_2, €tc.

La funcién ¢ se denomina funcién incremental y en el denominado méto-
do de Euler es ¢ = f. Este método es poco usado en las aplicaciones numéricas
debido a su escasa precision. En cambio tiene importancia en especulaciones
tedricas respecto de la propagacion de errores sistematicos y sobre todo consti-
tuye la base de las condiciones para la existencia y unicidad de la solucién en
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Se define como incremento relativo exacto la funcion
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f(z,y) (h=0)

Aplicando la férmula de Taylor resulta

e { 25 0o o

p—1
Aoy ) = f(o9) + 57 (@g) o o )+ OP). (24)

En los métodos de paso simple se trata de elegir la funcién ¢ en modo que se
parezca en lo posible a A o en otras palabras disminuir el error relativo local

e=¢— A. (2.5)

Se dice que un método de paso simple es de orden infinitesimal p cuando

e = O(RhP). (2.6)
2.3 Meétodo de la Formula de Taylor
En este método se adopta el desarrollo limitado

p—1

O i) = F(a9) + 5 £ ) oot 7 ), (27)

La diferencia entre las expresiones (2.7) y (2.5) puede escribirse en la forma

e = hPo(z,y) + O(W"™), (2.8)

donde la funcién ¢(z,y) se denomina funcién del error principal. En este
caso

1
p(x,y) = —mfp(%y)~ (2.9)

Se denomina error de truncamiento local a la diferencia

O sea
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T, = he = WP lo(x,y) + O(hPT?), (2.11)

que mide el error propio del método (1.2) en un paso de integracién. Un método
de orden infinitesimal p tiene un error de truncamiento local del orden O(hPT1).
Se denomina error de truncamiento global e, al error propagado después
de n pasos de integracion, es decir

€n = Yn — y(xn) (212)

Existe una llamada férmula asintética del error global que puede describirse
del siguiente modo: Se definde primero una funcién del error e(x) por la
ecuacion diferencial de primer orden

¢'(z) = g(x)e(z) + o(z,y(2)), (2.13)

con la condicién inicial e(0) = 0y g(x) = f,(x,y(z)). Se demuestra que el error
global satisface la férmula

en = hPe(xy,) + O(hPTh), (2.14)

con la conclusién de que en un método de orden p el error global es del orden
O(hP). Veremos més adelante una aplicacién de esta férmula en los llamados
métodos de extrapolacion al limite.

El método de la féormula de Taylor puede ser conveniente en ciertos casos
particulares, pero en general tiene el defecto de que si la funcién f(x,y) es
complicada el calculo de las sucesivas derivadas se torna muy complejo e inefi-
ciente. En cambio se puede recurrir a un proceso recursivo que ilustraremos en
el siguiente problema sencillo:

y'(zy) = z+y
y(zo) = Yo,
cuya solucién analitica es
y(@) =" (zo+yo+ 1) —z -1 (2.15)

Para tratar el problema en forma numérica asumimos que la solucién de la
ecuacion diferencial puede expresarse en la forma

y(@) = ai(z — o), (2.16)
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y reemplazando en la ecuacién diferencial escrita en la forma

y'(x) = (x = x0) + y(z) + o, (2.17)

resulta

Zz’ai(w—xo)ifl = (x—xo)Zai(x—mo)i—i—mo (2.18)

i=1

De esta igualdad resulta, teniendo en cuenta que ag = ¥y,

a1 = Yo+ o
1
g = —tMFTO g,
k!
Resulta finalmente
> x — (EO
y(x) = yo + (yo + w0) (& — x0) + (1 + 20 + 40) Y, (2.19)
k=2

que por una transformacion sencilla se demuestra que es equivalente a la solucién
analitica del problema.

2.4 Métodos de Runge-Kutta

Para dar la idea escencial de estos métodos consideraremos el siguiente ejemplo.
Nos proponemos construir un método de paso simple de orden 2 con una
funcién incremental de la forma

d(x,ysh) = ar f(x,y) + aof(x + brh,y + bahf(x,y)), (2.20)

donde aq, as, b1, by son constantes a determinar para que el método sea de ese
orden.
Aplicando la férmula de Taylor tenemos

¢(x,y;h) = (a1 + az) f(w,y) + has[by fr(z, y) + b2 fy (2, y) f (2, )] + O(h?),
(2.21)

y por otra parte

M)+ h e fay) 00, (2.22)

A(xvy;h) = f(:c,y) + 2
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Obviamente debe ser € = ¢ — A = O(h?), de donde resulta que se debe
verificar

a1 +ay = 1
1

a2b1 5

1
a262 = 5

Estas son 3 ecuaciones con 4 incégnitas por lo que una de ellas es arbitraria,
y de las maneras como se elija resultaran distintos métodos todos de orden 2.
Por ejemplo, poniendo a; =1 — a resulta ao = a 'y by = by = %, y resulta

o) = (= a)fe) +af (o4 got g fen)). (229

Adoptando a = % resulta el llamado Método de Heun.

Yt =t b ) + S+ g+ ) (224)

y andlogamente con o = 1 resulta el Método de Euler Modificado

1 1 1
Ynt+1 = Yn + §h |:f <33n + §h7yn + th(xnvyn)>:| . (2'25)

Ambos métodos son de orden 2 y por tanto més precisos que el de Euler pero
requieren que se calcule la funcién f(z,y) dos veces en lugar de una.

Con procedimientos andlogos pero a costa de mayores complicaciones se
pueden obtener métodos de orden mayor. Uno de los més conocidos, el Método
de Runge-Kutta clasico de 4° orden, puede escribirse en la forma siguiente:

fo = f(xo,%0)

fi = f(iﬂoJr;h,yoJr;hfo)

fo= f (xo + %h,yo + ;hfl) (2.26)
fs = flxo+h,y+hfs)

1 2 2 1
y1=y0+h [6f0+6f1+6f2+6f3} . (2.27)
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Foérmula General para un Método de Runge-Kutta

Consideremos una ecuacion de la forma

y'(x) = f(z,y),y(x0) = Yo (2.28)
Ponemos ahora
fo = f(®o,y0) (2.29)
v—1
fl/ = f (xO + al/h7 Yo + h Z ﬂV}\f)\) ) (230)
A=0

conv=12 ..., RyA=1,2...,R—1y se requiere

R
y(@o+h) =yo+ Y cvfy + O(WPH), (2.31)

v=0

donde los coeficientes ¢, y el valor de R son los que corresponden para que el
orden del método sea p. Despreciando en (2.31) el error de truncamiento local
O(hP*1) se obtiene el valor aproximado y; que reemplaza a o en (2.28) para
calcular el paso siguiente. Cuando se trate de resolver el sistema de ecuaciones
obviamente se debera repetir el proceso para cada una de las incégnitas.

El método que hemos descripto se presenta usualmente en la forma compacta
siguiente:
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a, Bua

0 0

ar | Bio

az | P20 P21

ar | Bro Pr1 - PBrRR-1
Co C1 CR

EJEMPLO
El método de Runge-Kutta de orden 4 que ya hemos descripto se puede
escribir en la forma:

Qy Bua
01]0
|4
30 3
170 0 1

2.5 Ejercicios

2.5.1 Ejercicio Preliminar

Resolver la ecuacién diferencial

con solucién exacta y(z) = sen(zx)

Usar el método de EULER Y (z + h) = y(z) + h. Y'(x) con h = 0.0005 y
h = 0.05.

Obtener dos tablas con resultados para j =0,1,2,...,9
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XG+1) = z(5)+h
y(i+1) = y()+h(1—-12())2
y(G+1 = sen(x(j+1))

2.5.2 Ejercicio N°1

1. Resolver numéricamente la ecuacion

Yy = —\(y — sen2z) + 2cos2x (2.32)

cuya solucién exacta es

y = sen2z + Ke (2.33)

con K = constante arbitraria.
Con K =1esy(0)=1.

Aplicar los siguientes métodos:

(a) EULER
(b) RUNGE-KUTTA DE ORDEN 4
(¢) REGLA DEL PUNTO MEDIO

h h
Yn+1 = Yn + hf (xn + §a Yn + §f(xNa yn)) (234)

(d) REGLA TRAPEZOIDAL

h
Yn+1 = Yn + §[f(xn7 yn) + f(mn+1a ynJrl)] (235)
Esto es un método ”implicito” que se resuelve por aproximaciones
sucesivas usando como primera aproximaciéon un paso del método de

EULER.

Asumir A = 1y A = 10 y resolver los dos casos por los cuatro métodos
desde ¢y = 0 hasta = 1. Realizar tres integraciones con pasos h =
1,h=.2y h=.5y comparar los resultados en el punto final con el de la
solucién exacta.

2. Demostrar que los métodos (b) y (c) son de orden 2.
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2.6 Meétodos de Runge-Kutta-Fehlberg

(28]
La idea esencial de estos métodos, analizada y desarrollada por E. Fehlberg
y otros autores, consiste en agregar a la férmula (2.31) otra similar

R
glwo+h)=yo+h Y c,fy+ O, (2.36)
v=0

aplicando las mismas funciones f,, pero con nuevos coeficientes ¢, en modo de
obtener una nueva solucién §(xg + h), cuyo error de truncamiento sea de orden
mayor que el de la formula anterior. En consecuencia la diferencia

TE =y(zog + h) — g(xo + h) (2.37)

dard una estimacién aproximada del error local de truncamiento de la férmula
(2.31). Este dato permitird como veremos controlar el paso h de la integracién
numérica. A continuacién describiremos en detalle un ejemplo de este método
para los érdenes 7(8).

Las férmulas del método son:

fo = f(wo,0) (2.38)
v—1
fl/ = f (»To + auh7y0 +h Zﬂldf)x) (239)
10 =
y = w+h> cf,+0(0° (2.40)
l/1:20
J = wo+hd éf,+0(h%) (2.41)
v=0

Los coeficientes ay,, B,x, ¢, ¥ ¢, se encuentran en la tabla 8.1.
La estimacion del error de truncamiento local es:

41

TE = —
840(

Jo+ fio — fi1 — fi2)h. (2.42)
Si se fija a priori una tolerancia TOL para el error local de truncamiento se
puede aplicar una férmula empirica para el control del paso de la forma siguiente

ror )é (2.43)

hnuevo = -Shan erior | T
i ( TE
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ay /8l/>\j
0 0
2| 2
27 27
1 11
9 36 12
1 1 1
| = 0 3
5| 5 0 _2 2
12 12 16 16
1 1 1
2 30 0 0 1 5
5| _25 0 125 _65 125
6 108 108 27 54
1 31 61 2 13
5 | o0 0 0 0 25 "5 900
2 53 704 107 67
3 2 o 0 -F % ~9 @ 3
1 o g 0 23 _or6 311 _19 17 1
3 108 108 135 54 60 6 12
1 2383 0 0 341 496 301 2133 45 45 18
4100 164 1025 82 4100 82 164 41
3 _6 _3 _3 3 6
0 205 0 0 0 0 41 205 41 41 41 0
1 | —1mz 0 0 341 4496 289 2193 51 33 12 0 1
4100 164 1025 82 4100 82 164 41
a1 34 9 9 9 9y 41
c 840 { 0 0 0 0 105 35 35 280 280 } 840
A 34 9 9 9 9 41 41
¢ 0 {o o0 0 0 105 35 3 0 o) O s 30

Tabla 2.1: Coeficientes para el método de Runge-Kutta-Fehlberg de orden 7 (8)
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2.7 Meétodos de paso multiple

Histéricamente los métodos de integracién de paso multiple fueron desarrollados
por diferentes autores y en épocas diversas. Sin embargo estos métodos pueden
obtenerse en base a un procedimiento comun que vamos a describir.

Sea como siempre el problema a resolver

Y () = f(z,9),y(x0) = yo- (2.44)
Una solucién exacta de esta ecuacion satisface la identidad

x+k

y(z + ) — y(z) = / £t y(e))dt (2.45)

x

para dos puntos cualesquiera x y x+ k. Consideremos un conjunto de (¢+1)
puntos equidistantes x,, xp_1,...,Tp—q siendo h el paso o distancia constante
entre dos puntos consecutivos y sean

f,,:f(xl,,y(xl,)),vzp,p—1,...,p—q (246)

Se asume que existe un polinomio tnico P(z), de grado ¢, que interpola los
valores de f,, es decir
P(z,) = f,. (2.47)

Dicho polinomio puede obtenerse usando, por ejemplo la férmula interpola-
toria de Newton

V', Vif
P(@) =yt (@ =) T2 e (0= )@ = ) o (0= )l
(2.48)
con las diferencias sucesivas "hacia atrds” V!f,,V2f,,...,VP74f, y siendo

pr = fp - fpfl-

En forma maés abreviada se puede escribir

m

P =3 = (-1 (22 )V (2.49)

m=0

con

P (2.50)
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s(s—1)...(s—m+1)
m!

y siendo ( r_ns ) el coeficiente binomial . Obviamente este poli-

nomio de grado ¢ representa la funcién f(x,y(x)) con mayor exactitud en los
puntos z, que en los intervalos intermedios. Si se substituye el polinomio en el
integrado de (2.45) se obtiene una relacién de la forma

y(a: + k) - y(x) =h Z vamfp’ (251)

m=0

donde los coeficientes +,, se determinan por las integrales

Y = (—1)“1;/:% ( T_ns )dx, (2.52)

que veremos luego cémo se calculan. Sien lugar de las diferencias V™ f,, se usan
las funciones f, mismas, la férmula (2.51) se cambia en

y(IC + k) - y(l') = hZﬁlqrfpfm (253)
r=0

donde los coeficientes (3, se obtienen en base a las 7,, mediante simples trans-
formaciones algebraicas basadas en la férmula

v, =Sy ()5 (251)

r=0

Con ¢ > 0 la férmula (2.53) define un método de paso multiple; estos métodos
se distinguen por la posiciéon de los puntos x y = + k relativa a los puntos de
interpolacién x,,, como se observa en las formulas siguientes:

Método de Adams-Bashforth

T=2Tp,.., T+ k=xpp1

q
Yp+1 —Yp = hZﬁqrfpfr; (255)

r=0

Método de Adams-Moulton

T=Tp_1,...c+k=umx,

q
Yp — Yp—1 = hZqufpf'w (256)

r=0
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La diferencia esencial entre ambas férmulas es que la primera es ”explicita”
mientras que la segunda es ”implicita”, es decir que la incégnita y, aparece
en ambos miembros; en esta ultima se requiere el uso previo de una férmula
explicita como, por ejemplo, la férmula de Adams-Bashforth. De ese modo
ambas férmulas componen un Método Predictor-Corrector. La férmula de
Adams-Moulton requiere un método de resolucién por aproximaciones sucesivas

Veamos ahora cémo se calculan los coeficientes ~,,, para el método de Adams-
Bashforth. En este caso, teniendo en cuenta (2.50), resulta

Y = (—1)™ /01 ( ;15 )ds. (2.57)

Esta integral puede calcularse introduciendo una funcién generadora G(t) para
los coeficientes 7., es decir que

G(t) = i Ymt™, (2.58)

m=0

de donde resulta

1 oo
Gt:/ —tm(_s)ds. 2.59
w=[ S0 ( (2.59)
El integrando es el desarrollo binomial de (1 —¢)™* o sea

/01(1 —#)7%ds

t
(1—1t)log(l—1t)

G(t)

Finalmente, con los desarrollos en series de potencias de log(1 —¢) y de 1/(1—t)
se obtiene

11
<1+2t+3t2+...) (o+mt+yt®+...)=1+t+t2+..., (2.60)

de donde resultan las férmulas

v = 1
714_% =1
71 Yo
—+ = =1 2.61
Ttgt g (2.61)
Ym—1 TYm—2 Yo

R s

Tm +
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5 3 251 95 19087

2 8 720 288 60480

Tm |13

J

Tabla 2.2: Coeficientes para el método de Adams-Bashforth operando por difer-
encias

r 0 1 2 3 4 )
IBOT 1
2ﬁl'r' 3 -1

12ﬂ2r 23 —16 5
2433, 99 -59 37 -9

72084, | 1901 -2774 2616 -1274 251

1440085, | 4277 -7923 9982 -7298 2877 -475

Tabla 2.3: Coeficientes para el método de Adams-Bashforth operando por or-
denadas

que permitan calcular recursivamente los coeficientes 7., .

Teniendo en cuenta (2.54) se obtiene para los coeficientes 34, que se aplican
en (2.55) la férmula

ﬁqr=(—1)’"[(:)%+(:+l>%+1+-~-+(Z)vq] (2.62)

conr=0,1,2,...,qyq=0,1,2,... . Aplicando las férmulas (2.61) se obtienen
los coeficientes 7, que damos para m =0,1,2,...,6.

Aplicando la férmula (2.62) se obtienen los coeficientes fq, que damos para
q y r variando de 0 a 5.

El siguiente es un algoritmo relativamente simple para determinar coefi-
cientes B4, cuando se conoce el numero de pasos q y los coeficientes 7,,.

Primero se construye una matriz de elementos B(%,j) con i y j variando
desde 0 a ¢ tales que
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B(0,5) = 1

B(,j) = 1

B(i,j) = 0,(i>j)

B(i,j) = B(i,j—1)+B(i—1,j—1),(i <j).

Estos elementos cumplen la igualdad

B(i,j) = <]) (2.63)

7

Luego el coeficiente 3; ; es el producto escalar de la fila ¢ de la matriz por el
vector de los coeficientes v, .

Obviamente para aplicar la formula de un método de paso multiple para g
pasos (¢ + 1 puntos) es necesario realizar una etapa inicial calculando, por un
método de paso simple, la solucién g, y la funcién f, en dichos puntos.

El método de Adams-Moulton se representa por la férmula implicita

q—1
Yn = Yn—1 +hZ’Y;Vme (264)
=0

cuando se opera con diferencias, o por la férmula (2.56) cuando se opera por
coordenadas. Los coeficientes v y [, se obtienen por un proceso similar al
del método de Adams-Moulton y damos algunos de sus valores en las tablas
correspondientes.

Observamos que los coeficientes del método Adams-Moulton son menores
que los de Adams-Bashforth, lo que se traduce en menores errores de redondeo
y truncamiento. Ademds se puede demostrar que con g pasos el orden del
método de Adams-Bashforth es ¢, mientras que el orden de Adams-Moulton es
q + 1 lo cual justifica el uso del método de Adams-Bashforth como predictor y
el de Adams-Moulton como corrector.

m |0 1 2 3 4 5 6
* 1+ -1 _1 _ 19 3 _ 863
Tm 2 12 24 720 160 60480

Tabla 2.4: Coeficientes para el método de Adams-Moulton operando por difer-
encias
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Bor 1
2, | 1 1
1285, | 5 8 -1
285, | 9 19 5 1

72083;, | 251 646 -264 106 -19

144062, | 475 1427 -798 482 -173 27

Tabla 2.5: Coeficientes para el método de Adams-Moulton operando por orde-
nadas

2.8 Ecuaciones Especiales de Segundo Orden

Trataremos ahora algunos métodos de paso multiple para resolver numéricamente
ecuaciones diferenciales de la forma

y' = f(x,y), (2.65)

donde y puede ser una funcién escalar o bien vectorial, y donde la funcién f no
depende explicitamente de 3. Este tipo de ecuaciones se presenta con frecuencia
de un modo natural en aplicaciones de la Fisica y sobre todo en la Mecanica
Celeste. Daremos solo algunos aspectos esenciales; para el tratamiento detallado
del tema se puede consultar.

En forma andloga a como se procede para las ecuaciones de primer orden
se trata de obtener férmulas en diferencias que representen aproximadamente
la ecuacién (2.65). Para ello se comienza por establecer la expresién integral
equivalente a (2.65)

z+k
y(z + k) —y(z) = ky'(z) + / (x+k—1t)f(t,y(t))dt, (2.66)

que en realidad es una forma particular de la férmula de Taylor con resto
en forma integral. Escribiendo la misma férmula con k cambiada de signo y
sumdndola a (2.66), se elimina el término ky’ y se obtiene

x+k
(@ + k) — 2y(@) + y(w — k) = / (@ +k—)f () + f2x — t)]dt, (2.67)
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donde por abreviar se ha puesto f(¢,y(t)) = f(¢).

Ahora se puede representar aproximadamente la funcién f(¢) por un poli-
nomio que la interpole en ¢ + 1 puntos x,,2p—1,...,Tp—¢ de paso igual a h
y reemplazando dicho polinomio en el integrando y efectuando las operaciones
necesarias se obtendra una férmula que representa aproximadamente la solucion
de la ecuacién propuesta. Se originan de este modo diversos métodos que de-
penden de como se eligen x,k y ¢

Método de Stormer

En este método es x = x,, * + k = 2541 y ¢ > 0 y se obtiene la relacién

q
Yp+1 — 2yp + Yp—1 = h? Z Umvmfpa (2'68)

m=0

m|o0 1 2 3 4 5 6

11 19 3 863

Ym |10 5 13 30 d0 12006

Tabla 2.6: Coeficientes para el método de Stormer operando por diferencias

donde los coeficientes o, satisfacen la relacién recurrente

Om — 1-— §h20m71 - Zh{jO’m,Q — mLHherlO'Q, (269)

donde h,, = 1—1—%—1—- . -—1—% indica una suma parcial de la serie arménica y oy = 1.

De esta manera se obtienen los valores que se dan en la tabla correspondiente.

Este método es explicito y se aplica de manera similar al de Adams-Bashforth.

Para los casos particulares en que ¢ = 0 o bien ¢ = 1 el método se reduce a la
férmula sencilla

Yp+1 = 2Yp tYp—1 = hzfp' (2.70)

Para aplicar el método operando con ordenadas se rebe reemplazar el se-
gundo miembro de (2.68) por la expresién h? > o Barfp—r, donde los coefi-
cientes [, se obtienen aplicando la férmula, similar a (2.62)

ﬁqT:(_l)r[( : >UT+(Z+1 )ar+1+---+(:{)aq]. (2.71)

Este método se aplicé por primera vez para la integracién de ecuaciones del
movimiento de una particula cargada en las cercanias del polo magnético de la
Tierra.
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Método de Cowell

En este método es x = x,_1, t+k =z, y ¢ > 2 y se obtiene la relacién

q

Yp = 2Up—1 + Yp—2 = h? Z o V" fps (2.72)
m=0

m [0 1 2 3 4 5 6

* 1 1 1 221

om |1 -1 33 0 —355 —ms “Goaso

Tabla 2.7: Coeficientes para el método de Stormer operando por diferencias

donde los coeficientes o}, satisfacen la relacién recurrente

. 2, . 2 2
Om = —§h20m—1 - 1h30m—2 T T T2

hm+10'0, (273)
donde g9 = 1. De esta manera se obtienen los valores que se dan en la tabla
correspondiente.

Este método es implicito para ¢ > 2 y se aplica de manera similar al de
Adams-Moulton como corrector del método de Stormer. Para los casos parti-
culares en que ¢ = 2 o bien ¢ = 3 el método se reduce a la férmula sencilla

1
Yp = 2Yp—1 T Yp—2 = ﬁh2(fp +10fp—1 + fp—2)- (2.74)
Para aplicar el método operando con ordenadas se debe reemplazar el se-

gundo miembro de (2.72) por la expresién h? Y ! 3% f,_,., donde los coefi-
cientes (3}, se obtienen aplicando la férmula, similar a (2.62),

ﬁ;zz(—w[( ' )a:+(:“ )a:+1+-~-+(g)a;]. (2.75)

2.9 Meétodos de extrapolacion al limite

La idea fundamental de estos métodos fue instaurada por primera vez por
L.F.Richardson en 1927 y puede describirse de una manera algo méas general
que la originial del siguiente modo. En la secciéon dedicada a los métodos de
paso simple definidos por la férmula
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hemos visto que los errores de truncamiento global en un método de orden p
son de orden p y pueden expresarse en la forma

en = hPe(xy,) + O(hPTY), (2.77)
donde e(x) es la” funcion del error” que satisface la ecuacién lineal de primer

orden (2.13). Indicando con y(x, h) el resultado de la integracién realizada con
el paso h, la ecuacién (2.77) puede escribirse en la forma

y(x, h) = y(z) + hPe(z,) + O(RPTT). (2.78)

Andlogamente para la misma operacién realizada con el paso gh siendo ¢ un
nimero entero, tendremos

y(z,qh) = y(z) + (gh)Pe(xn) + O((gh)PT), (2.79)

y de estas dos ecuaciones se obtiene el valor extrapolado

v(a) = TUEL A 0 (2.50)

que aproxima la solucién exacta con un error de un orden, una unidad mayor
que la del método usado.

Método del punto medio modificado

La llamada regla del punto medio es un método de integracién basado
en la simple férmula

Yn+l = Yn—1+ th(l'n, yn)vy/ = f(x,y) (2'81)
2
= n+h , 5 77 1 AN/L3)
Yn+1 Yn + Yn + 2y;1/ +O(h3)
h2
n— - n h !
Yn+1 = Yn-—1 + 2hf($n; yn) + O(h3)

cuyo error de truncamiento local es de orden 2.

El método del punto medio modificado consiste en una aplicacién se-
cuencial de la regla del punto medio en modo de integrar desde un punto x hasta
otro punto  + H mediante n pasos del tamao h = H/n. El proceso se sintetiza
en las siguientes férmulas:



2.9. METODOS DE EXTRAPOLACION AL LIMITE 29

20 = y(x)
z1 = zo+hf(z,20)
Zm+1 = Zm-1+ 2hf(x 4+ mh,zy,) (2.82)
1
Yn = i[zn—&—zn,l +hf(x+ H,z,)] (2.83)

donde m=1,2,...,n—1.

El valor de y,, es aproximadamente el de y(x+ H). En 1965 W.Gragg, en una
famosa tesis doctoral, en la Universidad de California (Los Angeles), demostrd
que en un proceso de integracién como el indicado el error global después de n
pasos obedece a la férmula

yn —ylx + H) = Z aih?, (2.84)

es decir que el error es una serie de potencias pares de h. En consecuencia en
la férmula (2.77) el segundo término del segundo miembro debe sustituirse por
O(hP*2). Ahora si aplicamos la férmula (2.80) con ¢ = 2 resulta

4y2n — Un

ylz +H) = ——

+ O(h%), (2.85)

es decir con error de orden 4.
Método de Bulirsch y Stoer

En el método anterior se usa, para integrar desde x hasta x + H, una vez n
pasos h y luego otra vez 2n pasos h/2, luego se hace una extrapolacién lineal
desde los dos resultados hasta el punto correspondiente a h = 0. En el método
de Bulirsch y Stoer se adopta un valor creciente del nimero de pasos de valores
sucesivos h,/2". Bulirsch y Stoer propusieron al principio de la secuencia

n=24,68,... [nj=2n;_s..., (2.86)

y mas tarde fue encontrada como mas conveniente la secuencia

n=2468,...,[n;=2j].... (2.87)

Con estas secuencias se calculan N valores sucesivos del paso con los cuales se
obtienen otros tantos valores de la soluciéon que corresponden al punto = + H.
Luego se detemina por un proceso de interpolaciéon un polinomio de la forma

P(h) = Co + C1h+ Coh®> 4+ - + Cy_ WV 7Y (2.88)
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que representa dichos valores de la solucién. En este caso la extrapolacion
con h = 0 queda obviamente representada por el primer coeficiente Cy. Dicha
solucién tendra un error de truncamiento de magnitud O(h?Y). El proceso de
interpolaciéon que se suele recomendar es el que estd basado en un algoritmo
interpolatorio de Aitken aunque se puede también obtener buenos resultados
con la férmula de Newton con diferencias divididas.

La teoria detallada y los aspectos préacticos de la aplicacién de estos métodos
puede consultarse en [8].

2.10 Estimacién de errores globales

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

y' = flz,y()) (2.89)
y(zo) = Yo (2.90)

donde y y f son funciones vectoriales e y, un vector constante. Poniendo
T, = Tg + nh supongamos que para resolver el sistema se usa algin método
de diferencias finitas que al cabo de n pasos debe producir una aproximacién
y,, de la solucién verdadera y(z,). La diferencia

e =¥, — () (2.91)

es el vector de errores globales propagados en esos n pasos.

Se debe notar que en rigor el calculo numérico efectivo produce resultados
que indicaremos con el sfmbolo ¥,, y por tanto la ecuacién (2.91) puede escribirse
en la forma

= (Yo —¥Yn) + (¥ —¥(@n))- (2.92)

El primer paréntesis del segundo miembro corresponde a los errores acumula-
dos por los redondeos ocasionados porque el nimero de cifras significativas
con que se opera es finito y también por el posible cédlculo aproximado de las
funciones involucradas en el problema que no son enteras o fraccionarias (por
ejemplo, las funciones circulares o elipticas). El segundo paréntesis corresponde
a los errores acumulados por truncamiento en la representaciéon de las
ecuaciones diferenciales por formulas aproximadas en diferencias finitas.

En las aplicaciones cientificas y técnicas corrientes se asume empiricamente
que efectuar los célculos con un nimero adecuado de cifras significativas (por
ejemplo en doble precisién), es suficiente para que los errores de redondeo propa-
gados sean despreciables comparados con los de truncamiento. Sin embargo ex-
isten teorias que permiten obtener resultados justificables basados en la hipétesis
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de que los errores locales de redondeo obedecen a una ley determinada de dis-
tribucién probabilistica [38]; dichos resultados son ademé&s corroborados en los
experimentos computacionales. Existe todavia el problema abierto del compor-
tamiento de los errores de redondeo cuando el intervalo cubierto por la inte-
graciéon numérica es muy largo; tal cosa ocurre en el estudio de la evolucién
dindamica del sistma solar en que dicho intervalo se cuenta por millones de anos.

El analisis del comportamiento de los errores propagados de truncamiento
esta sustentado, a diferencia del de los errores de redondeo, por teorias completas
y profundas desarrolladas por numerosos autores desde hace mucho tiempo.

El objetivo fundamental aqui es obtener una buena estimacion de e, y
dar un criterio que asegure la validez de dicha estimacién. Subrayamos aqui
la palabra estimacién porque no seria dificil obtener una acotacién superior
del valor absoluto de dichos errores; sin embargo, esas acotaciones suelen ser
demasiado altas y de poco valor en las aplicaciones.

Describiremos en lo que sigue dos métodos que permiten obtener tales esti-
maciones con justificaciones razonables. Para simplificar nuestra exposiciéon nos
limitaremos al caso de un sistema de ecuaciones de primer orden

y = fla.y) (2.93)
y(xo) = Yo (2.94)

resuelto por un método de paso simple

yn+1 =Yn + hq)(xnu Y'n,)7 (295)

asumiendo que los errores de redondeo son despreciables.
Método del test reverso

Supongamos que se realiza una integracion numérica en un intervalo (z;, )
llegando al punto x; con un error O(h9). La forma corriente de efectuar el test
reverso consiste en realizar, a partir de xy, una integracién hacia atras hasta
llegar de nuevo a x; y comparar alli los resultados con los datos iniciales. Las
diferencias se consideran aceptables si son menores o iguales en valor absoluto
a un grado de precision prefijado. Este método es comunmente usado sobre
una base heuristica. Sin embargo se le puede conferir mayor rigor en base al
siguiente

Teorema[38]

Hipotesis 1
En un intervalo © € [a,b] existen constantes N > 0, p > 0 y hg > 0 tales
que el error de truncamiento

[®(x, y(z); h) — Az, y(z); h)|| < NB, (2.96)
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con h < hg.
Hipotesis 2
Sea y,, una sucesion de vectores que satisface

Yo = 7
Ynt1 = Yot h[®@n ynih) +hIKO], (2.97)
conn=0,1,2,...,2 € [a,b], donde K > 0, ¢ > 0 son constantes y donde los

vectores 0, satisfacen ||0,] < 1.
Conclusién: Para x,, € [a,b] y h < hy

1y = y(@n)ll < A" [NRG" + Kh§™"] Ep(n — a), (2.98)
donde r = min(p,q), Er es la "funcidn de Lipschitz” como Ep(x) = efe—1
cuando L >0 o Er(x) =x cuando L =0y L ~ ‘ g;

Para aplicar este teorema supongamos ahora que en la integracion directa
en el intervalo (x;,2¢) se llegue al punto x con un error O(h?). Para estimar
dicho error por el test reverso, supongamos realizar la integraciéon hacia x; con
un método de orden p partiendo desde z; con un error inicial O(h9); en ese caso
es aplicable la féormula

Yn-1 =¥ (@n) + h[®(2n,y,; h) + O(h)], (2.99)

similar a (2.97) con h < 0. Aplicando la férmula (2.98) del teorema y asumiendo
que en el proceso reverso el orden del método aplicando es tal que p > ¢, los
errores de salida en x; de orden ¢, prevalecerdn sobre los acumulados en x;
de orden p. En consecuencia, en el intervalo xy — x; los errores globales en
el test reverso quedaran aproximadamente constantes e iguales a los errores de
salida en xy. Para determinarlos bastard con restar de los resultados finales
del proceso reverso los datos iniciales en x;. Este método fue desarrollado y
aplicado con resultados satisfactorios en varios problemas.

Método del Problema Vecino

La idea esencial de este método es la siguiente:

Después de resolver numéricamente el ”Problema Original” (2.89), (2.90) se
puede construir otro sistema de ecuaciones diferenciales, que denominaremos el
"Problema Vecino” de la forma

7z = F(x,z(z)) (2.100)
Z(Io) = Zo, (2101)

de tal modo que la solucién exacta z(x) se conozca de antemano, y por otra parte
difiera un poco de la soluciéon numérica obtenida para el problema original. Este
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problema vecino puede integrarse por el mismo proceso usado para el problema
original obteniéndose una solucién numeérica z,, cuyos errores globales valen
exactamente

W, = Zp — Z(Zy) (2.102)

Si la solucién del problema vecino sigue a cada paso de cerca la solucién
numeérica del problema original, se puede esperar que los errores globales en
ambos casos tengan un comportamiento muy similar, caso en el cual seria ilicito
adoptar w,, como una buena aproximacién de e,. Este es un razonamiento
heuristico pero daremos enseguida un criterio que permite asegurar la validez
de la aproximacion e, = wy,.

El problema vecino puede construirse de la siguiente manera, que no es
la tnica. Después de aplicar el proceso numérico de integracién por N pasos
de un sistema de M ecuaciones se obtienen las soluciones numéricas y;, (i =
1,2,...,M;n = 0,1,2,...,N), que son las componentes de los vectores y,,.
Es posible hallar un conjunto de funciones empiricas P;(x) que pueden ser poli-
nomios u otras funciones simples ajustadas para interpolar los valores numéricos
Yin.. Es facil obtener las derivadas P/(x) y se las puede considerar, junto a P;(x),
como las componentes de los vectores de M dimensiones P(z) y P’(z) respec-
tivamente.

Ponemos ahora

z = P(x) (2.103)
F(x,z(x)) = f(z,z(z))+ D(x), (2.104)

donde
D(z) = P'(z) — f(z,P(2)), (2.105)

que se denomina la funcién Defecto.
El problemas vecino toma la forma

7z = f(x,2(x)) +D(z) (2.106)
z(xo) = P(xo), (2.107)

cuya solucién exacta es evidentemente (2.103). En consecuencia la férmula
(2.102) para estimar los errores se transforma en

W, = 2z, — P(z,). (2.108)

Condiciones de validez de la estimacion de los errores
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En base a la teoria asintética de la propagacién de errores de truncamiento
ya mencionada anteriormente, es posible demostrar las siguientes condiciones
de validez.

Condicion suficiente para que los errores verdaderos y los estimados sean
al menos del mismo orden de magnitud O(hP), es que se verifique en todos los
pasos que

1hP® (23, yn) = D(zn)]| < O(RP). (2.110)

dPD(z)
dxP

‘ <O, (v >1) (2.109)

o bien

Esta dltima condicién es la mas facil de aplicar y significa que en todos los
pasos la funcién D(x) coincida hasta el orden AP con el error de truncamiento
local h?®(xy,, Yn)-

En el caso de que los errores globales se estimen correctamente, surge natural-
mente la idea de corregir la soluciéon numérica sustrayéndole el error estimado.
Este proceso ha recibido el nombre de Correccién por Defecto (o sea, en
inglés, Defect Correction).

Sobre este método se ha originado una profusa literatura que se puede con-
sultar en R y también en [38].

2.11 Algunas consideraciones generales

Para una exposicién exhaustiva del tema de este capitulo seria necesario dedicar
por lo menos un volumen entero. Por eso nos hemos limitado a exponer las ideas
esenciales y un resumen descriptivo de los métodos mas usuales. La eleccion de
un método en particular depende fundamentalmente de la precisién requerida
en los resultados y tal vez de las inclinaciones personales

De una manera general y de acuerdo a la experiencia de los autores se puede
aconsejar la siguiente eleccién de un método.

Si la precisién requerida no es muy alta convienen los métodos de paso simple
por su flexibilidad en todas las aplicaciones, y el método clasico de Runge-Kutta
de orden 4 es recomendable.

Para mayor precisién convienen los métodos tipo Runge-Kutta-Fehlberg es-
pecialmente por la posibilidad que ofrecen en todo instante de ajustar el tamano
del paso para responder a una precision prefijada.

Los métodos de extrapolacién al limite son recomendables por su gran efi-
ciencia en todo sentido, sobre todo en la versién de Bulirsch y Stoer. Sin embargo
su aplicacién puede presentar inconvenientes cuando las funciones involucradas
presenten irregularidades o singularidades en el intervalo de integracién.

Los métodos de paso miltiple tienen una muy larga tradicién histérica, es-
pecialmente por su desarrollo y aplicaciones en los problemas astrondémicos.
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Actualmente, salvo en casos muy especiales, se van reemplazando por métodos
modernos més eficientes.
2.12 Ecuacién rigida (stiff equation)
23]
Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria:
Yy = -\Ny(x) — F(x)) + F'(2) (2.111)

donde F'(z) es una funcién arbitraria, y cuya solucién es

y(x) = ke ™ + F(x) (2.112)

Siendo k una constante arbitraria. Al variar k tenemos una familia de soluciones
asintéticas a la funcién F(z) como se indica en la figura.

Si A > 0, la familia de soluciones tiende rdpidamente a F(z) y el problema
para valores grandes de x es muy estable, sobre todo si la funcién F(x) es
bastante suave. Esto haria suponer que la integraciéon numérica de una ecuaciéon
como (2.111) puede hacerse con un paso h bastante grande o con un método de
poca precisién.

Veamos lo que ocurre al aplicar el método de Euler.

Yn+1 = Yn + hy;z (2113)

donde, si la ecuacién general es

y' = f(z,y) (2.114)

entonces

Yn, = f(Tn,Yn)- (2.115)

Para simplificar, pondremos F(x) = 0, o sea que la ecuacién es

Yy =-\y (2.116)

y su solucién debe tender asintéticamente a cero. En la aplicaciéon numérica,
debe ser

Yn + 1=y + h(_)‘yn) = yn(l - h)‘) (2'117)
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Teniendo en cuenta la solucién exacta del problema, tenemos (para k = 1)

Y(Tnt1) = e M) = y(wne_kh) (2.118)

O sea

Y(@ni1) —ylzn)e M =0 (2.119)

El error local de truncamiento del método de Euler estd dado por

To = y(@ns1) = (Y(@n) + hy(zn)) (2.120)

O sea

T = y(@nt1) = y(zn)(1 = AR) (2.121)

Luego, el error local de truncamiento sera tanto menor cuanto mejor sea la
aproximacién

1—An=e M (2.122)

Si Ah > 2 resulta |yn41| > |yn|, es decir que los resultados numéricos crecen
en valor absoluto en lugar de disminuir, y por lo tanto se alejan rapidamente
de la solucion exacta. La situacién mejora si 0 < Ak < 2, pero es inestable
graficamente. 1

La situacién mejora usando el método de Euler implicito (backwards
Euler method), definido por la férmula

Yn+1 = Y + MYt = Yo — Aiynpn (2.123)

En ese caso tenemos directamente

1

S 2.124
"IN (2.124)

y(xn+1) =

de donde resulta |y,+1] < |yn| para cualquier valor de h si A > 0.

IEjercicio: Graficar los resultados numéricos en un plano (x,y)



Capitulo 3

Problemas Dinamicos
Directos e Inversos

3.1 Introduccion

Los problemas de que se trata conciernen a sistemas dinamicos representados
por sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma

§= 19,1+ P(t)

En los problemas directos las funciones f y P son conocidas y se trata de
determinar y analizar las soluciones y(t). En los problemas inversos las fun-
ciones f son conocidas y las y(t) son datos y(t,), con n =1,2 3,... de valores
prefijados o bien obtenidos por mediciones; en este caso se trata de determinar
valores de P(t,,) considerada generalmente como una perturbacién de magnitud
menor.

En los ejemplos que siguen se tratan en detalle ambos tipos de problemas.

3.2 Oscilador armodnico perturbado

La ecuacién diferencial de un oscilador armoénico con frecuencia propia wo per-
turbado por una fuerza externa también armonica de frecuencia w es

& +wox = r cos(wt) (3.1)

donde r es un dato constante y cuya solucién general se demuestra que es

x = klr cos(wot) + k2rsen(wot) + r cos(wt) /(wo* — w?) (3.2)

37
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donde k1 y k2 son constantes arbitrarias.

Asumiendo r = 1 y que para las condiciones iniciales t = 0, £ =0, z = 0

resultan k1 = —(wo? — w?) y k2 = 0 tenemos finalmente:

x = (cos(wt) — cos(wot)) /(wo? — w?) (3.3)

i = (—wsen(wt) + wosen(wot))/(wo* — w?)

1. Soluciones periddicas

Se verifica que, si se cumple la condicién

2 2
T= e _ £mn osea ,T = v q (3.4)
wo w n w

donde m y m son convenientes nimeros enteros y ¢ un nimero racional
o entero, y los valores de x y & se repiten a intervalos o periodos iguales
T. En ese caso el movimiento periédico puede representarse graficamente
en el denominado ”Plano de las Fases” con coordenadas cartesianas (z, &)
donde las curvas representativas son cerradas (ver Figuras 7.1 y 7.2).

2. Soluciones ”casi periddicas”

En el caso de que la relacién entre wo y w sea un nimero real, es decir no
representable por una relacién fraccionaria como m/n el movimiento pasa
a ser ”casi periddico”. Nos proponemos determinar el ”casi periédico” o
sea el tiempo 7 necesario para pasar de una posicién inicial (z, ) a otra
en el entorno (x + dx, & + di). Ese tiempo dependerd de las magnitudes
(dz, ). (ver Figura 7.2)

Ponemos en ese caso:

x+dr = rcos(wo(t+7)+kl)+

. cos(w(t +7) + k2) (3.5)

2 2

t+di = —[rwosen(wo(t+7)+kl)+ sen(w(t+ 7)) + £2(3.6)

wo? — w?
donde se trata de hallar un valor del intervalo 7 tal que

|dx, i < & (3.7)
donde § sea un valor pequeno dado.

Aplicando algunas tranformaciones trigonométricas elementales se pueden
obtener las relaciones

oz = Fsen(wog) y 6z’ = Gsen(wg) (3.8)

donde F'y G son funciones de argumentos trigonométricos de las formas
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sen(wo(t + %))7 sen(w(t + g)) (3.9)
y por tanto son funciones acotadas y para lo que sigue las reemplazaremos por

una cota superior M y poniendo mei" < (dz,d) resulta:

dmin
M

sen(wo%)7 sen(wl) < (3.10)

M
que define las condiciones que debe cumplir el intervalo 7 para que se alcance
el entorno dmin.

Por simplicidad pondremos:

dmin
M

sen(2m) < (3.11)
donde ¥ sea un numero suficientemente pequeno.

Para que se cumpla esa condicién demostraremos que bastard con que se
cumplan las desigualdades:

woT wT

(’P - ’Q )< (3.12)
donde P y @ sean dos nimeros enteros que se pueden calcular convenientemente
del siguiente modo:

Siendo o« un numero real se sabe que se puede calcular aproximadamente
por un desarrollo en ”fracciéon continua ilimitada” que se puede comenzar por
una aproximacion incial de la forma [a] + O%O donde [a] es la parte entera y aio
la parte decimal de a. [13]

Se puede continuar el desarrollo de aproximaciones sucesivas de « tales que
se verifique

P,
"l < 3.13
Qn a‘ wOQn ( )
donde % es la "reducida” enésima del desarrollo.
Substituyendo el valor de a por el cociente wo/w resulta
P, Qn 1
— - —| < 3.14
wo w |~ wo@y, ( )

Se sabe que los numeros @, tienden a co con n y por tanto se encontrara
un n tal que
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L (29 (3.15)

woQ, wo’ w

Tomando ahora P = P, y Q = @, resulta

P Q 9 W

Adoptando un valor de 7 tal que

T 1P Q@

SR 3.17
47 2|lwo w ( )
resulta finalmente:
P
T =27 R (3.18)
wo w

que es el valor del casi periodo que asegura las condiciones (3.12) o bien (3.12).

Ejemplos
Caso periodico
Datos: wo=3, w=1,m=3,n=1
Periodo T = 21’;—;” = 2”7" =27
(Figura 7.1)

Caso cast periddico

Datos: wo = m, w =1 Fraccion continua: P =13, Q =4,

P
<0.11, ‘ - Q‘ =0.13
wo

’P
— —wo
Q

Casi periodo: T = 27*0.13 = 0.87
(Figura 7.2)

3.3 Péndulo y giroscopo de Foucault

Estos dos instrumentos fueron utilizados en el siglo XIX por Lion Foucault para
probar experimentalmente la rotacién de la Tierra alrededor de su eje. [11]
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3.3.1 Movimientos del Péndulo

En el experimento de Foucault el péndulo tenia una longitud [ = 67metros,
considerablemente mayor que la amplitud de las oscilaciones y por lo tanto se
puede suponer que aproximadamente su extremo se movia en forma oscilatoria
en un plano tangente a la Tierra. Pero este plano tangente se desplaza debido
a la rotacién de la Tierra respecto de su eje. Este desplazamiento instantédneo
puede descomponerse primero en una traslacion paralela a la tangente al paralelo
geografico mas una rotacion alrededor de un eje paralelo al eje terrestre en el
lugar de la experiencia. La trasalcién no tiene efecto dinamico; queda la rotacion
que se puede considerar descompuesta en una rotacién alrededor del eje tangente
al meridiano del lugar y otra normal alrededor de la direccién normal al plano
horizontal. La primera se compone con un movimiento oscilatorio arménico del
péndulo con el efecto lateral de la rotacion de la Tierra y la segunda significa
simplemente una rotacién aparente del eje tangente al meridiano.

Mediante un proceso similar al de la Seccién 2 se pueden obtener las ecua-
ciones diferenciales del movimiento aparente del péndulo con referencia a los
ejes cartesianos (x,y) en las direcciones tangentes al meridiano y al paralelo del
lugar geografico de la experiencia. Dichas ecuaciones son

I = 2ywsenn — %9:, iJ = —2twsenn — %y (3.19)

donde w = 864%#@ es la velocidad angular de la rotacion terrestre, 7 es la
latitud geografica del lugar, g es la aceleracién geocéntrica de la gravedad y [ la
longitud (67 m) del péndulo.

Estas mismas ecuaciones estan demostradas en los tratados clasicos de la
Mecénica Racional en base a la teoria dindmica de Lagrange.

Estas ecuaciones pueden integrarse analiticamente por los métodos usuales
para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. Asi , de una ma-
nera algo laboriosa, se puede demostrar que el movimiento de la proyeccién del
péndulo sobre el plano horizontal queda definido por el par de ecuaciones.

T =7 cos(\/g—i— k1), y1 =ro cos(\/g—i— k2) (3.20)

donde la dupla (1, y1) define un sistema cartesiano no congruente con el sistema
(z,y) pero que gira en el plano horizontal con la velocidad angular wq = wsenn
y donde 71, k1,72 v ko son constantes arbitrarias dependientes de las condiciones
iniciales del experimento.

Por ejemplo, si se ponen como condiciones iniciales para t = 0 que el péndulo
estd inmdévil a una distancia « del origen de coordenadas, o sea que 1 = «,
y1 =0,21 =0, 1 = —wi« las coordenadas (x1, y1) respecto al sistema giratorio
en el plano horizontal resultan

x1 = acos( %t), Yy = wla\/z,sen( %t)
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que definen a cada instante una trayectoria eliptica definida por la ecuacién

2 2
1 9Y1  _
a?  wia?l

Se nota que los semiejes de la elipse son « y wla\/g siendo el segundo muy

pequeno respecto al primero; se trata pues de una elipse muy alargada que puede
llegar a asimilarse a un segmento del eje x7.

En conclusién el péndulo a partir de un cierto instante cualquiera recorre
aprorimadamente y durantealgunas oscilaciones una elipse osculadora. Por otra
parte el desplazamiento giratorio de la elipse por hora en una latitud 7 es igual
a 2msen(n)/24; por ejemplo para una latitud n = 7/4 resulta aprozimadamente
de 10°.

Otra observacion importante es la de que los resultados expuestos son teoricos
en el sentido de haber reemplazado la esfera en que se mueve el péndulo por un
plano horizontal y por otra parte se ha ignorado de detalles de la materializacion
del experimento, por ejemplo la parte mecdnica de la union material de la parte
superior del péndulo que se supone fijo. FEstos serian elementos que pueden
producir en la trayectoria pendular pequenas perturbaciones que han sido en su
momento objeto de numerosos estudios por varios autores. Este mismo problema
se podria tratar de otra manera en base a una teoria denominada ”El problema
inverso” que describiremos y aplicaremos mds adelante a problemas similares.

3.3.2 Mowvimientos del Giréscopo

En términos generales un Girdscopo es un cuerpo rigido con un eje de simetria,
montado en un soporte ”cardan” de tal modo que dicho eje puede orientarsesin
restricciones mientras el centro de gravedad del cuerpo permanece inmévil res-
pecto del soporte. En consecuencia la atraccién gravitatoria de la Tierra se
ejerce sobre el centro de gravedad y por lo tanto no existen un par de fuerzas
sobre el giréscopo cuyo momento angular permanece constante; si el cuerpo
se pone en rotacién alrededor de su eje, éste conservard su direcciéon original
independientemente del movimiento del vehiculo que transporta el instrumento.

La rotacién de la Tierra queda asi demostrada por el desvio aparente del eje
de rotacién del giréscopo con respecto a un sistema de referencia fijo a la Tierra.

3.3.3 Movimientos del Girocompads

[15]

El Girocompaés es un instrumento mas sofisticado donde el eje de simetria
del cuerpo rotante puede quedar limitado a moverse en un plano horizontal.
Debido a la rotacién de la Tierra el plano horizontal combia constantemente
de direccién en relacién a un sistema inercial de referencia; en consecuencia los
soportes del montaje reaccionan sobre el cuerpo rotante en la forma de un par
de fuerzas que originan un movimiento de precesién; mediante un contrapeso
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adecuado se puede modificar dicha precesion y lograr que el eje de rotacién, o sea
el vector del momento angular, tienda a alinearse con una direccién predeter-
minada, por ejemplo el meridiano del lugar. El funcionamiento del instrumento
estd esquemdticamente descripto en la Figura (7.5) y estd sujeto a pequenas
perturbaciones a cuyo estudio y determinacion nos referiremos en las siguientes
secciones.

3.4 El problema inverso

En relacién con los temas de la secciones subsiguientes conviene detenernos en
la descripcién del método, desarrollado por el autor, para resolver el problema
siguiente.

Consideremos un sistema dindmico representado por una ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden de la forma

§=rfy,9,t)+ P(t) (3.21)

donde y e ¢ son magnitudes medibles; f(y,y,t) es una funcién conocida depen-
diente de las reglas mateméticas que gobiernan el sistema y P(t) es una per-
turbacién supuestamente pequena a ser determinada en base a una sucesién de
mediciones y(t,) e y(t,) con n =1,2,... a intervalos regulares |t,+1 —t,| = h

Asumiendo que la solucién de la ecuacién (3.21) peuda representarse por dos
términos de una serie de Taylor a partir de ¢; con el resto expresado en la forma
integral resulta

k
y(te) = y(t;) + (tx — t5)5(t5) +/ [f (v, 9, u) + Pw)](ty —u)du  (3.22)

Consideremos el sistema (3.21) sin la perturbacién P(t)

i = fy, 9, t) (3.23)

asumiendo las condiciones iniciales

Y (t;) = ylty)
Pt = glty) (3.24)
de donde resulta
) = (6) + b (65) + [ 1677 ) 0 = i (3.25)

Comparando con (3.23) y en virtud de (3.24) obtenemos
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y(te) — () = / i) — FP )+ Pt — w)du (3.26)

J

Como hemos indicado las magnitudes y(t;) se consideran conocidas y las
magnitudes y7(¢;) son soluciones de las ecuaciones diferenciales (3.23) que se
pueden obtener mediante convenientes métodos analiticos o numeéricos.

Para simplificar pondremos desde ahora

y(te) = uk

Y () = i
Rix = yr—Yjk (3.27)

P(t;) = P

La ecuacién (3.26) se puede considerar como una ecuacién integral de prmiera
clase de Fredholm siendo la incégnita la funcién perturbadora P(t). Siguiendo
a Fredholm se puede resolver asumiendo que P(t) puede representarse por una
expresién polinomial con un cierto error de truncamiento. [12]

De este modo el problema se reduce a resolver un sistema de ecuaciones
lineales algebreaicas cuyas incognitas son los valores de P, con k = 1,2,...,n
(siendo por ejemplonn=3 on=25).

Luego el proceso puede repetirse con sucesivos conjuntos de 3 o bien 5 puntos.

El proceso comienza por considerar en la ecuacién (3.26) como integrando
la expresiéon entre corchetes

@ (u) = fly.9,u) — f(y7, 5, u) + P(u) (3.28)

En la bibliograffa [31]-[32] se puede encontrar un andlisis completo de las
influencias de los errores inherentes por truncamiento y por los errores de medi-
ciones lo cual ha permitido el desarrollo de los siguientes procedimientos tedricos
y numéricos tendientes a anular o bien minimizar dichas influencias. De modo
que (3.26) toma la forma

Rj, = /t ) @ (w)(t, — u)du (3.29)

J

Consideremos tres instantes sucesivos t1, t2, t3 y definamos una funcién cuadratica
de interpolacién

z(u) = a+ bty —u) + c(ty —u)? (3.30)

tal que z(u) = ¢/ (u) en los tres instantes.
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Los coeficientes a, b, ¢ dependen del punto de referencia t; por ejemplo para
k =1 tenemos

a = @j1
1

b = ﬁ[?’@jl —4pjo + ;3] (3.31)
1

c = ﬁ[%pjl — 2040 + ;3]

donde hemos puesto ¢jr = ¢’ (tx) con (k = 1,2,3). Reemplazando op(u) por
z(u) en (3.29) e integrando obtenemos, para j = 2

1 5 1
Ry = h2[§%021 + E<P22 - ﬂ@%] + ol (3.32)

donde 41 es el error de truncamiento introducido al reemplazar z(u) por ¢(u).
Ahora ponemos

Afir = flyrs U te] — flYin, Uik te) (3.33)

~ R

Obviamente A f;;, = 0 para j = k y en virtud de (3.28) la ecuacién (3.32) se
reduce a la forma

5 1
Pit 5P = 5. Ps (3.35)

o 1

~ 1 1
Ro1 + ﬂﬁfzs - gAfm ~ T3

donde hemos puesto P; = P(t;) con i =1,2,3.
El mismo razonamiento puede realizarse combinando los tres puntos en va-
rios pares diferentes, por ejemplo, como ilustra la figura.

k=2 (3.36)
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Se obtienen asi cuatro ecuaciones lineales para P;, Py, P3 como sigue

B [ Rol — 2Afo1 + 5 Afa3 — 84 ]
P,
% i —n Pl Ri2— ZAfio+ A3 — 2 537)
~2 1w P2 R Rs2+ 1A fs1 — 5 A fag — 2% |
3
| -5 3§ L RQ3+iAf21+%Af23*;% i

donde la primera ecuacién es precisamente (3.35).
Conviene escribir el sistema en la forma

MP=R (3.38)

donde M €%*"3 es una matriz rectangular, P es el vector de las incégnitas
Py, Py, P3y Res el vector de los segundos miembros de las ecuaciones (3.37); este
sistema linela esta sobredeterminado y se puede obtener la matriz generalizada
de M

Mt = MMy MT (3.39)

que en este caso resulta exactamente

—09 37 13 -21
Mt=| 15 —05 —05 15 (3.40)
—21 13 37 —09

y tenemos entonces

P=M'R (3.41)
como solucién de cuadrados minimos de (3.38).

Cotas superiores de errores

En la bibliograffa ([31]-[32]) se puede encontrar un andlisis completo de las
influencias de los errores inherentes por truncamientos y por los errores de
mediciones lo cual ha permitido el desarrollo de los procedimientos tedricos
y numéricos que hemos descripto tendientes a anular o bien minimizar dichas
influencias. En suma se ha podido deducir que el error inherente al representar
el integrando en la ecuacién (3.26) por una interpolacién polinémica es del orden
O(h%).

Los errores de mediciéon producen en los resultados errores que, en partes
son proporcionales a % y en otras partes a h.

Esto indica que, en cuanto sea posible, para mantener esos errores dentro de
limites aceptables, conviene elegir para el intervalo h un valor de compromiso.
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Finalmente, en (3.40) la matriz generalizada no tiene errores y por tanto en los
resultados para las incégnitas P sus errores seran de la forma

§P=MT'R (3.42)
donde JR son los errores que afectan a las variables R.

Esquemas numéricos

Debido a la conocida propiedad de que en la interpolaciéon polinémica el
minimo error inherente de truncamiento ocurre en el punto medio to, resulta
mas conveniente calcular la perturbacién correspondiente al punto medio por la
simple férmula

Py =[1.5,-0.5,—0.5,1.5]".R (3.43)

De esa manera se saltea el calculo de P; y P;. El siguiente conjunto de
tres puntos se considera superpuesto sobre dos puntos del conjunto previo y de
nuevo se calcula la perturbacién en el punto medio del nuevo conjunto y asi
siguiendo. De esta manera se reducen los efectos del error inherente aunque al
costo de incrementar el esfuerzo computacional.

La ecuacién (3.43) puede escribirse también en la forma explicita

1
Py = Q[Rm + Rz + Riz + Roz — 6(Afa1 + Afas) + 2(Af12 + Afsz) — (Afsr + Af13)B.44)
donde
12
R, = ﬁ(yk — Yjk) (3.45)
y
Afjre = f Wk, te) = f(Yjr, i) (3.46)

Ademés es posible probar que una cota superior del error en P, debido a los
errores de medicién resulta ser

(3.47)

donde € es el error medido en la velocidad lo cual significa que en (3.47) el
error de medicién en posicién estd anulado mientras sélo influye el error en la
velocidad. Discusiones més refinadas se encuentran en [30],[31].
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3.4.1 Ejemplo 1 : Oscilador Harménico con una Pertur-
baciéon Sinusoidal

La correspondiente ecuacién diferencial es

i +woy = psin(wt) , y(to) =yo . y(to) = Yo (3.48)

donde p es un pardmetro constante de pequena magnitud y w # wy.
La solucién analitica del problema es

y(t) = yo cos(wo)t + %‘; sin(wot) + ﬁ sin(wt) (3.49)
y resulta
: . . paw
y(t) = —yowp sin(wot) + go cos(wot) + s cos(wt) (3.50)

Aqui nos proponemos estimar la presicién de uno de nuestros resultados en
el calculo de la perturbacion

P(t) = psin(wt) (3.51)

correspondiente a varios puntos t,. Para eso simulamos ”mediciones” de las
variables por medio de las férmulas

donde y(¢,,) e §(t,) se obtienen de las férmulas 3.49 y 3.50 y e y es son ”errores
de medicién” que se toman de una secuencia normal probabilistica de ”media
cero” y de ”variancia especifica” o. Ahora en cada intervalo (t,at,+1) usamos
dos soluciones analiticas "referentes” (sin perturbacién)

yn+1
Wo

Y (t) = Ynt1 cos(wot) + sin(wet) , T =t — tpi1 (3.53)

para obtener el residuo Ry nt1 = yn — Y (tn) v

Y (t) = Ynt1 cos(wot) + In sin(wet) , T =t —t, (3.54)
Wo
para el residuo Rpt1,n = Ynt+1 — ¥ (tn+1)
En este ejemplo hemos adoptado el siguiente conjunto de parametros involu-
crados en el problema
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wo=10, w=05, p=001, h=05, yo=1.0, §o=1.0, o = 10"(3.55)

Luego nos referimos a la formacion de la seccién 4: ” El Problema Inverso en
Sistemas Dindmicos” usando las férmulas (21) a (41) para obtener las estima-
ciones Pest(n) de la Tabla 1. Luego integramos el sistema de ecuaciones

d(yest)/dt = ypest
d(ypest)/dt = —w yest + Pest

(equivalente al sistema original 3.48) y que integramos en doble presicién por
el método de Runge Kutta-Fehlberg de orden 8 para obtener las dos ultimas
columnas de la Tabla 1.

DATOS ESTIMACIONES

t (n)  ymed (n) ypmed (n) P(n)*100 P (n) y (n)
0.0 1.00000 1.00667 0.000 0.000 1.00000
2.0 0.50440 -1.32187 0.841 0.840 0.5044
4.0 -1.39832 0.10038 0.909 0.910 -1.4
6.0 0.68827 1.2330 0.141 0.1 0.068827
8.0 0.83377 -1.13921 -0.756 -0.756 0.843
10.0 -1.39589 -0.29315 -0.958 -0.96 -1.39589
12.0 0.30354 1.38685 -0.279 -0.28 0.3035
13.0 1.33049 0.49380 0.215 0.2 1.3305

Tabla 3.1: Tablal: Ejemplol. Oscilador harménico con perturbacién sinusoidal

Pardmetros: wo =1 w = .5 mu = .01 h =.5 y(0) =1 yp(0) = 1 sigma =
.00001

3.4.2 Ejemplo 2 : Ecuacién de Van der Pol

En este ejemplo la ecuacién diferencial es

J+wiy=pl—y*)y, y(to) =yo . 4(to) = 9o (3.56)

donde i es un parametro constante y la ecuaciénpuede reemplazarse por el
sistema siguiente

Y1 = Y2 (3.57)
U2 = —wiyr + p(1 — y7)yo

yp (n)
1.00667
-1.3219
0.1004
1.2330
-1.1392
-0.293
1.313
1.313
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que puede considerarse como el caso de un oscilador harménico libre afectado
por una perturbacién

P(t) = p(l = y*)g (3.58)

Para obtener las estimaciones de P(t) hemos usado procedimientos enteram-
nete similares a los del ejemplo 1. Para simular las mediciones de y(n) y de yp(n)
hemos resuelto numéricamente con alta presicion el sistema 3.57 suméndole ”er-
rores de medicién al azar” como en el ejemplo 1. Para este ejemplo adoptamos
los parametros

wo=10, p=01,h=025, yo=1.0, 9% =0.0, 0 =1075 (3.59)

Como en el ejemplo 1 extendimos los célculos a dos periodos de orden 27.
Mientras en el ejemplo anterior la perturbacién P(t) era una suave funcién si-
nusoidal, en este caso P(t) experimenta muchos cambios abruptos en intervalos
cortos y por lo tanto su estimacion presenta un problema bastante mas dificul-
toso. Sin embargo nuestros resultados han sido de nuevo bastante satisfactorios
como se muestra en las ultimas 3 columnas de la Tabla 2.

En este y otros ejemplos hemos testeado problemas donde los valores exactos
de las perturbaciones se conocen exactamente (en este caso la perturbacién P(t)
estd dada por la férmula 3.51). Los valores estimados corresponden a los datos
confirmando la eficiencia de nuestros procedimientos.

DATOS ESTIMACIONES
t (n)  ymed (n) ypmed (n) P(n)*100 P (n) y (n)
0.0 1.00001 0.00003 0.000 0.800 1.00001
2.0 -0.47421 -0.99432 -0.770 -0.77 0.474
4.0 -0.72749 0.85618 0.403 0.40 -0.7275
6.0 1.19382 0.33547 -0.143 -0.14 1.1938
8.0 -0.21938 -1.30286 -0.124 -0.124 -0.2194
10.0 -1.12833 0.74653 -0.020 -0.020 -1.128
12.0 1.25439 0.77385 -0.444 -0.44 1.254
13.0 1.31833 0.63630 0.470 0.47 1.318

Tabla 3.2: Tabla 2: Ejemplo2. Ecuaciéon de Van der Pol

Pardmetros: wo = 1.0 mu = 0.1 h = 0.25 y(0) = 1.0 yp(0) = 0.0 sigma =
0.00001

3.5 Experimentos numéricos

El objeto escencial de estos experimentos es mostrar en el caso de varios sis-
temas dinamicos aplicaciones del método del Problema Inverso detallado en la

yp (n)
0.00003
0.9943
0.8562
0.3355
-1.3029
0.7465
0.774
0.6363
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seccion anterior. El procedimiento consiste en mostrar su capacidad y precision
comparando los resultados con los de una simulacién matematica del sistema
dindmico en cuestién donde se determinan anticipadamente las respuestas.

3.5.1 Movimientos planetarios

1. Descubrimiento de Neptuno

En el siglo XIX se observaron algunas irregularidades en el movimiento del
planeta Urano con respecto a las predicciones calculadas en base a la ley de
gravitacion. Dichas irregularidades tenfan una magnitud mayor que los posibles
errores de medicion de donde surgié la hipdtesis de la existencia de un planeta
hasta entonces desconocido cuyas atracciones gravitatorias podrian explicar las
irregularidades observadas en Urano.

Dos astrénomos, J.C. Adams en Inglaterra y U.J.J. Le Verrir en Francia,
trabajando independientemente, condujeron sus investigaciones, basadas estric-
tamente en la ley gravitatoria. En ambos casos el método consistié en establecer,
por intuicién, una érbita del planeta desconocido que luego fueron ajustando
hasta reducir a un minimo la magnitud de las irregularidades observadas en el
movimiento de Urano. Finalmente el planeta Neptuno fue encontrado, con error
de aproximadamente 1 grado sexagesimal con respecto a una posicién predicha
por Le Verrier en el ano 1864.

Este descubrimiento fue considerado uno de los hitos méas importantes en la
historia de la ”Mecanica Celeste”.

Aspectos fundamentales de los procedimiendos de Le Verrier se encuentran
detallados en la clasica obra de F. Tisserand ” Traité de Mécanique Céleste, vol.
1, ch. XXIII”.

Sin embargo, un siglo después, con cédlculos y métodos més precisos de ob-
servacion, se ha podido demostrar que las 6rbitas y masas atribuidas a Neptuno
por Adams y Le Verrier eran solo parcialmente correctas. De hecho, debido
a uina combinacién afortunada de las condiciones dindmicas y geométricas en
aquel momento, el efecto de los errores en la érbita y en la masa de Neptuno
adoptadas por Le Verrier fue considerablemente reducido en la posicién calcu-
lada que condujo al descubrimiento. [9]

Sigue ahora el proceso de simulacién matematica del ”descubrimiento” de
Neptuno como ejemplos del método del Problema Inverso que hemos desarrol-
lado.

En este experimento introducimos la simplificacién de considerar la inter-
accion gravitatoria entre Urano y Neptuno omitiendo la presencia de los demés
planetas del sistema solar, como lo hicieron Adams y Le Verrier; esto marca una
diferencia con el caso real que escencialmente no es significativa. Las ecuaciones
del movimiento de Urano son entonces

. U1 .
= —k*(1+ m) g+ P2 (3.60)

y1(to) = yi0, 9(to) = J10



52 CAPITULO 3. PROBLEMAS DINAMICOS DIRECTOS E INVERSOS

donde esta ecuacién responde a la forma general (3.21) de la teoria del pro-
blema inverso. En ella k2 es la constante de gravitacién. Debe entenderse que
el simbolo y es un vector de componentes cartesianas x,y, z. Los indices 1y 2
corresponden a los planetas Urano y Neptuno respectivamente.

La incégnita del problema es la perturbaciéon de Neptuno sobre Urano que,
teéricamente, tiene la forma

pl2) _ 2 Y —Y2 | Y2 361
v ma( A?,z + Tg’) ( )
con
A, = (m1—22)+ (1 — )’ + (21 — 2)° (3.62)
o= Wyt

En esta simulacién matemaética del problema las coordenadas cartesianas
de ambos planetas y sus perturbaciones ”observadas” fueron datos obtenidos
de las efemérides planetarias que regularmente se publican en el Astronomical
Almanac. Luego aplicando la teoria del problema inverso descrita en la seccién
4 se pudo obtener las componentes cartesianas de la perturbaciones de Neptuno
sobre Urano correspondientes a varias fechas sucesivas.

En este experimento para preservar las posiciones relativas de los dos plane-
tas similares a aquellas que ocurrieron durante las investigaciones de Le Verrier
adoptamos nuestros datos del Astronomical Almanac a intervalos regulares h =
1600 dias desde las fechas Julianas 2444680.5 (= 1981, Mar.17) hasta 2452680 (=
2003, Feb.10). Las dos tltimas conjunciones (es decir la minima distancia entre
Urano y Neptuno o sea la mdxima atraccién perturbatoria) habfan ocurrido
entre los aos 1822 y 1993.

Conviene notar que los periodos heliocéntricos de Urano y Neptuno son del
orden aproximadamente de 82.2 y 164.4 anos respectivamente.

Aplicando la teoria ya descripta del Problema Inverso se pudo obtener esti-
maciones de las componentes cartesianas de las perturbaciones de Neptuno sobre
Urano para las fechas mencionadas mas arriba cuyas magnitudes resultaron del
mismo orden que las simuladas (ver la tabla 1).

Finalmente de las perturbaciones estimadas se obtuvieron coordenadas he-
liocéntricas (x2, Y2, 22) estimadas de Neptuno resolviendo las ecuaciones simultdneas
(3.61) y (3.62). Estas ecuaciones son no lineales y su resolucién requiere un pro-
ceso tipo Newton-Raphson de iteracion convergentes. Para la masa desconocida
de Neptuno se debe adoptar un valor tentativo como procedié Le Verrier (ver
la tabla 2).

Obtenidas las coordenadas heliocéntricas (x2, Y2, 22) se pueden transformar
en coordenadas geocéntricas angulares (o, d) aplicando las conocidas férmulas

pcosdsena =y +Y =mn;psend =z + Z =¢ (3.63)
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donde p es la distancia geocéntrica de Neptuno y X, Y, Z son las coordenadas
geocéntricas del Sol; se obtienen entonces:

¢

tano = ﬁ; tand = ————
(X% +n?)

(3.64)

Si indicamos con Aa, Ad las diferencias de estos valores estimados con los
que resultan del modelo matemaético simulado se puede obtener el error angular
sobre la esfera celeste entre las posiciones estimada y simulada calculdndolo por
la expresion

ERROR = \/((cosd.Aa)? + (A6)?) (3.65)

En las tablas 1 y II se da un resumen de nuestros resultados. En la tabla I
se dan los resultados correspondientes a una sucesién de fechas desde los anos
1981 a 2003 a intervalos regulares de h = 1600 dias. En este caso se agregaron
a los datos de las observaciones simuladas errores al azar correspondientes a un
desvio standart de 0.5”.

Debe notarse que los mejores resultados se obtuvieron entre los anos 1985
a 1994 que son los méas préximos al ano 1993 cuando ocurrié la conjuncién, o
sea la distancia minima entre ambos planetas, similarmente a lo ocurrido en la
época de las investigaciones de Le Verrier.

En la tabla II, a doble entrada, se refiere a la fecha de 1994 y se dan los
resultados correspondientes por una parte a la relacién entre la masa adoptada
en el calculo para Neptuno con respecto a la masa verdadera, establecida poste-
riormente, y por otra a varios valores del desvio standart o de los errores al azar
agregados a los datos simulados. Los resultados se muestran uniformes para
los distintos valores de ambas variables. En particular los distintos valores de
la relaciéon de masas producen cambios en la distancia geocéntrica calculada de
Neptuno lo cual no introdujo cambios importantes en sus coordenadas esféricas.
Por otra parte la férmula (3.44) usada en los cdlculos es poco o nada sensible a
los errores de medicién en posiciones como se indicé en la férmula (3.47).

Se debe destacar [2] donde con un planteo diferente desde el punto de vista
matematico y con la presencia adicional de las atracciones del planeta Saturno
se obtuvieron también buenos resultados.

En [9] mostramos también buenos resultados para el caso de ser Saturno
perturbado por Jupiter, introduciendo la presencia adicional de los planetas
Urano, Neptuno y Plutén.
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mg/m, | = | 0.50 1.00 2.00
ol Errores
0”0 0°82 0°34 0°32
0”5 0°87 0°40 0°31
170 0°91 0°45 0°30

Tabla 3.3: Simulacién del descubrimiento de Neptuno. Fecha: 8/5/1994. Er-
rores en las posiciones geocéntricas estimadas.

Fechas Pert. simuladas | Pert. estimadas | Errores
17.0/3/1981 4.9 x 101 5.3 x 10~ 4°18
8.0/3/1985 7.6 x 1071 7.4 x 1071 2°72

20.0/12/1989 | 10.6 x 1071! 9.7 x 10~ 1°20
24.0/5/1994 12.0x 1071 10.9 x 10711 0°31
24.0/9/1998 10.8 x 1071 10.0 x 107 0°28
10.0/3/2003 8.1x 1071 8.0 x 10~ 0°32

Tabla 3.4: Simulacién del descubrimiento de Neptuno. Para variar fechas (h =
1600 dias). Errores en las posiciones geocéntricas estimadas (o = 0.”5).

3.5.2 Otras aplicaciones

1. La ecuacién de Van Der Pol tiene la forma (3.21)

i=[(y,9,1)+P(t) (3.66)

donde la funcién perturbadora tiene la forma

P(t) = p(1 - y*)y (3.67)

y las condiciones iniciales son y(to) = yo, ¥(to) = Yo-

La propiedad fundamental es que dependiendo de P(t) y de las condiciones
iniciales la solucién tiende a un ”ciclo limite” peridédico. Las aplicaciones
importantes son las de regular mateméticamente el funcionamiento de
sistemas eléctricos o dindmicos (ver fig.2).

En [10] se resuelve el problema de simular matematicamente el problema
para en base a un ciclo limite prefijado determinar numéricamente la
funcién perturbadora y las posiciones y velocidades resultantes.

2. En el funcionamiento de un GIROCOMPAS [8] son varias las perturba-
ciones que afectan a su funcionamiento. En el presente caso [11] hemos
hecho un detallado estudio de las perturbaciones més importantes que son
debidas a la posible asimetria de la masa giratoria y la posible flexibilidad
o falta de rigidez del eje giratorio.
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3. En el caso del movimiento geocéntrico de los satélites artificiales esta apli-
cacién [13] consiste en determinar las perturbaciones ocasionadas por el

frenado atmosférico y a la forma asimétrica (no esférica) del geoide ter-
restre.
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Capitulo 4

El Problema Inverso

4.1 El Problema Inverso para Ecuaciones Difer-
enciales Ordinarias de Primer Orden

4.1.1 Introduccién

Consideremos la ecuacion diferencial

dy

5 = fGy(®) + Pt y(t) (4.1)

donde f(t,y(t)) es una funcién conocida y P(t,y(t)) es una funcién de magnitud
relativamente pequena que se trata de calcular cuando se conocen como datos
medidos fisicamente valores de y(t;) con errores de mediciones aleatorios dy(¢;)
correspondientes a instantes discretos del tiempo ¢t; con ¢ =1,2,....

Por tanto tendremos

y(t:) = y(t:) + oy(t:) (4.2)

4.1.2 Teoria y Ejemplos

Comenzamos por establecer un problema de referencia obtenido de (4.1) qui-
tando la perturbacién P(t,y(t))

v =ty D) (4.3)

adoptando para ambas ecuaciones (4.1) y (4.3) las mismas condiciones iniciales
en el punto ¢;

y(t;) =y ;) = 3;. (4.4)
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Aplicando en (4.1) la férmula de Taylor con solo un término mds el resto en
forma integral resulta

y@o:ym4)+/w<ﬂmyw»+Pw»mL (4.5)

ti—1

Por simplicidad escribimos (4.5) en la forma

Yi = yi1 + Ji(f (w,y(w) + P(u)) (4.6)

donde para cualquier funcién g(u) ponemos

mwmzfimmm (4.7)

ti—1

En lo que sigue denotaremos con y; ;—1 el valor de la solucién del problema
en t; cuando la condicion inicial tiene el valor medido §;_1 en la forma

Yiio1 = Jim1 + Ji(f(u, ¥ (w))). (4.8)

Restando la ecuacién (4.8) de (4.6) y en virtud de (2.1) obtenemos

Ui — Yii—1 + 0y — 0yi—1 = Ji(Af(u) + P(u)). (4.9)

donde

Af(u) = flu,y()) = fu,y™™ (u)). (4.10)

Asumiremos que todos los puntos ¢; son equidistantes con paso h. Esta condicién
no es estrictamente necesaria pero simplificard las explicaciones. Las integrales
Ji(g(u)) se pueden aproximar por sumatorias directas como

Jilg(w)) =h(>_ Apgr +T) (4.11)
k

donde Ay son coeficientes apropiados y T es un error de truncamiento. En cada
punto la expresién (4.9) puede aproximarse por

Afric1 = ftrs k) — f(tr, Yr,i-1) (4.12)

con error
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Ofe = ftr,y(tr)) — f(trs Ur) (4.13)
Definimos también
Rij = (Ui — yij)/h (4.14)
y
AF; =Y ApAfiia. (4.15)
k

Usando estas definiciones la expresién (4.8) se reduce a

ZAkPk = Ri,i.l —AF; +¢ (416)
k

con

€ = (5:’-/1 — 5yi,i—1)/h T — Z Ak(ka (417)
k

Despreciando por el momento los diferentes errores contenidos en € resulta una
ecuacion lineal

Z AxP, = R 1 — AF, (4.18)
k

donde las incognitas Py son valores aproximados de Ptj con errores 6P, =
P(ty) — Py que satisfacen

> ApdP, =e (4.19)
k

Para determinar los valores de P, podemos seleccionar un pequeno nimero
de instantes t1,...,t, (digamos n = 3 o bien n = 5) y establecer un nimero
N > n de ecuaciones como (4.18) correspondientes a diferentes instantes ¢ y
usando diversas férmulas como (4.11). De ese modo se puede establecer una
variedad de esquemas basados en sistemas de ecuaciones lineales no singulares
o no mal condicionadas y que tiendan a disminuir y ain eliminar los efectos de
errores de aproximacion.

En el caso presente hemos usado para la integraciéon numérica de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden conocidas férmulas del tipo Adams-
Moulton como:
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Fémula de orden 2 (Regla Trapezoidal):

Ji(g(t)) = h(gk + 9k—1)/2; (i =k) (4.20)

Foérmula de orden 3:

Ji(g(t)) = h(5gk + 8gx—1 — gr—2)/12; (i = k) (4.21)

Consideremos tres puntos sucesivos ti,ta,t3: aplicando la férmula (4.21)
para i = 3 y teniendo en cuenta la ecuacion diferencial propuesta se obtiene

(=P + 8Py + 5P3)/12 = Rz + (Af1z2 — 5A fz0) /12 (4.22)

que es una ecuacién lineal en las tres incégnitas Py, P, y P3. Aplicando las
férmulas (4.21) para ¢ = 3 y para i = 1 (en sentido inverso) y (4.20) para i = 2
saliendo sucesivamente desde kK = 1 y k = 3 (en sentido inverso) (Ver la figura
ilustrativa para el cdlculo de P,) resulta el sistema de ecuaciones lineales

MP =D (4.23)
donde
-1 8 5
0 -6 —6
M=1/12)| o o (4.24)
6 6 0
PT = (P, P, Ps) (4.25)
y

R3y — (5Af32 — Af12)/12
Ros + Afas/2

Rip — (Af32 — 5A f12)/12
Ro1 — Afor/2

D= (4.26)

Obviamente la ecuacién es precisamente (4.22). Como (4.23) es un sistema
lineal de cuatro ecuaciones para tres incognitas calculamos por el criterio de
cuadrados minimos el vector aproximado de las tres incégnitas

P=M*'D (4.27)
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K = 0,01 h =20
t Perturbations
k exact | estimated (o = 0) | estimated (o = 1079)
1| w/2-h | 0.009957 0.009955 0.009943
2 w /2 0.010158 0.010159 0.010131
3| m/2+h| 0.010364 0.010362 0.010319

Tabla 4.1: The inverse problem for the equation y'(t) = cost + K (y(t) — sint).

donde M+ = (MTM)™*MT es la inversa generalizada de M (con M7 es la
matriz transpuesta de M) que para este caso resulta ser numéricamente

—2.0 —15 +1.0 +25
M*=| 415 +1.0 —1.5 -1.0 (4.28)
~1.0 —25 +20 +15

Combinando estos resultados con (4.19) es posible obtener una estimacién
de los errores que afectan los valores P calculados por (4.27).

Ejemplo 1

La ecuacién diferencial propuesta es

y'(t) = cost + K(y(t) —sint), y(0)=1

cuya solucién exacta es

y(t) = sint + exp(Kt).

Para la constante k hemos fijado el valor 0.01 y el valor exacto de las per-
turbaciones incognitas que hemos estimado es

P(t) = K(y(t) — sint).

Para los tres puntos que consideramos en la teorfa adoptamos t1 = 5 —h, to = §
y t3 = § + h y para h adoptamos un valor apropiado. Para simular los datos
numéricos medidos calculamos en los tres puntos los correspondientes valores
exactos de P(t;) a los que agregamos "errores de medicién” como nimeros
aleatorios de una ”distribucién normal” de media cero y valores respectivo de
”desvios standard” ¢ =0y o = 107°.

En este caso, las funciones involucradas no tenian singularidades y los errores
inherentes al método fueron despreciables.

Ejemplo 2
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K = 0,01 h=02
t Perturbations
k exact | estimated (o0 = 0) | estimated (o = 107°)
1| m/2-h | -0.00801 -0.00776 -0.00750
2 w /2 -0.01000 -0.01010 -0.01090
3| m/2+h|-0.01199 -0.01137 -0.01170

Tabla 4.2: The inverse problem for y'(t) = y(t)/sint + K(cost — 1).
La ecuaciéon diferencial es

y'(t) = y(t)/sint + K[cos(t) — 1]

cuya solucién general es

y(t) = C'tan(t/2) + K sint.

Ademés, el valor exacto de la perturbacién es P(t) = k(cos(t) — 1).

Aqui tomamos el valor de la constante ¢ = 1. La ecuacién diferencial tiene
singularidades en los puntos ¢t = 0 o bien ¢ = w. Entre dichos limites la corre-
spondiente constante de Lipschitz puede alcanzar valores altos y provocar resul-
tados erroneos en las aproximaciones numéricas, lo que requiere la utilizacién
de valores pequenos del paso h. En los calculos usamos esquemas similares a los
del Ejemplo 1.

4.1.3 Ejemplo 3: Problema de dos ecuaciones rigidas tratadas
por métodos de Bulirsch y Stoer y de Extrapolacién
al limite

Ecuaciones:
dy(z)1
yc(l.:;) = 2¢ "(cosx + senx)
dy(x)2
y(gi) = 2¢""(cosx — senx)
Soluciones:
y(z)l = —2e cosx

y(x)2 = 2e"Tsenx

Datos para iniciar el programa: htotarc = .2617993877991494radianes =
longituddelpaso htotarcgrad = 15grados
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h (in) z (in, 1) z(in, 2)
0 H -1.491417051182184 | .398499721996547
1 H/2 | -1.488016330866393 | .398499721996547
2 H/4 | -1.487163789062534 | .398499721996547
3 H/8 -1.4869505063686 .398499721996547
4 H/16 | -1.486897176498158 | .398499721996547
5 H/32 | -1.486883843455826 | .398499721996547
6 H/64 | -1.486880510159325 | .398499721996547
7 H/128 | -1.486879676832955 | .398499721996547
8 H/256 | -1.486879468501221 | .398499721996547
9 H/512 | -1.48687941641828 | .398499721996547

Para realizar los calculos siguen los pasos A, By C

A: Resultados con la REGLA DEL MEDIO PUNTO MODIFICADO poniendo
H = htotar resultan para sucesivos valores del paso h

Errores con h = H/512 = .113269292952137D — 04 er(1) = —.174D — 07,
er(2) = .224D — 07

B: METODO INTERPOLATORIO DE AITKEN para las variables z(in, 1)
y z(in,2). Por ese método se pueden obtener dos ecpresiones polinémicas de la
forma

Py(h) = C1(0) + C1(1)h + C1(2)h* + ... + C1(9)h°
Pg(h) = CQ(O) + CQ(l)h + C2(2)h2 + ...+ C2(9)h9

donde los coeficientes C1(j) y Ca(j) con j = 1,2,...,9 son constantes que inter-
polan respectivamente los resultados de A.

C: EXTRAPOLACION AL LIMITE h = 0 variable(1) = C1(0) = —1.486879399057303
, error = —.666D — 15 variable(2) = C3(0) = .398408134219879 , error =
—483D — 14
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4.2 Conclusiones

La mayor dificultad de nuestro problema es la inestabilidad, en el sentido de que
los pequenos errores en los datos provenientes de las mediciones puedan aparecer
amplificados en los resultados finales de la incégnita P(t). Nuestras férmulas
especiales pueden reducir y hasta eliminar estos efectos. La introducciéon de un
problema de referencia reduce la principal incégnita a la funcién P(t), la cual del
tamao de sus derivadas, reduciendo los efectos de los errores de truncamiento.
En caso de que se considere necesario obtener un modelo de la perturbacion
nuestro método puede ser usado como una primera aproximaciéon. De sus resul-
tados deberia ser posible construir un modelo apropiado que pueda ser ajustado
por STOCHASTIC METHODS. Nuestro método es de cardcter general en el
sentido de que puede ser aplicado a cualquier problema fisico dindmico o de
cualquier otro tipo, que pueden ser representados por ecuaciones diferenciales
de las formas antes vistas. Para terminar, queremos expresar nuestros agradec-
imientos al referee por su cuidadosa evaluacién y por sus comentarios que nos
ayudaron a mejorar este articulo.



Capitulo 5

Métodos de Euler y
Lagrange

Estos métodos equivalen esencialmente a las leyes de Newton y tienen mayores
aplicaciones en campos avanzados de los Sistemas Dindmicos.

Este capitulo contiene definiciones y conceptos fundamentales y ejemplos
ilustrativos.

5.1 Definiciones y conceptos fundamentales

Consideremos un Sistema Dindmico compuesto por N particulas que evolu-
cionan sujetas a determinadas fuerzas aplicadas y a posibles restricciones
o vinculos representados también por fuerzas de vinculo que prefijan deter-
minadas trayectorias del movimiento (por ejemplo condiciones de movimientos
circulares u otras formas geométricas).

La representacion matematica del Sistema se hard por un conjunto de vari-
ables funciones del tiempo ¢;(¢)(i = 1,2, ...,n) que se denominan coordenadas
generalizadas y n = a es el nimero de grados de libertad.

Para referir el movimiento de las particulas en el sistema con respecto a
un sistema cartesiano (x,y, z) usaremos los sistemas de ecuaciones de transfor-
macién de la forma

Ty = $u(Q17Q27~-~>th)
Yo = Yulq1,92,-5Gqn,t) (5.1)
2y = ZU(thQa"'aqn?t)

y en la forma vectorial siendo r = zi + y} + 2k

Ty = Tv(q1,q2,---7qn,t) (52)

65



66 CAPITULO 5. METODOS DE EULER Y LAGRANGE

5.2 Caractéres de los sistemas dinamicos

5.2.1 Sistemas Holonomicos y No Holonomicos

Cuando se trata de sistemas de particulas sujetas a vinculos que gobiernan sus
posiciones relativas que se pueden escribir como

f(?"l,TQ,...,N):O (53)
el sistema se llama Holonomico; en el caso contrario es No Holonomico.

Un ejemplo del primer caso es el de un cuerpo de particulas rigido cuyo
vinculo puede expresarse por una ecuacion de la fomra

(Ti — T’j)2 — dfj =0 (54)

Otro ejemplo es el de una particula vinculada a moverse sobre una curva o
superficie plana prefijada matematicamente.

Un ejemplo del caso No Holonomico es el de una particula moviéndose en
un campo gravitacional en la parte superior de una esfera de radio p donde no
se verifican esas condiciones donde puede ocurrir que

r2—p2>0 (5.5)

en cuya situacion la particula puede caer por accién gravitatoria y no cumplir
la condicién (5.4).

1. Un sistema dindmico se titula Reonémico cuando las condiciones (5.1) y
(5.2) dependen explicitamente del tiempo ¢ y Escleronémico en el caso
contrario.

2. Un sistema es Conservativo si las fuerzas aplicadas F), a las particulas
de masa m, se derivan de una funcién potencial V' (o energia potencial)

y No Conservativo en el caso contrario.

3. Energia cinética total de un sistema

| X
_ 22
T = B 321 My, (5.6)
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4. Fuerzas generalizadas Si W es el trabajo total realizado por las fuerzas
F, entonces

N
dW =" dadga (5.7)
a=1
donde
N
ory
b= F,—~ 5.8
; 90n (5.8)

5.2.2 Nota sobre restricciones o vinculos

El concepto de restriccién o vinculo aplicado a un sistema dindmico por medio
de alambres o superficies o vallas es apropiado solo en el caso de sistemas
macroscopicos o de dimensiones mayores. Pero en la Fisica moderna los sis-
temas mas importantes se refieren a los fenémenos atémicos, donde las particu-
las son moléculas, 4tomos y particulas menores ejerciendo acciones mutuas. En
estos casos las limitaciones o restricciones son hipdtesis matematicas apropiadas
para el desarrollo de las teorids tendientes a explicar fenémenos observados o
resultados de experimentos sisteméticos.

Por ejemplo podemos considerar el electrén spin al que se atribuye un
movimiento giratorio como cuerpo rigido poseyendo una carga negativa e, una
velocidad v y una masa m variable, por la teoria de la Relatividad, segin la ley

m=mo(l - (v2/¢*)) !

donde mg corresponde a v — 0 y ¢ es la constante universal de la velocidad de
la luz en el vacio.

Debe notarse que esta misma ley aplicada al movimiento del planeta Mer-
curio ha permitido estudiar con presicién su movmiento en la cercania de su
movimiento respecto al Sol.

5.2.3 Espacios de Riemann

Los espacios en que se da una ley para medir la distancia entre dos puntos de
coordenadas x;, z; + dx; y por tanto, por integracién, la longitud de una curva
cualquiera, se llaman espacios métricos. La expresion para esta distancia puede
ser muy general, pero el caso més estudiado y mas importante en las aplicaciones
es el que supone que la distancia elemental ds entre dichos puntos estda dada a
por una expresién de la forma

d82 = gijda:idxj (59)
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donde las g;; son funciones de las coordenadas x; que se supone admiten derivadas
parciales continuas hasta cierto orden llamado clase del espacio (en general igual
o mayor que 4)

Def 1: Los espacios métricos en los cuales la distancia elemental se define por
una expresién de la forma (2.111) con el determinante |g;;| de los coeficientes
distintos de cero se llaman espacios de Riemann

A veces se exige la condicién de que la dsitancia entre dos puntos reales
sea siempre real, es decir, que la forma cuadratica g;jdz;dr; sea siempre posi-
tiva. Sin embargo, en las aplicaciones de la teoria de la relatividad general esta
condicién no se cumple; y como, por otra parte, la diferencia entra ambos casos
aparece Unicamente en algunos detalles secundarios, en todo lo que digamos a
continuacién se puede prescindir de esa condicion.

El plano y el espacio ordinarios , con las métricas usuales ds? = dz? + dz3
y ds? = dz? + dx3 + dx3 son los ejemplos méas simples de espacios de Riemann
de 2 y 3 dimensiones respectivamente.

5.2.4 Curvas extremales

Sean A, B dos puntos fijos de un espacio de Riemann y

x,=x(t) (1=1,2,3...,n) (5.10)

las ecuaciones paramétricas de una curva que los une. Supongamos que a t = tg
corresponde el punto A y a t = t; el punto B.

Sea F(z;,x}) una funcién de las variables x; y de sus derivadas x} = dz;/dt.
Consideremos la integral

t1
I= F(z;,2))dt (5.11)
to

extendida a lo largo de la curva (5.10).
La curva de ecuaciones paramétricas

yi(t) :xl(t) —I—Ghi(t) (7, = 1,2,...,n) (512)
donde € es una constante y las h; son funciones cualesquiera (derivables) con las
condiciones

hi(to) = hi(t1) =0 (5.13)
seran también curvas que unirdan A con B y que tomando e suficientemente

pequefio seran tan préximas como se quiera a la curva (5.10). Se llaman curvas
variadas de la (5.10). Para ellas la integral (5.11) toma el valor
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ty
L = / F(x; + eh;, ) + ehl)dt (5.14)

to

Para € suficientemente pequetio vale el desarrollo de Taylor

bt OF OF
I =1 Zh 4+ = n 2(... 1
: +€/to (axihz—kaﬁm)dt—i—e( ) (5.15)

donde bajo el signo integral el indice i se entiende sumando de 1 a n. Integrando
por partes y teniendo en cuenta (5.13) se tiene

hor , od (OF
am(ihidt_/to hi (8:0) dt (5.16)

to
con lo cual el término del desarrollo (5.15) que contiene € a la primera potencia
y que se representa por 61 se puede escribir

WTr9F  d (OF

Esta expresion se llama primera variacion de la integral I.

Las curvas que se anulan a la primera variacién, cualesquiera que sean las
funciones h;, es llaman curvas extremales de la integral I. De (5.17) se deduce
que las curvas extremales son aquellas que satisfacen a las ecuaciones diferen-
ciales

oF d (OF .
7o~ i () =0 6= b2 .

que se llaman FCUACIONES DE EULER

Obsérvese que si I # 0, el valor de I no puede ser ni maximo ni minimo
con respecto al correspondiente para curvas préximas, puesto que cambiando el
signo de €, (5.15) nos dice que también la diferencia Iy — I cambia de signo, o
sea, existen curvas proximas para las cuales es I} > I y otras para las cuales es
I < I. Luego:

Una condicion necesaria, aunque no suficiente, para que la curva (5.10) haga
que la integral I tome un valor mdzimo o minimo, es que sean una extremal, es
decir, que satisfaga las ecuaciones (5.18).

5.3 Meétodos de Lagrange

[11]
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Las fuerzas generalizadas se pueden relacionar con la energia cinética por el
sistema de n ecuaciones

d (0T or
ﬁ(@)_a%_QW (5.19)

que son validas solo cuando el sistema dindmnico es holonomico. Este sistema
suele denominarse con el nombre de ecuaciones de Lagrange pero es mas comun
para designar casos en que el sistema es conservativo, es decir cuando las fuerzas
dependen de una funcién potencial —V (71, ra, ..., r,) de posicién e independiente
del tiempo ¢ y se expresan por la ecuacién en derivadas parciales de ¢;

F,=-V,V (5.20)

y las fuerzas generalizadas se pueden escribir en la forma

(97“1‘ 6r¢
= Fi—=- V.V— 5.21
O sea
oV
Qj = o (5.22)

La expresién (5.19) puede ahora escribirse como

d <6T>_8(T—V):O (5.23)

% 67(]] 6%‘

Siendo la funcién potencial de posicién e independiente de las velocidades
puede incluirse un término adicional en el primer término de (5.24)

d (0T -V)\ OT-V)
dt ( dd; > g (5:24)

Finalmente introduciendo la funciéon Lagrangiana

L=T-V (5.25)

la ecuacién (5.19) se transforma en el sistema de Ecuaciones de Lagrange en
su forma mas usual

d (0L oL
a(57) -5 =0 (>20)
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5.3.1 Ejemplo

Determinar la lagrangiana de un péndulo simple y obtener la ecuacién que
describe su movimiento

1. Escogemos como coordenada generalizada el dngulo 6 que forma la cuerda
del péndulo OB con la vertical OA (véase la figura). Sil es la longitud
OB, entonces la energia cinética es

R S S SR S ST P
T—2mv —2m(19) —2m19 (5.27)

La energfa potencial de la masa m (tomando como nivel de referencia el
plano horizontal en el punto més bajo A) estd dada por

V=mg(OA—-0C) = mg(l —lcost)

= mgl(1 — cosb) (5.28)
Asf la lagrangiana es
1 .
L=T-V = §m1292 —mgl(1 — cosh) (5.29)
2. La ecuacién de Lagrange es
d (0L oL
= (aé) ~ 5 =0 (5.30)
de (5.29)
oL oL -
20 = —mglsend , 5" mi*0 (5.31)
Sustituyendo en (5.30) tenemos
mi* + mglsend = 0 0 6 + %sen@ =0 (5.32)

lo cual es la ecuacién de movimiento pedida.
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5.4 Ejemplo: Problema de la curva Brachistochrona
Este problema consiste en encontrar la curva entre dos puntos sobre la cual una
particula de masa m cae a partir del reposo por acciéon gravitatoria desde el
punto O = (0,0) més alto a otro A = (xg,yo) més bajo en tiempo minimo

Si v es la velocidad a lo largo de la curva entonces para el tiempo necesario
para recorrer una parte ds de la mimsa el problema consiste en minimizar la

integral
A A
t:/ @:/ dt (5.33)
o Vv 0

Aplicando el teorema de la conservacién de la energia tenemos

1
mqyo + 0 =mg(yo —y) + gm(dS/dt)2

luego ds/dt = ++/2gy donde el signo positivo de la raiz corresponde a la
variacion creciente de y. El tiempo total empleado para bajar desde y = 0

hasta y = yo, siendo ds = /1 + (y’)?dx resulta

TR,
t_m/o Vi (5.34)

Poniendo

F=y1+)y (5.35)

la condicién de que ¢ sea un tiempo extremal minimo es que F verifique la
ecuacion de Euler

d OF  OF

%(8y”) Ty =0 (5:36)
y
OF OF 1
-1 2\—=1/2,7, —1/2 -1 12\1/2, —3/2 37
oy 1+y") """y > 5L+ %y (5.37)

Sustituyendo ésta en (2.111), haciendo la derivacién indicada con respecto a
x y simplificando obtenemos la ecuacién diferencial

L+ +2yy" =0 (5.38)

que corresponde a la curva Brachistochrona.
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Por un cambio de variables se transforma la (5.32) en un par equivalente de
ecuaciones paramétricas.
Ya que x no aparece en la ecuacién diferencial, hagamos 3’ = u asf que

y_du_dudy _du, _ du
_dx_dydx_dyy o dy

Entonces la ecuacién diferencial se convierte en
du 2udu dy

1+u?+2pu— = — =
+u+yudy 001+u2+y 0

Integrando obtenemos

In(1+u?) +In(y) = Ind) o (1 +u?)y=0b

donde b es una constante. Entonces

/_@_ b—y

Cdr Y

va que la pendiente debe ser positiva. Separando las variables e integrando,

encontramos
b—
T = / —ydy +c
Yy

Haciendo y = bsen?6, podemos escribir

/ bsen29
== 72
x / bcos29 bsenbcosfdo +c

1
= 2b/56n29d0 +c= b/ (1 — cos*0d) + ¢ = 51)(29 — sen20) + ¢

Entonces las ecuaciones paramétricas de la curva requerida son

1 1
x = 51)(29 —sen20) +c, y = bsen?d = §b(1 — c0s20)

va que la curva debe pasar por x = 0,y = 0, tenemos ¢ = 0. Entonces haciendo

1
¢—297 a—ib



74 CAPITULO 5. METODOS DE EULER Y LAGRANGE

las ecuaciones paramétricas requeridas son

x = a(¢p — send), y = a(l — cosd) (5.39)

Las ecuaciones (5.33) son las ecuaciones paramétricas de una cicloide. La
constante a se debe determinar en tal forma que la curva pase por el punto A.
La cicloide es la trayectoria descrita por un punto fijo sobre un circulo que rueda
a lo largo de una linea dada.

5.5 Definicién del Principio de Hamilton

39]

La formulacién elemental de las leyes mecdnicas de Newton involucra el con-
cepto esencial de Fuerza. El principio de Fuerza de Hamilton invoca en cambio
el concepto de Energia aunque resulta equivalente al de fuerza, pero en casos
mas complicados en las aplicaciones puede resultar ventajoso. El principio de
Hamilton asume conocimiento de la Energia Cinética 1" del sistema mecanico
como funcién de las coordenadas y posiblemente del tiempo. De la forma fun-
cional de ellas el principio permite la deduccién de las coordenadas en funcién
del tiempo.

El principio postula que la integral

/ v (5.40)

t1

debe tomar un valor estacionario. El integrando se denomina la funcién La-
grangiana (L). Consideramos aquf sélo los sistemas conservativos es decir que
la funcién V es funcién de las coordenadas pero no del tiempo. En primer lugar
trataremos el caso de la masa puntual (m) en tres dimensiones rectangulares
(z,y, z) funciones del tiempo.

Tenemos

1
T = im(scf +yZ +27) (5.41)
y
V=V(z,y,z2) (5.42)
de manera que
1
L= 5m(ac%’ +yi422) -V (5.43)

En este caso, de acuerdo a las leyes de Newton, las férmulas del movimiento
son
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d ov d av d ov

La aplicacién del principio de Hamilton es ventajosa por ejemplo en el caso
de una particula moviéndose en un campo de fuerzas centrales. En ese caso las
leyes de Newton requieren la transformacion de las coordenadas de las fuerzas
a nuevas coordenadas. En cambio en este caso usando coordenadas polares
tenemos

m

T = 5(7“? +7%97) , V. =V(r) (5.45)
Las variables r y ¢ son independientes y las correspondientes ecuaciones de
Euler son

d

dt

1%
— 2 e
(mry) — mre; 3 (5.46)

%(mrzwt) =0 (5.47)

La primera es la ecuacién radial del problema del movimiento planetario
(—=0V/Or = const/r?); el término mrp? representa la fuerza centripeta que
aparece automaticamente en la teoria. La segunda ecuacién es la segunda Ley
de Kepler que establece que el area barrida por el radio vector es %7’2 (dep/dt).

Consideremos ahora un problema fisico mas complicado con n puntos masa
introduciendo n coordenadas generalizadas ¢; (con ¢ = 1,2,3,...,n ) siendo n
el nimero de grados de libertaddel sistema que se suponen independientes del
tiempo. El principio de Hamilton establece entonces que

ta
/ (T(q1q2 - - - Gns q1¢G2t - - - qnt) — V(q1 ... qn)]dt =0 (5.48)
t1

cuyas respuestas son las ecuaciones de Lagrange

T  doT 9V

- = i=1.2 ... 5.49

Para ilustrar otro caso que requiere el uso de coordenadas generalizadas
consideremos un campo eléctrico en el que ¢ es una carga e ¢ = ¢; es una
corriente en un circuito cuya capacidad es C'y L su autoinductancia donde se
puede demostrar que la correspondiente féormula de la energia total es

1 1¢?
LR+ - 5.50
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El primero de los dos términos puede considerarse como la energia cinética
T y el segundo como la energia potencial V' siendo ¢ que una coordenada gen-
eralizada y la correspondiente ecuacion de Lagrange toma la forma

d’q ¢
Ldt2 + c= 0 (5.51)

Esta es una ecuacién diferencial que modela matematicamente las oscila-
ciones naturales de un circuito eléctrico sin resistencia. Andlogamente pueden
tratarse ejemplos con fenémenos eléctricos y posiblemente térmicos, para los
que conviene consultar tratados modernos sobre ” Aplicaciones de la Dinamica
a la Fisica y a la Quimica”’. Por ejemplo, el comportamiento de un ciruito
eléctrico que incluye como control un Triodo al vacio,0 mas modernamentem,
un Transistor, ambos sensibles al calor.

El Triodo consiste en un tubo de elevado grado de vacio con el suceptible
de ser controlado por un circuito especial dotado de una fuente de calefaccion.
Por un tubo asi constituido sélo puede pasar corriente eléctrica en el sentido
del anodo frio al catodo pues en estas condiciones emitira electrones el catodo.
Si entre el dnodo y el cdtodo se halla inercalada una rejilla metdlica (grilla)
cada vez que ésta se carga negativamente se opone a la emisién de electrones
por el catodo, es decir, interrumpe la corriente del circuito, y cada vez que se
carga positivamente favorece la emisién de electrones y refuerza la corriente del
circuito.

Un Semiconductor es un elemento material cuya conductividad eléctrica vari-
able puede contribuir a controlar un circuito ya sea como aislante o como con-
ductor. Los semiconductores mds usados son el silicio (Si) y el germanio (Ge)
siendo mas estable el primero que le segundo en la fabricacién de los com-
ponentes electronicos. Los resultados que se obtienen con el triodo o con el
semiconductor son similares.

En la obra de Pontryagin se incluye en detalle una extensa monografia debida
al cientifico ruso A.A.Andronov donde se describe la evolucién del circuito en
base a las siguientes hipdtesis:

En la figura (7.7) se representan los tres terminales del triodo a(anion)
s(grilla) y k(cation). Entre s y k existe una diferencia de voltaje Us; entre
s y k no fluye la corriente mientras de a a k fluye una corriente anddica I, del
circuito. Por hipétesis existe una relacion

Io = f(Us) (5.52)
donde la funcién f se denomina la caracteristica del triodo que se representa en

la figura (7.7). Ademas, por hipétesis,

im f(U,) =0, lim f(U,)=Iy (5.53)

Us——o0 Ugs——+oo
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donde Iy es la corriente de saturacion del triodo (fig 7.7). También se asume
que la existencia de cuatro puntos de union a, k, s, b tales que el triodo aks tiene
una capacidad eléctrica C, una resistencai en ab igual a R, una induccion en bk
igual a L. Por otra parte las inducciones mutuas entre kb y ks constituyen una
induccién negativa M, siendo M # 0.

La incégnita fundamental del sistema es J(¢) tal que

L+ RJ+J/C = (1/C)f(MJ) (5.54)

De un extensivo andlisis se deduce que las posibles soluciones constituyen un
”Ciclo Limite” compuesto por una solucién periddica estable y otras soluciones
que tienden todas infinitamente a la tangencia con la solucién periddica.

Andlogos resultados que se generan a partir de las soluciones de la ecuacion
de ”Van Der Pol” de que se trata en el capitulo sobre problemas ciclicos libres.

5.6 Definiciones de Ciclos Limites

El concepto de Ciclo Limite fue introducido por el matematico francés Henri
Poincaré; desde entonces dicho concepto tiene importancia en la teoria de las
ecuaciones diferenciales ordinarias y en sus aplicaciones cientificas y técnicas.
En el caso més general de este concepto se trata de un sistema de ecuaciones de
la forma

gi = filyr, - yn) 1=1,2,...n (5.55)

cuyos segundos miembros son funciones vectoriales definidas y tienen derivadas
parciales 0f /0y en algin dominio A del espacio de las fases R de las variables
y;. En el caso que n = 2 se tratara del plano de las fases p donde se simplifican
las explicaciones.

Consideremos una solucién periédica aislada de las ecuaciones (5.55) de la
forma y = ¢(t). Siendo K su trayectoria cerrada en el plano P, la denominamos
un ciclo limite con la siguiente condicién: siendo 7 un nimero y ¢ un punto
cualquiera del plano P cuya distancia a la trayectoria K es positiva y menor
que 7 una solucién de (5.55) que pase por el punto ¢ no es periédica

5.6.1 Teorema 1: L.S.Pontryagin (1962)

La curva cerrada K separa al plano en dos dominios, uno interior y otro exterior,
y las trayectorias distintas que no sean K seran interiores o exteriores; si en
ambos casos tienden asintéticamente a K el ciclo limite se considera estable. Si
las trayectorias exteriores divergen de K el ciclo limite es inestable. [46]

5.6.2 Teorema 2: Poincaré (1882), Bendixson(1901)

Cada solucién aproximada de un sistema bidimensional como (5.55) debe alter-
nativamente
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1. tender asintéticamente a un punto critico donde f; = fo = 0, o bien

2. ser periodica, o bien

3. tender a un ciclo limite

[47] [48]



Capitulo 6

Precision y estabilidad

6.1 Sobre integracion numérica de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

En una publicacién anterior (Proceedings of the Symposium N° 25 of the Iner-
nacional Astronomical Union, Salénica, 1966) el autor presenté un método para
la determinacion de errores propagados en los procesos de integracién numérica
de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Dicho método se basa en la
teorfa asintdtica de la propagacién de errores (es decir cuando el paso de inte-
gracién tiende a cero). EN el presente trabajo se puntualizan las dificultades
que puede presentar la aplicacion de este método especialmente en relacién a los
fenémenos de inestabilidad inherente de las ecuaciones. Se describen algunos
ejemplos concretos detallando especialmente las técnicas de aproximacién de
funciones usadas y de la programacién para su ejecuciéon en computadora.

79
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6.1.1 Introduccion

Todo sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, de orden N y con condi-
ciones iniciales dadas en un punto t = a puede reducirse a la forma general

= f(t,:t)
z(a) = =z (6.1)

donde z y f(¢,z) son vectores de N funciones respectivamente y o un vector
de N constantes.

Poniendo t,, = a + nh, supongamos que para resolver el sistema (2.111) se
usa un algoritmo recursivo que puede ser de la forma general

k k
Do awng; =hY Bif(tntss Tnys) (6.2)
t=0 =0

donde las «o; y §; son constantes. [28]
Aplicando este algoritmo se obtienen nimeros z, y después de N pasos el
error acumulado es la diferencia

EO = z(t,) — %, (6.3)

que se puede escribir en la forma

EW = [2(ty) — zp] + [Tn — Tn) (6.4)

La primera diferencia es el error acumulado de truncamiento que indicare-
mos con T, y la segunda diferencia es el error acumulado de redondeo que
indicaremos con R,

Una vez realizada la integracién numérica del sistema (2.111) por el método
(6.2) se puede determinar un vector P(t) de funciones empiricas P (t), Pa(t), ..., Pn(t)
que pueden ser, por ejemplo, polinomios u otras funciones simples ajustadas en
modo de representar del mejor modo posible las respectivas componentes de @, .

Ahora se puede establecer un nuevo sistema de ecuaciones, que hemos de-
nominado el ”Problema Vecino” de la forma siguente.

Z = f(t,z)+ P(t) - f(t, P(1)
z(a) = P(a) (6.5)

Evidentemente la solucién de este problema es el vector z = P(t). Si inte-
gramos numéricamente el sistema (6.5) por el mismo método (6.2) obtendremos
de nuevo vectores de ntimeros z,, y el error acumulado después de n pasos serd,
exactamente,
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EM =Pt) -z, (6.6)

Si las funciones interpolantes P(t) se representan con buena precisién los
resultados numéricos Z, del problema original éstos diferirdn poco de los re-
sultados numéricos z, del problema vecino y se puede esperar que el compor-
tamiento de los errores sea muy similar en ambos problemas. En otras palabras
E,(Ll), dado por (6.6), podria adoptarse como una buena estimacién de EY
definido en (6.3).

Se puede probar que esta tultima afirmacién es correcta cuando se cumplen
las siguientes condiciones:

Hin - P(tn)H _ 2
Hgﬁg’“) _ p(p+1)(tn)H } <6 =0(h%) (6.7)

donde p es el orden del método (6.2) usado para la integracién numérica y EAARY
es la aproximacién numérica de la derivada (p + 1)-ésima de z(t,,).

Nuestra demostracién estaba basada en los resultados de la teoria asintética
(cuando h — 0) de la propagacién de errores que puede describirse, en lineas
generales, del siguiente modo. (Ver P. Henrici, 1962, 1963).

Primero es necesario hacer algunas hipétesis acerca del comportamiento local
de los errores que pueden resumirse en la forma siguiente. Se supone que el error
local de truncamiento puede expresarse en la forma

d(p‘i’l)x

T) =~ At +D)

(6.8)

donde C es una constante.
Se suponde también que el valor medio o esperanza matematica del
error local de redondeo se puede expresar en la forma

E{R(t)} = pQ(t) (6.9)
donde g es una constante y Q(¢) una funcién dada.

Bajo estas hipdtesis los errores acumulados después de n pasos de integracién
numérica pueden estimarse como sigue:

Primero es necesario establecer un sistema de ecuaciones-sistema varia-
cional del problema original (2.111)- que tiene la forma

w' =Gt 2)w+T(t), wa)
m' = G(t,z)m +mG*(t,x) + Q(t) , m(a)

0
0

(6.10)
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donde G(t, z) es la matriz Jacobiana (0f(t, z(t))/0x) y G*(¢, ) es su conjugada
transpuesta.

Estas ecuaciones son de la forma lineal, no-homogénea, y podrian resolverse
por métodos conocidos. Halladas las soluciones w(t) y m(t) se obtiene una
estimacién de los errores acumulados por las férmulas

T, = hPw(t,) + O(hP+Y)

E{R,} = L~ [m(t,) + Ohlogh] (6.11)
Kh
donde K es una constante.

En la aplicacién de este procedimiento surge la dificultad de que la solucién
x(t) del problema original, que por supuesto se desconoce, aparece en el se-
gundo miembro de las ecuaciones variacionales (6.10). Teniendo en cuenta (6.8)
también aparece en la primera de las ecuaciones (6.10) la derivada (p+ 1)-ésima
de x que también es desconocida.

Lo que se suele hacer es subsituir z(t) y 1 (t) por sus aproximaciones
numéricas T, y P obtenidas en el curso de la integracién numeérica del
problema original y luego resolver también numéricamente el sistema variacional
(6.10) para obtener finalmente las estimaciones (6.11).

El resultado fundamental obtenido en nuestro trabajo mencionado maés ar-
riba es el de que el método del Problema Vecino para estimar errores es numéricamente
equivalente al de las ecuaciones variacionales que acabamos de describir. La
ventaja esencial del método del Problema Vecino es que elimina la necesidad
de hacer hipdtesis previas tales como (6.8) y (6.9) acerca del comportamiento
local de los errores. Por otra parte su aplicacién es relativamente simple pues
requiere hallar las funciones P(t) por cualquier procedimiento corriente de in-
terpolacién y luego integrar el Problema Vecino usando exactamente el mismo
método empleado para el problema original.

Hemos aplicado este procedimiento en varios casos particulares y en lo que
sigue damos una descripcion detallada de algunos ejemplos. En los ejemplos
cuyas soluciones analiticas del problema original son conocidas los errores acu-
mulados podian determinarse con exactitud y compararlos con las estimaciones
obtenidas con nuestro método.

6.1.2 Ejemplos
6.1.3 Ejemplo 1: Funciones Elipticas de Jacobi

El problema original es aqui el siguiente

¥y = zox3, v1(0)=0

xy = —maz3, 22(0)=1

rh = ——mmy, 23(0) =1
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Se sabe que las soluciones analiticas de este problema son las funciones
elipticas de Jacobi

x1 = sn(t, k)
o = cn(t, k)
x3 = dn(t, k)

para el médulo k igual a % Estas funciones se encuentran tabuladas en nu-

merosas publicaciones o bien pueden calcularse mediante series con toda la ex-
actitud que se desee. [44],[45]

Para la integracién numérica del problema hemos utilizado en este caso el
método de Runge-Kutta, cuyo error de truncamiento local es T = O(h®), re-
alizando los calculos con 16 cifras significativas. Substrayendo los resultados
numéricos de los valores correspondientes calculados por series representati-
vas de las funciones elipticas obtuvimos los errores reales acumulados (E{O))n,
(B5” ) (B5 )

Para aplicar nuestro método de estimaciéon de errores usamos primero la
férmula de interpolacién de Bessel para hallar tres polinomios P;(t), Pa(t) y
P;(t) de 14° que representaban los resultados numéricos 71, Zo y T3 respectiva-
mente en 15 puntos equidistantes en el intervalo total de integracién que fue de
NUMERQO pasos. Con dichos polinomios formamos el Problema Vecino

2y = ziz3+ P(t) — Py(t).P3(t) , 21(0) = P1(0)
2 = —z123+ Py(t) + P{(t).Pi(t) , 22(0) = P2(0)
4= —gam PO+ L POP)  2(0) = PA(0)

Aplicando de nuevo el método de Runge-Kutta integramos este sistema obte-
niendo resultados numéricos z7, z2 y 23 obteniéndose entonces como estimacion
de los errores acumulados en el problema original las diferencias

1%

(B, = (EM), = Bi(ta) — (Z)a
i =1,2,3

Los resultados obtenidos se resumen en la Tabla I. Observamos que en todos
los casos el error fue estimado correctamente no sélo en su orden de magnitud
sino también en dos y a veces tres de las cifras del error mismo. Este hecho
ofrece la posibilidad de usar estimaciones para corregir los resultados de una
integracién numérica y ganar asi algunas cifras significativas més. Es precisa-
mente lo que hemos hecho en el ejemplo siguiente.
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N° de Pasos 18 45 84

dn(t,k)

error est. —.585210710 | —.425210719 | 4+.5383210~°

error real —.586 —.428 +.5379
cn (t,k)

error est. —.29692107Y | —.1125210~8 | —.1861x10~8

error real —.2963 —.1126 —.1862
sn(t,k)

error est. +.9492107° | +.1125210~8 | +.1940210~?

error real +.950 +.1126 +.1948

Tabla 6.1: Funciones el” ipticas de Jacobi. Errores acumulados estimados y

reales.

6.1.4 Ejemplo 2: Una solucién periddica del problema re-
stringido de los tres cuerpos

Aqui el problema es el siguiente

donde

po, P'(0) =pp
a0 , ¢'(0) =q

o1(p,a,4') » p(0) =
¢2(p7 qap/) ) q(O) =

¢1=2Nq¢ —Mp(r—>—1)—(p—1)(s"*—1)
¢ =—2Nq — Mp(r~> —1) —q(s™ - 1)

s=p-17+¢
M2=1+M

72 =p? + ¢
B 1
"~ 1047.355

Este sistema corresponde a la trayectoria de un asteroide atraido solamente
por el Sol y Jupiter y moviéndose los tres cuerpos en un mismo plano. Las
coordenadas (p, q) del asteroide se refieren a un sistema cartesiano con origen en
Jupiter y rotando con velocidad angular consante igual al movimiento medio de
Jupiter con respecto al sol. Aplicando los métodos desarrollados anteriormente
por E. Rabe (1961), E. Goodrich (1966) ha encontrado que las condiciones
iniciales. NOTA AL PIE

p(0) = 0,4, q(0) = 1,039230484541326

p'(0) = 0,3734167717137303 , ¢'(0) = 1,072052429894477
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corresponden a una solucién periddica cuyo periodo vale aproximadamente ¢t =
6,3. Deprit y Palmore (1966) han hallado que esta solucién pertenece a una
familia de érbitas peridédicas de tipo estable. Sin embargo, para 5 < t < 6 se
produce un paso del asteroide muy proximo al Sol en cuyo caso los segundos
miembros de las ecuaciones diferenciales crecen muy réapidamente y el proceso
de la integracion numérica se torna inestable. Esta situacion podria remediarse
efectuando una transformacién de variables para regularizar tiempo y coorde-
nadas. Sin embargo en el caso presente no hemos hecho dicha transformacion
dejando crecer libremente los errores acumulados en el proceso de integracion
para comprobar hasta qué punto nuestro método de estimacion de esos errores
es eficaz.

Notamos que en este ejemplo no tenemos, como en el anterior, una solucién
analitica del problema que nos permita hallar exactamente los errores acumula-
dos para compararlos con los errores estimados. Por eso hemos usado primero
un procedimiento de integracién muy preciso para usar sus resultados como
términos de comparacién. Luego integramos de nuevo el sistema por un proceso
menos preciso en el cual estimamos los errores por el método del Problema Ve-
cino. Al mismo tiempo hallamos los errores "reales” por comparacién con los
resultados del método mas preciso antes mencionado.

Como procedimiento mas preciso usamos el llamado método de Steffensen
en el que las soluciones p, g se desarrollan en series de Taylor cuyos coeficientes
se determinan a cada paso por un sistema de férmulas recursivas. Para este
problema el método de Steffensen lo aplicamos exactamente en la forma indicada
por Rabe en el trabajo mencionado anteriormente; tomamos 16 términos de la
serie de Taylor y operamos con 16 cifras significativas. Luego constatamos,
usando nuestro método de estimacién de errores, que en ningin caso estos eran
mayores, en valor absoluto, que 1072,

Como procedimiento preciso usamos el método de Runge-Kutta en la forma
corriente. Para ello mediante el cambio de variable

’ /
T1 =P, T2=¢, T3=pP , T4 =(¢

obtenemos el sistema original equivalente

.'17/1 =3, l‘g == ¢3($1,$27$3,$4)

x’z =24, SCQ = ¢4($17$2,$3a$4)

donde

¢3 =2Nxy — May(r™2 —1) — (1 —1)(s73 = 1)
¢4 = —2Nx3 — Mao(r™3 —1) — xz9(s73 = 1)

2_ 2., .2 2 2., .2
re=ux7+ax5 s =(x;1 —1)°+ a5

El correspondiente Problema Vecino es ahora
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2y =23+ Pl(t) — P3(t) , 23 = ¢3(21, 22, 23, 24) + P3(t) — 3(Pr, PaPsPy)
Zé =2z4+ PQI(t) - P4(t) s ZAIL = ¢4(21722,237Z4) + Pi(t) - ¢4(P1,P27P3,P4)
ZJ(O) :PJ(O) ,7=12,3,4

donde los sfmbolos P;(t) representan las funciones interpolantes de los valores
numéricos Z1, To, I3, T4 respectivamente.

Para la integraciéon numeérica usamos el método de Runge-Kutta operando
con 16 cifras sigmficativas. Pero ademds corregimos sistematicamente la solucién
por el siguiente procedimiento.

Después de calcular los primeros 15 pasos aplicamos nuestro método de esti-
macién de errores y correspondientemente aplicamos dichas estimaciones como
correcciones a los resultados obtenidos con el método de Runge-Kutta. Después
de esto proseguimos por otros 15 pasos la integracién numérica del problema
original a partir de los resultados del 15° paso ya corregido. Luego estimamos
los errores de esta 2a. etapa de 15 pasos y corregimos como antes la solucién
numérica y asi sucesivamente por etapas de 15 pasos cada una. El procedimiento
se iustra graficamente en la Figura y los resultados obtenidos se resumen en la
Tabla 2. Como indicamos anteriormente en dicha tabla, llamamos error real a
la diferencia entre la solucién obtenida por el método més preciso (Método de
Steffensen) y la solucién obtenida por el método menos preciso (Runge-Kutta
con correcciones sisteméticas).

La Tabla estd dividida en dos partes: la primera cubre el intervalo 0 <
t < 4,95 donde la integracion se realizé con un paso constante h = 0,05. La
segunda parte corresponde al intervalo 4,95 < ¢ < 5,60 donde ocurre el paso
del asteroide muy proximo al Sol y el proceso numérico se torna inestable. En
este intervalo usamos un paso de integracién cinco veces menor que en el primer
intervalo pero aun asi la solucién se deteriora rapidamente y ya para t = 5,50
antes de cumplirse el priodo orbital practicamente se han perdido todos los
decimales correctos.

La estimacién de los errores es muy buena en la primera parte. En la segunda
la estimacion es en general buena excepto en algunos lugares donde los errores
estan sobreestimados por uno o dos érdenes de magnitud y dos lugares donde
los errores estan subestimados.

6.1.5 Ejemplo 3: Ecuaciones Linealizadas del Problema
Restringido de los Tres Cuerpos

El problema original es aqui el siguiente

" -2y =2z
y' + 22 =2y
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N° de Pasos 20 60 99 124 139 154
Tiempo 1.00 3.00 4.95 5.20 5.35 5.50
z1(p)
error est. +.2740210~7 | —.93z10~8 +.14721076 +.921079 +.12107° +.721073
error real +.2742 —.92 +.146 +.4 +.2 +.3
z2(q)
error est. | +.180321077 | —.872107% | +.2312107% | +.8210% | +.100210~* | 4+.152102
error real +.1805 —.86 +.230 +.6 +.004 +.02
z3(p)
error est. +.486210~7 | +.919210~% | +.797210°6 +.1z1077 +.3210~¢ +.2321072
error real +.488 +.922 +.795 +.2 +.9 +.08
z4(q)
error est. —.288x107 +.5021078 —.103621075 | —.072107% | +.169210~* | +.17210~!
error real —.287 +.48 —.1035 —.14 +.004 +.03

Tabla 6.2: Una solucién periddica del problema restringido de los tres cuerpos.
Errores acumulados estimados y reales.

Estas ecuaciones son formalmente iguales a las que se plantean cuando se
estudian los pequeos movimientos del asteroide en proximidad de uno de los
centros de liberacion del sistema.

La solucién general es de la forma

pero con las condiciones iniciales

resulta la solucién particular

Tr =

z(0) = -2, 2/(0) =2, y(0)

y = 2e 'sent

—2e~teost

e'[ersent — cacost] + e ![ezsent — cycost]

= e’|cicost + cosent| 4+ e “|czcost + cysen

0, y(0)=2

La trayectoria definida por estas ecuaciones es una espiral logaritmica que
tiende asintéticamente hacia el origen de coordenadas.
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El proceso de integracién numérica es altamente inestable porque después
que empiezan a acumularse los primieros errores de los resultados numéricos ya
no corresponden a la solucion particular y los términos exponenciales crecientes
de la solucién general comienzan a afectar drasticamente los resultados.

El proceso numérico se efectud sobre el sistema equivalente

T =19
Th =13
Th =14
r) = —4dxy

con las condiciones iniciales

1‘1(0) =0 y .732(0) =1 s .’133(0) =-2 s $4(0) =2

estando relacionadas las nuevas variables a las anteriores por las expresiones

_1 —
371—231, r3 =T

1
x2:§y’,x4=x'

Para la integraciéon numérica hemos usado tres métodos diferentes para com-
parar su eficacia y también para comprobar la influencia relativa de los errores
de truncamiento y redondeo.

Método I : Series de Taylor (método de Steffensen) con 12 términos (T =
O(h'?)) operando con 8 cifras significativas (R = O(107%)).

Método II : Runge-Kutta (T = O(h®)) operando con 9 cifras significativas
(R=0(1079)).

Método IIT : Series de Taylor (método de Steffensen) con 8 términos (T =
O(h®)) operando con 16 cifras significativas (R = O(10719)).

Como funciones de interpolacion usamos en todos los casos polinomios de
colocacién o sea polinomios que representan exactamente los resultados de la
integracién numérica en varios puntos consecutivos. En nuestro caso usamos
polinomios de 5° grado que representaban grupos de 6 puntos consecutivos; los
coeficientes de dichos polinomios los calculamos por un procedimiento especial
basado en la férmula de Newton de diferencias divididas.

En la Tabla IIT resumimos nuestros resultados, que revelan en primer lugar
que la soluciéon numérica de este problema esta afectada principalmente por la
acumulaciéon de errores de redondeo. En efecto, los resultados obtenidos con
el Método II, que tiene un error de truncamiento mucho mas grande que el del
Método I pero que fue aplicado con una cifra significativa més, son considerable-
mente mejores. Aun mejores son los resultados del Método IIT donde el error
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de truncamiento es de un orden intermedio entre los de los otros métodos pero
donde los célculos se efectuaron con 16 cifras significativas.

La estimacion de los errores fue en todos los casos muy satisfactoria; es
interesante notar que la integral de Jacobi que en este caso debiera ser igual
a cero no da en este caso una buena indicacién de los errores, como se observa
al pie de la Tabla III en las columnas correspondientes al Método I.
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N° de Pasos 80 200 320 360
Tiempo 4.0 10.0 16.0 18.0
Metodo 1 11 111 1 11 111 111 111
21(y/2) ) )
error est. +.102103 —.33210~7 33210713 +.41210 1 —.28z10~ % +.13210— 10 +.49210~8 +.082108
error real +.13 —.89 +.39 +.55 —.44 +.23 +.82 +.33

!
z2(y"'/2)
error est. +.092103 +.85210 7 29210~ 13 +.48z10~1 +.2121074 +.15210710 | 4 07z10=7 | —.39210=7
error real +.11 —.29 +.52 +.60 —.22 +.27 +.12 —.65
z3(x)
error est. —.23z10— % +.312106 .08z10~ 13 +.14210~ 1 +.98z10" % +.43z10— 11 +.4721078 —.08210~6
error real —.48 +.31 +.24 +.11 +.44 +.89 +.84 —.14
w4(a’)
error est. —.232103 +.26010 6 .07z10~ 12 +.68x10 1 +.182103 —.23z10— 11 — 500108 —.08z10 6
error real —.32 +.30 —.19 —.08 +.13 —.45 —.79 —.14
INT. JACOBI | —.69x10—% —.37210—4

Tabla 6.3: Ecuaciones linealizadas del problema restringido de los tres cuerpos.

Errores acumulados estimados y reales.
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