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Poliedros

Una infroduccién a la geometria y el dlgebra de
los complejos simpliciales

Jonathan A. Barmak



Prefacio

La topologia algebraica se ocupa, en gran medida, de estudiar propiedades topo-
l6gicas de los espacios por medio de invariantes algebraicos. Por ejemplo, los grupos
de homologia, el anillo de cohomologia y los grupos de homotopia pueden utilizarse
para probar que dos espacios no tienen el mismo tipo homotépico. Calcular estos
invariantes en un espacio arbitrario no es una tarea sencilla. Sin embargo, muchos
de los espacios que conocemos tienen una descripcién combinatoria que permite que
este trabajo se simplifique. Los poliedros son espacios topolégicos que se consiguen,
salvo homeomorfismos, uniendo simplices, es decir, puntos, segmentos, tridngulos,
tetraedros y andlogos de dimensién mayor. La clase de los poliedros incluye, por
ejemplo, a todas las variedades diferenciables, en particular, a los discos, las esferas,
los espacios euclideos y las superficies.

Las estructuras combinatorias con las que modelaremos a los poliedros son los
complejos simpliciales. Un complejo simplicial K es un conjunto V' junto con un sub-
conjunto S C P (V) del conjunto de partes finitas de V, que es cerrado por inclu-
siones. Cada complejo simplicial tiene asociado un espacio topoldgico y cada funcién
combinatoria entre complejos simpliciales (morfismo simplicial) induce una funcién
continua entre los poliedros asociados. Si bien no toda funcién continua entre polie-
dros es la inducida por un morfismo simplicial entre los complejos simpliciales, el
Teorema de aproximacién simplicial dice que toda funcién continua es homotépica
a una simplicial, siempre que permitamos subdividir al complejo del dominio. Este
resultado permite convertir problemas continuos en problemas discretos y, en parti-
cular, estudiar la teoria de homotopia de poliedros con herramientas combinatorias.

A diferencia de lo que ocurre con espacios arbitrarios, la homologia de los po-
liedros puede calcularse algoritmicamente. La homologia simplicial de un complejo
simplicial se define de manera similar a la singular, como la homologia de cierto
complejo de cadenas. La homologia simplicial de un poliedro coincide con la singu-
lar. De este modo, al tener una descripciéon combinatoria de un espacio, el célculo
de la homologia pasa a convertirse en un problema simple. Cuando combinamos el
Teorema de aproximacién simplicial con elementos bésicos de dlgebra homolégica,
surgen resultados sorprendentes como el Teorema del punto fijo de Lefschetz, que di-
ce en particular, que si un poliedro compacto X tiene todos sus grupos de homologia
de torsidn, entonces toda funcién continua X — X tiene un punto fijo. Esto genera-
liza el conocido Teorema del punto fijo de Brouwer. Cabe sefialar que el Teorema de
Lefschetz no vale para espacios métricos compactos, en general. Este ejemplo mues-
tra una segunda ventaja que se manifiesta al trabajar con complejos simpliciales: no
s6lo el célculo de invariantes homotdpicos se simplifica en este contexto, sino que,
al reducir la clase de espacios considerados, se obtienen resultados mas fuertes que
no valen para espacios topoldgicos en general. Otro resultado en esta direccién es el
Teorema de Whitehead, del cual se deduce que todo poliedro simplemente conexo
con grupos de homologia triviales es necesariamente contréctil. Este teorema no vale
para espacios topoldgicos arbitrarios, aunque si para los denominados CW-complejos,
que son una clase que contiene propiamente a los poliedros. Un CW-complejo tiene
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una descripcién hibrida, combinatoria y topolégica.

El objetivo de estas notas es dar una introduccién a esta parte combinatoria de la
topologia algebraica, presentando resultados basicos sobre complejos simpliciales y
algunas de las herramientas clasicas que se usan en el area para estudiar invariantes
homotépicos.

En la primera seccién de este apunte introduciremos la nocién de complejo sim-
plicial, de morfismo simplicial y la de los espacios y funciones continuas modelados
por ellos. En la segunda seccién estudiaremos subdivisiones, probaremos el Teore-
ma de aproximacién simplicial y veremos algunas de sus aplicaciones. La Seccién 3
estd dedicada a definir la homologia simplicial de un complejo, de un morfismo, la
homologia relativa de un par y probar resultados elementales como el Teorema de
escision. En la seccién siguiente probaremos que los grupos de homologia simplicial
son un invariante homot6pico. Con este fin demostraremos el Teorema del acyclic
carrier, una de las herramientas algebraicas esenciales en esta teorfa. Aqui veremos
aplicaciones clasicas como el Teorema de no retraccién, el Teorema del punto fijo
de Brouwer y que espacios euclideos de distinta dimensién no son homeomorfos.
En la quinta seccién definiremos el niimero de Lefschetz A(f) de una endofuncién
f : X — X de un poliedro compacto. Luego probaremos el Teorema del punto fi-
jo de Lefschetz mencionado antes, que afirma que si A(f) # 0, entonces f tiene un
punto fijo. En la Seccién 6 mostraremos que la homologia simplicial de un poliedro
coincide con su homologia singular. Finalmente, en la tltima seccién estudiaremos
complejos simpliciales asociados a conjuntos parcialmente ordenados, el Teorema A
de Quillen en este contexto, que da una condicién suficiente para que un morfismo
de posets induzca una equivalencia homotépica a nivel continuo, y aplicaciones de
este resultado como el Teorema de Dowker.

Este apunte esta dirigido a alumnos que hayan cursado la materia Topologia de
la licenciatura y supone conocidos los contenidos del programa. De todos modos,
los resultados necesarios se recuerdan y enuncian en el texto y se dan referencias
en los lugares pertinentes. No es imprescindible tener conocimientos previos sobre
homologfa singular.

Estas notas siguen parte de las clases que di en la materia optativa Topologia Al-
gebraica en el primer cuatrimestre de 2013 en nuestro departamento. Dos excelentes
libros que desarrollan con més profundidad los temas estudiados en este texto, y
que contienen gran parte de los resultados presentados, son “Elements of Algebraic
Topology”de J.R. Munkres [22] y “Algebraic Topology”de E. Spanier [26]. Varias de
las demostraciones que aqui aparecen estdn inspiradas en las expuestas en dichas
referencias.

En este apunte no estudiaremos cohomologia, grupos de homotopia ni CW-com-
plejos. El lector interesado en estos temas puede consultar referencias clasicas como
[11,14, 16, 17,18, 22, 26, 27, 28].

Quiero agradecer a Ivan Sadofschi Costa por leer estas notas, por sus correcciones
y comentarios.

Buenos Aires Jonathan A. Barmak
Junio de 2014
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1. Complejos simpliciales y sus espacios asociados

En esta primera seccién introduciremos la categorfa de complejos simpliciales,
cuyos objetos y morfismos tienen una descripcién discreta. A continuacién veremos
como el funtor realizacion geométrica asocia a cada complejo simplicial un espacio
topolégico y a cada morfismo simplicial una funcién continua.

Complejos simpliciales abstractos

Definicién 1.1. Un complejo simplicial (abstracto) K consta de un conjunto Vi cuyos
elementos se denominan vértices y un conjunto Sk, cuyos elementos son subconjun-
tos no vacios finitos de Vi, que es cerrado por inclusiones (i.e.sic € Sk y 0 # 7 C o,
entonces 7 € Sk) y tal que {v} € Sk para todo v € V. Los elementos de Sk se lla-
man simplices de K.

Ejemplo 1.2. Existe un complejo simplicial K que tiene a Vx = {1, 2,3} como con-
junto de vértices y a Sk = {{1}, {2}, {3}, {1,3}} como conjunto de simplices.

Como el conjunto de simplices determina el conjunto de vértices, a menudo se
identifica el complejo simplicial K con Sk. Si o € Sk, escribimos también o € Ky
siv € Vi escribimos v € K.

Sio € K tiene n + 1 elementos, decimos que o es un n-simplex y que la dimensién
de o es dim(o) = n.Si ) # 7 C o, decimos que 7 es una cara de o. Si ademds
dim(7) = dim(o) — 1, 7 se dice cara inmediata de o. En el ejemplo de arriba {1} es
cara inmediata de {1, 3}. El simplex {1, 3} tiene tres caras en total, {1}, {3} y {1,3}.
En general un n-simplex tiene 2"*! — 1 caras.

La dimension de un complejo simplicial K es dim(K) = sup dim(c). Puede ser
ceK
infinita. Un complejo K se dice finifo si tiene finitos vértices o, equivalentemente, si

tiene finitos simplices.
Ejemplo 1.3. El complejo K = {0 C N| o # (), #0 < oo} tiene dimensién infinita.

Ejemplo 1.4. Sea X un conjunto y sea i/ = {U,}c; una coleccién de subconjuntos
de X. El nervio N (U) de U es el complejo simplicial cuyos vértices son los j € J tales

que U; # 0 y cuyos simplices son los conjuntos J' C J finitos tales que () U; # 0.
jeT

Un subcomplejo de un complejo simplicial K es un complejo simplicial L tal que
St C Sk . En este caso notamos L < K. Un subcomplejo L de K se dice pleno si cada
simplex de K que tiene todos sus vértices en L es un simplex de L.

Ejemplo 1.5. Sea K = {{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{1,2,3}} y sea
L = {{1},{2},{3},{1,2},{1,3}}. Entonces L es un subcomplejo de K pero no es
pleno.



Complejos simpliciales y sus espacios asociados 3

Figura 1: Cinco subconjun-
tos del plano y su nervio.

Cuando los complejos simpliciales tienen pocos vértices, a menudo se utilizan
diagramas que permiten visualizarlos mds rapidamente. Consideraremos un punto
en el plano por cada vértice y la capsula convexa de algunos de esos puntos si cons-
tituyen un simplex. Los complejos K y L del ejemplo anterior aparecen graficados
en la Figura 2.

4
K ; L,

Figura 2: Un complejo simplicial 3 /\ 3

K y un subcomplejo L. 2 2

La Figura 1 muestra una coleccién de cinco subconjuntos del plano y el diagrama
que representa al nervio de esa coleccién. Veremos més adelante que en realidad esta
representacion grafica describe al espacio topologico que se le asocia a cada complejo
simplicial. Estos diagramas, ademds de representar a los complejos de una manera
alternativa, muestran la geometria detras del complejo abstracto.

Sea K un complejo simplicial y sea n € Ny. El n-esqueleto de K, denotado K™, es
el subcomplejo de K formado por los simplices de dimensién menor o igual a n.

Si ¢ es un simplex de un complejo K, notamos & al subcomplejo de K formado
por las caras de ¢ (junto con o).

Definicién 1.6. Sean K y L dos complejos simpliciales. Supondremos Vx NV, = 0.
En caso contrario cambiamos el nombre de los vértices de L para que valga esta
condicién. El join K = L entre K y L es el complejo simplicial que tiene conjunto de
vértices Vi U Vi, y cuyos simplices son los simplices de K, los de L y las uniones de
un simplex de K y uno de L. El join estd bien definido salvo nombres de los vértices.

Por ejemplo, el join entre un n-simplex y un m-simplex es un (n+m+ 1)-simplex.

Definicién 1.7. Sean K y L dos complejos simpliciales. Un morfismo (simplicial) ¢ :
K — L es una funcién ¢ : Vi — V;, que manda simplices en simplices, i.e. ¢(o) € L
para todo o € K. En este caso también decimos que ¢ : Vi — V1, es simplicial.

Observacion 1.8.

(i) La identidad 1x de un complejo K es un morfismo.

(if) Composicién de morfismos es morfismo.

(iii) Si L < K, lainclusién i : L — K es un morfismo. Restricciones de morfismos a
subcomplejos son morfismos.

(IV) Si ©1 ¢ Kl — L1 Yy 92 - KQ — L2 son morfismos, ©1 * P2 Kl * K2 — Ll * LQ
definida como ¢; en los vértices de K;, es simplicial.
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Figura 3: Tres funciones de vértices entre complejos simpliciales. La primera no es
un morfismo simplicial. Las otras dos si.

Definicién 1.9. Un morfismo ¢ : K — L se dice un isomorfismo si existe un morfismo
v : L — K tal que Yo = 1 vy ¢t = 11. Dos complejos simpliciales K, L se dicen
isomorfos si existe un isomorfismo K — L.

Realizacion geométrica

Cada complejo simplicial determina un espacio topoldgico, que en realidad es un
espacio métrico cuando el complejo es finito. Veremos que muchos de los espacios
que conocemos son espacios asociados a complejos simpliciales.

Definicién 1.10. Sea o un n-simplex de vértices vg, v1, . . ., vy. La realizacion geométrica
|o| de o es un espacio topoldgico. El conjunto subyacente de |o| es el conjunto de
expresiones formales
n
E tivi
=0

tales que t; € R paracadaiy ) t; = 1. La topologia de |o| es la inducida por la

métrica
d(z tivi, Z 5iv;) = Z(ti — 5;)2.

Notar que |o| es homeomorfo al n-simplex estindar

An ={(zo,21,....20) ER™ [ w; =1, 2; >0V i}

A, A
1

A\

Figura 4: Los simplices
estdndar de dimensiones
0,1,2y3.

Definicién 1.11. Sea K un complejo simplicial. La realizacion geométrica | K| de K es
un espacio topolégico. El conjunto subyacente de | K| es el conjunto de expresiones

azZth

veEK
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tales que ¢, € Ry paracadav, ) t, =1y elsoportesop(a) = {v € K |t, >0} de
veEK
o es un simplex de K.

Para cada simplex o € K se tiene una inyeccién i, : |o| — |K| que manda ), t,v
veo
en Y s,v,dondes, =t,paracadav € cys, =0siv ¢ 0.Siz € |o],identificaremos
veK
x con i, (x). La topologia de | K| es la topologia final respecto de las funciones i, con

o € K. Es decir, la topologia mads fina que se le puede dar al conjunto |K| que hace a
las i, continuas. En otras palabras, U C |K]| es abierto si y s6losi U N |o| =i ;1 (U) es
abierto en |o| para cada o € K. Esto es equivalente a decir que F' C | K| es cerrado si
y sblo si F N |o| =i !(F) es cerrado en |o| para cada o € K. Recordar también que
como | K| tiene la topologia final respecto de las i,,, una funcién f : |[K| — X, donde
X es cualquier espacio topoldgico, es continua si y sélo si fi, : o] — X es continua
paracadac € K.

Ejemplo 1.12. Sea K = {{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2, 3}, {4,5}, {1,
2, 3}}. Veamos que | K| es homeomorfo al subespacio de R? que se ve en la Figura 5.

1 4

Figura 5: Un subespacio X 3 s
de R? homeomorfo a |K|. ,

Este subespacio del plano es la unién de un tridngulo y dos segmentos. También
puede describirse como unién de once conjuntos Fy, Fs, . .., Fi1: La cdpsula convexa
de los puntos 1, 2, 3, la cadpsula convexa de los puntos 1, 4, la cdpsula convexa de los
puntos 4,5 (y aunque parezca innecesario), las cadpsulas convexas de los conjuntos
{1,2},{1,3},{2,3}, {1}, {2}, {3}, {4} y {5}. Es decir, las cdpsulas convexas de puntos
que corresponden a simplices de K.

Sean 01,09, ...,011 los simplices de K, o; el correspondiente a F;. Los homeo-
morfismos f; : |o;| — F; que mandan > t,v € |o;|en Y, t,v € F;, se pegan bien
vET; VET;

y determinan una funcién f : |K| — X que es continua porque lo es su restriccion
a cada |o;|. Las inversas f; ' de estos homeomorfismos estan definidas en los finitos
cerrados F; y se pegan bien. Luego, determinan una funcién continua g : X — |K]|.
Las funciones f y g son una inversa de la otra, por lo que | K| y X resultan homeo-
morfos.

Generalizando esta idea, uno puede probar que las realizaciones geométricas de
complejos simpliciales finitos son homeomorfas a subespacios de R™ para algin 7.
Simplemente hay que tener cuidado de tomar los puntos que representan a los vérti-
ces de modo tal que las capsulas convexas de conjuntos correspondientes simplices
disjuntos no se intersequen.

En la Figura 6 se ve una eleccién de los cinco puntos en R3 que no satisface esta
condicién ya que las cdpsulas convexas de {1,2,3} y de {4,5} se intersecan (en este
caso la funcién g de arriba no esta bien definida). Tomar los puntos de modo que for-
men un conjunto afinmente independiente es suficiente para garantizar la condiciéon
requerida.
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‘ 43

Figura 6: Un subespacio X de R?
que no es homeomorfo a | K. A

Ejercicio 1.13. Probar que si K es un complejo simplicial finito de dimensién n,
entonces | K| es homeomorfo a un subespacio de R#"*1,

Observacion 1.14. Si K es un complejo simplicial y o € K, entonces i, : |o| — |K]|
es subespacio y cerrada. En otras palabras, es una funcién inyectiva, inicial y ce-
rrada. Recordemos que inicial significa que los cerrados de |o| son exactamente las
preimégenes de los cerrados de |K|. Como i, es continua e inyectiva, sélo debemos
ver que es cerrada. Sea entonces F' C |o| un cerrado. Queremos ver que i, (F) = F es
un cerrado de | K|. Esto sucede si y s6lo si F' N |7]| es cerrado en |7| para cada 7 € K.
Pero F N |r| = FN|r No|escerrado en |7 N o| porque |7 N o| es subespacio de |o].
Como |7 N | es un subespacio cerrado de ||, F' N |7| resulta cerrado en |7|, como
queriamos demostrar.

Si o es un simplex de K, diremos que |o| es un simplex cerrado de |K|.

Observacion 1.15. Al conjunto |K| le podemos dar otra topologia, la inducida por la

métrica
d(z v, Z SyU) = Z(t” — 8p)2.

veK veEK

A este espacio métrico lo denotamos |K|4. La identidad 1| : [K| — [K|g es
continua porque 1 x||s| : |o| — |K|q es una isometria para cada ¢ € K. En otras
palabras, la topologia de la realizacién geométrica es mas fina que la métrica. Como
|K|q es Hausdorff, |K| también lo es. En realidad, cualquiera sea el complejo K,
puede probarse usando el Teorema de extension de Tietze que |K| es un espacio
normal (ver [26, Pdginas 111,112]).

Observacion 1.16. Si K es finito, entonces |K| es compacto por ser unién de finitos
is(|o]), que son compactos. En este caso 1x| : |[K| — |K|q es continua, biyectiva,
sale de un compacto y llega a un Hausdorff, luego es un homeomorfismo. Por lo
tanto, cuando K es finito, |K| = | K|4. En el caso general K no tiene por qué ser un
espacio métrico.

Ejercicio 1.17. Sea K el complejo simplicial de vértices Vx = Ny y simplices Sk =
{n}nen, U{0,n}nen,. Probar que | K| no es un espacio métrico.

Para una caracterizacién de los complejos simpliciales con realizacién geométrica
metrizable ver [26, Theorem 3.2.8].

Definicién 1.18. Sea X un espacio topolégico. Una triangulacion de X es un par
(K, f) donde K es un complejo simplicial y f : [K| — X es un homeomorfismo.
También diremos que K es una triangulacién de X si existe algtin homeomorfismo
|K| — X. Un espacio X se dice un poliedro si admite alguna triangulacién, i.e. si es
homeomorfo a la realizaciéon geométrica de un complejo simplicial.

Ejemplos 1.19.
(i) Elintervalo I = [0,1] C R es un poliedro. Si K =7 = {0, 1} es un 1-simplex,
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lo| — I
to0 + t11 — 4
es un homeomorfismo.

(ii) El disco D? de dimensi6n 2 es un poliedro, ya que si o es un 2-simplex, |o| =
Ay = D2

(iii) En general, el disco n-dimensional D™ es un poliedro para todo n > 0.

(iv) La esfera n-dimensional S™ también es un poliedro para todo n > 0. Si o es un
(n + 1)-simplex, entonces S™ es homeomorfo a |do| = |d|. Aqui do = ¢ denota al
borde de o, el subcomplejo de & formado por las caras propias de o.

(v) R con la topologia usual es un poliedro. Sea K = ZU{{n,n+1} | n € Z}. Entonces
|[K| — R
(I—tn+tn+1)— n+t
es una triangulacién de R.

(vi) La cinta de Mébius M es un poliedro. M es homeomorfo al cociente M = R/ ~,
donde R = [0,3] x [0,1] y (0,¢) ~ (3,1 — t) (Figura 7).

(0.1) €) @.1) GD

Y A

Figura 7: La cinta de Mobius M. (0,6) (10) (2,6) (3.0

Sea K el complejo de vértices a,b,c,d, e, f generado por los simplices {a,b,c},
{a,c,e}, {e,c,d}, {e,d, f}, {f,d,a} v {f,a,b}, es decir, el complejo cuyos simplices
son esos conjuntos y sus subconjuntos no vacios. Graficamos a este complejo por
medio de la Figura 8.

Figura 8: Una triangulacién de M. a e f b

Por supuesto, a diferencia de lo que vimos en el Ejemplo 1.12, este grafico no
representa a un subespacio (rectdngulo) de R?. Nos sirve simplemente para visuali-
zar al complejo simplicial. Los simplices también estan representados como cédpsulas
convexas de puntos en R?, pero algunos simplices ({a, b}, {a} y {b}) aparecen repe-
tidos. Optamos por esta representacién ya que la cinta de Mobius no es un subes-
pacio de R2. Alternativamente, podemos dibujar la realizacién como subespacio de
R? (Figura 9). A efectos practicos, la representacién en el plano para complejos de
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Figura 9: La misma triangulacién
de M graficada en R3.

dimensién dos suele ser més clara y ttil, por ejemplo a la hora de calcular la ho-
mologia (ver Ejemplo 3.4). Ademads, algunos poliedros de dimensién dos, como las
superficies compactas no orientables, no son subespacios de R3.

Probamos que K es una triangulacion de M exhibiendo un homeomorfismo |K| —
M. Notamos ¢ : R — M al cociente. Definimos un homeomorfismo 4 : |K| — M del
siguiente modo:

1. tga +tpb + teec — q(ta(0,0) +t,(0,1) + ¢.(1,1))

2. tga+teec+tee = q(ta(0,0) + t.(1,1) + £.(1,0))

3.tee +tec+ tad — q(te(1,0) + to(1,1) +t4(2,1))

4otee+tqd+tyf — q(te(1,0) +ta(2,1) +t£(2,0))
(

5. tff—|—tdd—|-taa—>q t (2 ) td(2,1)+ta(3,1))

6.t7f +taa +tpb — q(tf(2 0) +t4(3,1) + t,(3,0))

Notar que h es una funcién bien definida. Hay puntos, como los de la forma
ta + (1 — t)b que aparecen en dos partes de la definicion (1 y 6, en este caso), pero
la definicién coincide en ambas partes. Ademas la funcién es continua porque lo es
en cada simplex. Es facil ver que h es biyectiva. Como K es finito, | K| es compacto.
Ademas M es Hausdorff y luego h resulta un homeomorfismo.

(vii) El plano proyectivo RP? también es un poliedro. Una idea general para tratar
de hallar una triangulacién de cierto cociente de un poligono, es dibujar al poligono,
descomponerlo en tridngulos y decidir los nombres de los vértices de estos tridngu-
los de modo tal que las identificaciones que aparecen entre simplices sean exacta-
mente las identificaciones que queremos en el poligono. El espacio R P? es un cocien-
te de un cuadrado, en donde lados opuestos se identifican con direcciones inversas.
La Figura 10 ilustra una triangulacién de RP? con diez vértices.

Figura 10: Una triangula-
cién del plano proyectivo.

Un complejo con solo seis vértices que también triangula a RP?, obtenido con la
misma estrategia de arriba, aparece en la Figura 11.
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a
b ‘L c
Figura 11: Otra triangulacién '

de RP2. c r b

Ejercicio 1.20. Probar que la botella de Klein y el toro 7' = S x S! son poliedros y
hallar complejos simpliciales que los triangulen.

Si o es un simplex de un complejo simplicial K y zo,21,...,2; € |o| C |K]|,
tiene sentido hacer una combinacién convexa de los puntos z;. Mds precisamente, si

to,t1,. ...t € Ry, Z t; = 1 y supongamos que x; = Z T'y,;U, entonces se define
veEoT

1 l
o = Ztll‘, = Z(Ztirv,iﬁ} € |U| g |K‘
=0

veo =0

l !
Notar que « estd bien definido ya que Y t;7,; = O paratodov € o, > (3 tiry,) =
i=0 vEo i=0
l

> ti(> ryi) =1lysop(a) Co € K.

=0 veEo

Dado un morfismo simplicial ¢ : K — L, se define la realizacion geométrica de ¢
como

ool [ K| — [ L]

Z tyv —> Z tyo(v).

veK veEK

Notar que |¢| estd bien definida porque sop (> t,¢(v)) = w(sop(d_t,v)) € L, ya
que ¢ es simplicial.

Ademas, |¢| es continua pues las restricciones \<p|||g| : |o] = |e(o)| son conti-
nuas. Si o es un n-simplex y ¢(o) es un m-simplex, denotamos i : |o] — R"™!y
j tle(o)] = R™T! alas inclusiones como simplices estdndar. Para cada v € o, i(v) es
un vector de la base canénica de R"*!. La transformaci6n lineal 7' : R*+! — R™+1
que manda cada i(v) en jo(v) cumple T = j|¢|| o] En particular j|¢|| | € continua

y, entonces, también lo es |¢|| ol Alternativamente, uno puede probar a mano que

existe ¢ > 0 tal que d(|¢|(z), |¢|(y)) < cd(x,y) para cada z,y € |o|. Las cuentas de
este tipo se simplifican si uno considera |o| = {}_ t,v | t, = 0Vv € 0, t, = 1}
veo
como subespacio métrico del espacio normado { > t,v | t, € R}.
veEo
Observacion 1.21. Si K es un complejo simplicial, la realizacién geométrica |1x| de

la identidad es 1k y la realizacién || de una composicion es |¢||+)|. Es decir que
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realizacién geométrica es un funtor de la categoria de complejos simpliciales en la
categoria de espacios topolégicos.

Diremos que una funcién f : |K| — |L| es lineal si preserva combinaciones con-
vexas, i.e. si para cualesquiera puntos xo,z1,...,x; en un simplex cerrado |o| de
K, vale que f(xzo), f(z1),..., f(z;) estdn contenidos en un simplex cerrado de L y

Notar que si ¢ : K — L es un morfismo simplicial, entonces |¢| : |K| — |L| es
lineal.

Ejercicio 1.22. Sean K y L complejos simpliciales. Probar que toda funcién lineal
| K| — |L| es continua.

Ejercicio 1.23. Si K es un complejo simplicial y L. < K, entonces | L| es un subespacio
cerrado de |K|.

Ejercicio 1.24. Sea K un complejo simplicial y X un espacio topoldgico. Probar que
una funcién f : |K| — X es continua si y s6lo si la restriccién f||x»| @ [K"| = X a
cada esqueleto es continua.

Ejercicio 1.25. Sea K un complejo simplicial. Probar que |K| es conexo si y s6lo si
para cada par de vértices v,w € K existe una sucesion v = vg,v1,...,0, = w de
vértices tal que v;v;11 € K para todo i.

2. Teorema de aproximacion simplicial

Dados dos espacios, en general es muy dificil dar una descripcién satisfactoria
del conjunto de todas las funciones continuas entre ellos. Sin embargo, los morfismos
simpliciales entre complejos simpliciales finitos son faciles de describir. La informa-
cién es discreta, hay sélo finitos morfismos. El Teorema de aproximacién simplicial
dice en algtn sentido que toda funcién continua entre poliedros se aproxima por una
simplicial. Esta nocién de aproximacién implica que la funcién original y el morfis-
mo son homotdpicas.

Como ejemplo introductorio, consideremos ¢ un 2-simplex y sean K = L = 4.
No es cierto que toda funcién f : |K| — |L| sea homotépica a la realizacién de
un morfismo simplicial ¢ : K — L. Hay infinitas clases homotépicas de funciones
St — Sy solo finitos morfismos K — L. Sin embargo, si subdividimos K podemos
obtener clases homotdpicas arbitrarias (Figura 12).

Figura 12: El morfismo ¢ que
manda a; ena, b; en by c; enc
tiene grado cuatro.

El resultado principal de esta seccion es una generalizacién del ejemplo anterior.
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Aproximaciones simpliciales

El primer resultado que veremos es un criterio muy ttil para estudiar continui-
dad de homotopias X x I — Y, donde X es un poliedro e I denota al intervalo
[0,1] C R con la topologia usual.

Proposicién 2.1. Sea K un complejo simplicial, X un espacio topoldgico y sea H : | K| x
I — X una funcion. Entonces H es continua si y sélo si H||U|X1 o) x I — X es continua
para todo o € K.

Demostracion. Esto es una aplicacion directa de la ley exponencial (el lector no fa-
miliarizado con este resultado puede consultar [21, Teorema 46.11] o [26, Pagina 6]).
Como I es localmente compacto y Hausdorff, entonces H es continua si y sélo si la
funcién inducida 6(H) : |K| — C(I, X)) es continua. Como | K| tiene la topologia final
de las inclusiones de sus simplices, esto es equivalente a que 6(H) ‘ E lo|] = C(I,X)
sea continua para todo ¢ € K. Otra vez por la ley exponencial, esto ocurre si y sélo
si las funciones inducidas U(Q(H)’w) = H‘Iolxl . |o| x I — X son continuas. K

Notacién 2.2. Sea K un complejo simplicial y sea ¢ € K un simplex. El simplex abierto

oesc = {z € |K||sop(z) = o}. Notar que |o] = |J 7y que |K| es la unién disjunta
7Co

de todos los simplices abiertos. Los simplices abiertos no son en general subespacios

abiertos de |K|. De hecho, & C | K| es abierto si y s6lo si o es un simplex maximal de

K (un simplex que no es cara de ningtin otro simplex).

Definicién 2.3. Sean K y L dos complejos simpliciales y sea f : |K| — |L| una
funcién continua. Una aproximacion simplicial de f es un morfismo simplicial ¢ : K —
L que cumple lo siguiente: para todo = € |K/|, si f(x) € 7, entonces |¢|(z) € |7]|. Esto
es equivalente a decir que para cada = € |K]|, si f(z) € |7]|, entonces |p|(x) € |T].

Ejemplo 2.4.

1. Sean K, L los complejos simpliciales que aparecen en la Figura 13. Sea f : |K| —
|L| definida por f(ta+ (1—t)b) = td+ (1 —t)4E<, f(te+ (1 —t)b) = te+ (1 —t) L=,
Es decir que f = 1;. La funcién f no es (la realizacién de un morfismo) simplicial
pero tiene una aproximacién simplicial dada por ¢ : K — L, p(a) = ¢(b) = d,
¢(c) = e. Hay méds aproximaciones simpliciales de f? Cuantas?

a f d
b
Figura 13: Laidentidad f : I — 1. c e

2. Lainversade f, f~' : |L| — | K| no tiene aproximaciones simpliciales ¢ : L — K.
Un tal morfismo deberia cumplir ¢(d) = a, p(e) = ¢y entonces no seria simplicial.

Probaremos que las aproximaciones simpliciales de una funcién son homotépicas
a esta. Necesitamos el siguiente

Lema 2.5. Sea L un complejo simplicial. Sea A C |L| un subespacio compacto. Entonces A
interseca sélo finitos simplices abiertos.
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Demostracion. Para cada o € L tal que AN o #+(,seax, € AN o.Sea B = {z,}s. Este
es un subespacio cerrado de |L| ya que B N |7| es finito (y luego cerrado en |7|) para
todo 7 € L. Como A es compacto, B es compacto. Ademés si B’ C B, B’ es cerrado
en |L| por el mismo argumento de recién, y entonces B’ es cerrado en B. Esto prueba

que B es discreto. Como B es discreto y compacto, es finito. K
De este lema y la Observacion 1.16 se deduce el siguiente resultado.

Corolario 2.6. Sea L un complejo simplicial. Entonces |L| es compacto si y sélo si L es
finito.

Proposicién 2.7. Sean K, L complejos simpliciales y sea f : |K| — |L| una funcién conti-
nua. Si ¢ : K — L es una aproximacion simplicial de f, entonces ||y f son homotdpicas.

Demostracion. La homotopia lineal

H:|K|xI—|L|
(z,t) — (1= t)]p|(2) + tf(z)

estd bien definida pues |¢|(z) y f(z) caen en un mismo simplex cerrado |7|. Resta
probar la continuidad. Si o € K, f(|o|) C |L| es compacto. Por Lema 2.5, interseca a
s6lo finitos simplices abiertos. Sea L < L el subcomplejo generado por esos simpli-
ces. Entonces L es finito y, por la Observacién 1.16, | L| = |L|4. Notar que f(|o|) C |L|
y luego |¢|(lo]) C IL| y H(lo| x I) € |L|. Para ver que H es continua basta probar
que Hh E . |o| x I — |L|4 es continua. Pero esto vale porque |o| y |L|, tienen la
topologia métrica. Hacemos la cuenta por completitud.

d((1 = t)lpl(x) +tf(x), (1 = r)lel(y) +rf(y)) <
d((1=t)pl(@)+tf (x), A=)l (w)+2f () +d((1=8) el (y)+ £ (y), A=r)el(w)+7f ()
< (L =0)d(lel(@), lel(y)) + td(f(2), f(y)) + 2]t = r|.

K>

Observacion 2.8. Si f y |¢| coinciden en un subespacio A C |K]|, entonces H : |¢| >~
f rel A.

Ejercicio 2.9. Probar que todo poliedro conexo tiene un revestimiento universal.

Ejercicio 2.10. Probar que los revestimientos de poliedros son poliedros.

Subdivisiones

A continuacién daremos una definicién del concepto de subdivisién de un comple-
jo simplicial. Esto se puede hacer de varias maneras equivalentes. Geométricamente,
una subdivisién de un complejo simplicial K es otro complejo cuyos simplices estan
contenidos en simplices de K, de modo que cada simplex de K es unién de simpli-
ces de L. Mas formalmente, una subdivisién es una nueva triangulacién de |K| que
cumple ciertas condiciones. Concretamente:

Definicién 2.11. Sea K un complejo simplicial. Una subdivisién de K es un complejo
simplicial L que cumple las siguientes tres cosas:
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= Los vértices de L son puntos de | K]|.
» Paratodo 7 € L existe ¢ € K tal que todos los vértices de 7 estdn en |o]|.

» La funcién lineal ¢ : |L| — |K| que manda cada vértice de L en si mismo es un
homeomorfismo.

Ejemplo 2.12. La Figura 14 ilustra a un complejo simplicial K y una subdivisién L.

L K
Figura 14: L es una subdi- ﬁ\ g
visién de K.

Si L es una subdivisién de K, identificaremos a los espacios |L| y | K| por medio
del homeomorfismo lineal i : |L| — |K|. Teniendo en cuenta esta identificacién, todo
simplex cerrado |7| de L estd contenido en un simplex cerrado |o| de K. Ademas es
claro que composicién de subdivisiones es subdivisién.

Al trabajar con complejos simpliciales finitos es muy ttil considerar cierta clase
de subdivisiones llamadas baricéntricas. En algtin sentido estas subdivisiones alcan-
zan para probar la mayoria de los resultados que necesitaremos.

La subdivisién baricéntrica K’ de un complejo simplicial K tiene como vértices a
los baricentros de simplices de K y los simplices de K’ son conjuntos de baricentros de
simplices de K que forman un conjunto totalmente ordenado respecto al orden dado
por la inclusién (ver Figura 15). Para describir méas explicitamente esta construccion
necesitamos un resultado previo.

K K
Figura 15: K’ es la subdi- g g
vision baricéntrica de K.

Lema 2.13. Sea o un simplex y supongamos que L es una subdivision de &. Sea w € ¢.
Entonces wL = w * L es una subdivision de & (ver Figura 16).

Demostracion. Es facil ver que valen las dos primeras condiciones de la definicién
de subdivisién. Resta probar que i : |{wL| — |o| es homeomorfismo. La continuidad
se deduce de la linealidad (ver Ejercicio 1.22). Como |L| = |&| es compacto, L es
finito por Corolario 2.6 y entonces wL es finito. Luego, |[wL| es compacto. Como |o]|
es Hausdorff, basta ver que i es biyectiva. Esto es una cuenta de édlgebra lineal que
incluimos por completitud.

Sean z,y € |L|,0 < t,r < 1, y supongamos que (1 — t)z +tw = (1 — r)y + rw
n

en |o|. Como w € o, w = > ayv; con oy > 0 para todo i, siendo o = {vg,v1,...,vn}.
i=0
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Figura 16: El cono wL es una subdivisién de &.

n
Como z € |L| = |6|, x = ) t;v; y existe j tal que t; = 0. La coordenada de v; en
i=0
(1 —t)z + tw es ta;. La coordenada de v; en (1 — r)y + rw es mayor o igual a ra;.
Por lo que ta; > ra;. Luego, t > r. Simétricamente r > ¢, y entonces r = ¢. Por lo
tanto (1 —t)z +tw = (1 —t)y +tw.Sit # 1, x = y en ¢ y, luego, en |L|. En este caso
lI-tr+tw=1—-ry+rwen|wLl|.Sit=1,(1—-t)r+tw=w=(1—1r)y+ rw.
Esto prueba que i : [wL| — |o] es inyectiva.

Seab € |o|.Sib = w, b € Im(4). Caso contrario, b = ) f;v; y existe j tal que

i=0
Bj < a;. Tomamos j tal que g—j sea minimo. Sea
J
c= Z(tai + (1 —1t)B;)v;, donde t = ——
=0 aj — B

Notar que to; + (1 —t)B8; > 0 por la eleccién de j y por lo tanto ¢ € |o| estd bien
definido. Més atin, tay; 4+ (1—t)8; = 0, porloque ¢ € |6] = |L|. Como b = & + L w,
tenemos que b € Im(¢). Luego 7 es sobreyectiva.

K

Definicién 2.14. Sea 0 = {vg, v1,...,v,} un n-simplex. El baricentro de o es b(c) =

n
> w7 vi € |o|. También denotaremos 6 = b(o).
i=0

Se define la subdivisién baricéntrica de un complejo simplicial K" como el complejo
K’ que tiene como conjunto de vértices a Vi» = {b(0) | ¢ € K} y como conjunto de

simplices a Sx+ = {{b(00),b(c1),...,b(ok)} |00 C 01 C ... C ok}
La Figura 15 muestra la subdivisién baricéntrica de un complejo K.
Proposicién 2.15. Sea K un complejo simplicial. Entonces K' es una subdivision de K.

Demostracion. Los vértices de K’ estan en |K|. Si {b(0¢),b(01),...,b(o))} es un sim-
plex de K’ con o; C 0,41, entonces b(o;) € |oy| para todo 0 < ¢ < k. Resta ver
que i : |K'| — |K| es un homeomorfismo. Hacemos induccién en la cantidad de
simplices. Sea ¢ € K un simplex maximal. Entonces L = K \ {o} es un complejo
simplicial. Tenemos las siguientes igualdades: | K| = |L|U|o|, |L|N|o| = |LNa| = ||,
K = | Uy 1] N o] = [ 1| = |6].

Por hipétesis inductiva las funciones lineales |L'| — |L| y |¢'| — |&| son homeo-
morfismos. Como @ = b(c) * ¢/, b(c) € ¢y ¢’ es subdivision de ¢ por induccion,
entonces por el Lema 2.13, 5’ es subdivisién de 7. Luego [¢'| — |7| es un homeomor-
fismo. Estos tres homeomorfismos dicen que |K'| = |L’| U |[¢/| — |L| U |o| = | K| es
un homeomorfismo, como queriamos ver.

K
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Notacién 2.16. Dado un complejo simplicial K, denotamos K®) = K y recursiva-
mente K"tV = (K™Y, la n-ésima subdivision baricéntrica de K. Notar que K™ es
subdivisién de K para todo n > 0.

Simplices arbitrariamente chicos

El siguiente paso en nuestro camino hacia el Teorema de aproximacién simplicial
serd ver que si consideramos subdivisiones baricéntricas K (™) con n suficientemente
grande, podemos hacer que los didmetros de los simplices sean tan chicos como
queramos. Enunciaremos esto con precisién y daremos una demostracién.

Sean pog, p1, - .., Pm puntos en R™ y supongamos que y = > ¢;p; es combinacién
convexa de los p;. Sea x € R". Entonces

W Tz =y lI=ll 2 =X tips [|=[] 2o ti(z = pi) < X2t || © — pi || En particular,
@) [z =y ll< méx || 2 —p; ||
Si ademds x es combinacién convexa de los p;, se tiene || z —y ||< méax || p; —p; .
0.
En conclusién,
(3) El diametro de la cdpsula convexa de los p; es méx || p; — p; ||.
0.

Supongamos que o = {vg, v1, ..., Uy} €s un m-simplex y consideremos su reali-
zacion |o| con la métrica usual. Entonces existe una funcion f : |o| — A, € R™*+!
que es una isometria y que preserva combinaciones convexas (la que manda los vérti-
ces de o en vectores de la base canénica).

Si 7 es un simplex de &', podemos ver al subconjunto |7| C |o| con la métrica
inducida. Entonces, en vista de (3),

(@) didm(|r]) = didgm/ (|r]) = mdx | £(0) - f(w) |.

Supongamos que v = b(og) y w = b(o1) para ciertos o9 C o1 C o. Digamos oy =

k V.
{Vig, Viys -, Vi } Y 01 = {Vig, Uiy, -3 Vif s Vig oy s - -+ Vi, b BN eS€ CASO, v = ZOTJrJl y
j:
l 1)l k f(vq,j) f(”a )
Z , fv) = e Y flw) = Z 71 Entonces, por (2),
§=0 =0 =0
| f(v) = flw) < Oglax | f(vi;) = f(w) [|. A suvez, por (1),

| f(vi;) = f(w) [I< Z a1 I Fvi) = f(vi,) IS grdiamf(jo]) = ydiam(|o]) <

ardiam(|o]), ya que m > [. Luego, por (4) vale

diam(|7]) <

o -didm(|o]).

Ahora, f ||T‘ : |[7| = R™*! es una isometria que preserva combinaciones conve-
xas, por lo que si p es un simplex de 7/, el mismo argumento de recién nos dice que

diam(|p|) < dld%ﬂ?rldlamﬂﬂ) (725 )%diam(|o|). Inductivamente, todo simplex de

7™ tiene didmetro acotado por () didm(|o]).

Si K es un complejo snnphaal f1n1t0 de dimensién m, la métrica usual en |K]|
hace que didam(|o|) = v/2 para todo o € K de dimensi6n positiva. Luego, se tiene el
siguiente
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Teorema 2.17. Sea K un complejo simplicial finito de dimensiéon m y sea n > 0. Conside-
ramos | K| con la métrica usual. Entonces, para todo T € K (n),

didm(|r]) < (—7)"V2.

Teorema de aproximacion simplicial

El dltimo ingrediente que necesitamos para probar el resultado principal de es-
ta seccion es la nocion de star abierto de un vértice. Estos conjuntos constituyen un
cubrimiento por abiertos contractiles y su utilidad trasciende los resultados de esta
seccion.

Definicién 2.18. Sea K un complejo simplicial. Sea v € K un vértice. El star abierto

de ven K es st (v) = st(v) = {z € |K| | v € sop()}.

Figura 17: Un complejo
K y el star abierto de un
vérticev € K.

Observacion 2.19. Los stars abiertos forman un cubrimiento por abiertos de | K.

Ejercicio 2.20. Seald = {s?t(v) | v € K}. Probar que el nervio NV (/) es isomorfo a K.

La siguiente es una caracterizaciéon de las aproximaciones simpliciales de una
funcién (Definicién 2.3) que hace uso de la nocién de star abierto.

Lema 2.21. Sean K, L complejos simpliciales y sea f : |K| — |L| una funcion continua.
Una funcién de vértices ¢ : Vi — Vi, es una aproximacion simplicial de f siy sélo si para
cadav € K vale

J(6H)) € sHp(v)).
Demostracion. Probamos la vuelta. Supongamos que ¢ es una funcién de vértices
tal que f(sot(v)) - sot(go(v)) para todo v € K. Veamos que ¢ es simplicial. Sea o =
{vo,v1,...,v} € K. Entonces su baricentro b(c) € sot(vi) para cada 0 < ¢ < k. Por

hipétesis f(b(o)) € sot(go(v,;)) para todo 7. Entonces ¢(v;) € sop(f(b(c))) ¥V iy, luego,
(o) C sop(f(b(c))) debe ser un simplex de L.
Sizeo y f(z) € 7, entonces, al igual que recién, p(o) C sop(f(z)) = 7. Luego
lol(z) € |¢|(Jo]) C |7|. Esto demuestra que ¢ es una aproximacion simplicial de f.
La ida usa el mismo tipo de ideas y queda como ejercicio para el lector. K

Teorema 2.22 (Teorema de aproximacién simplicial). Sean K y L dos complejos simpli-
ciales con K finito. Sea f : |K| — |L| una funcién continua. Entonces existe n € Ny una
aproximacion simplicial p : K — Lde f : |[K™| = |K| — |L|.
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o
Demostracion. La familia {st(w)},ecr es un cubrimiento por abiertos de |L|. Como
|K| es un espacio métrico compacto, existe un niimero de Lebesgue 6 > 0 para el

cubrimiento {f~! (sot(w))}weL. Por el Teorema 2.17 existe n € N tal que didm(|7]) < 3
para todo 7 € K(™.

Dadowv € K™, diém(sot(v)) <, yaquesiz,y € sot(v), d(z,y) < d(z,v)+d(v,y) <
diam(|sop(z)|) + didm(|sop(y)|). Luego, existe w € L tal que s?t(v) C f’l(sot(w)), o,

en otras palabras, f (sot(v)) - sot(w). Definimos la funcién de vértices ¢ : K™ — L
por ¢(v) = w. Por el Lema 2.21, ¢ es aproximacién simplicial de f. K

El Teorema de aproximacién simplicial vale méas en general, cuando K no es ne-
cesariamente finito, pero en este caso las subdivisiones baricéntricas no bastan y es
necesario considerar otras subdivisiones de K. Para evitar detalles técnicos que ex-
tenderfan las demostraciones, nos concentraremos en los complejos simpliciales fi-
nitos y dejaremos el caso general para ser estudiado por el lector interesado en otras
fuentes (ver [22, §16]).

Ejercicio 2.23. Sean K y L complejos simpliciales finitos y f : | K| — |L| una funcién
continua. Probar que para todo € > 0 existen subdivisiones K de K y LdelL y un
morfismo simplicial ¢ : K — Ltal que d(f(x),|¢|(z)) < € para todo = € |K|, donde
d denota a la métrica usual de |L|.

Ejercicio 2.24. Probar que si X e Y son poliedros compactos, el conjunto [X,Y] de
clases homotdpicas de funciones de X a Y es numerable (o finito).

Aplicaciones

Veamos algunos resultados que se deducen inmediatamente del Teorema de a-
proximacién simplicial. Recordemos que si X es un espacio topolégico, toda funcién
continua f : X — S™ no sobreyectiva es null-homotépica (i.e. es homotépica a una
constante). Una tal funcién se factoriza por S™ \ {x}, que es un espacio contractil.

Corolario 2.25. Si K es un complejo simplicial (finito) de dimensién dim(K) = n < m,
toda funcion f : |K| — S™ es null-homotdpica.

Demostracion. Como S™ = || donde o es un (m + 1)-simplex, podemos suponer
f :|K| — |5|. Por el Teorema de aproximacién simplicial existe k € Ny ¢ : K*) — &
aproximacién simplicial de f. Notar que dim(K*)) = dim(K) = n < m = dim(5).
Luego, si 7 € & es un m-simplex, b(7) ¢ Im(|¢|), ya que todo = € |K¥)| tiene a lo
sumo n + 1 vértices en su soporte y entonces |¢|(z) tiene a lo sumo n + 1 vértices
en su soporte. Por el comentario anterior, |¢| es null-homotépica y luego, f =~ |¢|

también lo es.
Corolario 2.26. Sin < m, toda funcién continua S™ — S™ es null-homotépica.

Recordar que el grupo fundamental 7; (X, o) de un espacio topoldégico X con
punto base zy € X es el conjunto {y : I — X | v(0) = (1) = x¢} cocientado por la
relacién determinada por las homotopias de caminos. La operacién viene dada por
la concatenacion. Una descripcion equivalente es m (X, zo) = [(S', s0); (X, x0)], el
conjunto de clases homotépicas de funciones f : S' — X tales que f(so) = z¢ con
homotopias relativas a s.
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Por otro lado, recordemos que una funcién continua f : X — Y entre espacios
topoldgicos es null-homotoépica si y s6lo si se extiende al cono C'(X) = X xI/X x{1}.
Con esto probaremos que toda esfera de dimensién mayor a uno es simplemente
conexa, i.e. su grupo fundamental es trivial. Esto se ve usualmente con el Teorema
de van Kampen. Aqui damos una demostracién distinta usando el tltimo corolario.

Corolario 2.27. Sin > 2, S™ es simplemente conexo.

Demostracion. Sea [f] € m1(S™, xp), donde f : S* — 8", f(s9) = xo. Por el Co-
rolario 2.26, f es null-homotépica y luego se extiende al cono a una funcién f :
D? = C(S') — S™. Consideramos la homotopfa H : S' x I — S™ que recorre las
circunferencias de D? tangentes a S! en so, y luego aplica f, dada por H(s,t) =

f(tso + (1 —t)s). Estd bien definida y H : f ~ Cy,rel{so}. Esto prueba que [f] =0 €
1 (Sn, 1‘0). O/O

Los grupos de homotopia de orden superior 7 (X, o) se definen similarmente
al grupo fundamental. El conjunto subyacente del k-ésimo grupo de homotopia de
X con punto base g es [(S*, s9); (X, x0)]. A partir del Corolario 2.26 y repitiendo
la demostracién del dltimo resultado, uno ve que m4(S™, zy) = 0 para todo k < n.
Los grupos de homotopia, al igual que los grupos de homologia, son invariantes
homotépicos. A diferencia del grupo fundamental y los grupos de homologia, los 7,
son en general mucho mas dificiles de calcular. Por ejemplo, el cidlculo completo de
los grupos de homotopia de las esferas es atin un problema abierto.

Una aplicaciéon simple pero ttil del Teorema de aproximacién simplicial es la
descripcién del grupo fundamental de un poliedro |K | como el grupo de caminos de
aristas en el 1-esqueleto de K, con cierta identificacién. Este grupo conocido como
el edge-path group permite dar una descripcién puramente combinatoria del 7; (una
presentacién) conociendo sé6lo los 1-simplices y 2-simplices de K. No estudiaremos
el edge-path group en este trabajo. El lector estd invitado a leer mds en [26, Section
3.6].

3. Homologia simplicial

La homologia singular de un espacio topolégico X se define por medio del com-
plejo de cadenas S, (X) donde S,,(X) es el grupo abeliano libre generado por los
simplices singulares o : A,, = X. En el caso en que X sea un poliedro, es posible
definir una nocién similar, llamada homologia simplicial de X. Si K es un complejo
simplicial, consideraremos un nuevo complejo de cadenas, que tiene la ventaja de
estar formado por grupos abelianos libres finitamente generados cuando K es finito.
Esto hace que la homologia simplicial sea mucho mas sencilla de calcular. La homo-
logia simplicial de K coincide con la singular de |K|. De este modo uno tiene una
manera algoritmica de calcular los grupos de homologia de cualquier poliedro finito
conociendo una triangulacién. Aunque la definicién de homologia es puramente al-
gebraica, el objetivo geométrico que la motiva es el de contar agujeros de diferentes
dimensiones. Intuitivamente, el k-ésimo grupo de homologia de un espacio X da
informacién sobre la cantidad y el tipo de agujeros de dimensién k en X.

Esta seccion es esencialmente autocontenida. Quienes posean conocimientos so-
bre homologia de complejos de cadenas y homologia singular podran avanzar en la
lectura méas rdpidamente, pero también podrd seguir el texto quien no haya tenido
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contacto previo con el tema. Haremos algunas referencias en conexién con homo-
logia singular que no son imprescindibles para la comprensién del texto y poster-
garemos hasta la Seccién 6 el estudio de la relacién entre homologia simplicial y
singular. Los resultados algebraicos que no probemos aqui podran encontrarse en
referencias estdndar como [32, Chapter 1] (también [14, 22, 26, 28]) o quedardn como
ejercicio para el lector. Asi como en la seccién anterior, probaremos algunos resulta-
dos sélo para complejos simpliciales finitos para evitar detalles mds técnicos.

El complejo de cadenas de simplices orientados

Sea K un complejo simplicial y sea ¢ € K un simplex. Decimos que dos orde-

namientos (vo, V1, - - -, Vn), (Vr(0)s Un(1)s - - - » Ux(n)) de los vértices de o son equivalentes
si difieren en una permutacién = par. A la clase del ordenamiento (vg, v1,...,v,) la
denotamos [vg, v1, . . ., v,]. Cada clase se llama una orientacién de o o también simplex

orientado o. Cada simplex de dimensién positiva tiene dos orientaciones posibles.

Dado n € Z, se define el grupo C,,(K) cuyos elementos son las funciones ¢ del
conjunto de n-simplices orientados de K a Z que cumplen

» ¢(0) = —c(0’) sio y o’ son orientaciones opuestas (distintas) del mismo simplex.
= ¢(0) # 0 s6lo para finitos o.

La operacioén de C,,(K) viene dada por la operacién usual de Z: (¢ + ¢)(0) = ¢(o) +
(o). Notar que C,(K) = 0sin < —1. Los elementos ¢ de C,(K) se llaman n-
cadenas. La cadena ¢, que vale 1 en un simplex orientado o, —1 en el simplex con
la orientacién opuesta y 0 en todos los demads, serd notada también . Si por cada
simplex (no orientado) de K elegimos una orientacién, las cadenas correspondientes
¢, forman una base del grupo abeliano libre C,,(X). Segtn la identificacién ¢, = o
entre simplices orientados y cadenas, tenemos que para cada n-cadena c vale ¢ =
>~ ¢(o)o, donde la suma es sobre el conjunto de orientaciones elegidas para cada n-
simplex. Por otro lado, si ¢’ es el simplex orientado con la orientacién opuesta a o,
entonces 0’ = —o.

Dado un ordenamiento (vg,v1,...,v,) de los vértices de un n-simplex, defini-
n
mos d,, (v, v1,...,0n) = Y (=1)"[vo, ..., 0i,...,vn]. Aqui, [vo,. .., 0;,...,v,] denota
i=0

a [V, Vi1, Vi 1y Unl-

Notar que si (vg, ..., Vj+1,vj,...,V,) €s un ordenamiento que se obtiene de (vo,
...y Uj41,0),. .., Uy) intercambiando dos términos consecutivos, entonces

dn(”Ow <y Ujt1, V5, .- 'avn) =
E (—1)1[1]0, ey @i, sy U1, U5, .. ,’Un] + (—1)][’00, ce ,’lA)j_i_l, RN ,’Un]—i-
i<j—1

+(—1)j+1[1}07”.,1}j,... ,Un] —+ Z (_1)i[1}0,-~-an+15Uja-~-a{7i7- .. ,Un]) =
i>j+2
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= — Z (—1)i[1}0,...,f}i,...,’Uj,?}jJrl,...,’Un] —(—1)j[’l)0,...7’f)j7...,1}n]—

_(—1)j+1[v0,...,@j+1,...,vn] - Z (—1)i[vo,...,Uj,Uj+1,...,f}i,...,Un]) =
12542

= _dn(UOa s ,Un)-

Luego d,, induce una funcién bien definida que a cada simplex orientado [vy, . . .,
vy,] le asigna d,, (v, . . ., vn).
Se define el morfismo de grupos d,, : Cy,(K) — C,,—1(K) que en un elemento ¢ de

la base (un n-simplex orientado) vale d,, (o). Por la cuenta anterior d,, ([vo, . .., v,]) =
> (=1)iwe, ..., ;. .., v,] para cualquier simplex orientado [v,...,v,]. La defini-
i=0

cién de d,, no depende de las orientaciones elegidas para cada simplex.

Proposicién 3.1. Sea K un complejo simplicial. Entonces (C.(K), d.) es un complejo de
cadenas, es decir d,,_1d,, = 0 para todo n € Z.

Demostracion. Basta probar que d,,_1d,,(0) = 0 para cualquier elemento ¢ = [vy, ...,
v, de la base de C,(K). Ahora,

n

dp—1dn([vo, .. vn]) =D (=1)'dn_1[vo, -, Biy .y 0] =

=0

= (=) o,y By iy vl + D (1) g, By By, 0] =0,

Jj<i j>i

Definicién 3.2. Sea K un complejo simplicial. El grupo de n-ciclos es Z,,(K') = ker d,,.
El grupo de n-bordes es B,, = Im(d,,11). La homologia simplicial de K se define como
la homologia del complejo de cadenas C.(K). Es decir, para cada n € Z, se define el
n-ésimo grupo de homologia simplicial de K como H,(K) = Z,(K)/B,(K).

Ejemplo 3.3. Sea K el complejo simplicial ilustrado en la Figura 18.

a

Figura 18: Un poliedro homotépica- b
mente equivalente a S*. {

Entonces C(K) = Z* es el grupo abeliano libre generado por a, b, ¢, d. A su vez,
Cy(K) = ([ab], [ac], [bc], [ad], [ed]) = 27, Co(K) = ([abe]) = Z, Cu(K) = 0 paran > 3
(para los 0-simplices orientados a menudo omitiremos los corchetes en la notacién y
en general omitiremos las comas).

CUK): 0 — Co(K) — CL(K) — Co(K) — 0
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Como dy([abc]) = [bc] — [ac] + [ab] # 0 € C1(K), da es monomorfismo, Zo(K) = 0
y luego Hy(K) = 0. Bo(K) = (di ([ab]), di ([ac]). ...) = (b—a,c—a,c—b,d —a,d— c).
Hy(K) = {a,b,c,dy/By(K) 2 7. B1(K) = ([bc] — [ac] + [ab]). Calculamos los 1-ciclos.
Z1(K) = {afab] + Blac] + v[be] + dlad] + €[ed] | ab — aa + Be — Ba + ye — b + 6d —
da + ed — ec = 0}. La ecuacién que define los ciclos es equivalente al sistema

—a—fF—-0=0
a—v=0
B+~v—€e=0
d+e=0

El conjunto de soluciones («, 3,7, §, €) estd generado por (1,—1,1,0,0) y (0,1,0,
—1,1). Luego Z;(K) = ((1,-1,1,0,0), (0,1,0,—1,1)) /((1,—1,1,0, 0)) ~ 7.

En conclusién, Hy(K) = H(K) = Zy H,(K) = 0 paran > 2. Los lectores
familiarizados con homologia singular notardn que |K| es homot6picamente equi-
valente a S! y que los grupos de homologia singular de S! son exactamente los que
acabamos de calcular.

Este ejemplo, aunque modesto, ilustra la motivacién geométrica detrds de las de-
finiciones algebraicas. Un 1-ciclo es precisamente una suma de ciclos en el sentido
geométrico: caminos cerrados formados por 1-simplices. La idea intuitiva de un agu-
jero de dimensién 1 es la de un ciclo que no esta tapado, que no es el borde de una
tapa de dimensién 2. La homologia formaliza esta idea. Una 2-cadena ¢ € Cy(K)
juega el papel de una tapa cuyo borde geométrico estd representado por el borde
formal d(c) € B;(K) C Z;(K). Por lo tanto el ciclo d(c) no debe ser considerado
como un agujero y es por esto que su clase en la homologia H;(K) es cero. En el
ejemplo anterior, el 1-ciclo ¢ = [ab] + [bc] + [ca] que representa geométricamente al
borde del tridngulo abc, no es un agujero porque justamente estd tapado por dicho
triangulo. Su clase en la homologia es trivial. Sin embargo ¢’ = [ac| + [cd] + [da] es
un ciclo que no es borde de ninguna 2-cadena y entonces su clase homolégica es no
nula. Por supuesto, las tapas pueden ser mds grandes que tridngulos. Si imaginamos
un octaedro, triangulado con ocho 2-simplices, y consideramos el complejo K que
se obtiene al remover uno de esos 2-simplices o = {a, b, c}, el 1-ciclo [ab] + [bc] + [ca]
no es borde de un tridngulo, pero si es borde de la 2-cadena que es la suma de los
siete 2-simplices de K (con ciertas orientaciones). La idea de agujeros de dimensién
1 se extiende a las demds dimensiones aunque geométricamente sean mds dificiles
de ver. Los grupos de homologia pueden tener torsion, lo que indica existencia de
agujeros de distinta naturaleza.

Ejemplo 3.4. Sea K el complejo simplicial que aparece en la Figura 11, pagina 9
(una triangulacién del plano proyectivo). Supongamos que z € Z(K) es un 2-ciclo.
Entonces z = ) a,0, donde la suma es sobre los diez simplices de K orientados.

Como el 1-simplex {de} es cara de exactamente dos 2-simplices, {cde} y {def}, y
d(z) = 0, debe ser ajgef) = —cqe)- Usando que {df } es cara de exactamente dos 2-
simplices, tenemos que apqf) = Qg f]- Similarmente oy 5] = —Q[par], Apee] = —A[pe)
Y Qfede] = Qpee]- Luego, todos estos coeficientes son nulos y, simétricamente, a, = 0
para cada 2-simplex o € K. Esto prueba que Hz(K) = 0. Este argumento sirve en
realidad para ver que H es trivial para cada superficie no orientable (si es orientable
uno deduce con la misma idea que H; es ciclico infinito).

Supongamos que z = Y ,0 € Z1(K) es un 1-ciclo. Como Hy (K) 5 0 = d(def) =

[de] — [df] + [ef], 2’ = 2z + E[dﬂ ([de] — [df] + [ef]) es un ciclo homélogo a z (i.e. su clase
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es la misma en la homologia) y el coeficiente de [df] en 2’ es cero. Con la misma idea,
podemos reemplazar [ef] por [af] — [ae] para obtener un ciclo z” homélogo a z que
no contiene a [df] ni a [ef] en su escritura. Podemos eliminar luego, en este orden,
a [ed], [ce], [cd], [bd], [bf], [af], [ae] para obtener un ciclo Z homdlogo a z soportado en
los simplices [ab], [ac], [bc], [ad], [be], [cf]. Como e aparece s6lo en uno de estos seis 1-
simplices y d(2) = 0, el coeficiente de [be] en Z debe ser nulo. Lo mismo se aplica a los
coeficientes de [ad] y [cf], por lo que Z = afab] + Slac] + 7[bc]. Usando nuevamente
que d(Z) = 0, obtenemos «« = —f8 = ~. Luego, la clase de z en H;(K) es un mdultiplo
de la clase de [ab] — [ac] + [bc]. Entonces Hy(K) = (g), donde g denota a la clase de
[ab] — [ac] + [b].

Supongamos que g = 0 € H;(K). En ese caso existe una 2-cadena ¢ = ) a,0 €

Cs2(K) tal que d(c) = [ab] — [ac] + [bc]. Usando el mismo razonamiento que aplicamos
para calcular Hy(K), concluimos que Qpee] = Qede] = —Qdef] = —Qpdf] = Xpes]-
Luego, el coeficiente de [bc] en d(c) es 2ap,..) # 1. Entonces d(c) # [ab] —[ac]+-[bc], una
contradiccion. Luego g # 0 € H;(K). Sin embargo 2¢g = 0, ya que si sumamos todos
los 2-simplices con la orientacién adecuada, el borde de esta cadena es exactamente
2([ab] — [ac] + [bc]). Concluimos entonces que Hy (K) = Zs.

El hecho de que Hy(K) = Z se deduce del Ejercicio 3.6 abajo.

Notemos que, si bien puede requerir muchos calculos, el cémputo de la homo-
logia simplicial de un complejo finito se puede hacer algoritmicamente. S6lo nece-
sitamos saber calcular niicleos e imdgenes de transformaciones lineales y cocientes
por subgrupos. Para una justificacién mds detallada de esta afirmacién ver [22, §11].
En particular, uno puede decidir efectivamente si dos complejos simpliciales finitos
tienen los mismos grupos de homologia. Esto es muy distinto de lo que ocurre con
otros invariantes, como el caso del grupo fundamental. No existe ningtin algorit-
mo que permita decidir si el grupo fundamental de (la realizacién de) un complejo
simplicial es trivial o no.

Observacion 3.5. Sea K un complejo simplicial. Entonces H,,(K) = 0 para todo n >
dim(K).

Ejercicio 3.6. Sea K un complejo simplicial finito. Probar que Hy(K) es un grupo
abeliano libre con rango rg(Hy(K)) igual al niimero de componentes conexas de
K.

Ejercicio 3.7. Calcular los grupos de homologia (de alguna triangulacién) del toro y
de la botella de Klein.

Homologia reducida

Los grupos C,,(K) son triviales para n < —1. El complejo de cadenas aumentado
C.(K) coincide con C,(K) en grados distintos de —1, pero C_1(K) = Zy dy =
€

: Co(K) — C_1(K) = Z se define como €( Y. n,v) = . n,. El morfismo ¢ se
veK veK
llama aumentacion. El complejo aumentado es también un complejo de cadenas pues

€d1 = 0.
CoK): o — Co(K) -2 C1(K) 25 Cp(K) - Z — 0

La homologia reducida de K es la homologia de C.(K) y se denota H, (K). Clara-
mente H,(K) = H,(K) para todon > 1.
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Ejercicio 3.8. Probar que si K es un complejo simplicial no vacio, Ho(K) = Ho(K) &
Z.

Homologia relativa y escision

El Teorema de escisién para homologia singular (Teorema 6.1) es una de las he-
rramientas bdsicas que se aprenden en cualquier curso de topologia algebraica. La
demostracién, lejos de ser trivial, requiere de algunos resultados técnicos y extensos.
Definiremos ahora los grupos de homologia simplicial relativos y veremos que la
version simplicial del Teorema de escisién se deduce inmediatamente de las defini-
ciones.

Definicién 3.9. Sea L un subcomplejo de un complejo simplicial K ysean > 0. Enes-
te caso C,, (L) es un subgrupo de C,,(K) y se define C,,(K, L) = C,,(K)/C,(L). Notar
que Cy, (K, L) es un grupo abeliano libre con base las coclases de los n-simplices de
K que no son simplices de L. Como d,,(Cy, (L)) C Cp—1(L), dy, : Cp(K) = Cr—1(K)
induce una funcién C,(K,L) — C,_1(K, L) que también denotaremos d,,. Como
dpdp+1 = 0, Ci(K, L) es un complejo de cadenas. La homologia de este complejo
H, (K, L) es la homologia relativa del par (K, L).

Recordemos que dados dos complejos de cadenas de grupos abelianos (Cs, d),
(D, d’)

d d
Cy: oo — Chy1 — C, — Chymg —> -+

d’ d’
D, : oo —>Dpy1 — Dy — Dpg — -+,

un morfismo (de complejos de cadenas) f : C.. — D, es una coleccién de morfismos
de grupos f, : C,, — D, tales que d},f,, = fn—1d, para todo n. Como es usual,
muchas veces omitiremos los subindices en la escritura de los morfismos d,, y de los
morfismos de complejos. La identidad anterior seré escrita como d' f = fd.

Un morfismo induce morfismos en los grupos de homologia H,(f) : H,(C) —
H, (D) que mandan la clase de un ciclo c a la clase de f(c). La composicién de mor-
fismos es morfismo y H,, es un funtor: H,(gf) = H,(9)H.(f) y Ho(1c,) = 1, c)-
En particular, si f : Cx — D, es un isomorfismo de complejos de cadenas (existe
morfismo inverso o, equivalentemente, f,, : C,, — D,, es isomorfismo para cada n),
entonces H,(f) : H,(C) — H,(D) es un isomorfismo para todo n.

Notar que si M es un subcomplejo de un complejo simplicial K, la inclusién
i : M — K induce un morfismo de complejos de cadenas C,(M) — C.(K) que
manda un n-simplex orientado de M en si mismo. Ademads, si L es otro subcom-
plejo de K, entonces i, : C, (M) — C,(K) induce morfismos C,,(M)/Cp(L N M) —
C,(K)/Cy(L). Este morfismo de complejos de cadenas i, : C..(M, LNM) — C.(K, L)
induce morfismos en los grupos de homologia relativos. Mas adelante veremos que
esto vale en general: todo morfismo simplicial (de complejos simpliciales o de pares)
induce un morfismo de complejos de cadenas y por lo tanto morfismos en los grupos
de homologia.

Teorema 3.10 (Teorema de escisién). Sea K un complejo simplicial y sean L y M sub-
complejos de K tales que K = L U M. Entonces la inclusion M — K induce isomorfismos
H,(M,LNM)— H,(K, L) en todos los grupos de homologia.
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Demostracion. Consideramos la composicion ¢ : C, (M) — C,(K) — C,(K)/Cy(L).
Es sobreyectiva por hipétesis y su nicleo es C,(L N M). Luego ¢ induce un isomor-
fismo ¢ : C,,(M)/C,,(L N M) — C,(K)/C,(L) para cada n, que es simplemente el
morfismo inducido por la inclusién. Como i, : Cp,(M,L N M) — C,(K,L) es un
isomorfismo, induce también isomorfismos en la homologia.

El lector familiarizado con el Teorema de escisiéon para homologia singular no-
tard que se podria probar que la inclusién |M| — |K| induce isomorfismos en ho-
mologia singular H:"9(|M|,|L| N |M|) — H:™9(|K|,|L]|) si tan s6lo la clausura de
| K| \ | M| estuviera contenida en el interior de |L|. Esto en general no es cierto. Sin
embargo es posible aplicar el Teorema de escisién al reemplazar |L| por un subespa-
cio abierto U de | K| que se retrae por deformacion fuerte a |L| y tal que contiene a
la clausura de |K| \ |M]. La idea para la construccién de U puede encontrarse en la
demostracién de [26, Corollary 3.3.11]. De todos modos, deduciremos el anédlogo del
Teorema 3.10 para homologia singular al estudiar la equivalencia entre la homologia
simplicial y la singular.

Un resultado tan importante como el Teorema de escision es el Teorema de Mayer-
Vietoris. Para resolver el siguiente ejercicio es ttil el resultado algebraico (zig-zag
Lemma) que dice que toda sucesién exacta corta de complejos induce una sucesiéon
exacta larga en la homologia (ver por ejemplo [22, Lemma 24.1], [32, Theorem 1.3.1]).

Ejercicio 3.11 (Sucesién de Mayer-Vietoris). Probar que si un complejo simplicial X
es unién de dos subcomplejos Ly M, se tiene una sucesion exacta corta de complejos
de cadenas

0= CL(LNM) — Cu(L) & Cu(M) — Co(K) = 0

y por lo tanto se tiene una sucesién exacta larga

para la homologia simplicial. También se tiene una sucesién andloga para homologia
reducida cuando L N M es no vacio.

Ejercicio 3.12. Sea ¢ un 1-simplex, ¢ suborde, K un complejo simplicial y 6 K el join
de ambos (la suspension de K). Probar, que H, (6 K) = H,_1(K) para todon € N.

Ejercicio 3.13. Usando cierta sucesién exacta corta de complejos, probar que si L <
K, se tiene una sucesién exacta larga

-+~ — H;(L) — H{(K) — H;(K,L) — H;_1(L) — -+ — Hy(K,L) — 0

y si L # (), se tiene una sucesién andloga para homologia reducida

e+o — Hy(L) — Hy(K) — Hy(K,L) — H;_y(L) — --- — Ho(K, L) — 0.

Estas tdltimas sucesiones constituyen las herramientas fundamentales para cal-
cular grupos de homologia de un complejo simplicial teniendo informacién sobre
los grupos de homologia de subcomplejos. En la Seccién 6, veremos como escision y
la sucesién para homologia relativa se entrelazan para dar un argumento inductivo
que permitird probar la equivalencia entre homologia simplicial y singular.
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Homologia en morfismos

Sea ¢ : K — L un morfismo simplicial. Se definen los morfismos ¢,, : C,,(K) —
C, (L) que en los simplices orientados cumplen:

_ [(p(U )7"'790(vn)] Si@(vi)#@(vj)Vi#j
n([vo,,vn]) = { 0 ’ si existen ¢ # j tales que ¢(v;) = ¢(v;).

Notar que ¢,, estd bien definido como funcién pues a ordenamientos equivalen-
tes les corresponden las mismas cadenas y, como a orientaciones opuestas les corres-
ponden cadenas opuestas, esto determina un morfismo de grupos bien definido.

Veamos que ¢, : C.(K) — C.(L) es morfismo de complejos de cadenas. Basta
probar que dy(o) = ¢d(o) para los elementos de la base o = [vy, . . ., v,]. Silos ¢(v;)
son distintos dos a dos, la igualdad es clara. Si existen dos pares distintos ¢ # j, k # [
tales que ¢(v;) = @(v;), ¢(vi) = ¢(v;), también es claro que dy(o) = 0 = @d(0).
Supongamos entonces que ¢(v;) = ¢(v;) para ciertos i # j y que todos los demds
¢(vy) son distintos entre si y distintos a ¢(v;). En ese caso

pd(0) =
(p( Z (—1)]“[1)0,. .. ,'lA)k, . ,’l}n] + (—1)i[1)(), e 7’[%‘, . ,’Un] + (—1)j['l}(),. . .,'lA)j, . ,’Un])

k#i,5
—_— . —_—

= (_1)1'[()0(1}0), s a@(vi)’ ceey @(Un” =+ (_I)J [@(Uo)a ey QD(UJ')7 L) @(Un)]'

Pero esto es cero pues los ordenamientos (¢(vo), . . ., /(v\i), coo(vn) Y (e(ve),
oy 9(v), ..., p(vy)) difieren en una permutacion de signo (—1)"~7. Luego ¢d(c) =

0 = dy(o) como querfamos ver.

Como ¢, : C.(K) — C.(L) es morfismo, induce morfismos ¢, = H,(p) :
H,(K) — H,(L) para cada n.

Un morfismo simplicial ¢ : K — L induce también un morfismo ¢, : 5’* (K) —
C.(L) que en grados no negativos coincide con el ya definido y es la identidad 17 en
grado —1. Asi, tenemos también morfismos ¢,, = H,(p): Hy(K) — Hy(L).

Observacién 3.14. Hy,(1x) = 1y, (k) y Hn(¢9) = Hp(¥)H, (p) sivpy ¢ son morfismos
simpliciales componibles. Lo mismo vale para homologia reducida.

4. Teorema del acyclic carrier e invarianza topologi-
ca de la homologia

El teorema al cual hace referencia el titulo de la secciéon permite construir morfis-
mos C,(K) — C,(L) entre los complejos de cadenas asociados a complejos simpli-
ciales y, bajo ciertas condiciones, asegura que dos morfismos son homotépicos como
morfismos de complejos de cadenas. Usaremos este resultado para probar que si K
y L tienen realizaciones homeomorfas, C.(K) y C.(L) son complejos de cadenas
homotépicamente equivalentes y, en particular, tienen la misma homologia.
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Homotopias entre morfismos de complejos de cadenas

Recordemos que dos morfismos f, g : C.. — D, de complejos de cadenas se dicen
homotépicos si existen morfismos de grupos F), : C, = Dy 41

Chi1 C, dn Chpq —> -+
F,
|2l
Dy~ D, Dyq — -

n+1

tales que d;, | F), + Fy,_1dn, = g5, — fn para todo n. En este caso F' = {F),}, se dice
homotopia entre f y g, y notamos F : f ~ g o simplemente f ~ g.
Recordemos que valen las siguientes afirmaciones:

» Sif,g: Cy — D, son morfismos homotépicos, entonces f,. = g. : H,(C) —
H, (D).

» La relacién =~ entre morfismos C, — D, es de equivalencia.

" Sif ~g, f ~ ¢ ylas composiciones ff’,gg" estin bien definidas, entonces
ff~gg'.

Estas afirmaciones quedan como ejercicio para el lector.

Un complejo simplicial K se dice aciclico si H,(K)=0 para todo n > 0. A conti-
nuacién veremos que todo cono es aciclico. Un cono (simplicial) es el join a/ = a* K
entre un complejo K y un vértice a ¢ K. Al vértice a se lo llama dpice del cono.

Sio = [vg,...,vy] es un n-simplex orientado, notaremos o@D = (v, ..., Diy. .., 00
a su cara i-ésima. Luego d(o) = Xn: (—1)ic®.

i=0
Lema 4.1. Sea a K un cono. Entonces a K es aciclico.

Demostracion. Veamos que 15 )y 0 : C.(aK) — C.(aK) son morfismos ho-
motdpicos. Definimos paran > 0, F, : Cp(aK) = Cpt1(aK) queeno = [vg, ... ,y)
vale

| aoc =la,vy,...,v,] siado
F"(")_{o sia € o,

y F_1 : Z — Cy(aK) que manda 1 en a. Asi, F,, es un morfismo de grupos bien
definido para todo n.

d

Cn(aK) —% C,_1(aK) . ColaK) =7
Sl AT 2l A
Crs1(aK) ~2> O (aK) o O1(aK) —4> Co(aK) 7

Sean > 1.Si o es un n-simplex de K, entonces
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(dF + Fd)(o) = d(ao) + F(i(—l)ia(i))
=0
=0- Y (-D'ac? +> (-1)'ac') = o = (1-0)(0).

i=0 =0

n—1
Si o esun (n—1)-simplex de K, entonces (dF + Fd)(ac) = F(o— 3" (—1)ac®) =

i=0
(1 -0)(ao). Sives un vértice de ak, también vale (dF + Fe)(v) = (1 — 0)(v). Luego
F : 0 ~ 1. Como los morfismos son homot6picos, inducen los mismos morfismos en
homologia,ie. 0 =1: H,(aK) — H,(aK). Entonces H,(aK) = 0, como querfamos
probar. K>

Contigiliidad

Existe una versién simplicial de la nocién de homotopia entre funciones. Este
concepto mucho mas rigido se denomina contigiiidad.

Definicién 4.2. Sean K, L complejos simpliciales. Decimos que dos morfismos ¢, 1) :
K — L son contiguos si para cada ¢ € K, ¢(0) U (o) es un simplex de L. Las
clases de equivalencia de la relacién de equivalencia generada por la contigtiidad se
denominan clases de contigiiidad. En otras palabras, ¢, : K — L estdn en la misma
clase de contigiiidad si existe una sucesiéon ¢ = o, ..., p; = ¢ de morfismos de K a
L tales que ¢; y ¢;11 son contiguos para todo i.

Ejercicio 4.3. Probar que dos aproximaciones simpliciales K — L de una misma
funcién continua | K| — |L| son contiguas.

Observacion 4.4. Si ¢,v : K — L estdn en la misma clase de contigiiidad, entonces
lol, [4] : | K| — |L| son funciones homotdpicas ya que la homotopia lineal estd bien
definida: (1 — ¢)|p|(x) + t|y|(x) estd bien definido para todo = € |K|y t € I porque
siz € |o|, entonces |¢|(z), [¢|(x) € |¢(o) U(o)|. La continuidad de la homotopia
lineal sale como en la demostracién de la Proposicién 2.7.

Probaremos algo ligeramente distinto a lo que dice la observacién anterior: que
si ¢ y v estdn en la misma clase de contigiiidad, entonces ¢., 1. : C.(K) — C.(L)
son homot6picos como morfismos de complejos de cadenas. Para esto utilizaremos
el Teorema del acyclic carrier.

Ejercicio 4.5. Sea X un conjunto. Decimos que un cubrimiento V de X refina a otro
cubrimiento U si todo elemento de V estd contenido en uno de Y. Una proyeccion
canénica N (V) — N(U) es una aplicacién que elige para cada V' € V un elemento
(V) =U € U que contiene a V. Probar que toda proyeccién canénica es un morfis-
mo simplicial y que dos proyecciones canénicas son contiguas.

Ejercicio 4.6. Hallar dos morfismos simpliciales con realizaciones homotépicas que
no sean contiguos. jExisten morfismos simpliciales en diferentes clases de contigtii-
dad que tengan realizaciones homoto6picas?

La diferencia entre contigiiidad y homotopia se estudia a fondo en [3]. La nocién
de contigiiidad da lugar a tipos homotdpicos fuertes de complejos simpliciales. Estos,
al tener una descripcién combinatoria, son mucho maés sencillos de entender que los
tipos homotépicos usuales.
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Acyclic carriers

El Teorema del acyclic carrier es un resultado puramente algebraico. Antes de
enunciarlo, introducimos un par de conceptos.

Definicién 4.7. Sea K un complejo simplicial y sea L < K un subcomplejo. Diremos
que una cadena ¢ € C,,(K) esllevadapor Lsic € C,,(L),i.e.c¢(c) = 0paratodoo € K
talqueo ¢ L.

Definicién 4.8. Sean K y L complejos simpliciales. Un acyclic carrier de K a L es una
funcién ® que le asigna a cada simplex o € K un subcomplejo ®(c) de L de modo
que valen las siguientes dos condiciones:

1. ®(o) es no vacio y aciclico para todo ¢ € K.
2. SiTesunacarade o € K, entonces (1) C ®(o).

Si ¢ es un acyclic carrier de K a L, decimos que un morfismo de complejos de
cadenas ¢ : C,(K) — C,(L) es llevado por @ si para todo simplex orientado o € K,
la cadena ¢(o) € C,, (L) esllevada por el subcomplejo (o). Si F : C.(K) — Coy1(L)
es una homotopia entre dos morfismos de complejos de cadenas, diremos que F' es
llevada por ® si para cada simplex orientado o € K, F (o) es llevado por ®(o).

Ejemplo 4.9. Todo morfismo simplicial ¢ : K — L induce un acyclic carrier ® de
K en L que viene dado por ®(0) = ¢(0). Esto se deduce del hecho de que todo
simplex es un complejo simplicial aciclico por el Lema 4.1. El morfismo de complejos

de cadenas g, : C’*( ) — C. (L) inducido por ¢ es llevado por ¢ ya que la cadena
¢« (0) es llevada por el subcomplejo ¢ (o).

Teorema 4.10 (Teorema del acyclic carrier). Sean K y L dos complejos simpliciales y sea
® un acyclic carrier de K a L. Entonces

(i) Existe un morfismo ¢ : C.(K) — C,(L) llevado por ® que en grado —1 es la identi-
dad.

(i) Si 1) : Co(K) — C.(L) son dos morfismos llevados por ® que en grado —1 son la
identidad, entonces existe una homotopia F' : ¢ ~ 1 llevada por ®.

Demostracion. Para probar (i) construiremos el morfismo ¢ : C. (K) — 5'*(L) grado
por grado. En grado —1 es la identidad.

L oK) - C1(K) —s Oy(K) =7

2 o 1

v v
% Cy(L) = C1(L) == Co(L) 2
Queremos definir ¢q : Co(K) — Cy(L) de modo tal que para todo v € K, ¢o(v)
sea llevado por ®(v) y ademads epo(v) = 1ze(v) = 1. Basta tomar ¢o(v) como cual-

quier vértice de ®(v) # 0.

Ahora queremos definir ¢; : C1(K) — C;(L) de modo tal que para todo 1-
simplex [v, w] € K, ¢1([v,w]) sea llevado por ®({v,w}) y de1([v, w]) = god([v,w]) =
wo(w — v) = o(w) — o (v). Como por construccién ¢y (w) estd llevado por ®(w) C
O({v,w}) v po(v) estd llevado por ®(v) C ®({v,w}), entonces wo(w) — ¢o(v) €
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Co(®({v,w})). Ademds €(io(w) — wolv)) = egod([v,uw]) = lzed([v,w]) = 0 pues
ed = 0. Luego, wo(w) — wo(v) € Zo(P({v,w})). Pero ®({v,w}) es un subcomplejo
aciclico, luego Zy(®({v, w})) = Bo(®({v,w})). Es decir que existe ¢ € C1(2({v,w}))
tal que d(c) = @o(w) — o (v). Definimos entonces ¢ ([v, w]) = c.

De este modo, recursivamente, definimos los morfismos ¢,,. Supongamos ¢y, . . .,
¢n—1 ya construidas. Queremos definir ¢, (o) llevado por ®(c) de modo tal que
dpn(0) = pn_1d(c). Pero d(c) = Y_(—1)'¢™. Por hipétesis inductiva ¢, 1(c?) es

llevado por (V) C ®(s). Luego ¢,,_1d(c) € C,,_1(®(0)). Pero, también por induc-
cion dp,_1d(c) = pn_2d*(c) = 0. Entonces ¢,,_1d(0) € Z,,_1(®(0)) = B,—1(®(0))
y existe ¢ € C,,(®(0)) tal que d(c) = p,—1d(0). Definimos ¢, (c) = c.

La demostracion de (ii) es similar a la del punto anterior. Construiremos la ho-
motopia F,, : CN’n(K ) — 5'”+1(L) grado por grado.

s Cy(K) — Oy (K )Hco *>Z

Aol )

= Cy(L) —%> 0y (L) 2 c0 < .7

Definimos F_; = 0 : Z — Cy(L). Queremos definir FO : Co(K) — C1(L) de modo
tal que dFy = ¢ — . Ahora, siv € K, ¥(v) — p(v) € Co(P(v)) y e(v(v) — p(v)) =
€(v) — e(v) = 0. Luego ¢(v) — ¢(v) € Zo(®(v)) = Bo(P(v)) y existe ¢ € C1(P(v)) tal
que d(c) = ¥(v) — ¢(v). Definimos Fy(v) = c.

Supongamos definidas F_1, ..., F,,_1. Queremos definir F,, : C,,(K) — Cp41(L)
tal que dF,, + F,,_1d = ¢ — . 51 0 € K es un n-simplex, necesitamos entonces que
dF, (o) =¢Y(o)—p(c)—F,_1d(0). Por hipétesis 1)(0), p(c) € Cr,(®(0)). Por otro lado,
d(o) = Y (=1)'¢® y por hipétesis inductiva F,,_1(c?) € C,(®(c)) C C,,(®(0)).
Luego ¢(0) — p(0) — Fj,—1d(0) € Cp(P(0)).

Ademéds d(y(o) — ¢(o) — Fh_1d(0)) = ¥d(o) — ¢d(c) — dF,—1d(0) = (¢ —
¢ — dF,_1)d(c). Por induccién ¢ — ¢ — dF,,_1 = F,_ad. Entonces d(y(o) — ¢(c) —
F,_1d(0)) = F,_2d?*(0) = 0. En otras palabras, ¢(c) —¢(c) — F,,_1d(c) € Z,(®(0))

B,,(®(0)). Por lo tanto existe ¢ € Cp,+1(®(0)) tal que d(c) = ¢¥(0) — ¢(0) — F,—1d(0)
Definimos F),(c) = c. Asi, recursivamente, queda definida la homotopia entre ¢ y ¢
y es llevada por ®.

Observacion 4.11. La definicién de morfismo de cadenas y homotopia llevadas por
un acyclic carrier bien puede hacerse para morfismos y homotopias entre complejos
C.(K), Ci(L) no aumentados. El Teorema del acyclic carrier vale también en su ver-
sién para complejos de cadenas no aumentados en donde (i) asegura la existencia de
un morfismo ¢ : C,.(K) — C.(L) que ademds cumple ep = € y la parte (i) requiere
que los morfismos ¢, : C\.(K) — C.(L) satisfagan la condicién recién impuesta.
La demostracion se deduce de la anterior observando que F_; se definié como cero
y entonces la misma homotopia funciona.

Proposiciéon 4.12. Sean p,v : K — L dos motfismos simpliciales en la misma clase de
contigiiidad. Entonces p, ~ 1, : C.(K)— @(L).

Demostracion. Podemos suponer que ¢ y % son contiguos. Definimos un acyclic ca-
rrier ® de K a L dado por ®(0) = ¢(0) U¢(o) < L. Es un acyclic carrier por el Lema
4.1. Claramente ¢, y ¢ : 5'*([( ) — C~'*(L) son llevados por ®. Por el Teorema del
acyclic carrier, ¢, y ¢, son homotépicos. %%
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Invarianza topolégica

Utilizaremos el Teorema del acyclic carrier para probar que todo complejo sim-
plicial Ky su subdivision baricéntrica K’ tienen la misma homologia.

Recordemos que una aproximacién simplicial de una funcién continua f : |K| —
|L| es un morfismo simplicial ¢ : K — L tal que si f(z) € |7|, entonces |¢|(z) € |7|y
que, en vista del Lema 2.21, esto es equivalente a una funcién de vértices ¢ : Vg —

Vi que cumple f(sot(v)) C sot(go(v)) paracadav € K.

Proposicién 4.13. Sea L una subdivisién de un complejo simplicial K. Entonces existe una
aproximacion ¢ : L — K de la identidad 1k : |L| — | K]|.

Demostracion. Para cada vértice v € L elegimos un vértice ¢(v) € K tal que p(v) €
sop (v). Veamos que esta funcién de vértices es una aproximacion de la identidad.

[}
Siz € sty(v), z =) t;v; donde t; > 0 para todo i y existe ¢’ tal que v = v;. Cada
v;, como punto de |K| se escribe de la forma v; = ) r;;w;; para ciertos w;; € K

J
y rij > 0. Entonces 1|k () = Y t; Y rijwi; = Y tirgjwij. Como p(v) € sop,.(v),
i J i,J
existe j' tal que ¢(v) = wy ;. Como tyryj0 > 0, p(v) € sop,(x). En otras palabras,

Lig|(x) € sotK(cp(v)). Por el Lema 2.21, ¢ es una aproximacién de la identidad. <%

Observacion 4.14. Sea K’ la subdivisiéon baricéntrica de un complejo simplicial K.
Entonces una funcién de vértices ¢ : Vi — Vi es una aproximacién de la identidad
siy sélo si p(b(c)) € o paracada o € K.

La suficiencia se deduce de la demostracién de la proposicién anterior, ya que
sop (b(0)) = 0. La necesidad es obvia de la definicién de aproximacién simplicial.

Teorema 4.15 (Teorema de la subdivisién algebraica). Sea K’ la subdivision baricéntri-

ca de un complejo simplicial K. Entonces existe un tinico morfismo X : C,(K) — C.(K')
que es la identidad en grado —1 tal que \(o) es llevado por K'(0) = & para cada 0 € K.
Ademis, si p : K' — K es una aproximacién de la identidad, entonces \ y ¢, : 5’*(K " —
C.(K) son inversas homotépicas. En particular los morfismos A, y . inducidos en la ho-

mologia son isomorfismos.

Demostracion. Definimos un acyclic carrier A de K a K’ dado por A(o) =7 < K'.
Estos subcomplejos son conos, con édpice en b(o), luego aciclicos por el Lema 4.1. Si
T C o, A(T) € A(0). Por el Teorema del acyclic carrier existe A : C.(K) = C.(K)
como en el enunciado.

Para probar que ¢, es inversa homotépica de A definiremos un acyclic carrier ©
de K a K'y veremos que tanto . A como 15 () son llevados por ©. Definiremos otro
acyclic carrier ¥ de K’ a K’ para ver que la otra composiciéon también es homotdpica
a la identidad.

Si o € K, definimos ©(0) = 7 < K. Si {b(0;) }ogi<n €5 un simplex de K’, con
0; C 0441, definimos \I’({b(a'i)}ogign) = E;L < K'.

Sea o0 € K un n-simplex. Como A es llevado por A, A(0) € C,,(d’) es una com-
binacién entera de simplices del tipo 7 = [b(0y),...,b(c,)] € K’ tales que cada o;
es cara de 0. Ahora, ¢, (7) es cero o es [p(b(0y)), ..., p(b(c,))] = [vo,-..,v,], donde
v; = p(b(o;)) € 0; C o, por la Observacion 4.14. En cualquier caso, ¢.(7) es llevado
por ©(c) = 7 y entonces . A(0) es llevado por O (o). Claramente la identidad 1

C.(K)
es llevada por ©. El Teorema del acyclic carrier garantiza que p.A ~ 15 (.-
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En la otra direccién, sea 7 = [b(0y),...,b(0,)] € K’ con o; C 0,41 para cada i.

=

Entonces . (7) es cero o es [vg,...,v,] con cada v; € o; C o,. En el segundo caso,

Ao« (7) es llevado por A({vg,...,vn}) = {vo,... ,vn}l C 7, = ¥(r). Por lo tanto, en
cualquier caso Ap.(7) es llevado por ¥(7). La identidad 1 &. (k) también es llevada
por Uy entonces, el Teorema del acyclic carrier dice que A, ~ 15 .. Luego ¢, es
inversa homotépica de .

Resta probar la unicidad de \. Sea § : C,(K) — C.(K’) otro morfismo llevado
por A. Por el Teorema de acyclic carrier existe una homotopia F' : Co(K) = Coyr(K')
entre Ay 6 que es llevada por A.

Cry1(K') — Cn(K')

Si o € K es un n-simplex, entonces F'(0) € Cp,11(d’). Pero ' es un subcomplejo
de dimensién n, por lo que C,,41(¢’) = 0. Luego, la homotopia es trivial y § — A =
dF + Fd = 0. Ko

El resultado de recién sigue valiendo si reemplazamos la subdivisién baricéntrica
K’ por una subdivision arbitraria L de K. En este caso uno necesita ver que L(o) <
L es un subcomplejo aciclico para cualquier simplex ¢ € K y el Lema 4.1 no se
aplica directamente. La demostracién de este hecho la deduciremos de la invarianza
topologica de los grupos de homologia (Corolario 4.21). En el caso de la subdivisién
baricéntrica, uno puede dar una férmula explicita para el morfismo A. Esencialmente
A: C,(K) — C.(K') manda cada n-simplex o € K a la suma de los n-simplices de
¢’ orientados coherentemente.

Definicién 4.16. Al morfismo de complejos de cadenas A : C.(K) = C.(K") se lo
llama operador subdivisién. Si K (") es la n-ésima subdivisién baricéntrica de K, el
operador subdivision A : C,(K) — C.(K™) es la composicién de los operadores
C.(K®) = C, (KD,

Necesitaremos el siguiente

Lema 4.17. Sean K, L, M complejos simpliciales y sean f : |K| — |L|, g : |L| — |M]
funciones continuas. Si ¢ : K — Ly : L — M son aproximaciones simpliciales de f y g,
entonces ) es aproximacion simplicial de g f.

Demostracion. Se deduce inmediatamente del Lema 2.21. K

Ya sabemos como asociar morfismos en la homologia a cada morfismo simplicial.
Para probar que los grupos de homologia son invariantes por homeomorfismos, que-
remos asociar morfismos Hy,(K) — Hy(L) a cada funcién continua |K| — |L|. Para
esto necesitamos aproximaciones simpliciales y el operador subdivisién. Definimos
los morfismos inducidos por funciones continuas y luego probamos que esta defini-
cién no depende de las aproximaciones elegidas.

Definicién 4.18. Sean K, L complejos simpliciales con K finito. Sea f : |K| — |L]
una funcién continua. Se define para cada k > 0 el morfismo

fo= fu(K,L) : Ho(K) — Hy(L)
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como la composicién f. = p.\., donde ¢ : K™ — L esuna aproximacién simplicial
de fy \: C.(K) — C.(K™) es el operador subdivision.

Proposicién 4.19. El morfismo f, estd bien definido. No depende del n elegido ni de la
aproximacion simplicial .

Demostracién. Seanm > n > 0ysean ¢ : K™ — L, ¢ : K™ — [ aproximaciones
simpliciales de f. Tenemos el siguiente diagrama

Hy(K) —2 Hy (K™

N

Hy(K™) ?ﬁk([’)

donde A, ) y A son los operadores subdivision y p : K™ — K es una com-
posicién de aproximaciones K (*1) — K de la identidad. Por el Teorema de la
subdivisi6n algebraica 4.15, (\/)~! = p, : Hi(K(™) — Hy(K™).

Como p es composicién de aproximaciones de la identidad y ¢ es aproximacién
de f, op: K™ — Les aproximacion de f por el Lema 4.17. Por el Ejercicio 4.3, ¢p

y ¥ son contiguas. Por la Proposicién 4.12, ¢.p, = 1, : Hi(K™) — Hy(L). Luego
Pure = @ (N)TIN, = 0upu X, = AL K

Vemos la funtorialidad:

Proposicién 4.20.
(a) Sea K un complejo simplicial finito. Entonces (1x|)« = Lir ey H,(K) — Hy(K).

(b) Si K, L, M son complejos simpliciales con K y L finitosy f : |[K| — |L|, g : |L| —
| M| son continuas, entonces (9f )« = gu fo : Hp(K) — Hp(M).

Demostracion. La validez de (a) es obvia, tomando n = 0y ¢ = 1x en la definicién
de (1))« Probamos (b). Sea ¢ : L™ — M una aproximacién simplicial de g, p :
L™ — [ una aproximacién de la identidad y ¢ : K™ — L™ una aproximacién
de f : |K| — |L| = |L™|. Consideramos el siguiente diagrama

Hy(K) 2% Hy(K™) 2> B, (L) 2~ H, (M)

P TA;
(pep) i

Hy(L)

donde los morfismos A y A’ son los operadores subdivisiéon. Los morfismos verticales
son uno el inverso del otro por el Teorema de la subdivisién algebraica y el Lema
4.17. La composicién ¢ es una aproximacién de gf por el Lema 4.17, por lo que
(9f)« = (V) s. Ademds, pp es aproximacién de f y luego f. = (pp)«A«. Por
definicién g, = 1. \.. Entonces

(9f)s = Vepudi = w*)\fkp*@*)\* = g [
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Corolario 4.21. Los grupos de homologia simplicial reducida son un invariante topolégico
de complejos simpliciales finitos. Es decir, si K y L son complejos simpliciales finitos tales

que | K|y |L| son homeomorfos, entonces Hy(K) = Hy(L) para todo k > 0.

Demostracion. Si f : |K| — |L| es un homeomorfismo con inversa g, por la Propo-
sicion 4.20, g.f« = (gf)« = (1‘K‘)* = 1I§k(K)' Simétricamente f,g, = 1f1k(L)’ por lo

que f, : f[k(K) — ﬁk(L) es un isomorfismo. K>

Definicién 4.22. Dado un poliedro finito X, definimos para cada k el k-ésimo grupo
de homologia (simplicial) reducida de X como Hy(X) = Hy(K) donde K es cualquier
triangulacion de X.

Observacion 4.23. En vista de la Observacién 4.11, tenemos que la Proposicion 4.12,
el Teorema de la subdivisién algebraica, la Definicién 4.18 junto con 4.19, la Proposi-
cién 4.20 y la invarianza topolégica, son también vélidos para complejos de cadenas
no aumentados y grupos de homologia no reducidos. Por supuesto, también es po-
sible derivar estos resultados directamente de los correspondientes para homologia
reducida.

La Definicién 4.18 sigue teniendo sentido si K no es finito, usando el Teorema de
aproximacion simplicial y el Teorema de la subdivisién algebraica en sus versiones
generales. De ese modo se puede probar los grupos de homologia son un invariante
topolégico para complejos simpliciales en general.

Ejercicio 4.24. Sea K un complejo simplicial y sea K’ su subdivision baricéntrica.
Sea \ : C\.(K) — C.(K') el operador subdivisién. Probar que si ¢ : K’ — K es una
aproximacion de la identidad entonces ¢\ : C.(K) — C.(K) es la identidad.

Aplicaciones

Mostramos como aplicacién algunos resultados elementales que se deducen del
célculo de los grupos de homologia de las esferas.

Proposicién 4.25. Los grupos de homologia de la esfera n-dimensional S™ son

~ ey _ | L sik=n
H’C(S)_{o Sik # 1.

Demostracion. Si n = 0, el complejo simplicial que consta de dos vértices aislados
triangula a S° y es facil ver que el resultado vale. Sea n > 1. Entonces K = ¢ = 9o,
donde ¢ es un (n + 1)-simplex, es una triangulacién de S™. Sea v € o. Entonces
0o = vd(o ~\v) U (o \ v). Como vd(c \ v) y ¢ \ v son conos, son aciclicos por el
Lema 4.1. Ademads, v0(c \ v) N (o \ v) = 0(c \ v), es el borde de un n-simplex. Por
el Teorema de Mayer-Vietoris (ver Ejercicio 3.11) se tiene una sucesién exacta larga

=0 — Hy(S™) — H;_1(5" ') — 0 — ... — Ho(S™) — 0.
Luego H;(S™) = H;_1(S™1) y por induccién se deduce la proposicion. K
Usando homologia simplicial deducimos el cldsico Teorema de no retraccién.

Teorema 4.26. No existe retraccién r : D" — S~ 1.
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Demostracion. Supongamos que si existe r tal que ri = 1gn-1 donde 4 denota la in-
clusién de la esfera en el disco. Como D™ = |o| para o un n-simplex, H,,_,(D™) = 0.
Las funciones i y r inducen morfismos i, : H,_1(S""') = Z — H,_,(D") = 0,
et Hy_1(D") =0 — H,_1(S"1) = Z. Entonces 0 = r,i, = (1i)y = (Lgn-1), = 1z,
absurdo. K>

Corolario 4.27 (Teorema del punto fijo de Brouwer). El disco D" tiene la propiedad del
punto fijo, es decir, toda funcion continua f : D™ — D" tiene un punto fijo.

Demostracion. Usamos el argumento usual basado en el Teorema de no retraccién. Si

f : D™ — D™ fuera una funcién sin puntos fijos, entonces la funcién r : D™ — sn—l
—

que manda un punto z € D™ a la interseccién de la semirrecta f(z)z con S"~! es una
retraccién, lo que contradice el resultado anterior. K>

Teorema 4.28. Los espacios R™ y R™ no son homeomorfos si n # m.

Demostracion. Si lo fueran, sus compactificaciones de Alexandroff, S™ y S™ serian
homeomorfas. Luego Z = H,, (S") = H,(S™) = 0, una contradiccién. K

En la préxima seccién estudiaremos una generalizacién del Teorema del punto
fijo de Brouwer. Antes de eso, mostraremos que los grupos de homologia son un
invariante homotépico, i.e. poliedros homotépicamente equivalentes tienen grupos
de homologia isomorfos.

Invarianza homotopica

Para demostrar que la homologia es un invariante homotépico, veremos que fun-
ciones homotépicas entre poliedros inducen los mismos morfismos en la homologia.
Una forma de probar esto es con el Teorema del acyclic carrier. Aquf lo demostra-
remos usando aproximaciones simpliciales y la Proposicién 4.12 (que en el fondo
también usa acyclic carriers).

Teorema 4.29. Sean K, L complejos simpliciales con K finito. Sean f,g : |K| — |L|
funciones continuas homotdpicas. Entonces existe n > 0y aproximaciones simpliciales o, :
K™ — Lde fy genlamisma clase de contigiiidad.

Demostracion. Sea H : |K| x I — |L| una homotopia entre f y g. Como |K| es un

espacio métrico compacto, el cubrimiento {H _1(sotL(w))}we 1 de |K| x I tiene un
numero de Lebesgue § > 0, digamos, para la métrica infinito del producto. Sean
0=ty <t <...<tp=1tales quet;;1 —t; < d.Paracada0 < ¢ < k, definimos
fi + |[K| = |L| por fi(x) = H(z,t;). Siz € |K|, d((z,t;),(z,t;41)) < 6. Luego,
existe w € L tal que f;(z), fit1(x) € sot(w) Entonces {f[l(sot(w)) N f;_ll(sot(w))}weL
es un cubrimiento por abiertos de | K| para todo i. Sea §; un nimero de Lebesgue
para este cubrimiento. Al igual que en la demostraciéon del Teorema de aproximacién

simplicial 2.22, existe n > 0 tal que para cada v € K™, diém(s?t(v)) < 6; para todo i.
Luego, para cada 0 < i < ky cada v € K™ existe w € L tal que

Fi(st(v)) C st(w) y fiyr (st(v)) C st(w)

Definimos ;(v) = w. Por el Lema 2.21, ¢; : K™ — L es una aproximacién sim-
plicial de f; y de f;11 simultdneamente. Por el Ejercicio 4.3, ; y ;41 son contiguas
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para todo 0 < ¢ < k. Luego ¢ = o y ¥ = ¢i—1 son aproximaciones de f y g en la
misma clase de contigtiidad.

Corolario 4.30. Sean K, L complejos simpliciales con K finito. Sean f,g : |K| — |L]
funciones continuas homotépicas. Entonces

fo=gs t Hy(K) — Hy(L)
para todo k > 0.

Demostracion. Por el teorema anterior existen aproximaciones simpliciales ¢, 1) :
KM — [ de fy g en la misma clase de contigiiidad. Por la Proposiciéon 4.12,
0r ~ ¥, 1 Co(K™) = C,(L). Luego p.A ~ .\ : C.(K) — C.(L), donde X es
el operador subdivisién. Entonces los morfismos inducidos en la homologia f. y g«
coinciden.

Corolario 4.31. Los grupos de homologia reducidos son un invariante homotdpico, i.e. si dos
poliedros compactos son homotdpicamente equivalentes, entonces tienen los mismos grupos
de homologia reducida.

En particular, todo poliedro compacto y contractil es aciclico. La reciproca de este
enunciado es, por supuesto, falsa (ver por ejemplo [14, Example 2.38]). Una conse-
cuencia inmediata de los Teoremas de Hurewicz y de Whitehead es que todo polie-
dro aciclico y simplemente conexo es contractil [14, Corollary 4.33].

El Teorema 4.29 falla si no pedimos que K sea finito, atin si permitimos subdi-
visiones arbitrarias (no necesariamente baricéntricas). Sin embargo, los Corolarios
4.30 y 4.31 si valen con mas generalidad cuando los complejos son no finitos. Una
vez mads, nos restringimos al caso finito en donde las demostraciones son mas ele-
gantes. Una prueba rigurosa, aunque mads técnica, de 4.30 en el caso general, puede
encontrarse en [22, Lemma 19.1, Theorem 19.2].

5. Teorema del punto fijo de Lefschetz

En esta seccién estudiaremos uno de los resultados mas lindos de la topologia
algebraica. El Teorema del punto fijo de Lefschetz generaliza ampliamente el Teore-
ma del punto fijo de Brouwer. Dice en particular que todo poliedro compacto con
grupos de homologia de torsion tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema de la traza de Hopf

Necesitaremos dos resultados basicos de grupos que recordamos a continuacioén.
Las demostraciones pueden encontrarse por ejemplo en [22, Lemma 11.1, Theorem
11.3] o en [12, Teorema 6.3.7, Lema 7.5.2].

Teorema 5.1. Sean G, H dos grupos abelianos libres finitamente generados y sea p : G — H
un morfismo de grupos. Entonces existen bases de G y H tales que la matriz de ¢ en esas
bases tiene la forma
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by 0O -~ 01]0 -~ 0

0 b ] .
0

0 0 b.]0 0

0 010 0

0o --- olo .- 0

Donde b; > 1 para todo 1 < i < r y b; divide a b;y,. Esta matriz estd unfvocamente
determinada por .

La matriz del enunciado se llama la forma normal de ¢. El Teorema de estructura
para grupos abelianos finitamente generados se deduce rapidamente de este teore-
ma. La idea para probar el Teorema 5.1 es hacer operaciones por filas y columnas
usando el algoritmo de division.

El segundo resultado que usaremos ser4 el siguiente

Teorema 5.2. Sea G un grupo abeliano libre finitamente generado y sea H < G un subgru-
po. Entonces H es libre finitamente generado y rg(H) < rg(G).

Corolario 5.3. Sea G un grupo abeliano libre finitamente generado y sea H < G un sub-
grupo. Entonces existe una base ey, e, . . ., e de G y enteros by, by, ..., by, conr < k tales
que bieq, baes, ..., bye, es base de H.

Demostracion. Por el Teorema 5.2, r = rg(H) < rg(G) = k. Por el Teorema 5.1, existen
bases ai,as,...,a, de H y eq, e, ...,¢; de G tales que la matriz de la inclusién 4 :
H — G en esas bases luce como en el enunciado de 5.1 para ciertos b;. Como i es un
monomorfismo, la matriz no tiene columnas nulas. Dado 1 < j < r vale entonces
aj = i((lj) = bjej.

Definicién 5.4. Sea G un grupo abeliano libre finitamente generadoy sea ¢ : G — G
un endomorfismo. La traza tr(p) = tr(e, G) de ¢ es la traza de la matriz de ¢ en
cualquier base de G.

Si K es un complejo simplicial finito y ¢ : C\(K) — C4(K) es un morfismo de
complejos de cadenas, notaremos tr(¢, Cx(K)) a la traza de ¢y, : Ci(K) — Ci(K).
El grupo de homologia Hj(K) no necesariamente es libre, pero si 7;(K) denota
a su subgrupo de torsion, entonces Hy(K)/T;(K) es libre finitamente generado y
s« @ Hp(K) — Hy(K) induce un morfismo ¢, : Hy(K)/Tp(K) — Hi(K)/Tp(K).
Denotamos tr(p, H,(K)/Ti(K)) a la traza de dicho morfismo.

Teorema 5.5 (Teorema de la traza de Hopf). Sea K un complejo simplicial finito y sea
¢ : Cu(K) — C.(K) un morfismo de complejos de cadenas. Entonces

D (=D)Ftr(e, Cr(K)) = (—1)*tr(p, Hy(K) /Ti(K)).
k>0 k>0
Antes de dar la demostracién, probaremos el siguiente

Lema 5.6. Sea G un grupo abeliano libre finitamente generado y sea H < G un subgrupo
tal que G/ H es libre. Si ¢ : G — G es un morfismo tal que (H) C H, entonces

tr(p) = tr(e| ) + (%)
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donde |, : H — H es la restriccion y 3 : G/H — G/H es el morfismo inducido en el
cociente.

Demostracién. Supongamos que By = a1, as, ..., a, esbasede Hy By = by, by, ..., by
es base de G/H, donde b; denota la clase de b; € G en el cociente. Entonces es facil

ver que By = aj,az,...,a,b1,b2,...,b; es base de G. Ademds p(b;) = P(b;) =
>-(|#|B,)ijbi. Luego, ¢(b;) = > (|®|B,)ijbi + h;, donde h; € H, y entonces la matriz

g

K3
de ¢ en la base Bj tiene forma

_(lelgls | * >
el ( 0 e )

K

Demostracion del Teorema de la traza de Hopf. Denotamos Cy, = Cy(K), Z;, = Zy(K),
By = Bi(K), Wy, ={c€ Z|3r € Ncon rc € By }. Tenemos entonces las inclusiones
By, C Wy, C Zj, C Cy. Todos estos grupos son invariantes por ¢, : C,.(K) — C.(K).

El morfismo de borde d : Cj, — Bj_1 es un epimorfismo y su ntcleo es Z. Luego
Cr/Zy = By_1 es libre. Ademds la conmutatividad del diagrama de la izquierda
implica la del de la derecha

Cr £ By, Cr/Zk Lqu

bl s

Ch —LBiy  Cu/Zn2> By

por lo que
tr(@, C/Zk) = tr(e, Br-1). )

Sea Hy, = Hi(K) y T}, < Hy, el subgrupo de torsién. La composicién de cocientes
Zy — Zy/By = Hy — Hy/T} es un epimorfismo y su ntcleo es W;,. Luego induce
un isomorfismo Z, /W), = Hy, /T, que también conmuta con los morfismos inducidos
por . Entonces Z;, /Wy, es libre y

tr(@, Zi/Wi) = tr(®, Hi /Tk). )
Por otro lado, el Corolario 5.3 aplicado a W, < By, dice que existe base ey, eg, . . .,
e: de By, y enteros positivos by, b, . . ., b, tales que byeq, baes, . .., bre, es base de Wi.

Como Wy, /By, es de torsion, debe ser r = ¢. Si a;; y Bi; son los coeficientes de las
matrices de ¢ en las bases de By, y de Wy, respectivamente, tenemos ¢(e;) = Y o e;

y ap(bjej) = Z ﬂljbze, Luego Zﬁwblel = (p(bj(ij) = Z oq;jbjei Yy en particular, Bjj =

7
a;;. Entonces

tr(@v Wk) = tr(<p, Bk)' (3)

Por el Lema 56/ tr(@a Ck) - tr(@a Ck/Zk) + tr(@v Zk/Wk) + tr(@v Wk)a yasuvez,
por las ecuaciones (1), (2), (3), esto es igual a tr(yp, Bi_1) + tr(@, Hi /1)) + tr(e, B).
Sumando alternadamente los nameros tr(p, Cy) obtenemos la identidad deseada.

K
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Caracteristica de Euler

El Teorema de la traza de Hopf junto con la invarianza homotdépica de los grupos
de homologia permite probar que cierto invariante combinatorio (i.e. que coincide
en complejos simpliciales isomorfos) muy simple de calcular, es en realidad un inva-
riante homotépico.

Definicién 5.7. Sea K un complejo simplicial finito. Se define la caracteristica de Euler
de K como

X(K) = (~1)*rg(Cr(K)) = > (~1)* cantidad de k-simplices de K.
k>0 k>0

Ejemplo 5.8. La Figura 19 muestra tres triangulaciones de S! y tres triangulaciones

de 52
Figura 19: Triangulaciones de S' y S2. ‘ " ‘a

La caracteristica de Euler para las primeras treses3 -3 =4 -4 =5—-5 = 0.
Para las siguientes, 4 —6+4 =5—-9+6 = 6 — 12 + 8 = 2. No es casualidad que la
caracteristica coincida en triangulaciones de un mismo espacio pues, como veremos
ahora, este invariante depende solamente de los grupos de homologia.

Definicién 5.9. Sea K un complejo simplicial finito. Para cada k > 0 se define el
k-ésimo niimero de Betti de K como ), = rg(Hy(K)/T)(K)).

Teorema 5.10. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces

X(E) = (=1)*Bs.

k>0

Demostracion. Consideramos ¢ = 1¢, (k) : C«(K) — C.(K). Por el Teorema de la
traza de Hopf

X(K) =Y (=Dftr(p, Cr(K)) = Y (= 1)*te(p, Hi(K)/Ti(K)) = Y (=1)* By

k>0 k>0 k>0

Corolario 5.11. La caracteristica de Euler es un invariante homotdpico.

Ejemplo 5.12. El corolario anterior da una manera sencilla de probar, en algunos
casos, que dos poliedros dados tienen distinto tipo homotépico. Damos un ejemplo
muy simple solo para ilustrar la idea. Hay muchas maneras de ver que X = S* v §*
e Y = 52 no son homotépicamente equivalentes (calcular el grupo fundamental
alcanza en este caso). Otra forma, es ver las triangulaciones de X e Y’ que muestra la
Figura 20 y notar que x(X) =5-6=—-1#2=4—-6+4 = x(Y).



Teorema del punto fijo de Lefschetz 39

Figura 20: Triangula-
ciones de S' v S'y S2.

Ejemplo 5.13. Si K y L son complejos simpliciales finitos, K tiene una cantidad
par de simplices y L una cantidad impar, entonces | K|y |L| tienen distinto tipo ho-
motdpico.

Veamos un ejemplo mads interesante. Consideramos triangulaciones del toro 7" =
S' x S1. Es facil imaginar una triangulacion que tenga 16 vértices pensando en un
toro de seccién cuadrada. Construir triangulaciones con sélo 12 o incluso 9 vértices
tampoco es dificil. Existen triangulaciones con menos vértices? cudl es el minimo
numero de vértices que puede tener una triangulacién de 77?

Veremos como obtener una triangulacién con sélo 7 vértices llamada el polie-
dro de Csaszar [9]. Consideramos la triangulacion de 9 vértices que se muestra a la
izquierda en la Figura 21.

a

ﬁﬁﬁ d e f d
a b c a a b c a a b c a

Figura 21: El poliedro de Csaszar obtenido por medio de bistellar moves a partir de
una triangulacién con 9 vértices.

El cuadrado de vértices dehg esta triangulado con dos 2-simplices deg y ehg. Po-
demos cambiar la triangulacién de este cuadrado por los dos simplices deh y dhg. De
manera similar, la triangulacién del cuadrildtero dbce con los simplices dbe, bce pue-
de cambiarse a la dada por los simplices dbc, dce. En el cuadrilatero cfhe aplicamos
la misma idea para obtener la triangulacién del toro dada por la figura central. Estos
tres movimientos se llaman movimientos de Pachner o bistellar moves/flips y permiten
cambiar una triangulacién por otra. Ahora, el tridngulo dch estd triangulado con
tres 2-simplices. Si eliminamos el vértice interior e y reemplazamos los tres simpli-
ces por el simplex dch, conseguimos una triangulacién del toro con sélo 8 vértices.
Este dltimo movimiento también es de la clase descripta anteriormente (aunque de
otra dimensién). Un teorema de Pachner [23] afirma que dos triangulaciones de una
misma variedad cerrada siempre estdn conectadas por medio de bistellar moves.
Repitiendo el proceso anterior podemos eliminar un nuevo vértice para obtener la
triangulacién de 7 vértices que se muestra en la figura de la derecha.

Se puede probar que no hay triangulaciones con menos vértices. La caracteristica
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de Euler de T la podemos calcular con cualquiera de las triangulaciones que tene-
mos. Usando la dltima obtenemos x (7)) = 7—21+14 = 0. Supongamos que K es una
triangulacién de 7. Como 7" es una variedad, puede probarse que todo 1-simplex de
K es cara de exactamente dos 2-simplices (un resultado general en esta direccién es
la invarianza topolégica de la propiedad de ser una pseudovariedad [26, p. 207]).
Llamemos V a la cantidad de vértices de K, E a la cantidad de 1-simplices y F' a la
cantidad de 2-simplices. Luego 0 = x(K) =V — E + F, ya que dim(K) = 2. Por el

comentario anterior 2F = 3F. Ademis, E < (‘2/) = w Entonces

0=6(V-E+F)=6V—-6E+4E =6V —2E>6V - V(V —1)=-V?+7V,
dedonde V > 7.

Teorema del punto fijo de Lefschetz

Damos ahora la definicién de niimero de Lefschetz de una funcién y enunciamos
el resultado principal de esta seccién, cuya demostracién requiere del Teorema de
aproximacion simplicial, asi como de los resultados sobre homologia, incluyendo el
Teorema de la traza de Hopf.

Definicién 5.14. Sea K un complejo simplicial finito y sea f : |K| — | K| una funcién
continua. Se define el niimero de Lefschetz de f como

A(f) =D (=D)Mtr(fe, Hy(K)/Tu(K)).

k>0
Notar que A(1x|) = x(K) por la demostracion del Teorema 5.10.

Ejemplo 5.15. Sea K = ¢ donde 0 = {a,b,c} es un 2-simplex. Sea ¢ : K — K,
definida por ¢(a) = a, ¢(b) = ¢, p(c) = b.Sea f = |¢| : |K| — |K|. Calculemos
A(f). El morfismo f, : Hy(K) — Hy(K) es por definicién f, = 1.\, donde ¢ es una
aproximacién simplicial de f y A es el operador subdivisién. En este caso, como f ya
es simplicial, podemos tomar ¢ = ¢, A = 1y entonces f, = ¢, : H.(K) - H.(K).
Por el Teorema de la traza de Hopf 5.5, A(f) = > (—1)Ftr(¢., Hi(K)/Tk(K)) =

k>0
> (= D*tr(p., Ch(K)).
k>0

Ahora, Co(K) = (a,b,¢) v ps : Co(K) — Co(K) cumple ¢.(a) = a, ¢.(b) = ¢,
@+ (c) = b. Luego, la matriz de ¢, enla base a, b, c es

1 00
0 0 1
01 0

y su traza es tr(y,, Co(K)) = 1. C1(K) = ([abl, [ac], [be]), v« ([ad]) = [ac], p«([ac]) =
[ab], ¢« ([bc]) = —[bc] y la matriz de ¢, : C1(K) — C1(K) en la base [ab], [ac], [bc] es

01 0
1 0 0
0 0 -1

Luego, tr(p,, C1(K)) = —1 y entonces A(f) =1— (—1) = 2.
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Observacion 5.16. Si X es un poliedro compactoy f : X — X es una funcién conti-
nua, tiene sentido definir A(f) = A(h~!fh) donde h : |K| — X es cualquier triangu-
lacién, ya quesig: |L| — X es otra,

tr((h ™" fh)e, Ho(K) /Ti(K)) = tr((g ™" f9), Hy (L) /Ti(L))

pues (g~ ' fg). = (97" h)(h™' fh). (9 h); " donde (g~ h). : Hy(K) — Hy(L) es un
isomorfismo.

Teorema 5.17 (Teorema del punto fijo de Lefschetz). Sea X un poliedro compacto y sea
f+ X — X una funcién continua. Si A(f) # 0, f tiene un punto fijo.

Demostracién. Sea h : |K| — X una triangulacién de X. Entonces g = h™' fh : |K| —
|| tiene ntiimero de Lefschetz A(g) = A(f). Supongamos que f no tiene puntos
fijos y, luego, g tampoco. Como |K| con su métrica usual d es un espacio métrico
compacto,

|K| = R
x> d(z,g(z))

alcanza minimo ¢ > 0. Por el Lema 2.17, existe n > 0 tal que todo simplex cerrado
de L = K™ tiene didmetro menor a ¢/2. La funcién g vista como funcién |L| — |L|
tiene ntimero de Lefschetz A(g) = A(f).

Sea ¢ : L™ — L una aproximacién simplicial de g.

Afirmacién: Si 7 € L™ y o € L son tales que 7 C |o|, entonces o(7) # 0.
Supongamos por el contrario que ¢(7) = ¢ y sea w un vértice de 7. En particular
¢(w) € 0.Sea dg = sop, (g(w)). En otras palabras, o es el tinico simplex de L tal que

g(w) € a¢ (ver Figura 22). Como ¢ es una aproximacién simplicial de g, |¢|(w) € |oo].
Entonces ¢(w) € og N o.

Figura 22: Prueba de la afirmacién. ow)

Luego d(w, g(w)) < d(w,p(w)) + d(p(w),g(w)) < didm([o]) + didm(|oo|) < .
Esto contradice la definicién de €y, por lo tanto, la afirmaciéon queda probada.

Recordemos que, por definicién, g. = @A, : Hy(L) — Hi(L), donde A : Cy (L) —
Cx (L) es el operador subdivision y ¢, : Cyx(L™)) — Cj(L). Por el Teorema de la
traza de Hopf 5.5,

Alg) =Y (—1)*tr(ge, He(L)/Tr(L)) = Y _(—1)*tr(p. X, Cr(L)).

k>0 k>0

Pero si o € Cy(L) es un k-simplex de L, (o) € Ci(L(™) es llevado por 3™, por
definicién de ). Es decir que \(c') es combinacién entera de simplices 7 de L(™ tales
que 7 C |o]|. Por la afirmacién probada arriba, ¢(7) # o para todos estos simplices
7. Luego ¢, A(0) es una combinacién entera de simplices de L todos distintos de o.
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Entonces, la matriz de ¢, A : C;(L) — Ci(L) en la base dada por los k-simplices, en
el coeficiente de la columna y fila correspondientes a o, tiene un 0. Esto prueba que
tr(p«A, Ci(L)) = 0 para todo k£ > 0y entonces A(f) = A(g) = 0.

K>

Corolario 5.18. Sea X un poliedro compacto tal que Hy(X) es un grupo de torsion para
cada k > 0. Entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea K una triangulacionde X y f : |K| — | K|. Para probar que f tiene
un punto fijo calculamos su nimero de Lefschetz. Sélo el calculo de tr(f., Hyo(K))
requiere explicacién. Sea ¢ : K™ — K una aproximacién simplicial de f.Siv € K,
AMv) € Co(K™) es llevado por v. Luego A(v) es un mdltiplo entero de v. Como A
preserva la aumentacion ¢, debe ser A(v) = v.

Por los Ejercicios 3.6 y 3.8, Hy(K) = Ho(K) ® Z es libre. Luego Hy(K) = 0
entonces Im(d;) = ker(e). Consideramos ¢, : Co(K™) — Cy(K). Como (¢, (v)
v) =1—1=0, p.(v) —v € ker(e) = Im(dy), y entonces [¢.(v)] = [v] € Ho(K) =
Co(K)/Im(d1). Luego f. = wids : Ho(K) — Ho(K) es la identidad. Como Hy(K) =
Z,tr(fe, Hy(K)) = 1.

Sik > 1,tr(fe, Ho(K)/TK(K)) = 0 pues Ty (K) = Hi(K). Entonces A(f) = 1. P
el Teorema de Lefschetz, f tiene un punto fijo. K

(S

Ejemplo 5.19. El plano proyectivo RP? tiene la propiedad del punto fijo ya que
Hy(RP?) =0y H;(RP?) = Zy (ver Ejemplo 3.4).

Corolario 5.20. Si X es un poliedro compacto contrdctil, entonces tiene la propiedad del
punto fijo.

Notar que este caso muy particular del Teorema de Lefschetz generaliza al Teo-
rema del punto fijo de Brouwer. Por supuesto, a diferencia de lo que ocurre en otros
resultados estudiados, aqui la compacidad es absolutamente necesaria.

La demostracién del siguiente resultado queda como ejercicio para el lector.

Corolario 5.21. Sea X un poliedro compactoy f : X — X una funcién null-homotdpica.
Entonces f tiene un punto fijo.
Funciones entre esferas

Para finalizar esta seccién, veremos algunas aplicaciones del Teorema de Lefs-
chetz.

Definicién 5.22. Una funcién continua f : S™ — S™ induce un morfismo f. :
H,(S") = Z — H,(S™) = Z. Entonces f. es multiplicar por un entero d. Se defi-
ne el grado de f como deg(f) = d.

Ejercicio 5.23. Probar las siguientes afirmaciones:
= deg(lgn) = 1.
» Sif:S"— S™esnull-homotdpica, deg(f) = 0.
» f: 5! — S, definida por f(z) = 2¢ tiene grado d.

» Sif,g:8" — S", deg(fg) = deg(f)deg(g)-
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Proposicién 5.24. Si f : S™ — S™ no tiene puntos fijos, deg(f) = (—1)" 1.

Demostracion. Paran = 0 esto es facil de ver. Sin > 1, Hy(S™) = 0y por la demos-
tracién del Corolario 5.18, tr(f., Ho(S™)) = 1. Por otro lado, tr(f«, H,(S™)) = deg(f)
y entonces A(f) = 14 (—1)" deg(f). Como f no tiene puntos fijos, por el Teorema de

Lefschetz A(f) = 0y luego deg(f) = (—1)"*1. K
Corolario 5.25. La funcién antipodal a : S™ — S™ tiene grado (—1)"+1.
Corolario 5.26. Sea f : S™ — S™ tal que deg(f) # 1. Entonces existe x € S™ tal que
f(@) = .
Demostracién. Como deg(af) = deg(a)deg(f) = (—1)"*tdeg(f) # (—1)"*1, por la
Proposicion 5.24, a f tiene un punto fijo. K
Corolario 5.27. S™ tiene un campo tangente no nulo (i.e. existe f : S™ — R™"1 < {0} tal
que f(x)y x son ortogonales para todo x € S™) si y sélo si n es impar.
Demostracion. Sin = 2k — 1, definimos

f:8" — R

(‘T17 T2yen ;1’2k) = (_an L1y, = T4, T3y, T2k, ',1:2/671)7

que es un campo tangente no nulo. Reciprocamente, si f : S™ — R"! \ {0} es un
campo tangente, g = ﬁ : S" — S™ es tangente (g(x) y = son ortogonales). En

particular, g(x) # zy g(x) # —« para todo & € S™. Luego por la Proposicién 5.24,
deg(f) = (—1)"*! y por el Corolario 5.26, deg(f) = 1. Entonces n es impar. K

Recordemos que dado un grupo G, un G-espacio es un espacio topolégico X junto
con una accién de G en el conjunto subyacente de X tal que para cada g € G la
funcién py : X — X que manda z en g - = es continua. En este caso las funciones 4
resultan ser homeomorfismos. La accién de G en X se dice libre si j1, no tiene puntos
fijos paratodo g # 1 € G.

Proposicién 5.28. Sea n un entero positivo par. Sea G un grupo y supongamos que existe
una accion libre de G en S™ que hace de S™ un G-espacio. Entonces G es trivial 6 G = Zs.

Demostracion. Como ji, es un homeomorfismo para todo g, deg(jy) =16 —1.

@ : G— Lo
g~ deg(py)
es morfismo de grupos. Si g # 1, ;14 no tiene puntos fijos y por la Proposicién 5.24,
deg(py) = (—1)"*' = —1. Por lo tanto, ¢ es un monomorfismo. Entonces G es sub-

grupo de Zo.
K>

6. Relacion con homologia singular

En esta seccién mostraremos que la homologia simplicial de un complejo sim-
plicial coincide con la homologia singular de su realizacién geométrica. Para esto
enunciaremos primero los resultados de homologia singular que asumiremos cono-
cidos. Mds detalles pueden encontrarse en [14, 22, 26, 28]. Las partes mdas mecénicas
de las demostraciones que ya fueron estudiadas en secciones anteriores quedaran
como ejercicio para el lector.
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Repaso de homologia singular

Recordemos que si X es un espacio topoldgico, un n-simplex singular de X es
una funciéon continua o : A,, — X donde A, = {(to,t1,...,tn,) € R*""1 | ¢, >
0Viy > t; = 1} denota al n-simplex estandar. Si o es un n-simplex singular de X,
y 0 < i < n, lai-ésima cara de o es el (n — 1)-simplex singular ¢V : A, _; — X de-
finido por ¢ (to,...,t,_1) = (to,---,ti—1,0,ti,...,t,_1). Denotamos por S, (X) al
grupo abeliano libre que tiene por base a los n-simplices singulares de X. El complejo
singular de X es el complejo de cadenas

S (K) = S (X)) — Sp(X) — Sp1(X) — - — Sp(X) — 0,

donde el morfismo de borde d : S,,(X) — S,,—1(X) se define en un n-simplex singu-

lar ¢ como d(c) = 3" (—1)’c). No es dificil chequear que d? = 0. La homologia singu-
i=0

lar de X es la homologia del complejo singular. La homologia singular reducida es la ho-

mologia del complejo singular aumentado S, (X) con la aumentacion e : So(X) — Z

que manda cada puntode X a1 € Z. Los grupos de homologia singular no reducidos

y reducidos seran notados en esta seccién como H:"9(X)y ﬁflmg (X).

Si A es un subespacio de X, se define S,,(X, A) = 5,(X)/Sn(A) y los morfismos
de borde inducen morfismos d : S, (X,A) — S,_1(X, A). Queda determinado el
complejo singular relativo S.(X, A) y los grupos de homologia relativa H3™9 (X, A). Si
A # 0, la sucesion exacta corta de complejos

0 — S, (A) = S, (X) = S.(X,A) >0

induce una sucesién exacta larga

o= HM9(A) — HE™9(X) — HE™(X, A) — HE"(A) — - — HJ™(X, A) — 0.

Una funcién continua f : X — Y induce un morfismo de complejos de cadenas
f+ + S«(X) = S.(Y) que manda o en fo. Esto induce morfismos f. : HS"9(X) —
HE™9(Y). Los operadores prisma permiten probar que funciones homotépicas inducen
los mismos morfismos en homologia (ver por ejemplo [14, Theorem 2.10]). En par-
ticular, los grupos de homologia singular son un invariante homotépico. Asi, todo
simplex, siendo contréctil, resulta aciclico para la homologia singular.

Una funcién de pares f : (X,4) — (¥.B) (ie. f : X — Y tal que f(4) C
B) induce un morfismo S,(X, A) — S,(Y, B) y luego morfismos en la homologia
relativa.

Teorema 6.1 (Teorema de escisién). Sean Z C A C X espacios topoldgicos tales que la

clausura Z de Z estd contenida en el interior A de A. Entonces la inclusion (X ~Z, ANZ) <
(X, A) induce isomorfismos

HE™(X N Z, AN Z) — HE™ (X, A)
para todon > 0.

Para una demostraciéon del Teorema de escisién, ver por ejemplo [14, Theorem
2.20]. Estos son todos los resultados que necesitamos sobre homologia singular.
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Homologia dirigida y dos isomorfismos

El objetivo de esta seccion es probar que para todo complejo simplicial K, los
grupos H,(K) y H;"9(|K]) son isomorfos. Para esto introduciremos grupos que
denotaremos H (K) y veremos que los otros dos son iguales a este.

Definicién 6.2. Sea K un complejo simplicial. Un n-simplex dirigido de K es una (n +
1)-upla ordenada de vértices o = (vo, ..., v,) tal que {vo,...,v,} es un simplex de
K. Permitimos que algunos de los vértices sean iguales. Denotamos por C,(K) al
grupo abeliano libre que tiene por base a los n-simplices dirigidos. Definimos

d: O;L(K) - C’:L—l(K)

n
(v, -+, 0n) F> Z(—l)ia(i),
i=0

donde ¢ = (v, ..., ®;,...,v,). La cuenta usual muestra que C’.(K) es un complejo
de cadenas. Su homologia H) (K) se llama la homologia ordenada de K. Se definen
también el complejo aumentado C,(K) y la homologia reducida H,,(K).

Teorema 6.3. Sea K un complejo simplicial. Consideramos un orden total en los vértices de
K. Definimos para cada n > 0 los morfismos

p: Cu(K) = C(K)
[Voy -y vn] = (Vo, ..., ) Sivg < V1 < ...< vy, enelorden considerado, y

2 Cp(K) = C(K)
[V0,...,vn) siv; #v;Vi#j,
e { 0 en caso contrario

Entonces ¢ y 1 son morfismos de complejos de cadenas y son uno inverso homotdpico del
otro.

La demostracion es similar a otras vistas anteriormente y la dejaremos como ejer-
cicio. Uno puede probar primero que los conos son aciclicos también para la homo-
logia ordenada y luego usar una idea parecida a la del Teorema del acyclic carrier
para ver que las composiciones de ¢ y ¢ son homotépicas a las identidades.

Corolario 6.4. Sea K un complejo simplicial. Entonces H!(K) = H,(K) para todon > 0.

Si L es un subcomplejo de un complejo simplicial K, definimos C} (K,L) =
C/(K)/C(L). Estos grupos junto con los morfismos de borde inducidos determi-
nan un complejo de cadenas C) (K, L) y su homologia H, (K, L). También en este
caso, si L es no vacio, hay una sucesién exacta larga

o> H' (L) — H(K) — H\(K,L) — H, (L) — --- — H}(K,L) — 0.

Definicién 6.5. Sea K un complejo simplicial. Definimos para cada n > 0, el morfis-
mo 0 : C(K) — S,(]K|) que en un simplex dirigido (vo, . ..,v,) vale o, donde o es
n

un n-simplex singular definido por o(to, .. .,t,) = Z tiv;.
i=0
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Asi, 0 : C(K) — S.(|K]) es un morfismo de complejos de cadenas y preserva la
aumentacion. Si L < K, 6 induce un morfismo 0 : C,(K, L) — S.(|K|, |L]).

Teorema 6.6. Sea K un complejo simplicial y sea L < K un subcomplejo. Entonces para
cada n > 0 valen las siguientes afirmaciones:

(1) 0, : H,(K) — H:™9(|K|) es un isomorfismo.
(2) 0. : H),(K,L) — H:"™9(|K|,|L|) es un isomorfismo.

Demostracion. Esta demostracién si la haremos para cualesquiera complejos K y L,
no necesariamente finitos. La idea que se usa aqui para pasar del caso finito al infinito
ilustra una estrategia recurrente al trabajar con homologia singular o con grupos de
homotopfa.

Comenzamos probando (1) y (2) para K finito. Hacemos induccién en la canti-
dad de simplices de K. Notar que si probamos (1), obtenemos (2) en virtud del Lema
de los cinco ([14, Pagina 129] o [32, Exercise 1.3.3]).

H,,(L) ——— H}(K) ——— H,(K, L) —— H},_,(L) — H},_,(K)

} ] | ] ]

Hym(|L]) — H"9(|K ) — Hym9(|K], L) — Hy" (L) — H;"{ (1K)
Sea ¢ un simplex maximal de K. Entonces L = K ~\ {0} es un subcomplejo de K.
Consideramos el siguiente diagrama

qx

H.,(L,6) ——— H)(K,7) ~——— H/(K)

] ! !
sin . i sin 4« I7sin
Hy9(|L, o)) —= Hy™9(IK, [o|) <— HR™M9(|K])

en donde ¢ denota a las inclusiones L — K, |L| — |K|y ¢ a los cocientes C}, (K) —
Cl(K,) y Su(|K) = Su(IK], o).

El morfismo vertical de la izquierda es un isomorfismo por hipétesis inducti-
va. El morfismo i, : C}(L,o) = C/(L)/C)(¢) — CI(K,7) = C}(K)/C/(T) es un
isomorfismo de complejos de cadenas y por lo tanto es isomorfismo en la homo-
logia. Los morfismos ¢. son ambos isomorfismos. Esto se deduce de las sucesiones
exactas largas de homologia relativa y de la aciclicidad de los simplices para las ho-
mologifas ordenada y singular. Queremos ver que el morfismo i, : H3™9(|L|, |5|) —
H:m9(|K|, |o|) es un isomorfismo. No podemos aplicar directamente el Teorema de

. s . o P . . . . .
escision pues la clausura de o no estd contenida en el interior de |o|. Factorizamos i,
del siguiente modo

HEI(|L, |6]) S HI ™ (K|~ {b(o)}, o] ~ {b(0)}) & HEm9 (K|, |o]).

El morfismo 3 es isomorfismo por el Teorema de escisién, ya que (la clausura d)el

punto b(o), estd en el interior de |o| que es o (porque o es un simplex maximal). Por
otro lado, |o| es retracto por deformacién fuerte de |o| . {b(c)}. La misma retraccién
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y homotopia prueban que |L| es retracto por deformacién fuerte de |K| ~\ {b(c)}.
Luego, las inclusiones inducen isomorfismos H;"™(|¢|) — H;"™(|o| ~ {b(0)}) ¥
H™(L|) — H™ (K|~ {b(c)}) para todo k y, nuevamente por el Lema de los
cinco, « resulta un isomorfismo. Entonces, i, : HS"9(|L|,|o]) — HZ™I(|K]|,|o]|) es
un isomorfismo.

De la conmutatividad del diagrama deducimos que el morfismo vertical central y
luego el derecho son isomorfismos. Esto completa la demostracién del teorema para
el caso finito.

Nuevamente, para el caso general, basta probar (1). Sea K un complejo simplicial
cualquiera. Queremos ver que 6, : H!(K) — H:™9(|K|) es un isomorfismo. Veamos
que es un epimorfismo y un monomorfismo. Sea [¢] € H:"9(|K|) la clase de una

l
cadena ¢ = ) t;0;, donde 0; : A,, — |K| son simplices singulares. Como A,, es
i=1

!
compacto, |J 0;(A,) C |K| es compacto. Entonces interseca sélo finitos simplices

abiertos por_el Lema 2.5. El complejo L generado por esos simplices es un subcom-
plejo finito de K. Consideramos el diagrama conmutativo

(L) —25 Hzino(|L])

A

H,(K) —2% Hima(|K))

Como ces un cicloen ||, [¢] € f{lgi”g(m |) estd en la imagen del morfismo de la
derecha. Ahora, por el caso finito, el morfismo superior es un isomorfismo. Entonces
[c] € Im(j.0,) = Im(0.j.). Esto prueba que el morfismo inferior es un epimorfismo.
Resta ver la inyectividad.

Sea ¢ € C/,(K) un ciclo tal que 6,([c]) = 0 € H:"9(|K]|). Es decir, existe a €

Sn+1(]K]) tal que 6(c) = d(a). La cadena a se escribe como a = Zl: t;0; donde los
o; son (n + 1)-simplices singulares de |K|. Al igual que antes existzezllm subcomplejo
finito L; < K tal que las imagenes de los o; caen en |L;|. Por otro lado ¢ = i TiT;
donde los 7; son n-simplices dirigidos de K. Luego existe L, < K finito tal Jq:ule los
7; son simplices dirigidos de L. Sea L = L1 U L. Se tiene un cuadrado conmutativo

como arriba. Por construccién ¢ € C/,(L) es un ciclo, a € S,+1(|L]) y 0(c) = d(a).
Luego, 6.([c]) = 0 € H:™9(|L|). Por el caso finito, 6, : H/,(L) — H:™(|L|) es un
monomorfismo y, entonces [c] = 0 € H!,(L). Por lo tanto [¢] = j.([d]) = 0 € H,(K).
Esto prueba que 6, : H,(K) — H?"9(|K|) es un monomorfismo y, en consecuencia,
un isomorfismo.

K

Corolario 6.7. Sea K un complejo simplicial. Entonces H,(K) H#"9(|K|) para todo
n > 0.

Claramente los mismos isomorfismos valen para homologia no reducida y valen
también para homologia relativa. Ademads, no es dificil probar que el isomorfismo
entre homologia simplicial y singular es natural, i.e. conmuta con los morfismos in-
ducidos por funciones continuas entre realizaciones geométricas.
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7. Conjuntos parcialmente ordenados

En esta seccién estudiaremos algunos resultados que involucran conjuntos par-
cialmente ordenados (posets, por su nombre en inglés) y complejos simpliciales que
uno puede asociarle a dichos conjuntos. La principal herramienta es un teorema que
da condiciones suficientes para que un morfismo de 6rdenes entre posets induzca
una equivalencia homotépica entre los poliedros asociados. Este resultado se le atri-
buye a McCord [19] y a Quillen [24, 25], entre otros. Lo llamaremos “Teorema A
de Quillen para posets” por ser una versién particular del famoso Teorema A. La
demostracién que aqui veremos se debe a Walker [30]. Otra demostracién también
elemental de este resultado puede encontrarse en [2].

Contractible carriers y el Teorema A para posets

La siguiente definicién de Walker estd basada en la nocién de acyclic carrier. E1
resultado posterior es simplemente una versién homotépica del Teorema del acyclic
carrier 4.10.

Definicién 7.1. Sea K un complejo simplicial y sea X un espacio topolégico. Un
contractible carrier de K a X es una funcién ® que a cada simplex o de K le asigna un
subespacio (o) de X de modo que valen

1. ®(o) es contractil para todo o € K.

2. SiTescarade o € K, entonces ®(7) C ®(0).
Una funcién continua f : |K| — X se dice llevada por @ si f(|o|) C ®(o) para todo o.

Teorema 7.2. Sea ® un contractible carrier de un complejo simplicial K a un espacio X.
Entonces

(i) Existe una funcion continua f : |K| — X llevada por ®.
(ii) Dos funciones |K| — X llevadas por ® son homotdpicas.

Demostracion. Definiremos f esqueleto por esqueleto. Recordar que el n-esqueleto
K™ es el subcomplejo de K formado por los simplices de dimensién menor o igual a
n. Definimos f : |K° — X.Dado v € K, como ®(v) es contrictil, en particular es no
vacio y definimos f(v) como cualquier punto de ®(v). Supongamos inductivamente
definida f : |[K"7!'| — X tal que f(|7|) C ®(r) para todo 7 € K"~ ! y sea ¢ un
n-simplex de K. Entonces f(|¢|) € ®(c). Como ® (o) es contractil, la funcién f| T E
|6] — ®(o) se extiende al cono |o| de |5|. Asi, queda determinada f : |[K"| — X
y es continua porque lo es la restriccién a cada simplex. La coleccién de funciones
|K"| — X determina una funcién f : |K| — X, que es continua porque lo es la
restricciéon a cada esqueleto.

Supongamos ahora que f,g : |K| — X son llevadas por ®. Construiremos in-
ductivamente una homotopia H : |[K| x I — X entre f y g. Definimos primero
H:|K° xI— X.Siv e K,como f(v),g(v) € ®(v)y ®(v) es contréctﬂ,H‘{v}X{OAl} :
{v} x {0,1} — ®(v) se extiende al cono {v} x I. Supongamos H : |[K""!| x [ - X
definida de modo tal que para todo 7 € K"~ !, H(|7| x I) C ®(7).Sio € K es un
n-simplex, H estd definida en |6]| x I U |o| x {0,1} con imagen contenida en ®(o).
Luego se extiende al cono |o| x I. Esto determina H : |[K"| x I — X continua por la
Proposicién 2.1. La colecciéon de homotopias definidas en cada esqueleto determina

la homotopia buscada, que es continua porque lo es la restriccion a cada |o| x . <K
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Definicién 7.3. Dado un poset X (i.e. un conjunto con una relacién reflexiva, transi-
tiva y antisimétrica), se define su complejo simplicial asociado IC(X') como el complejo
simplicial cuyos simplices son las cadenas (subconjuntos totalmente ordenados) fi-
nitas no vacias de X.Si f : X — Y es un morfismo de 6rdenes (z < z’ implica
f(z) < f(z')), denotaremos por K(f) : K(X) — K(Y) al morfismo simplicial que
manda un vértice x en f(x).

Ejemplo 7.4. La Figura 23 ilustra dos posets y sus complejos asociados. El primer
poset X tiene como elementosa a, b,cy dconelorden ¢, d < b < a. Esta representado
mediante su diagrama de Hasse. Es decir, el grafo dirigido que tiene una arista de
z aysiz < yyno hay ningtin elemento entre = e y. En lugar de indicar con una
flecha el sentido de una arista, simplemente ponemos al elemento mayor arriba. El
complejo KC(X) asociado a X tiene entonces cuatro vértices y aparece graficado al
lado del poset. El Complejo asociado a Y es un octaedro.

K(X)

X Y
a
c a
)\ E %
c d b\:Ad

Figura 23: Dos posets y sus poliedros asociados.

Notacién 7.5. Si X es un posety z € X, denotaremos U, = {2’ € X | 2’ < z}.

Teorema 7.6 (Teorema A de Quillen para posets). Sean X,Y posets ysea f : X — Y
un morfismo de ordenes tal que |KC(f~1(U,))| es un poliedro contrictil para todo y € Y.
Entonces la funcion |K(f)| : |IC(X)| — |K(Y)| inducida en los poliedros es una equivalencia
homotopica.

Por supuesto, en el enunciado del teorema f~!(U,) C X es un poset con el orden
inducido por el orden de X. Antes de ver la demostracién, mostramos un ejemplo.

Ejemplo 7.7. La Figura 24 muestra una funcién f que satisface las hipétesis del teo-
rema anterior. La funcién manda a; en a, ben b, cen ¢, d en d. La preimagen de U,
es el subposet del dominio formado por los elementos ag, a1, az, ¢, dy K(f~1(U,)) es
entonces una triangulacién del intervalo I que consta de cuatro 1-simplices. En parti-
cular es contréctil. El poliedro |[K(f~!(Uy))| también es I y los otros dos |[K(f~(U,))|,
IKC(f~(Uq))| son un punto cada uno. Luego |K(f)| es una equivalencia homotépica.

aoalbfab

Figura 24: Un morfismo de érdenes que es M M
d d

equivalencia homotépica a nivel simplicial. ap c

Demostracion del Teorema A. Definimos un contractible carrier ® de £ (Y) a |K(X)|. Si
o ={y0,Y1,.-.,Yn} €s una cadena en Y con y; < y;+1, sea ®(o) = |K(f~1(U,,))| C
|K(X)|. Notar que ®(o) es contréctil por hipdtesis y que si 7 es cara de o, entonces
méx(7) < méx(o), luego Unix(r) € Unax(e) Y (1) € @(0). Por el Teorema 7.2, existe
g:|K(Y)| — |K(X)| llevada por ®.
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Sea ahora U el carrier de K(Y') a |[K(Y')| definido por V(o) = [K(Upsx(s))|- Como
K(Uy) es un cono (con apice y), ¥ es un contractible carrier. La composicion |KC(f)|g
es llevada por ¥, ya que sic € K(Y), g(|o|) € ®(0) = |K(f ™ (Umax()))| y entonces
IK()lg(le]) € [K(Unsxo))l = ¥(o). Pero 1jx(yy también es llevada por ¥. Por el
Teorema 7.2, “C(f)|g ~ 1\IC(Y)|-

Por ultimo definimos el contractible carrier © de K£(X) a |IC(X)| dado por ©(c) =

IK(f ™ (Umax(f(o))))|- Si o € K(X),
JEDI(lo]) € 917 € KU Unistrion)] = 8(0).

Luego, g|/K(f)| es llevada por ©, y lo mismo ocurre con 1jx(x)|. Entonces g es una
inversa homotoépica de |KC(f)]. K

Definicién 7.8. Dado un complejo simplicial K, se define su poset asociado X (K)
como el poset cuyos elementos son los simplices de K y donde ¢ < 7 si o es cara
de 7. Un morfismo simplicial ¢ : K — L determina un morfismo de érdenes X (¢) :
X(K)— X(L)queeno € X(K) vale p(0).

La Figura 25 muestra el poset asociado a un 2-simplex.

Figura 25: El poset asociado a un 2-simplex.

Observacion 7.9. Si K es un complejo simplicial, (X (K)) es isomorfo a la subdivi-
sién baricéntrica K.

Aplicaciones
Vemos a continuacién algunas consecuencias del Teorema A para posets.

Corolario 7.10. Sean K, L complejos simpliciales y sea v : K — L un morfismo sim-
plicial tal que || =1(|o|) es contrictil para todo o € L. Entonces |p| es una equivalencia
homotopica.

Demostracion. Veamos que X (p) : X(K) — X (L) satisface las hip6tesis del Teorema
7.6.Sea o € L un punto de X(L). Entonces X (p) "} (U,) = {r € K | (1) C o}. Si
denotamos por ¢ ~!(o) al subcomplejo de K formado por los simplices 7 tales que
(1) C o, tenemos que K(X(p)~*(Uy)) = (¢7'(0))". Pero |0~ (o) = ||~} (lo]).
Entonces, por hipétesis [ (X (¢) " (U,))| es contractil. Por el Teorema A,

KX(p)=¢ :K' - L
b(o) = b(p(9))
es una equivalencia homotdpica en las realizaciones geométricas. La relacién entre

¢'y p eslasiguiente. Sean ¢ : K’ — K y 7 : L' — L aproximaciones simpliciales de
las identidades. Veamos entonces que el diagrama
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K’L/>L’

b

K-—“>1L
conmuta salvo contigtiidad. Sib(o) es un vértice de K’, ¢)(b(c)) € o, por la Observa-
cion 4.14 y luego ¢(¢(b(0))) € (o). Por otro lado, n(¢'(b(0))) = n(b(¢(0))) € ¢(o)
también por 4.14. Entonces, si 7 = {b(0y),b(01), ...,b(ox)} es un simplex de K’, con
0; C oit1, (U (1)) Un(¢' (1)) C p(or). Como vy y ng’ son contiguas, sus realizacio-
nes son homotopicas por la Observacién 4.4, y como |¢'|, || v |n| son equivalencias
homotépicas, también lo es |p|.

K>

El resultado anterior se conoce como la versién simplicial del Teorema A de Qui-
llen. Recordemos la nocién de nervio de un cubrimiento vista en el Ejemplo 1.4 para
enunciar el siguiente resultado, muchas veces llamado Nerve lemma.

Teorema 7.11. Sea K un complejo simplicial y sea U = {L;};c; una familia de subcom-
plejos de K que cubren K y tal que cada vértice de K estd en finitos L ;. Supongamos ademds
que intersecciones arbitrarias de elementos de U son poliedros contrdctiles o vacios. Entonces
| K| es homotépicamente equivalente al nervio |N (U)|.

Demostracion. Consideramos la funcién f : X(K) — X(N(U))°? que manda o €
X(K)a{jeJ|oe€ L;}. Aqui X°? denota al poset X con el orden opuesto. Notar
que f estd bien definida y es morfismo de érdenes. Si Jy C J es un simplex de N (Uf),
S U) = {o € K| o€ L;¥e Jo} = &( () Ly). Entonces [K(f~}(Uy,)| =
j€Jo
|[(  L;)| es contréctil y por el Teorema 7.6, IC(f) : K" — N(U)’ es una equivalencia
Jj€Jo

homotépica en las realizaciones. Luego | K| ~ [N (U)]. K

Ejemplo 7.12. Sea K el hexdgono, la triangulacién de S' que consta de seis vérti-
ces. La Figura 26 muestra dos cubrimientos de K por subcomplejos, aquellos en la
regiones determinadas por las curvas cerradas. En el primer cubrimiento cada sub-
complejo es una triangulacién de I, la interseccion de dos cualesquiera es un punto
y la de los tres es vacia. El Teorema 7.11 se aplica en este caso y, de hecho, el nervio
es el borde de un 2-simplex. En el segundo cubrimiento, si bien cada subcomplejo
es contractil, la interseccién de los dos es un complejo disconexo. Las hipétesis del
teorema no se satisfacen. En este caso el nervio del cubrimiento es un 1-simplex, que
no es homotépicamente equivalente al hexdgono original.

Figura 26: Dos cubrimientos del
hexagono.

Teorema 7.13 (Dowker). Sean X,Y conjuntos finitos y sea R C X x Y una relacion.
Sea K x el complejo simplicial que tiene como simplices a los conjuntos de puntos de X que
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estdn relacionados con un mismo elemento de Y. El complejo Ky se define simétricamente.
Entonces |Kx| ~ |Ky|.

Demostracion. Dado y € Y, notamos o, = {x € X | 2Ry}. Si o, # (), entonces es un
simplex de Kx. Los subcomplejos 7, < Kx cubren Kx e intersecciones arbitrarias
de ellos son vacias o simplices. Por el Teorema 7.11, |[Kx| ~ [N({7, }yev)| = |Ky|.

Con la misma demostraciéon que dimos, es facil ver que el Teorema de Dowker
vale también cuando sélo uno de los dos conjuntos es finito (definiendo a los simpli-
ces como conjuntos finitos de puntos relacionados con un mismo elemento), o, més
generalmente, cuando uno de los dos conjuntos tiene a cada uno de sus elementos
relacionado con sélo finitos del otro. En realidad la hipétesis de finitud no es nece-
saria en absoluto. El teorema vale para conjuntos y relaciones arbitrarias [10]. Una
demostracién/ejercicio guiado del nivel de este texto puede encontrarse en las notas
[20] de G. Minian.

Definicién 7.14. Dado un conjunto X y un cubrimiento ¢/ de X, se define el complejo
de Vietoris V(U) de U que tiene como vértices a los puntos de X y como simplices a
los subconjuntos finitos de cada U € U.

Corolario 7.15. Silf es un cubrimiento de un conjunto X, |V (U)| y |N(U)| son homotopi-
camente equivalentes.

Demostracién. Consideramos la relacion R C X x U dada por «RU siz € U. Asi,
los complejos considerados por Dowker son exactamente el complejo de Vietoris y
el nervio de . El caso en que el cubrimiento es finito o localmente finito se deduce
de la versién que vimos arriba y el caso general, de la versiéon general del Teorema
de Dowker. K

Recordemos que un lattice (o reticulado) finito es un poset finito X en el que
todo subconjunto no vacio tiene supremo e infimo. En este caso X tiene maximo y

entonces |K(X)| es contractil. Si X es un reticulado finito, notamos X al subposet
que se obtiene de X al quitar el maximo y el minimo. Llamamos lattice reducido a

todo poset finito de la forma X.

Ejercicio 7.16. Probar que todo poliedro compacto es homeomorfo a la realizaciéon
del complejo asociado C(X) a un lattice reducido X.

Si X es un lattice reducido, definimos el complejo £(X) cuyos vértices son los
dtomos (i.e. los elementos minimales) de X y cuyos simplices son los conjuntos de
dtomos que tienen una cota superior.

Proposicion 7.17. Si X es un lattice reducido, |L(X)| ~ |K(X)].

Demostracion. Para cada d4tomo x € X consideramos el conjunto F,, = {a' € X | 2/ >
x} y sea U el conjunto de subcomplejos KC(F,) donde x es un atomo. Entonces U es
un cubrimiento de K(X) y

K(Fpo) NK(Fypy) N oo .NK(F,,) =

0 si{xo,x1,...,x,} no tiene cota superior

K(Foo NFpy NN Fy, ) = { K(Fyupiz,},) si tiene cota superior

Como K(F) es un cono, por el Teorema 7.11, |[K(X)| ~ |[N(U)| = |L(X)]. K
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Ejercicio 7.18. Sea K un complejo simplicial finito. Sea L el complejo simplicial que
tiene como vértices a los simplices maximales de K y como simplices a los conjun-
tos de simplices maximales de K con interseccién no vacia. Probar que K y L son
homotépicamente equivalentes.

Ejercicio 7.19. Probar que si f,g : X — Y son morfismos de érdenes tales que
f(z) < g(z) para todo = € X, entonces |K(f)| =~ |K(g)|. Probar que si ademds X es
finito, vale algo mads fuerte: IC(f) y K(g) estdn en la misma clase de contigiiidad.

Ejercicio 7.20. Sean X,Y posets y sea f : X — Y un morfismo de 6rdenes tal que
IK(f~1(Uy))| es un poliedro aciclico para todo y € Y. Entonces la funcién [K(f)] :
|K(X)| — |K(Y)| induce isomorfismos en todos los grupos de homologia.

Ejercicio 7.21. Probar el siguiente caso particular del Teorema de Whitehead: Un
poliedro es contréctil si y sélo si todos sus grupos de homotopia son cero.
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