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On a local L*-variant of Ikehara's theorem

By NORBERT WIENER anxn AUREL WINTNER *

1. A fandamental theorem of Vivanti and Pringsheim states that if

(1) @ =0

holds for all coeflicients of a power series

(2) pg)= ¥ azn

n=f
Which converges for |z | < 1, then either the point = = 1 or no point
of the circumference | 2| = 1 is a singular point of the fanction plz).
Clearly, the theorem bacomes false if (1) is relaxed to

(3) &, =0, where s,= E’_u @

b=
(for, by ¢hanging the value of a, alone; | 8, [ < const. ean be rednced
to (3), whereas trivial examples show |s,| < const. is certainly not
sulficient for the alternative of V'imnl:i-]i’ringshaim). Still less is it
possible to relax (1) to the existence of some Uesiro index n(=1,2...)
satistying, for the series Sa,, the condition

(4) N =0 (as n -+ 2o, while m is fixed),

since (3) is equivalent to the case m = 0 of (4),

The Vivanti-Pringsheim theorem has a certain variant which, as
au application of iis Fourier methods in general Tauberian theory
(ef,, in particular, the proof of Ikehara’s theorem in [2], §19),
one of us proved, but did not publish, some time ago. This theorem
(quoted, but not proyved, in [1], p. 242 and p. 250, item 12.6f) states
that if (1) holds for the coeflicients of a power series (2) whicli con-
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verges for | z|< 1 and is of class L? on some (no matter how narrow)
sector containing the segment 0=z <1, then itis of class L* on
the entire c¢ircle. By this is meant that if there exists on some arc
—e= 0= ¢ of the circumference | z| =1 a measurable function p, (0)
satisfying

(D) 5‘! p (1™ — py () a0 -0 as »r—1,

=

with 2 = #¢" (and r < 1) in (2), and if (1) is assumed, then p, (0) ean
be extended from [—e, <] to [—m, = in snch a way that

(6) “ p(g-gi‘-n) — Do (') ]2 dh >0 as r—1

will Tiold (it being understood that p,(e®) is of elass Lt on | —m, =)

2. It will be shown in this paper that, in contrast with the Vivan-

ti-Pringsheim theovem itself, the L* variant can be generalized so a8

to relaw (1) to (3), and even to (1), %
The theorem remains true if the power series (2) is replaced by a

Laplace integral and (3) or (4) is adjusted to this general case. We

ghall give the proof for this more general case. This will have, among

other things, the advantage of exhibiting the purallelism with the

proof of Tkehara’s theorem directly.

3. Let f(8) be a fanction which is regnlar in the half-plane ¢ > 1,
where & = o + it, and suppose that there exists on a fixed t-inferval
| — a, a] a funetion 7, (t) of elass L* satisfying

[}

(7 (If(a+ i) — filt)Fatasa =1

—

(by @ - 1 ismeant o —~ 1 + 0).Then /(s) will be called of class L7 (a).
In view of the completeness of the space of the L’-functions on a
t-interval [— a, a], condition (7) is equivalent to

a

8 |fi(ey + i — £ + i)t 0 a5 (5y, 39 = (1, 1),

—0

where g, (> 1) and gy (> 1) are independent variables.
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In this terminology, the main theorem, to be proved, can be for-
mulated as follows :

Lt p(n), where 0 < u < o0, be of bounded wvariation on every finite
interval 0= = U (< oo}, suppose that the Laplace-Stieltjes transform,

o

(9) £(8) = | e~ ay (u),

(]

of  is convergent (hut, possibly, not absolutely convergent) on the
half-plane ¢ > 1, where s — g 4 it, and let

(10) £ (0) = 0 and p(u) =0, where 0 <y < o
(but
(10 bis) dp(u) =0, where 0=u< oo,

is not assumed). Then the function f(s) cannot be of class L#(a) for
any a = = unless it is of oluss L* (a) Jor every a = N,

In contrast, the proof of Ikehara’s theorem ([2], §19), which
assumes (10 bis), cannot be improved so as to relax (10 his) to (10).
In this eonnection, ef. [3].

4. Conditions (10) and (10 bis) correspond to (3) and (1) respeeti-
vely, if (9) is identified with (2), by choosing p (u) to be a step-fune-
tion and placing # = ¢~ (except that the radius of convergence K of
(2) then becomes I — Lje, instead of B = 1),

'}orrespundin:g[y, the generalization (4) of (3) results if the assump-
tion 1 (1) =0 is relaxed to the assumption that there exists some m
satistying j, (u) = 0 (for large u), where

pom () = [ W1 () dv,  p(u) = o ().

But it will be clear from the proof that the case of an arbitrary m
can be treated in the same way as the case m — 1, if the partial
integration, leading from (9) to (13) and (14) below, is applied m
times. For this reason, it will be sufficient to deal with the ease of
the assumption (10), where m = 1 (the assumption (10 bis) would
correspond fo m = 0),
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5. In the 1&&0!’ of the theorem, it can be assumed that the given
a-value, the value for which f(s) is supposed fo be of class L* (a),

is @ = 1 (this normalization is accomplished by a change of the unit
of lengbh on the t-axis). Then the assumpbion is that

1
(A1) || f(L+ e+ it) = f(1 + o+ it)Fdt >0 as (s, 1) ~(0,0)
-1

(where 1 4 = = g, and 1 4 4 = g, in the earlier notations), and the
assertion is thap

V(L + e+ it) = f (L + 5+ i) dt >0

must hold for every fixed positive a < so.
To this end, it will be sufficient to show that

(12) (1 2 it + ie) — [(L 4+ + it + ie)f*dt— 0

| N
"

1
2

holds for every real e. In fact, (12) can be written in the form

,
=N
2
) [ £(L 4=+ it) — f(L 4 n - it)]? dt=0.
=Y
If this is applied to ¢ = 3/2 and to ¢ = — 3/2, and if both of the

resulting relations are added to (11), it follows that (11) remains
trne if its [ - 1,1] is increased to [ — 2,2,

Clearly, a repetition of this process leads to | — N, N| for any fixed
N > 0. This is the reason why it will be suflicient to prove that (11}
leads to (12) for any fixed real ¢.

6. If the integral (9) is convergent for o > 1, and if, without loss
of generality, 1 (0) = 0 in (9), then a partial integration shows that

(13) Sls) = sP(s),

where

(14) Fs) = e p(w)du,
]

'f



T

the convergence of the integral (14) for ¢ > 1 being part of the
statement. [t is worth emphasizing that, whereas the condition
{10), which was not used here, and the convergence of (9) for & > 1
do not imply the absolute convergence of (9) for o> 1. they do
imply the absolute convergence of (14) for ¢ > 1.]

Since both s and 1/s are regular and bounded on every (o + it)-
rectangle of the form 1 <o < 2, — N<t£ N, it is clear from (13)
that (11) and (12) are equivalent to

1
(15) | | (1 + & 4 it) — F(1 + g + it)[*dt ~0
=)

and

I
(16) | [ F(L 4 =+ it + i6) — F(L+ 7 + it + ic) [Pt — 0
|

vespectively. Henee the assertion of the theorem is equivalent to
the statement that, if (10) és asswmed, (15) leads to (16) for every
real e

Actually, (16) will prove to be trne, not only for every fixed e,
bat uniformly on the infinite vange — oo << ¢ < o, But this additio-
nal information is immaterial in the proof of the theorem.

7. The beginning of the proof is about the same as that of Ike-
hara’s theorem ; it proceeds as follows :
For any fixed o> 1 and for any fixed veal e, puf

Fo(tye)=(1— [t]) Flait4ie) if [¢|==1, F.(t:e)=0 if | t[=1,
where — o <1 < 2o, and also put
G (t;e)=e " plu)e™ if w=0, G (w:e¢)=0 if =<0,

where — oo < w << >0 (and p(0) = 0). Then, since the function

- R0 O g (2 S W
(17) Sw) =(sm3m) / (:’ u) ’ (S(0)=1),

where —so < u< 20, i8 u positive constant multiple of the Fourier
transform of max (0,1 — [t[), where —so <t <o, it is readily
verified from (14), where p(u) =0, that the Fourier transform of
the function F.(f;¢) of t is the convolution S (u)x G, (u; ¢) (if a
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1
normalizing constant factor, such as (2x) 2, is disregarded). In
view of the definitions of . (t; ¢) and G, (u;c), this means that the
identity
1 1

(18) j et (1 — |t)) F(o + it + ic)dt = H,(w; c),
=1
where
(19) H,(w;¢) = \'c"r” () e S(w — u) du,
0

holds for 6> 1, —so<a¥ < 20, —co < e L (to a neglected posi-
tive constant factor ); and that, by Plancherel's relation,

1 oo
[ (1 = [ (o + it + ie) Pat = || Ho(e; 0 de
=1 —

(to a constant factor, the square of the preceding constant factor).

1f all of this is applied, not to the fanetions belonging to one
3> 1, but to the difference of the functions belonging to two g va-
lnes, 6 =1+ = and g =1+, where =>0 and % >0, then what
results is that the expression

I
20) [ (L= L) | B (144 it+ic) = F(L4n+it+ie) [* b
—1

ig o consbant multiple of the expression

b

(21) \'[H'L.H(cc;c’)-—ﬂﬂh(m;fz}[*dm

—a

8. Sinee (1— I£|]“ has a positive minimum on the interval
|

; Sy J L
—s=i= 5 it is elear that the integral on the left of the relation
(16) is majorized by a constant multiple of the integral (20). Hence,
in order to prove that the relation (16) holds for every fixed e, it is
suflicient to show that the funetion (21) of (553 ¢) tends to U as
(2,1) = (0, 0). But this property of (21) ean readily be coneluded {as

a mabter of fact, wniformly for --so < ¢ < 29), us follows:
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Aceording to (10) and (17), both functions £, 8 are non-negative.
Hence it is elear from (19) that

| Hyyo(wes €) — Hiy, (25 0)|

=| j (a0t — gmtltn vy (a) 8 (w0 — ) | e—iew [ du |

(whether = >, ¢ <4 orz=q). But since [e=T| = 1, it is also seen
from (19) that the last inequality ean be written in the form

[Hii(@s 0) = Hip, (@5 0) | < | Higo (@5 0) — Hiy, (@5 0)].

Hence, if (e, v) is fixed, the function (21)of ¢ is majorized by the
value attained by (21) at e = 0,

Consequently, if (¢, 4) is fixed, the function (21) of ¢ is majorized
by a constant multiple of the value attained by (20) at e = 0, and
the constant factor is independent of (s, v). But since (1 —|t]p=1
if —1=t=1, the value of (20) at ¢ = 0 is majorized by the inte-
gral ocenrring in (15). Since the limit relation (15), where (e, ) —>
(0, 0), is assumed this proves that the funetion (21) of (5, 4 ; ¢) tends
t0 0 a8 (2, 1) = (0, 0), uniformly for —oo < ¢ < so.
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Anwenduwg dualer quatarnionen auf Kinematik

Von WILHELM BLASCHEE (Hamburg) ©

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie einfuch sich die Formelir
fiir die Kinematik des Buklidischen Raumes gestalten lassen, wenn
man im Anschluss en BULER die Drehungen mittels der Quaterni
nen darstellt und dazn noch die sogenannten « dualen Zahlen ».

a-L=h, =10

zuhilfe nimmt.

Einen Teil des Folgenden habe ich an der Universitaet in Buenos
Airves im Mai 1957 vorgetragen und ich michte diese Gelegenheit
benutzen, um meinen argentinischen Freunden und Kollegen fiir
ihre Gastfreundschaft herzlichst zu danken.

$ 1. QUATERNIONEN

Iis seien die ¢; zunichst veele Zahlen, dann schreiben wir eine
Quaternion in der Gestalt
Q = qoty + @6 + 9203 + Gy

und erkliiven Addition nnd Multiplikation dureh die Formeln

.

(1,2) Q-+ Q=)+ qdes

00’ i s et
i
mit
{1'3} Cnty = Gily =

* Bingegungen am 19. Sept. 1957.
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sodass wir auch
(1 :4] & = j Kl
getzen kinnen, und
(1,5) e, = 46y = 4ty = — 1
88 = — i = €1
fiir ik l.=1,2,3;2,2,13 31, 2.

Dann gilt fiir die Maltiplikation das assoziative Gesetz
(1,6) 00a) = (@) e

Statt (1,1) sehireiben wir auch

(1,7) Q=qo+ 0 q=a& + a0 T Tsfs

Dann soll q ein Vektor heissen und wir fiihren die koniugierte Qua-
ternion ein durch

(1,8) a=q,— 0

Man bestiitigt eie Rechenregeln

(1,9) Q0 = qus + 20 + '8 — <00'’> +axq)
wobei das Skalarprodukt

(1,10) <qq°> = 04y + 90's + 90

und das Vektorprodukt

(1,11)  qXq'=(qe0'y— 9’2 €1 + (@' — 14y €2 + (020's— 029 1)¢
benutzt ist, Ferner wird

(1,12) a8 = ¢f + ¢ + 0 + ¢ = <QO>,

:,(G.u’ + QB) = quf's + N4y + qals + Gtls = < QU>

il

(1,13) a = 0.
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Anstelle der reelen ¢; werden wir auch «duales Zahlen verwenden
(1,14) %= i + 2q5-
wobei die g;, ¢; veel sind und ¢ den Regeln geniigt
(1,15) £=0, ec=z

Dabei ist ¢; ein Nullteiler fiir % = 0. Die division durch Nullteiler
ist nnzuliissig. Wir setzen fiir duale Quaternionen

_&_=90+5‘T)‘0+q+ea=gn+q:
{1,16) 0= 08, + gees + qye5,
ﬁ = ?[19: = Ee"a G 7 ‘;n"u

und fiihren die Bezeichnungen ein

Q=g+~ q~:q=q,— q:

(1,17) Q= g, —zq, + q — zq.

Dann wird

~1

'lqu=q+g+g;+_‘e

=1

(1,18) "h;u =04 Q- _@, - By

1 =8-a+a-a,
19=0-0-0 +a,

Die duale Quaternion @ hejsse gernormt, wenn

(1,19) 0@=1: 6@8=<@0> -1, <@a>— o

Die Quaternionen lLat L. Euler (1707-1783) 1748 eingefiibrt
Spaeter wurden sie von K. F. Gauss (1777-1855) 1819 und insbe-
sondere von W. R. Hamilton (1805-1865) 1840 verwendet, Duale
Zallen diirfte W, K. Clifford (1835-1879) znerst benutzt haben. Fiir

eine differanzierbare Funktion 7 der dualen Veriinderlichen q+z:q
setzt man

Flq + 2q) = P(q) + eqF(q),
dF(q)
=

(1,20)
F'{q) =




3 2. LINIENGEOMETRIE

ks sei
(3,2} X = w8 = dulis 1 Wty

ein Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten »; anf einer Geratden
und g ein Einheitsvektor auf dieser (gerichteten) Geraden. Dann

setzen wir

(2.2

27 g=xxg

und bemerken, dass sich dieses Vektorprodukt nicht findert, wenin
wir @ durch einen andern Punkt

(2,3) X' =x4rg
ersebzen. Unsere Gerade | g, gi wird dann doreh dass Vektorpaar g,

g bestimmt und (2,1) ist die Bedingung dafiir, dass der Punkt x auft
der Geraden _:g‘ ﬁ: liegt. Die Vektoren g, ﬁ erfiillen die Bedingungen

(2,4) <gg>=1, <gg>=0.

Man kann diese beiden Bedingnngen in eine zusammenfassen durch
Hinfiihrnng des dnulen Binheitsvektors

g=0+:g;:
(2,5) <gg> = <gg> +2:<gg> =1

Damit werden die (gerichteten) Geradon des Raumes anf die dualen
Punlte der Hinheitskngel abgebildet.
Fiir zwe duale Binheitsvektoren g, g° haben wir

(2.6) <gy>=<gy> +:4<00> + <gg>
Liegt der Punkt x auf der Geraden g und x" auf g, so wird
(2,7) <gg> + <go’> = (g, g5 x — X

wenn die eckige Klammer dio Determinante der drei Vektoren
hedeuntet. Nehmen wir fiir X, X" insbesondere die Punkte, deren Ver-
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bindungsgerade g” sowolil g wie g’ rechtwinklig sehneidet, so kénnen

wir setzen

(2,8) <gg> = cos (9 + =)

oder ansfiithrlich

(29)  <g@>=ocos9, <gg>+ <gg’> =-—:9sin g

und bemerken, dass © den Winkel von g 9" und wegen (2,7) ¢ den
Kiirzesten Abstand von g, g’ bedeutet.
Dabei sind die Vorzeiahen von %, p aneinander gebunden,

(2,10) <gg>=0

bedeutet insbesondere rechtwinkliges Schneiden von g, g

Fiir g” finden wir

g xg
(2,11) "= ——
= <gg>
unter der Annahme
(2,12) g x g 0.

Die Anwendung dualer Zallen auf die Liniengeometrie soll von
W. K. Clifford 1873 stammen. Dann folgen Sehriften von A. P, Kot-
Jelnikoff (1565-1944) 1895. J. Petersen— Hjelmsley (1873-1950) 1900,
G. Fubini (1879-1943) 1900 und insbesondere I, Study (1862-1930)
1903 in seiner Geomotrie der Dynamen.

§ 3. BEWEGUNGEN

Linem Punkt x mit den rechtwinkligen Koordinaten a; haben wir
nudichst den Velktor

(3,1) X =26 + @405 + w6,

zugeordnet. Dann nehmen wir noch die dnale Quabernion

(3,2) ' X=1+zx
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Ist

(3,3) o + W@y + Uy + wgy = 0
mit

(3,4) U= w0 + ugty + wyey, <uu>=1

die Gleichung einer (gerichteten) Ebene, so soll ihr die duale Qua.
ternion

(3,5) ! = U+ =,

enfisprechen,
Fiir vereinigte Lage der Geraden g mit dem Punkt X finden wir
dann als Bedingnng

(3,6) gX — Xg, = 2:(g — x x g) = 0.

Fiir vereinigte Lage der Geraden g mit der Ebene U:

el gU + Ug. =0

Schliesslich fiir vereinigte Lage von Punkt X und Ebene U :
(3,8) XU—UX, =2:)u, + <ux>}=0.

Mittels einer genormten dnalen Quaternion @ kann man nun eine
Bewegung des Ranmes in ihrer Wirkung anf die Geraden so dars-
tellen :

(3,9) 0=0g0 0d=1,
forner in ihrer Wirkung auf Punkte -

(3,10) X= l‘_f_)g' a,

und anf Ebenen

(8,11) u=avua

Insbesondere erhalten wir eine Bewegung von der Periode zwei
(involutorische Bew egung) fiie Qo = 0, naemlich die Spiegelung an

der Geraden g.

)

'}
1]
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Merken wir noch die Formeln fiir die Umlegungen an, die aus den
Bewegungen (3,9), (310), (3,11) durch Zusammensetzung mit der
Spiegelung am Ursprung

(5e2) g=-gv X=X, U=-U,
hervorgehen :
g=-ayg.6,
(3,13) X=+1Xx.0,
u=-1aua

Insbesondere gibt es zwei Typen involutorvischer Umlegungen,
naemlich fiir

(3,14)

=

=14+ s_q,
die Spiegelung am Punkte — g und fiir
(3,15) Q=0U=q+eq

die Spiegelung and der Ebene U.
Zum Nachweis von (3,9) bemerke man, dass aus

(3,16) g+ 'g" =0
folgt
(3,17) g=0,

g+
dass also Vektoren wieder in Vektoren iibergehen, Ferner folgt aus

(3,18) gy =1
wieder
(3,19) g =§ = 1.

Die Substitution (3,9) ist also orthogonal. Setzen wir schliesslich
(3,20) gzcosm +asin9, Eam—; 1

=W + z0,
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so bedentef a die Schranbachse der Bewegung Q, 20 den Winkel
der Drelung um a und 2w die Grisse der Schichung (Translation)
lings a bei geeigneter Vorzeichenwahl.

Aus der Formel (3,9) gewinnt man dann die andern (3,10) und
(3,11) mittels der Bedingungen (3,6), (3,7), (3,8) fiir vereinte Lage.
Merken wir noch fiiv die Schraubachse an

q
{3321) a = ——

i — g

Sie wird unbrauchbar fiir

'];';ZI! =10, u=l+£ﬂa

also fiiv die Schiebungen (Translationen),

§ 4. BINGLIEDRIGE BEWEGUNGEVORGANGI

Wir betrachten jetzt einen «dingliedrigen Bewegungsvorgang »,
indem wir Bewegung und die zugehirige genormie duale Quaternion
von einem veellen Parameter {, der « Zoit» abhiingen lassen :

(4,1) gty =a)g Q).
Dann fiithren wir zu 9.(3) = Q,(f) ein geeignet gewiililtes Quadrupel
genormter orthogonaler Quaternionen Q. (t); j=0,1,2 3 ein
(4,2 <@,0,> = 3,
und erbalten dann in bekannter Weise Ableitungsgleichungen
t!gﬂ — » + gl_p & ® F
ﬂ"al - gu? S Qf ‘o
(4,3) 40, -0 * + Q-

= * * _g; ¢

s

Darin sei

a_f = 9{ o= Edh

(4,4) p=rp+:p 9=0++ 38, T=i4
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Dann ergeben die Formeln (4,3) ausfiithelich
dg” 8 * o GJP v . .
t?ﬁl

(4,5) dQ, = =0 * +853

e, = * " L "l
il
Q= * + Qg - : Qe >
@y = — u-uf; Y 40w * —Qp * O+ azp ol
(#6) dB8:= * —@s * +08s * — Qo * 4 Q.
A= ¢ CONN . o= ¥

Wir fiihren jetzt die dualen Einheitsvektoren ein

(4,7) @,0,=p. Q@ ~p; i=123

mit

{-I-,S) <E{ p‘ :’ = <p’-" Ef‘. - = a|'.f-'
i_i-'.»ﬂ»“l_’n ﬁaal'_-E;r aQ, - p,

{4,9) ﬁ:;a'_ =+ Py @3: =+ P Aﬁaul =+ P

und

{4,10) 9;-,@._. =4+p, Q8,=-+p,
Fiir die rechtwinkligen Dreibeine der Vektoren p. p' ergeben sich
dann Ableitungsgleichungen

apo= TRk T =t Rl
(4,11) dp,=—p3 * + Py dp', =—pn s

dEs = = Bt i 'FE'.'L S e = E'zl -

Diese Gleichungen lussen sich entsprechend zo (4,5), (4,6) ans (4.3)
wieder ansfithrlich schreiben.
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Leiten wir jetzt etwa die Gleichung
(4,12) p,—=@,0
ab unter Beachtung von (4,11), (4,3), (4,7), so folgt
(4,13) P = @0 + 8, (— Qp + Qo) = p.o).
Somit ist
(4,14) A=g.

Entsprechend gewinnen wir durch Ableitung von (4,7), (4,9), (4,10)

A=g;ig SE=ip)

(4,15) V=g, p=t+g
oder ausfiihvlich

A =W=g, h=hn=0;

(4,16) B=t—py R=7—pj

W=:+p, p=s—¢

d_:dg.g’ (_-1—6.;_’ dQ
(#4,17) =dQ.Qu0Q+QQeP.aQ=4Q.Q9+9Q.dQ

und weiter wegen (4,3), (4,7)

(4,18) dg =gt =Rua)g= 22 % B,

~—
s

Somit ist fiiv g = p,, dg =0, das heisst p, ist die augenblickliche
Sehraubenachse nnseres Bewegiungsvorgalgs,

Wegen (4,11) is

(4,19) <?ja£|> =0, <py dp, > = 0,

das heisst: p, ist die gemcinsame Normale benachbarter Schran-

bachisen. Dadurcely ist dus «hkanonische Achsonkreuz » der p; im be-




—iT
wegten System (« Gangsystem ») und der p’, im « Rastsystem» ge-

deutetf.

§ D, ACHSENFLACHEN

Es sei kder Ursprung des kanonischen Achsenkrenzes der p,

also nach (2,2

(5,1) k % p, = pe

Daraus fiir i = 1,3 folgt durch Ableitung mittels (4,11)
(dk X py) + (K X P X = +pgr + psi,

(3,2) (dk X ps) — (K X Polje == pup — Page

und somit nach (5,1)

(5,3) dk X py =+ pgry  dk X py=— pap-

Hieraus ist

(5,4) ak = pp = pyh

und entsprechend

(5,6) ak’ = p'l-[? -+ p’ﬁ.’.

Da k Schnittpunks der Sehraubachse P, ist mit der geraden p, die
P, und P, + dp, rechtwinklig schneidet, ist k <« Keklpunkt » der
Achsentliiche (p, ).

Beachten wiv einige Sonderfille. 1st fiiv alle ¢
(5,7) K=" =0,
so folgt ans dem Realteil der Formeln (4,11)
(5,3) dpy = dp'y = 0.

Die Achsenflichen sind somit Zylinder und wir kinnen den Bewe-
gunsvorgang, bei dem eine Richtung des Gangsystews fest bleibt,
aylindrisch nennen. Fiir

(5,9) p=0, p=p
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sind die Achsenfliichen aufeinander verbiegbar (abwickelbar) und
wir iaben es mit einem Kollvorgang zu tun.
Gralten (5.7) und (5,9) gleichzeitig, so entsteht ein ebener Bewegungs-

vorgang. Endlich gibt

(3,10) ¢=0

die Schiebvorginge (Translationsvorginge).
Wir haben in (4,11) wegen (4,15)

(5,11) dp, = *Pa dp', = Ky k= W he

Darin bedeutet 7. den Winkel und « den kilrzesten Abstand benach-
barter Achsen p,, p, + dp, und p'y, py A+ Ay somit. haben die
« Gangachsenfliickes (p,) und die «Rastschsenfliiches gleichen «Drall»

AW
(5,12) ==
7 N
Genauner: Die Infegrale
(5,13) \% |2

sind fiir beide Flichen dieselben. Man sagt: Die beiden Flichen
(p,), (p')) «schroten» anfeinander.

§ 6. FUHRUNGSBEINGUNGEN RASTBEDINGUNGEN
Aus (3,10) folgt durch Ableitung nach {, wenn
(6,1) a=a,n
wesebzt wird,
8,0

(6,2 d§=§}n¢+ﬁ;ugzﬁﬁjp+gg

und wegen (4,7)

(6,3) aX =~ pXg + Xpp:




oder ansfiihrlich

A(1 4 ex) =~ (py + ep) (L + X) (g + 2p) + (1 + =x)

(6,4) (P = =pi)(p — =p)
und somit

(6,5) X = (Xp; — P — 2p) g — . 2pyp

oder

(6,6) ax = 2{(x x p,) = pylp — 2pie-

Wir fiihren darin den Ursprong k des kanonischen Achsenkreuzes
der p, ein. So wird

(6,7) ax = 2(x — k)ap;.p — 2p,p.
Setzen wir
{6,5) X — k — "vlpl + wgpg -+ w&pa'

sodass die w; die Koordinaten von X zum kanonischen Achsenkreuz
bedeuten, so wird

(6,9) dx = — pip + (@yps — @upy) g

Aus (6,9), (6,8) folgen unter Benutzung von (5,4), (4,11) die Fuel-
rungsbedingungen.

dvﬂ] = - !._l' 8 + m:_.}s - e
(6,10) dey = *—wh " oy,
dog=—75 * — e *

die aussagen, dass der Punkt
(6,11) X =k +ap, + wpy + g

im Gangsystem mitgefiihrt wird.
Entsprechend gelten fiir den Punkt

(6,12) X'= k' + @\p'y + 2ps + @'y




die Rastbedingungen

da’y = — E 2 + Ly S
(6,13) dw'g= * —ah %+ 'y,

. *=

Ay = —h — g *

die anssagen, dass er ruht.
Schreibt man die Gleichnng einer Hbene in kanonischen Koor-
dinaten

(6,14) Uy + Uy + Uy + Uy = 0,
so0 ergeben sich als Fiihrungsbedingnngen fiir die BEbene

dug= * + ugp’ *  F gk,
di, =% * Fupn * ,
(6,15) dug= * —au,n % Fouaw,

==, E ro*
dity = — gy s

und als Rastbedingungen

dufp=* =wip * # w'h s
diy = * . + ek * .
(6,16) dws= * —wih * g,

o, B » * L]
auly = T 3

Endlich fiir Geraden wieder in kanonisehen Koordinaten

dgpy= * +gr
dff =—gn * +ow.
(6,17) dgg= " —g *
dgi= * +go * 0 g ",
dg’e — i 513?- * B !111;‘-' = -5.?1"- o+ .;;s!’-'.-
— gup’

-

dgy = =g * - °

Die Tangenten an die Bahnen haben somit die Koordinafen

s =:’"f: ' 57::- (@ + *%)p ,
(6,18) Jo=++ Wy s Ez == W0 + oyrp

= — ®sp, .‘;:c =+ -"":'I_'-‘ + ey

)
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und erfiillen somit den quadratischen Komplex
(6,19) (9502 + 9u8ls) @ + (% + %) p = 0
Die Bahnnormalen erfiillen den linearen Komplex
(6,20) ae + gip = 0.
Fiir den Winkel  benachbarter Geraden g, g + dg ergibt sich
(6,21) ot =< dg, dg> = 4(g* + ¢%) ¢
und fiiv ihren kiirzesten Abstand
(6,22) ax = < dg, dg > = (gsfls + 0305) 6* + (9% + 4% po!-

Fiir den Kehlpunkt y der von der Geraden g beschriehenen Baln-
fliiche findef man die kanonischen Zeiger

_ (g — s — g% (955 — 9&69]'

y == o5 ] o T
L0+ 0%+ 0P (00 F 940
= g,
(6,23) S 4 J-s,
4
_ 49 il .';:r'
R i

§ 7. GESCHWINGIGKETT, BESCHLEUNIGUNG

Fiihren wir der Kiirze halber fiir unsern Bewegungsvorgang eine
solche Zeitverteilung ein, dass
(7,1) g = dt

wird, wodurch wir die Schiebungen (= Translationen) ausschliessen
und setzen wir

° a ¥ i
(7,2 §= ) E=ba p—b’, ~=1,
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and deuten wir durch Punkte die Ableitungen nach ¢ an, 8o haben
wir nach (6,9) fiiv den Geschwindigkeitscektor

(7,3) X = — Py I+ XgP2 — Xy
Daraus folgt dureh Albleitung nach # fiir den Beschleunigungsvektor
mittels (6,10), (4,11) x:
(14) %= —(B+aL) py— LR+ L)+ 2} pa-t (2, L— 25) Py
Fiir den Ort der Wendepunkte dex Balinen mit
(7,9) X £ /X =10
folgt aus (7.3), (T.4)
o +mu.b=i’ +/E,

(7,6) * _9p, tayf —LR+L
:ﬂlf)‘—mgj"‘_gwq == “

und weiter fiir L==0

AR+ [ILLR+ 1)+ B+ [* R4+ ['E

= 2L

L(LE 4+ L) +j.'f?+j‘?ﬁ,

(7,7) My == —

2L
nJ K+ /R
" L
Iiir
(7,8) R —1: 0

ist das eine Raumkurve dvitter Ordnung (Kubik) €y, Sie geht durch
den Fernpunkt der Schraubachse p, (fiiv /= =0), beriihrt dort die
Ferngerade der Ebene &, = 0 und hat die Iernebene zur Schmie-
gebene, Dié ¢ liegt anf dem parabolischen Zylinder

(7,9) R (DR + T) 4 200 B + 0yl + 0%, = 0.
Wenn
(7,10) L0, E=0, R0




=Y =

ist, also fiir einen nicht zylindriselien Rollvorgang, entartet unsrve
!y in eine Parabel. Fiir

(7,11) L=0, R0

also fiir einen unebenen zylindrischen Bewegungsvorgang wird
unsre Oy zn einer Geraden. Ist schiliesslich

(7.12) L=0, R=0, R=0,
so tritt anstelle der €y der Krewszylinder
(7.13) 9 (2% + o%) + 0y L=0
fiir einen ebenen Bewegnngsvorgang,

Fiiv den umgekelirten Bewegungsvorgang, der dureh Vertanz-
schung von Rast- und Gangkreuz entsteht, wird

(7,14) P*z_P! P.s_-?.'! }:’=+}': —:"-.::'!'i:-

Die nene Kubik O* enthiilt die Punkte, dureh die drei benachibarte
Bbenen laufen, nnd entsteht aus € durch die Spiegelung

(7,15) o = -—m;, afy=—ay, o =-1wu,
an pg.
Durel nochmalige Ableitung von (7,4) entsteht
Xx= LR + 200 — By + aL (4 + M) — wyl|
(7,16) 4 Pol— (LR + LR + ) + oL(2 — M) — 4z,
+ Py (2 L— EME—~ LM~ LW)+a, L+, (44 12)}

Die Ponkte fiiv die Determinante
(7,17) xxx]=0

wird, also die Punkte mit rastender Schmiegebene bilden daher im
allgemeinen eine kubiselie Fliche.

Pamit michte ich diese Untersuchung vorliiufig abbrechen und
eine ausfiihrlicha Darstellung mit meinem Kollegen H, R. Miiller
(Rerlin) bringen in Fortsetzung unseres Buches «Ebene Kinematik»,
Miinchen 1955,

Santiago de Chile, im Juni 1956,
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